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Prologo

El objeto de estudio de esta memoria es la programacion de tareas. Esta consiste en la asignacion
de diferentes tareas en un periodo determinado de tiempo a un conjunto de miquinas siguiendo una
determinada secuencia con el propésito de optimizar alguna funcién objetivo.

En el primer capitulo de esta memoria se introduce en qué consiste la programacién de tareas, asi
como la notacién relacionada mas importante, de la que se lleva a cabo una breve introduccién. En este
mismo capitulo, se presentan distintas clasificaciones dependiendo de las caracteristicas del estudio. Por
ultimo, se considera el problema de programacidn de tareas con una inica maquina en el cual se centran
los siguientes capitulos. Para este problema se estudian cuatro modelos cuyos objetivos son minimizar
el tiempo de finalizacidn total ponderado de las tareas, minimizar la peor desviacién de la fecha de
entrega, minimizar el nimero de tareas tardias y minimizar la tardanza total de todas las tareas.

En el segundo capitulo se presentan dos formulaciones del modelo de optimizacién entera mixta
correspondiente a los cuatro problemas estudiados. Estas formulaciones se distinguen por el tipo de
variables que utilizan. En la primera se utilizan variables de precedencia que indican si una tarea precede
o no a otra. En la segunda se utilizan variables de posicién que indican si una tarea es realizada o no en
una determinada posicién de la secuencia o programacién. El c6digo desarrollado para la resolucién de
los distintos modelos con CPLEX Studio se incluye en el apéndice.

En el tercer capitulo se estudian los modelos desde la perspectiva de aprovechar sus propiedades
combinatorias para el desarrollo de algoritmos. Se presentan los algoritmos y los teoremas que justifican
que proporcionan una solucién 6ptima. En el apéndice correspondiente se presentan los cédigos en C++
desarrollados para implementar los algoritmos, asi como un ejemplo de su aplicacién.

En el cuarto capitulo se presentan los resultados del estudio computacional que se ha realizado para
evaluar y comparar las dos aproximaciones al problema presentadas en el segundo y tercer capitulo.
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Summary

Scheduling is a decision-making process which consists in the allocation of resources to different
tasks over given time periods. This project addresses the problem of scheduling a set of tasks in a set of
machines aiming to optimize different objectives.

Scheduling has a key role in the actual society and, as a result, its use has now spread to a wide
variety of fields. For example, it can be used to schedule tasks in a runway at an airport, to schedule
crews at a construction site or even to schedule functions of the CPU. Over the years, the study of
scheduling has been approached in two different ways. On the one hand, the first approach focuses on
the study of its properties and the later application of some resolution algorithm based on combinatorics.
On the other hand, the second approach seeks to develop mathematical optimization models and use the
general techniques proposed to solve them.

In scheduling we have a machine environment in which certain tasks have to be processed. This set
of tasks will be denote as N and n will be the number of tasks, n = |N|. Generally, subscript i will refer
to a machine and j to the task. The following concepts are introduced. Let p; be the processing time
of the task j, d; the due date of the task j and w; the weight of the task j. Scheduling problems can be
described as a triplet @|B|y, where o represents the machine environment, 3 gives characteristics and
restrictions of the problem and 7 refers to the goal of the problem. Based on it, in the first chapter we
give a classification for each of the three environments described in the previous triplet.

In this project we focus on the study of the problem of scheduling in a single machine environment.
This model is considered one of the most important models as it can be applied to the resolution of
more complex environments. The single machine problem consists of the scheduling of a finite number
of tasks, all of them available at the initial moment, which must be processed on a single machine.
Depending on the requirements of the system, the goal could vary ranging from minimizing the total
lateness of the tasks to avoiding certain task to be late. In particular, we have focussed on the four main
single machine problems which are: 1|| Y w;C; which aims to minimize the total weighted completion
time, 1||Lyqe Which aims to minimize the maximum lateness, 1||}U; which aims to minimize the
number of tardy jobs and 1|| Y. 7; which aims to minimize the total tardiness.

In the second chapter of the project, we study the mixed integer optimization models of each of the
four main single machine problems. We present two different formulations of each problem, depending
on the type of variable used. The first modelling is based on precedence variables. For this purpose,
we define the variable yj, which is a binary variable with value 1 if the task j goes in the schedule
before the task k and 0 otherwise. We also define the variable C; which represents the completion time
of task j, the variable Lmax which represents the maximum lateness, the variable U; which is a binary
variable that represents whether the task j is late or not and, finally, the variable T; which is the total
tardiness of task j. The second modelling is based on position variables. We define the binary variable
X jx which has value 1 if the task j goes in the position k and 0 otherwise, and the positional date variable
% which defines the completion time of the task at position k. For this second modelling we define a new
binary variable U, which has value 1 if the task that is processed in the place k is late and O otherwise.
Moreover, we also use in this second modelling the variables previously defined C;, Lmax and T;. The
codes of the two modellings have been implemented on the computer software CPLEX Studio and are
available at the corresponding appendix.

In the third chapter, we focus on the modelling based on combinatory properties. For each problem
we present a different polynomial or pseudo-polynomial algorithm capable of solving it. We also state
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VI Summary

the most important theorems and its proofs, that justify the correctness of the algorithm. The polyno-
mial algorithms are based in the WSPT (Weighted Shortest Processing Time first) rule for the model
1/ X w;C; and in the EDD (Earliest Due Date) rule for the model 1||L,.qy. For the model 1|| Y. U; the poly-
nomial algorithm of Hodgson-Moore is presented. Finally, for the model 1||}.7; a pseudo-polynomial
algorithm based on Dynamic Programming is presented. The algorithms have been coded in C++ pro-
gramming language. Each code can be seen in the corresponding appendix.

In the last chapter we have made a computational study comparing approaches presented in the
chapters 2 and 3. We have generated several random datasets with different task sizes aiming to compa-
re the computational time required to solve the problem. We have concluded that, in general, polynomial
algorithms based on combinatory properties are more suitable than the corresponding optimization mo-
del in terms of the computational time required. Which is the best optimization model depends on the
scheduling problem considered. Finally, the optimization model based on positional variables is bet-
ter than the optimization model based on precedence variables and the algorithm based on Dynamic
Programming for the problem in which the total tardiness is minimized.
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Capitulo 1

Programacion de tareas

1.1. Introduccion

La programacion o secuenciacion de tareas, scheduling en inglés, consiste en la asignacion de re-
cursos a diferentes tareas o trabajos durante periodos de tiempo determinados.

Dada una coleccién de tareas que requieren ser procesadas en un cierto conjunto de méquinas, el
problema considerado consiste en programar para cada tarea uno o mds intervalos de tiempo en una o
mds mdquinas. Esta programacion puede estar sujeta a ciertas restricciones y trata de optimizar algunos
criterios de rendimiento. En consecuencia, el propésito de la programacién de tareas es optimizar uno
o mads objetivos con el fin de conseguir unas prestaciones idéneas y adecuadas a las necesidades del
usuario.

La programacidn de tareas tiene en la actualidad un papel fundamental. Debido a la complejidad
que puede llegar a tener esta programacion, su uso se ha ido extendiendo a lo largo de diversos campos.
Dichas aplicaciones pueden variar desde procesos como la programacion de tareas en las pistas de
aterrizaje de un aeropuerto, en maquinas de una planta de ensamblaje, en las funciones de una CPU o
en la secuenciacion de operarios en un taller.

A lo largo del tiempo, el estudio de la programacién de tareas que es, en general, computacional-
mente complejo [1] ha sido abordado de dos formas distintas tratando de buscar una solucién 6ptima
de manera eficiente. La primera linea de investigacion se centra en el estudio de las propiedades de
cada problema particular para, posteriormente, aplicar algiin algoritmo basado en la combinatoria como
método de resolucién. Por otro lado, la segunda trata de formular modelos de optimizacién matemadtica
y aplicar las técnicas generales desarrolladas para el modelo. En esta memoria se han estudiado ambas
aproximaciones.

1.2. Definiciones y notacion

En el problema de la programacion de tareas se tiene un sistema en el que se dispone de un entorno
de maquinas en el que han de procesarse un conjunto de tareas, que denominamos N. Sea n el nimero
total de tareas, es decir, n = |N|. Generalmente, el subindice j se referird a una tarea y el subindice i se
referird a una maquina. Se introducen los siguientes conceptos:

Tiempo de procesado (p;;). Representa el tiempo que tarda la mdquina i en realizar la tarea j. Si
la tarea j solo ha de procesarse en una maquina se omite el indice i.

Tiempo de llegada al sistema (7;). Es el momento en que la tarea j llega al sistema para reali-
zarse, es decir, lo més pronto que la tarea j puede comenzar a ser procesada.

Fecha de entrega (d;). Es la fecha acordada con el cliente para entregar la tarea j. En algunos
problemas es posible exceder la fecha de entrega con cierta penalizacién.
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Coste o peso (w;). Denota la importancia de la tarea j con respecto a las demds tareas que deben
realizarse. A menudo, representa un coste por la permanencia de dicha tarea en el sistema.

El objetivo a minimizar serd, en general, una funcién de los tiempos de proceso de las tareas, que
dependera de la secuencia en la que son procesadas. En otros casos, el objetivo serd una funcién de las
fechas de vencimiento. Por ello, se introducen los siguientes conceptos:

Tiempo de finalizacion (C;). Es el tiempo en el que la tarea j sale del sistema porque ha sido
completada. Es decir, es el tiempo de finalizacién en la dltima maquina donde requiere procesa-
miento.

Retraso (L;). Se define el retraso de la tarea j como L; = C; —d;. Esta funcion serd positiva
siempre que la tarea j se complete tarde con respecto a su fecha de entrega y serd negativa cuando
la tarea j sea completada con antelacién.

Tardanza (T;). Se define la tardanza de una tarea j como
Tj =max{C;—d;,0} = max{L;,0}.

La tardanza representa las unidades de tiempo que la tarea tarda en completarse si se termina mas
tarde que su fecha de entrega.

Adelanto (E). El adelanto de la tarea j se define como
E; =max{d;—C;,0} = max{—L;,0}.

Representa las unidades de tiempo que la tarea j se completa antes de su fecha de entrega, si lo
hace.

Penalizacion unitaria (U;). Indica si la tarea j se ha completado a tiempo y se define como:

U, — 1 SiCj>dj
7771 0 en otro caso

1.3. Clasificacion de los problemas

Los problemas de programacion de tareas se describen mediante una terna o | B | v. En esta terna,
o representa el entorno de maquina, B proporciona las caracteristicas y restricciones del problema vy,
finalmente, ¥ hace referencia al objetivo a minimizar o maximizar en el problema.

1.3.1. Campo a: entorno de maquina

La siguiente clasificacién muestra los tipos de entorno de maquina mas usuales en los problemas de
programacion de tareas, asi como el simbolo que los identifica en el campo «:

Maquina tnica (1). Las tareas han de procesarse en una unica maquina.

MaAaquinas idénticas en paralelo (Pm). En este entorno hay m mdaquinas idénticas y la tarea j
requiere una Unica operacion que puede ser realizada en cualquiera de las m maquinas. Si la tarea
Jj solo puede procesarse en cualesquiera de las méquinas que pertenecen a un subconjunto dado
M;, entonces se escribe M en el campo «.

Maquinas en paralelo con diferentes velocidades (Qm). Hay m mdquinas en paralelo pero estas
tienen distintas velocidades que no dependen de la tarea.

Maquinas en paralelo no relacionadas (Rm). En este entorno hay m maquinas en paralelo, pero
cada maquina i puede procesar la tarea j a una velocidad diferente.
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General Shop (Gm). En este entorno hay n tareas diferentes y cada una de ellas tiene una o
varias subtareas. Cada tarea no puede realizarse en mds de una maquina simultineamente y cada
madquina no puede procesar mis de una tarea a la vez.

Open Shop (Om). Este entorno es un caso particular del General Shop. En €l se tienen m maquinas
y n tareas compuestas de tantas subtareas como maquinas hay. Asi, cada subtareai =1,...,m debe
ser procesada en la maquina i.

Flow Shop (Fm). En este entorno hay m méquinas en serie. Cada tarea j consiste en tantas sub-
tareas como méquinas hay y cada subtarea i = 1,...,m debe ser procesada en la maquina i.

Job Shop (Jm). En este entorno hay m maquinas y en él, cada tarea tiene definida la secuencia
que debe seguir. Asi, dentro de una misma tarea, cada subtarea j debe ser procesada antes que la
subtarea j+ 1.

1.3.2. Campo : restricciones

En este apartado se describen algunas de las restricciones mas comunes existentes en los problemas
de programacién de tareas. Si el campo f estd vacio, se considera que todas las tareas y maquinas del
sistema estan disponibles desde el comienzo del horizonte de planificacién.

Fecha de inicio (r;). Si este simbolo aparece en el campo f3, entonces la tarea j no podrd empezar
a ser procesada antes de su fecha de inicio r;. Si r; no aparece como restriccion, entonces la tarea
puede comenzar en cualquier momento. A diferencia de las fechas de inicio, las fechas de entrega
no son una restriccién que se especifica en el campo f3.

Interrupciones (prmp). Las interrupciones implican que no es necesario mantener una tarea en
una mdquina una vez empezado su proceso hasta su finalizacién. Asi, es posible interrumpir el
procesamiento de una tarea y sustituir dicha tarea por otra. En este caso, cuando se vuelve a
reanudar la tarea interrumpida en dicha maquina solo es necesario procesar la tarea con su tiempo
restante de procesamiento. Siempre que el problema no lo indique explicitamente en este campo,
las interrupciones no estan permitidas.

Restricciones de precedencia (prec). Estas restricciones consisten en la imposicién de que una o
varias tareas se completen antes de que otra tarea pueda empezar a procesarse. Si cada tarea tiene
a lo sumo un predecesor y un sucesor, estas restricciones se denominan cadenas.

Tiempo de preparacion dependiente de la secuencia (s ;). Esta restriccion representa el tiempo
de preparacién necesario entre el procesamiento de las tareas j y k. En particular, denota el tiempo
que es preciso para que la tarea k pueda procesarse. Asi, so; serd el tiempo de preparacién para la
tarea k si esta es la primera de la secuencia. Por su parte, s jo hace referencia al tiempo de limpieza
después de realizar la tarea j si dicha tarea es la dltima en la secuencia. Si, ademds, el tiempo de
preparacion necesario entre ambas tareas depende de la méaquina lo denotaremos por s; ji.

Procesamiento por lotes (batch(b)). Una mdquina es capaz de procesar un nimero de tareas b
simultdneamente, es decir, puede procesar un lote de hasta b tareas al mismo tiempo. Durante el
procesamiento de un lote, el tiempo de procesado de las tareas puede no ser el mismo, pero el
lote entero estd completado cuando se han completado todas sus tareas. Por tanto, el tiempo de
finalizacién del lote coincide con el tiempo de finalizacién de la tarea con el mayor tiempo de
proceso.

Restricciones de elegibilidad de la maquina (). Como ya se ha indicado anteriormente, el
simbolo M aparece en el campo 3 cuando se dispone de m mdquinas en paralelo pero no todas
las méquinas son capaces de procesar la tarea j. El simbolo M; denota el conjunto de maquinas
capaces de procesar la tarea j.
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1.3.3. Campo y: funciones objetivo

El objetivo que se propone minimizar para abordar el problema condiciona el procedimiento que se
aplica para su resolucién. A continuacion, se relacionan las funciones objetivo més usuales en progra-
macién de tareas:

Maximo retraso (L,,,,). Se define como max{L,...,L,} y mide la peor desviacién de la fecha de
entrega.

Tiempo de finalizacién total ponderado (Y w;C;). Dependiendo del significado del peso w; en
el problema, puede dar una idea, por ejemplo, del coste total de la programacién de las tareas.

Niimero de tareas con retraso (Y. U;). Identifica el total de tareas no realizadas antes de la fecha
de entrega.

Tardanza total ().7;). Mide la tardanza total de las tareas.

1.4. Programacion de tareas con una tinica maquina

En esta memoria, nos centraremos en el estudio de la programacion de tareas en una tinica maquina.
Los modelos considerados, ademds de ser importantes en si mismos, lo son porque, en muchos casos,
se aplican en la resolucién de problemas mas complejos.

La programacidn de tareas en una inica mdquina consiste en establecer la secuencia en la que debe
realizarse un ndmero finito de tareas que han de procesarse en la inica maquina del sistema. Suponemos
que cada tarea j estd disponible desde el instante inicial del proceso. Como la miquina solo puede
procesar una tarea cada vez, el resto de las tareas permanecerdn en cola hasta que sean procesadas y
abandonen el sistema una vez hayan sido completadas. El objetivo considerado podré ser, dependiendo
de las necesidades del sistema, minimizar la penalizacion por el retraso en algunas tareas o garantizar
que ciertas tareas no excedan su fecha de entrega.

Notemos que cuando solo hay una méquina, si la funcién objetivo es una funcién monétona del
tiempo de finalizacién de las tareas entonces solo hay que tener en cuenta aquellas programaciones que
no consideran ni interrupciones ni tiempos de inactividad de la mdquina. En efecto, consideremos que
la tarea j interrumpe su procesado. Es decir, supongamos que j es programada en [t1,%,] y [t3,%4] donde
Hh<h<nza<ly.

Si se reorganiza la programacién de manera que la parte de la tarea j que se procesa en [t1,f] es
programada entre t3 — (f, — 1) y t3 y por tanto, todo lo programado entre #, y 3 se adelanta 7, — t;
unidades de tiempo, entonces se elimina la interrupcién de la tarea j sin incrementar el valor de la
funcién objetivo y sin crear otras nuevas interrupciones. Asi, continuando el proceso se obtendria una
solucién 6ptima del problema en la que no son necesarias las interrupciones.

En esta memoria se estudian los modelos:

Modelo 1||Y w;C;, en el que el objetivo es minimizar el tiempo de finalizacién total ponderado.
Modelo 1||L,,4, en el que se minimiza la peor desviacion de la fecha de entrega.
Modelo 1||U;, en el que se minimiza el nimero de tareas tardias.

Modelo 1||Y.7;, en el que se minimiza la tardanza total.

Las buenas propiedades de estos modelos, en comparacién con el resto de modelos de programacién
de tareas, han permitido desarrollar algoritmos polinomiales y pseudopolinomiales. Es posible resolver
tres de los modelos de una dnica maquina en tiempo polinomial. El estudio de los capitulos 1 y 3 se
ha realizado a partir de los textos de Pinedo [2], Brucker [1] y Sule [3]. El capitulo 2 se ha trabajado a
partir del articulo de Keha et al. [5] y del articulo de Baker y Keler [6].



Capitulo 2

Modelos de optimizacion entera

En este capitulo el objetivo es presentar modelos de optimizacion entera para cada uno de los pro-
blemas de programacion de tareas con una tUnica maquina considerados, que pueden ser resueltos con
técnicas estandar desarrolladas para estos modelos. En particular, en esta memoria se utilizara el soft-
ware de propdsito general CPLEX Studio.

2.1. Modelizacion basada en variables que indican precedencia
Se define la variable binaria yj; con j,k € N, j < k:

_ |1, silatarea j se realiza antes que la k
Yk 0, en caso contrario

Se definen también las variables:
C;: variable no negativa que representa el tiempo de finalizacion de la tarea j, j € N.
Lmax: variable no restringida que representa la peor desviacién de la fecha de entrega.

U;: variable binaria que toma el valor 1 si la tarea finaliza después de su fecha de entrega y cero
en caso contrario, j € N.

T;: variable no negativa que representa la tardanza total de la tarea j, j € N.

En las siguientes subsecciones se van a formular los modelos de optimizacion basados en estas variables
correspondientes a los cuatro problemas de programacién de tareas indicados en el apartado 1.4

2.1.1. Modelo 1||Yw;C;

El modelo de optimizacién entera mixta se formula como:

min i w;C; (2.1a)
j=1
sujeto a
Ci>p, JEN (2.1b)
Ci+re<C+M(1—yu) JjkeN, j<k (2.1c)
Cet+pj<Cj+Myjy  j,keN, j<k (2.1d)
Ci=0 jEN (2.1e)
yir €{0,1}  jkeN, j<k (2.1f)
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siendo M una constante suficientemente grande. En general, el valor de M es suficientemente grande si
se toma como la suma de los tiempos de procesamiento de todas las tareas. La funcién objetivo (2.1a)
minimiza el tiempo de finalizacién total ponderado. Las restricciones (2.1b) aseguran que el tiempo de
finalizacién de cada tarea es mayor o igual que su tiempo de procesamiento. Las restricciones (2.1c)
y (2.1d) son disyuntivas y su funcién es asegurar que, o bien la tarea j es procesada antes que la k, o
bien la k es procesada antes que la j. Es decir, o bien C; + py < Cy, o bien Cy + p; < C;. Finalmente,
las restricciones, (2.1e) y (2.1f), garantizan que las variables C; son no negativas y las variables y j; son
binarias, respectivamente.

2.1.2. Modelo 1||L,

El modelo de optimizacién entera mixta se formula como:
min  max {C;—d;}
j=1,...n

sujeto a
(2.1b) - (2.19)

La funcién objetivo, que no es lineal, minimiza la peor desviacidn de la fecha de entrega. Para lineali-
zarla, basta considerar la variable Lmax y formular el modelo como:

min  Lmax (2.3a)

sujeto a
(2.1b) - (2.1f) (2.3b)
Lmax > C;—d, JEN (2.3¢)

La funcién objetivo minimiza la variable Lmax que, teniendo en cuenta las restricciones (2.3c), repre-
senta la peor desviacion de la fecha de entrega. Las restricciones (2.3b) han sido explicadas en la seccion
2.1.1. Las restricciones (2.3c) garantizan que la variable Lmax es mayor o igual que las desviaciones de
todas las tareas de sus fechas de entrega.

2.1.3. Modelo 1||}.U;

El modelo de optimizacién entera mixta se formula como:

min Y Uj (2.4a)
j=1
sujeto a
(2.1b) - (2.19) (2.4b)
C;<d;+MU; jEN (2.4c)
Uie{0,1} JjeN (2.4d)

La funcién objetivo minimiza el nimero de tareas que no satisfacen su fecha de entrega. Las restric-
ciones (2.4b) han sido ya definidas en la seccién 2.1.1. Las restricciones (2.4¢), en las que M es una
constante suficientemente grande, garantizan que si hay retraso en la finalizacién de la tarea, es decir,
C; > d;, entonces U; = 1. En general, el valor de M se toma como la suma de los tiempos de proce-
samiento de todas las tareas. Por otro lado, si C; < d;, las restricciones (2.4¢) no exigen nada sobre el
valor de U; pero el hecho de que la funcién objetivo minimice garantiza que U; = 0. Las restricciones
(2.4d) aseguran que las variables U; son binarias.
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2.1.4. Modelo 1||Y.T;

El modelo de optimizacioén entera mixta se formula como:

min Y 7; (2.5a)
j=1
sujeto a
(2.1b) - (2.11) (2.5b)
T;>Cj—d; jEN (2.5¢)
T, >0 JEN (2.5d)

La funcién objetivo minimiza la tardanza total. Las restricciones dadas en (2.5b) han sido explicadas
en la seccion 2.1.1. Las restricciones (2.5¢) y (2.5d) garantizan que 7; mide la tardanza de la tarea j.
Aunque, nada impediria en las restricciones que 7; tomase un valor mayor que C; —d; si C; > dj, el
hecho de que la funcién objetivo se minimice asegura que, en este caso, T; = C; — d;. Por otro lado, si
C; < d;, obviamente, T; = 0.

2.2. Modelizacion basada en variables de posicion
Se define la variable binaria de posicion, x; con j,k € N:

1, silatarea j se realiza exactamente en la posicidn k
Xjk = .
I 0, en caso contrario

Ademds, se define la variable de fecha posicional, ¥, que representa el tiempo de finalizacién de la
tarea que se realiza en la posicion k, k = 1,...,n. Se utilizardn también las variables C;, Lmax y T;
ya introducidas en la seccidon 2.1. En las siguientes subsecciones se van a formular los modelos de
optimizacién basados en estas variables.

2.2.1. Modelo 1||Yw;C;

El modelo de optimizacién entera mixta se formula como:

n
min Y w;C; (2.6a)
j=1
sujeto a
n
Y xpg=1 jeN (2.6b)
k=1
n
Y xu=1 keN (2.6¢)
j=1
n
N> ijle (2.6d)
j=1
n
%> Y1+ Y, pixik  k=2,..N (2.6¢)
j=1
CjZ’}’k—M(l—Xjk) j,kEN (26f)
%>0 keN (2.62)
xp€{0,1}  jkeN (2.6h)

C;j>0 jeN (2.6)
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siendo M una constante suficientemente grande. En general, el valor de M es suficientemente grande si
se toma como la suma de los tiempos de procesamiento de todas las tareas. La funcién objetivo (2.6a)
minimiza el tiempo de finalizacion total ponderado. Las restricciones (2.6b) y (2.6c) aseguran que cada
tarea es asignada a una Unica posicidon y que cada posicidn se asigna a una Unica tarea. Las restricciones
(2.6d) y (2.6¢e) aseguran el tiempo de finalizacién de la tarea en la posicidn k. Las restricciones (2.6f) ga-
rantizan que el tiempo de finalizacién de la tarea j es no anterior al momento en que termina. En efecto,
sixj = 1, es decir, se realiza en la posicion k entonces C; > ¥%. Cuando xj; = 0 esa restriccion no res-
tringe el valor de C;. Aunque estas restricciones solo garantizan que C; > %, el hecho de que la funcién
objetivo minimice asegura que C; = ¥, si la tarea j se realiza en la posicion k. Las restricciones, (2.6g)
y (2.6h), garantizan que las variables y; y las variables x j; son no negativas y binarias, respectivamente.
Por ultimo, las restricciones (2.61) aseguran la no negatividad de las variables C;, j € N.

2.2.2. Modelo 1||L,

Con el mismo argumento de linealizacion de la primera funcién objetivo explicada en la seccion
2.1.2, el modelo de optimizacién entera mixta se formula como:

min  Lmax (2.7a)
sujeto a
(2.6b) - (2.6e), (2.6g) - (2.6h) (2.7b)
Lmax >y — Y dixjp ~ keN (2.7¢)
j=1

La funcién objetivo minimiza la peor desviacion de las fechas de entrega. Las restricciones (2.7b) han

sido explicadas en la seccidn 2.2.1. Las restricciones (2.7c) garantizan que la variable Lmax es mayor o
n

igual que las desviaciones de todas las tareas de sus fechas de entrega, ya que ) djxj proporciona la

Jj=1
fecha de entrega de la tarea que se realiza en la posicion k.

2.2.3. Modelo 1||}.U;

Se introduce la variable Uy que vale 1 si la tarea que se realiza en la posicién k se realiza después de
su fecha de entrega y 0 en caso contrario.
El modelo de optimizacién entera mixta se formula como:

min ) Ui (2.8a)
k=1
sujeto a
(2.6b) - (2.6¢), (2.62) - (2.6h) (2.8b)
W< Y dixyj+MU,  keN (2.8¢)
j=1
U,€{0,1} keN (2.8d)

La funcién objetivo minimiza el nimero de tareas que no satisfacen su fecha de entrega. Las restric-
ciones (2.8b) han sido ya definidas en la seccién 2.2.1. Las restricciones (2.8¢), en las que M es una
n

constante suficientemente grande que se toma como en 2.1.1, garantizan que si ¥, > ‘Z1 djx i, es decir,
hay retraso en la finalizacién de la tarea que se realiza en la posicién k entonces Uy :]_1. Por otro lado,
si e < i] djx j, las restricciones (2.8c) no exigen nada sobre el valor de U, pero la funcién objetivo
garantiz]a_ que U, = 0. Las restricciones (2.8d) aseguran que la variable Uy sea binaria.
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2.2.4. Modelo 1||Y.T;

El modelo de optimizacioén entera mixta se formula como:

min Y 7; (2.9a)
j=1
sujeto a
(2.6b) - (2.61) (2.9b)
T,>C;j—d; jEN (2.9¢)
;20 jeN (2.9d)

La funcidn objetivo minimiza la tardanza total. Las restricciones (2.9b) han sido explicadas en la seccién
2.2.1. Las restricciones (2.9¢) y (2.9d) garantizan que 7; mide la tardanza de la tarea j. Como ya se ha
indicado anteriormente, aunque nada impediria en las restricciones que 7; tomase un valor mayor que
Cj—dj,siCj > dj, el hecho de que la funcién objetivo minimice asegura que, en este caso, T; = C; —d;.
Por otro lado, si C; < d;, obviamente, T; = 0.






Capitulo 3

Modelizacion basada en propiedades
combinatorias

En este capitulo se estudian las propiedades combinatorias de los cuatro problemas de programacion
de tareas en una unica maquina estudiados en este trabajo que han permitido desarrollar algoritmos
eficientes para la resolucion del problema.

3.1. Modelo 1||yw;C;.

Este modelo en el que se trata de minimizar el tiempo de finalizacion total ponderado puede resol-
verse de manera sencilla aplicando la regla ‘el tiempo ponderado de procesamiento mds corto, primero’
(en inglés Weighted Shortest Processing Time first, WSPT rule). Es decir, las tareas han de ordenarse en
orden decreciente de w;/p;.

Teorema 3.1. La regla WSPT es dptima para el modelo 1||Yw;C;.

Demostracion. Probaremos que la regla es 6ptima por contradiccion.

Suponemos en primer lugar una secuenciacion o programacion S de n tareas que es 6ptima pero no
cumple la regla WSPT. Si las tareas atin no han sido programadas en S en orden decreciente del cociente
w;/p,, entonces debe haber al menos dos tareas adyacentes, j seguida por k, tales que

W w
Wi _ Wk
Pj Pk

3.1

Supongamos que la tarea j empieza a procesarse en el tiempo ¢ e intercambiamos las posiciones de las
tareas j y k, dejando sin modificar la posicion del resto de las tareas. Una vez realizado el intercambio,
llamamos a la nueva programacién S’. El tiempo de finalizacion total ponderado de las tareas que se van
a realizar antes de procesar las tareas j y k serd el mismo en ambas programaciones. De igual manera,
tampoco se verd afectado el tiempo ponderado de finalizacion de las tareas que se realizan después de
procesar ambas tareas. La dnica diferencia en la funcién objetivo entre ambas programaciones serd la
producida por las tareas j y k, como puede verse en la figura 3.1.
Bajo la programacion S, el tiempo de finalizacién total ponderado de las tareas j y k es

wiCi+wiCr = (t+pj)w;+ (t+ pj + pr)wi,
mientras que en la nueva programacion S’ sera:
wiCp 4+ w;Ci = (t + pi)wi + (1 + pi+ pj)w,
Aplicando la desigualdad (3.1):
w;Cj+wiCy — wkC,’( — ij} =pjwr—piwj >0

11
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on S
Programacion

Ci=1t+p; Cr=t+p;+px

S T -1 <

i
Programacion 5

Ch=1t+p Ci=t+ptp;

Figura 3.1: Intercambio entre las tareas jy k

Por tanto, la suma de los tiempos de finalizacién ponderados de S’ es estrictamente menor que la suma
de los tiempos de finalizacion ponderados de la programacion S. Esto contradice que S sea dptima. Por
tanto, S ha de cumplir la regla WSPT y por ello, la regla WSPT es 6ptima para el modelo 1||Yw;C;. O

En el Algoritmo 1 se describe el procedimiento que permite resolver el problema. Este algoritmo
aplica directamente la regla WSPT. En el apéndice A.1. se incluye un ejemplo de aplicacién del algorit-
mo.

Algoritmo 1: Regla WSPT

1 Datos: N,pj,wj, j €N;
2 para j = 1 an hacer
3 Obtener ratio S := m;
Pj
4 fin
5 Ordenar las tareas en orden descendente de S;

6 devolver Programacion ordenada de tareas;

Como se indicé en el capitulo 1, entre las restricciones de precedencia que pueden introducirse estan
las denominadas cadenas. En ellas, cada tarea con restriccion de precedencia va precedida por una tarea
especifica y debe ser seguida por otra tarea especifica. A continuacién se describe un modelo particular
del modelo general 1|| Y, w;C;, para el que también se ha desarrollado un algoritmo polinomial basado
en las relaciones entre los pesos y los tiempos de procesamiento.

Modelo 1|prec chain| Y, w;C;

El siguiente teorema indica, dadas dos cadenas de tareas, la cadena de tareas que deberia procesarse
en primer lugar. Por simplificar la notacién, supondremos que las dos cadenas son Cad; = {1,...,k} y
Cady = {k+1,...,n} en la que las tareas han de procesarse en orden creciente de indices.

Teorema 3.2. Si

k n

';1 Wi '7% 1Wj

L = (3.2)
; Y pj

,é]p S TR

el tiempo de finalizacion total ponderado de procesar Cad, seguida de Cad, es menor que el tiempo de
finalizacion total ponderado si se procesan en el orden inverso.



Modelos de optimizacién en programacion de tareas - Victor Lallana Campos 13

Demostracion. Si se programa la Cad; seguida de Cad,, el tiempo de finalizacién ponderado es

k+1 n

k
wWip1+ ... +wg ij—{—wkﬂ ij+...+wn ij,
j=1 j=1 j=1

mientras que si se programan en orden inverso, el tiempo de finalizacién total ponderado es

n n n
Wer 1 Piat ot wa Y pitwi | Y pitp |+ Hwe Y pi
Jj=k+1 Jj=k+1 j=1

Simplificando los términos comunes y aplicando la desigualdad 3.2 se obtiene la conclusion del teorema.

O
Dada la cadena Cad; = {1,...,k} se define el p-factor de la cadena como
l*
LV
p(l,..k) == (33)
Y Pj
j=1
siendo [* la tarea para la que se cumple que
I* !
Y wj LW,
Jj=1 J=1
= max
I 1<i<k | 4
L pj Y pj
j=1 j=1

Basandose en este concepto, el siguiente teorema indica cudntas de las tareas de una cadena han de
procesarse sin interrupcion por tareas de otras cadenas.

Teorema 3.3. Sea la cadena Cady = {1,...,k} y la tarea I* identificada por su p-factor. Entonces existe
una programacion optima que procesa las tareas 1, ...,1" una detrds de otra sin interrupcion alguna por
tareas de otras cadenas.

Demostracion. Lo probaremos por contradiccién. Supongamos que existe una programacién éptima
en la que la secuencia de tareas 1,...,/* es interrumpida por una tarea, v, de otra cadena. Es decir, la
programacién éptima contiene la secuencia, que llamamos S, 1,...,u,v,u+1,...,1*. Veamos que, o bien
la secuencia S’ : v,1,...,I*, o bien la secuencia S” : 1,...,[*,v, proporciona un tiempo de finalizacion
total ponderado menor manteniendo el resto de las tareas sin modificacién con S. Si no es menor con S,
entonces tendrd que serlo con S”.

Por el teorema 3.2, si el tiempo de finalizacién total ponderado con S es menor que con S’ entonces

wy < w1 +wy+ ...+ wy
Pv pPr+p2t..+py
Anidlogamente, si el tiempo de finalizacion total ponderado con S es menor que con S” entonces

wy S Wyl +Wyqo 4. W
Pv Du+1+Put2+ ... +pr

Como la tarea [* es aquella que determina el p-factor de la cadena Cad;, entonces

I* u
Ywi  Yow;
=1 =1

I* - u
Yp, LPj
j=1 j=1
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Desarrollando la expresion se obtiene:

I* u u I* u u I* u u u
ZWJZP]‘ZZWJZPJ'#ZWijﬁ Z Wi ijZWjZPj+
=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1 1 =1 j=1 j

j=u+l o j=

u

l*
i Y

Jj=u+1

Y por lo tanto
Wyt +Wy2 + .o Wi > wWit+wo+ ...+ wy

Pur1+Pus2+...+pr — pr+p2t+..+pu

Asi, si la secuencia S es mejor que S” se tiene que

wy S Wyt Wyt + .o+ Wy N w1 +wr+ ... +wy
Py PurltPut2t..+pr  pr+p2t+..+pu

Por lo que S’ es mejor que S. Asi llegamos a una contradiccién. El otro caso es igual. Por tanto, bajo
una programacién 6ptima la secuencia de tareas 1,...,/* no es interrumpida por ninguna tarea de otra
cadena. Si se interrumpe la cadena por més de una tarea el razonamiento seria anélogo. O

Basado en este teorema se ha desarrollado un algoritmo polinomial que indica el orden en el que
se realizan las secciones de cada cadena. Asi, dadas las cadenas Ry, ..., R, con conjunto de tareas orde-
nadas Ny = {i}, ...,i,ll by N = {i ...,iZh}, el siguiente procedimiento permite resolver el problema.
En primer lugar, se obtiene la tarea /* que determina el p-factor y se calcula el p-factor de cada cadena
segun la definicién (3.3). Una vez calculados todos los p-factores, se selecciona la cadena Ry, que tiene
un mayor p-factor. Se afiade el conjunto de tareas iy, ..., if‘* de dicha cadena a la programacion ordenada
y se elimina iy, ..., iéi del conjunto de tareas a programar de la cadena.

Una vez eliminado el conjunto de tareas a programar de la cadena Ry, con las tareas restantes en Ry,
se obtiene la nueva tarea [* que determina el nuevo p-factor y se vuelve a repetir el proceso a partir de la
comparacién de p-factores descrito antes. Si, por el contrario, en la cadena R; no quedan mas tareas por
programar después de haber quitado el conjunto de tareas iy, ..., if‘* de ella, de entre las demds cadenas
con tareas por programar se selecciona la cadena que tiene un mayor p-factor y se repite el proceso
anterior hasta llegar a la programacién ordenada de tareas. En el apéndice A.1. se incluye un ejemplo
de aplicacion de este algoritmo.

Si suponemos que en el problema hay una tinica cadena, por ejemplo, Cad = {1, ...,r}, en el modelo
de optimizacién presentado en la seccidn 2.2.1, para garantizar la relacién de precedencia de esta cadena
habrian de afiadirse las restricciones:

k=1
Xij Z)Cj_ul j,hECad
h=1
Estas restricciones garantizan que dos tareas consecutivas de una misma cadena tengan el orden necesa-
rio de precedencia. En efecto, si la tarea j ocupa el lugar k entonces la tarea j — 1 ha de ocupar un lugar
anterior a k. Asi, si xj, = 1 se garantiza que la tarea j — 1 ha sido programada con anterioridad. Si, por
otra parte, x j; = 0, entonces no restringen nada.

3.2. Modelo 1||Ly

En esta seccion consideramos en primer lugar un modelo general en el que se minimiza la funcién
objetivo /i, definida como /1y, = max {h(Cy), ..., h,(Cy) } siendo h; funciones de coste no decrecien-
tes de los tiempos de finalizacion de las tareas y en el que pueden existir relaciones de precedencia entre
las tareas. Este modelo de minimizacién incluye el modelo 1||L,,,, como caso particular.

Para el modelo 1|prec|hu., se ha desarrollado un algoritmo polinomial basado en la regla ‘Las
ultimas las de menor coste’ (conocida en inglés como “Lowest Cost Last”, LCL). Este algoritmo es de
tipo ‘backward’, es decir, la ordenacién correcta de las tareas serd la secuencia inversa a la proporcionada
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por el algoritmo, de manera que la dltima tarea de la programacion serd la que se obtiene en primer lugar
segun el algoritmo.
n
En el problema, C,.x = Y pj, es independiente de la programacion. Sea J el conjunto de tareas
j=1
ya programadas, que se procesan en el intervalo [Cpax — Y. Pj,Cnax]. Sea J¢ el complementario de J.
JjeJ

Sea J' el conjunto de tareas que pueden ser programadas inmediatamente antes de las tareas de J, es
decir, el conjunto de tareas cuyos sucesores estdn en J. El conjunto J' se denomina conjunto de tareas
programables.

De acuerdo con la regla LCL se calcula, para j € J' el valor ; ( Yy pk> y se selecciona la tarea j*

keJe
tal que

hj* Z Pk :min hj* Z Pk
keJe er keJe
Una vez obtenida j*, se afiade al conjunto J y se elimina de J°. Se modifica, a continuacién, el
conjunto J’ de las tareas listas para ser programadas. Si una vez afiadida j* se tiene que J¢ = 0, ya se
tiene la programacion ordenada de tareas. Si, por el contrario, atin quedan tareas por programar en J¢, se
recalculan las funciones de coste, repitiendo el proceso anterior hasta obtener la programacién ordenada
de tareas. En el apéndice A.2. se incluye un ejemplo de aplicacién del algoritmo.

Teorema 3.4. La regla LCL proporciona una programacion optima para el modelo 1|prec|hyqy.

Demostracion. Probaremos que la regla proporciona una programacion optima por contradiccion.
Supongamos que en una iteracién dada, la tarea j** del conjunto J', no tiene el minimo coste de
realizacién hj- | Y py | entre las tareas incluidas en J'. En ese caso, la tarea con el minimo coste, j*,

keJe
deberd ser secuenciada en una iteracion posterior y ha de aparecer en la programacion antes que la tarea

j**. Es posible que otras tareas sean realizadas entre las tareas j* y j**.

Para ver que esta programacion de las tareas no es 6ptima, tomamos la tarea j* y la programamos
inmediatamente después de la tarea j**. Todas las tareas en la secuencia original que se realizan entre las
tareas j*y j**, incluyendo a j**, se completarian antes. Por tanto, la tinica tarea cuyo coste de finaliza-
cion se incrementa serd la j*. Sin embargo, su coste de finalizacion actual es, por definicién, menor que
el coste de finalizacién de la tarea j** en la secuencia original. Por tanto, el coste maximo de finalizacién
disminuye después de la reorganizacién de la tarea j* y con ello, se llega a una contradiccion. O

El modelo 1||L,,,, estudiado en esta memoria es un caso particular del modelo 1|prec|h,y, en el que
hj = C; —d; y no existen precedencias entre las cadenas. En este modelo, la aplicacion del algoritmo
LCL permite ordenar las tareas en orden creciente de sus fechas de entrega. Esta regla es conocida como
‘Fecha de entrega mds temprana, primero’ (conocida en inglés como “Earliest Due Date”, EDD). En
ella, en caso de empate entre fechas de entrega, las tareas pueden ser seleccionadas arbitrariamente por
el usuario. En el Algoritmo 2 se describe el algoritmo EDD.
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Algoritmo 2: Algoritmo EDD.

1 Datos: J¢ ={1,...,n},J=0,d;, j€N;

2 para j € J° hacer

3 ‘ Seleccionar j* la tarea con menor dj;
4 fin

5 Aifadir j* al conjunto J y eliminarlo de J¢;

=)

si J¢ # () entonces
7 ‘ Parar;

8 en otro caso

9 ‘ Ir ala linea 2;
10 fin

11 devolver Programacion ordenada de tareas;

3.3. Modelo 1||Y.U;

En esta seccién el objetivo es minimizar el nimero de tareas que no han sido completadas antes
de su fecha de entrega. En una programacién éptima para este modelo, se realizan, en primer lugar, un
conjunto de tareas que cumplirdn sus fechas de entrega. A continuacion, se realizan las tareas que no
cumplen sus fechas de entrega cuyo orden de realizacién no es relevante. El primer conjunto de tareas
tendrd que ser programado segtn el algoritmo EDD explicado en la seccién 3.2. Es decir, aquellas con
una fecha de entrega mds temprana, irdn primero.

Sea J el conjunto de las tareas que en una programacién 6ptima son completadas antes de su fecha
de entrega y sea J¢ el conjunto de las tareas que no satisfacen su fecha de entrega. Tras reordenar las
tareas en orden creciente de sus fechas de entrega d; < d» < ... < d,, el algoritmo afiade sucesivamente
siguiendo este orden las tareas al conjunto J. Si al anadir una tarea k a J dicha tarea se realiza més tarde
de la fecha de entrega, entonces, de entre todas las tareas ya programadas, se elimina de J aquella con
mayor tiempo de procesamiento y se afiade a J¢.

Por tanto, al aplicar las iteraciones del algoritmo, conocido como algoritmo de Hodgson-Moore, se
crean conjuntos Ji, ...,J, de manera que el subconjunto J; (subconjunto J en la k—ésima iteracién) esta
formado por las tareas que son candidatas a satisfacer su fecha de entrega. Finalmente, el conjunto J,
serd el compuesto por todas las tareas que satisfacen su fecha de entrega en la programacién éptima
generada, cuando se realizan segtin el orden en el que se han afiadido a J. En el Algoritmo 3 se describe
el algoritmo de Hodgson-Moore. En el apéndice A.3. se incluye un ejemplo de aplicacién del algoritmo
de Hodgson-Moore.
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Algoritmo 3: Algoritmo de Hodgson-Moore

1 Datos:J:Q),Jd:®,dj,pj,jeNyt;:0;
2 Ordenar las tareas en orden no decreciente de d;

3 para k =1 a n hacer

4 | J:=JU{k};

5 t =1+ pi;

6 sit > d; entonces

7 Tomar la tarea j tal que p; = I}Illeajx Dhs
8 J:=J\{h};

9 t:=t—pp;

10 J4:=JU{h};

11 fin

12 fin

13 devolver Programacion ordenada de tareas;

Teorema 3.5. El algoritmo de Hodgson-Moore proporciona una programacion optima para el modelo
1EXU;.

Demostracion. Sea j la primera tarea suprimida del conjunto J en el paso 8 del Algoritmo 3. Veamos
que existe una programacién éptima P = (J,J¢) con j € J9.

Sea k la tarea afiadida al conjunto J en el paso 4 del Algoritmo 3 al descartar la tarea j. Se tiene que
pj= n/}ngph y k € J. Por tanto, en la secuencia {1,2,..., j— 1, j+ 1,...,k} ninguna tarea es realizada con

retraso ya que en la secuencia {1,2,...,k — 1} ninguna tarea se realiza con retraso y, ademds, py < p;.
Entonces, se reemplaza la tarea j por k y se reordenan las tareas en orden no decreciente de sus fechas
de entrega.

Sea P’ = (J',(J9)’) una secuencia éptima con j € J'. Existe una secuencia 6ptima {hy, ..., /iy, ...,
heyhrsty ... by} con

D ={heit, .o hn} (3.4)

dy < ... < dp (3.5)

(e} € {10k} (3.6)

(st ooy} C{k+1,.m) (3.7)

je {hyehm} (3.8)

Como d; < dr < ... < d,, existe siempre m de modo que se cumplen (3.6) y (3.7). Ademads, como
jeJ' n{l,...,k} se cumple (3.8). Como {hy,...,h,} CJ', ninguna tarea en {hy,...,h, } se realiza con
retraso. Por otro lado, si hay una tarea con retraso en {1,...,k} y, por tanto, en cualquier programacion
{h1,....,hm} € {1,...,k}. Esto implica que se tiene una tarea r con 1 <r <kyr¢ {hy,...,hy}. Luego
eliminamos la tarea j de {hj,...,h,} y la reemplazamos por r.

Si se ordenan las tareas del conjunto {hy, ..., h, }U{r}\ {j} C {1,...,k} \ {j} en orden no decrecien-
te de sus fechas de entrega, todas ellas seran realizadas a tiempo al tener {1, ...,k} \ {j} dicha propiedad.
Al afadir las tareas Ay, 1, ..., h, al conjunto {hy,...,h, } U{r}\ {j} y ordenarlos de nuevo en orden no
decreciente de sus fechas de entrega, todas las tareas serdn realizadas a tiempo ya que al tener p, < p;
se cumple que

m
Ph—Pj+pr< Zpi
i i=1

m
=
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y por lo tanto, obtenemos que una programacién éptima serd P = (J,J%) con j € J¢.

Por tltimo, veamos por induccién sobre el nimero de tareas que se cumple el teorema. El algoritmo
es correcto si k = 1. Supongamos que es cierto para problemas con k — 1 tareas y veamos si se cumple
para k tareas. Sea P = (J,J%) la programacién construida por el algoritmo y sea P’ = (J',(J%)’) una
secuencia 6ptima con j € (J?)'. Por ser P’ 6ptima se cumple que |J| < |J’|. Aplicando el algoritmo al
conjunto de tareas {1, ..., j— 1, j41,...,n} se obtiene una programacién 6ptima de la forma (J,J%\ {;}).
Como (J',(J)’\ {j}) es una programacién factible para el conjunto de tareas {1,...,j—1,j+1,...,n},
entonces |J'| < |J|. Por tanto, |J| = |J'| y P es 6ptima. O

3.4. Modelo 1||Y.T;

En esta seccion el objetivo es minimizar la tardanza total. Este problema es NP-duro y para él se ha
desarrollado un algoritmo pseudo-polinomial basado en programacién dindmica.

Teorema 3.6. Si p; < py y d; < dj, entonces existe una programacion éptima en donde la tarea j es
realizada antes de la tarea k.

Demostracion. Sea S una programacion optima y supongamos que la tarea j sigue a la tarea k en S,
es decir, Cy < Cj. Al ser dj < dy, entonces max{0,7T — d;} < max{0,T —d;} para todo T. Sea C, el
tiempo de finalizacion de la tarea k en la nueva programacién S’ donde la tarea k es programada en la
posicién inmediatamente después de la tarea j. Como C,’< —d = C; — di, entonces maX{O,C,’C —di} =
max{O,Cj — dk} < max{O,Cj — dj}.

Como la programacién S es 6ptima, la nueva programacién S’ no puede ser mejor, luego se verifica
la igualdad y por lo tanto, la programacién S’ es Gptima.

Ademds, si la tarea j sigue a la tarea k y ambas tareas son realizadas a tiempo, al cambiar la tarea k
a la posicién inmediatamente después de j la tarea k continda realizdndose a tiempo de manera que en
la nueva programacién la tardanza total no se incrementa. O

En el siguiente teorema se estudia como afecta a la programacién 6ptima una modificacién en las
fechas de entrega.

Teorema 3.7. Sea C; el tiempo de finalizacion mds tardio de la tarea k en cualquier programacion
dptima y sea S' esta programacion. Supongamos que se modifica la fecha de entrega de la tarea k que
pasa a ser max{dy,C}, sin que se modifiquen las restantes fechas de entrega. Sea S” una programacion
dptima para las nuevas fechas de entrega. Entonces S" es éptima para el problema original.

Demostracion. Sea S’ una programacion de las tareas 1 a n'y sea V/(S) la tardanza total con respecto
a las fechas de entrega originales y V" (S) la tardanza total con respecto a las nuevas fechas de entrega.
Podemos escribir

V(S =V"(S) + A

V/(SN> — V//(s//) +Bk

Si C,/( < d; entonces max{dk,C,’(} = d. Por tanto las fechas de entrega son las mismas en ambos
problemas y las programaciones que son 6ptimas para el nuevo problema lo son para el original.
Si C, > di, entonces max{dy,C,} = C;. Entonces

Ay =C,—dy

B = max{0, min{C},C;} — di}

siendo C,: el tiempo de finalizacién de la tarea k en la programacién S”. Como max{O,min{C,:,C;(} —
di} <max{0,Cy —di} = C; — di. Entonces Ay > By.
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Como S” es 6ptima para las nuevas fechas de entrega, V" (S") > V" (S”). Por tanto

V/(S/) :V//(S/) +Ak ZVN(SN) +Ak:V/(SN)+Ak_Bk ZV/(SN)

Luego S” ha de ser 6ptima para las fechas originales de entrega. O

En lo que sigue, supondremos que las tareas 1 a n estdn ordenadas en orden no decreciente de sus fe-
chas de entrega d; < ... < d,. Sea k la tarea con el mayor tiempo de procesamiento py = max{py,..., pu}.
Aplicando el teorema 3.6, existe una programacion optima en la que las tareas {1,...,k — 1}, en algiin
orden, se programan antes de la tarea k. De las tareas {k+ 1,...,n} algunas pueden ser programadas
antes de la tarea k y otras después en la programacion optima. El siguiente teorema se centra en las
tareas k+ 1 a n.

Teorema 3.8. Existe un entero 8, con 0 < 8§ < n—k y una programacion optima S en la que la tarea k
es precedida por todas las tareas j cumpliendo j < k+ 8 y es seguida por las tareas j que cumplen que
j>k+4.

Demostracion. Sea C, el tiempo de finalizacién mds tardio de la tarea k en cualquier programacién
Optima con respecto a las fechas de entregas dy, ...,d,.

Sea §” una programacién éptima con respecto a las fechas de entrega di, ...,dx—1,max{C},dy},
dit1,-..,dy. Sea C} el tiempo de finalizacién de la tarea k en esta programacion.

Por el teorema 3.7, S” es una programacién Gptima para las fechas de entregas originales. Por tanto,
C! < C, < max{C},d;} por la definicién de C;.

Podemos suponer que la tarea k no es precedida en S” por ninguna tarea con una fecha de entrega
posterior a max{Cy,dy }. Notemos que, si este fuera el caso, esta tarea se realizaria a tiempo y cambiar su
posicién para insertarla después de la tarea k no incrementa la funcién objetivo. Ademds, por el teorema
3.6, la tarea k ha de ser precedida por todas las tareas con una fecha de entrega anterior a max{C},dy}.
Por tanto 8 puede elegirse como el mayor entero tal que dy 5 < max{C;,d}. O

En el Algoritmo 4 se describe, para cada j > k, una secuencia 6ptima en la cual el conjunto de
tareas denominado I}, = {1,..,j} \ {k} es realizado antes que la tarea k. Mientras que el conjunto de
tareas I = {j + 1,...,n} se procesa a continuacién de la tarea k. Al final del proceso se obtiene la
programacion 6ptima de las n tareas empezando en el tiempo ¢.

En el apéndice A.4. se incluye un ejemplo de aplicacion del algoritmo de programacién dindmica.
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Algoritmo 4: Minimizar la tardanza total

1 Datos: N, t, pj,d;,j €N;
2 HacerI = N;
3 si I = 0 entonces

4

wn

o X 9 &

10
11
12
13

14

15
16
17
18
19
20
21

22

23 fin

o™ :=secuencia vacia;

en otro caso

Sean i} < ip < ... <, las tareas en I,
Encontrar i tal que p;, :=max{p; |i€l};
J* =00
para j = k a r hacer
Io={in |1 <v < jiv £ k)
H:=t;
o1 := aplicar Algoritmo 4 al conjunto de datos: I1, 11, p;, d;,j € N;
L:={i]|j<v<r};
=1+ i Di,
v=1

0, := aplicar Algoritmo 4 al conjunto de datos: I, 12, p;, d;,j € N;
0 .= 0100003 ;
Hacer f(o,t) = la tardanza total de la programacién o;
si f(o,t) < f* entonces

o' :=o0;

fri= f(G’t);
fin

fin

24 devolver Programacion ordenada de tareas c*;




Capitulo 4

Estudio computacional

En este capitulo, se presentan los resultados del estudio comparativo realizado sobre los modelos
de optimizacion descritos en el capitulo 2 y los algoritmos descritos en el capitulo 3 para los modelos

IHZWJ'CJ', IHLmaXv IHZUJ y IHZTJ

4.1. Entorno del estudio computacional

Los modelos de optimizacidn descritos en el capitulo 2, tanto los basados en variables que indican
precedencia como los basados en variables de posicion, se han resuelto usando la version académica del
software CPLEX Studio en su versién 20.1.0. Los c6digos pueden verse en el apéndice B. Por otro lado,
los algoritmos basados en propiedades combinatorias descritos en el capitulo 3 han sido implementados
mediante el uso del lenguaje de programacion C++. Para su desarrollo se ha utilizado el entorno de
desarrollo integrado de cédigo abierto Code::Blocks. Los cédigos pueden verse en el apéndice C. Todas
las pruebas han sido realizadas en un ordenador portitil personal ‘Honor Magicbook 14’ con sistema
operativo Windows 10.0, procesador AMD Ryzen 5 3500U y 8GB de memoria RAM.

En el estudio computacional se han generado problemas con 20, 40 y 60 tareas. Para cada uno de
ellos se han generado tres conjuntos de tareas. Para cada tarea j, su tiempo de procesamiento, p;, se
ha generado aleatoriamente como un entero con distribucién uniforme [0, 100]. Los costes o pesos w;
se han generado de igual manera siguiendo una distribucién uniforme [0, 10]. La fecha de entrega de
cada tarea j es un entero generado de manera uniforme en el intervalo [P(L — R/2),P(L+ R/2)] donde
P = f‘, pj y L,R son pardmetros constantes. Estos valores han sido propuestos en [5]. De entre los

=1

J:
valores relativos a la distribucion propuestos para R y L, en esta memoria se han seleccionado R = 0,5

yL=08.

4.2. Analisis de los resultados

A continuacién se presentan, para cada problema de programacién de tareas considerado, los re-
sultados obtenidos en términos del valor de la funcién objetivo y el tiempo de CPU invertido en su
resolucion en segundos. En CPLEX se fij6 un tiempo limite de 600 segundos como criterio de parada.
Si se alcanza ese limite, en la columna de la funcién objetivo se muestra el valor de la mejor solucién
factible obtenida hasta ese momento y se indica en la tabla con un asterisco, para hacer notar que la
solucién puede no ser 6ptima.

4.2.1. Modelo 1||Yw;C;

Los resultados obtenidos se presentan en la tabla 4.1. En ella, se comprueba que los tiempos de
célculo son mucho menores cuando se aplica el algoritmo WSPT. De hecho, CPLEX no ha podido
garantizar la solucién éptima en ninguno de los problemas. No obstante, comparando los valores de la

21
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Tabla 4.1: Resultados obtenidos para el modelo 1|| Y, w;C; (tiempo de CPU en segundos)

Modelos de optimizacién

Algoritmo WSPT Variables de precedencia Variables de posicién
Tareas Funcién objetivo  Tiempo CPU Funcién objetivo  Tiempo CPU Funcién objetivo  Tiempo CPU
204 43779 1 43779* 600 43779* 600
20, 42514 1 42514* 600 42514* 600
203 48253 1 48253* 600 48253* 600
40, 125837 1 125837+ 600 125837* 600
40, 83113 1 83113~ 600 83114~ 600
403 120607 1 120607+ 600 120775* 600
60, 288645 1 288693* 600 294824* 600
60, 309988 1 310001* 600 314844* 600
603 349219 1 349225* 600 356528* 600

funcién objetivo con el éptimo proporcionado por el algoritmo WSPT, en todos los problemas con 20
tareas ha alcanzado la solucién 6ptima. Para los problemas de 40 tareas, la ha obtenido Ginicamente para
el modelo con variables de precedencia. Para los problemas con 60 tareas no la ha obtenido con ninguno
de los modelos. En general, el modelo con variables de precedencia proporciona los mejores resultados
entre los dos modelos de optimizacién entera.

4.2.2. Modelo 1 | |Lmax

Tabla 4.2: Resultados obtenidos para el modelo 1||L;, (tiempo de CPU en segundos)

Modelos de optimizacién

Algoritmo EDD Variables de precedencia Variables de posicion
Tareas Funcién objetivo  Tiempo CPU Funcién objetivo  Tiempo CPU Funcién objetivo  Tiempo CPU
20, 174 1 174* 600 174 1
20, 108 1 108* 600 108 1
2053 118 1 118* 600 118 1
40, 280 1 280* 600 280 1
40, 319 1 319* 600 319 95
40; 255 1 255% 600 255 5
60, 413 1 436* 600 413 4
60, 373 1 856* 600 373 5
605 380 1 480" 600 380 7

Los resultados se presentan en la tabla 4.2. En ella, se observa que los tiempos de calculos son mucho
menores cuando se aplica, o bien el algoritmo EDD, o bien el modelo de optimizacion con variables de
posicién. Ambos han llegado a la solucién éptima en un tiempo de CPU reducido aunque el algoritmo
EDD es mds rdpido ya que, en general, nunca ha necesitado mas de un segundo para alcanzar la solucién
optima. CPLEX no ha podido garantizar la solucién 6ptima en ninguno de los problemas para el modelo
con variables de precedencia. Comparando los valores de la funcién objetivo de dicha modelizacién con
el 6ptimo proporcionado por el algoritmo EDD, por ejemplo, en todos los problemas con 20 y 40 tareas
ha alcanzado la solucién 6ptima. Para los problemas con 60 tareas no la ha obtenido en ninguno de los
problemas.

4.2.3. Modelo 1|| YU,

Los resultados se presentan en la tabla 4.3. El valor de la funcién objetivo sera el total de tareas que
han sido realizadas con retraso, es decir, sin cumplir su fecha de entrega. En ella, se comprueba que los
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Tabla 4.3: Resultados obtenidos para el modelo 1|| Y. U; (tiempo de CPU en segundos)

Modelos de optimizacién

Algoritmo Hosgson-Moore Variables de precedencia Variables de posicién
Tareas Funcién objetivo  Tiempo CPU Funcién objetivo  Tiempo CPU Funcién objetivo  Tiempo CPU
204 3 1 3 3 3 1
20, 2 1 2% 600 2 1
203 2 1 2 112 2 1
40, 3 1 7* 600 3 2
40, 4 1 5* 600 4 7
405 3 1 5* 600 3 15
60, 5 1 16* 600 5 10
60, 4 1 21* 600 4 7
603 4 1 15* 600 4 9

tiempos de cdlculos son mucho menores cuando se aplica el algoritmo de Hodgson-Moore y el modelo
con variables de posicién. Aunque CPLEX ha obtenido la solucién éptima para el modelo con variables
de precedencia en dos problemas con solo 20 tareas, en general no es capaz de proporcionar la solucién
Optima: en todos los problemas con 40 y 60 tareas, CPLEX no ha obtenido la solucién éptima.

4.2.4. Modelo 1||Y.T;

En un estudio preliminar se observé que la resolucion de los problemas con 40 y 60 tareas era
muy costosa en tiempo de célculo (> 2 horas) tanto con el algoritmo basado en programacién dindmica
como con ambos modelos de optimizacion. Por ello, se opt6 por considerar seis conjuntos de 20 tareas
denotados por {Dy,...,D¢}. Para cada conjunto de tareas se han generado tres problemas distintos que
denotaremos por {Dj1,Dj>,Dj3}, j = {1,...,6}. Los distintos problemas estudiados corresponden a los
siguientes valores de L y R mencionados en la seccién 4.1:

L\R[04 08 14
05 | Di D> D
07 | Dy Ds Dy

Debido a la forma en la que se han definido los intervalos correspondientes a la generacion de d;, cuando
R =14y L=0,51lacota inferior de la distribucion seria negativa y en ningtn caso las fechas de entrega
pueden ser menores que cero al estar todas las tareas disponibles en el instante 0. Por ello, se ha fijado
el valor inferior de dicho intervalo en 0.

Para la resolucion de los problemas, se establecié un tiempo limite para CPLEX de 600 segundos
y no se fijé ningin limite para el algoritmo basado en la programaciéon dindmica. Los resultados se
presentan en la tabla 4.4. En este caso, puede observarse que el modelo con variables de posicidn tiene
los mejores resultados en tiempo de calculo ya que, salvo en el problema D;;, proporciona la solucién
Optima, necesitando entre 1 y 120 segundos con una media de 17 segundos. Para el modelo de optimiza-
cioén con variables de precedencia CPLEX ha proporcionado la solucién éptima en tres de los conjuntos
en tiempos de calculo muy pequefios (entre 1 y 9 segundos) mientras que se ha aplicado el criterio de
parada en los otros tres conjuntos. En estos casos, comparando con la solucién éptima proporcionada
por el algoritmo basado en programacién dindmica, puede verse que en 6 de los 9 conjuntos la solucién
proporcionada también es la 6ptima. El algoritmo basado en programacién dindmica proporciona la so-
lucién 6ptima en todas las tareas, pero precisa tiempos grandes de cédlculo (entre 254 y 1765 segundos).

Por otro lado, no parece haber una relacion directa entre el tiempo invertido en la resolucién se-
gln la aproximacién utilizada. Problemas “faciles de resolver” con los modelos de optimizacién tienen
tiempos muy diferentes de cdlculo con el algoritmo basado en la programacién dindmica. Finalmente,
los problemas en los que L = 0,7 tienen, en general, menores valores de la funcién objetivo, es decir,
menor tardanza total. Esto puede explicarse porque las fechas de entrega son mayores y es, por tanto,
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Tabla 4.4: Resultados obtenidos para el modelo 1|} 7} (tiempo de CPU en segundos)

Modelos de optimizacién

Programacién dindmica Variables de precedencia Variables de posicién
Tareas Funcién objetivo  Tiempo CPU Funcién objetivo  Tiempo CPU Funcién objetivo  Tiempo CPU
Dy 1070 942 1322* 600 1070 26
Dy 1467 1765 1467+ 600 1467 10
D3 1414 1232 1414* 600 1414 7
Dy 1233 978 1267+ 600 1233* 600
Dy 1876 432 1876* 600 1876 112
D)3 372 254 372* 600 372 6
D3 146 652 146 1 146 2
D3 362 378 362 2 362 11
D33 725 646 725 9 725 120
Dy 202 864 205* 600 202 1
Dy 144 756 144> 600 144 1
Dy 341 920 341% 600 341 1
Ds; 0 624 0 1 0 1
Ds) 0 486 0 5 0 1
Ds3 0 522 0 2 0 1
D¢ 14 565 14 2 14 3
D¢ 0 784 0 1 0 1
Deg3 195 492 195 1 195 1

menos frecuente que no se cumpla la fecha de entrega. Ademds, estos problemas, con el modelo con
variables de posicion se resuelven todos en alrededor de un segundo.

4.3. Conclusiones del estudio computacional

Al comparar los resultados obtenidos podemos concluir que no existe una aproximacién que sea la
mejor en todos los modelos. En general, como seria esperable, los algoritmos polinomiales proporcionan
los mejores tiempos de calculo (problemas 1{| Y w;Cj, 1||Lyax, 1||LU)).

Refiriéndonos a la comparacién entre las formulaciones como modelos de optimizacién entera, la
formulacion con variables de posicion es mejor para los modelos 1||Lyay, 1||XU; y 1|| L 7; mientras
que la formulacion con variables de precedencia es mejor para el modelo 1|| Y. w;C;.

Por tltimo, para el modelo 1|| Y. 7; la formulacién con variables de posicién es claramente la mejor
forma de abordar el problema, seguida del algoritmo basado en programacién dindmica. No obstante,
debe hacerse constar que, en este caso, el estudio ha incluido solo problemas con 20 tareas.
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Apéndice A

Ejemplos de los algoritmos presentados en
el capitulo 3

A.l. Ejemplo del modelo 1||Yw;C;

Ejemplo 1. Sea el problema 1|| Y, w;C; con los siguientes tiempos de procesamiento y pesos:

Tareas 1 2 3 4 5 6 7
wj 1 18 12 8 8 17 16
pj 3 6 6 5 4 8 9

Se calculan para todas las tareas el ratio S; definido como S; =w;/p;

Tareas 1 2 3 4 5 6 7
S; /73 3 2 85 2 17/8 16/9

Al ordenar los valores de S; en orden decreciente y aplicar la regla WSPT se obtiene el orden de
realizacion de las tareas:
22623252 7—-4—-1

Ejemplo 2. Con los mismos datos que en el ejemplo anterior, suponemos ahora que entre las tareas
existen restricciones de tipo cadena de la siguiente manera:

1—2

3—+4—-5
6—7

En primer lugar se calcula el p-factor de las tres cadenas. El p-factor de la primera cadena es
(14+18)/(3+6) =19/9 y viene determinado por la tarea 2. La segunda cadena tendrd un p-factor
de 12/6 = 2 y estd determinado por la tarea 3. Por dltimo, el p-factor de la tercera cadena es 17/8,
determinado por la tarea 6.

El mayor p-factor es el correspondiente a la cadena 1 y por ello, las tareas 1 y 2 serdn las primeras
en realizarse. Se vuelve a realizar el mismo proceso con las dos cadenas restantes. En ellas, la tercera
cadena tiene el mayor p-factor y por tanto, la tarea 6 se realiza a continuacion.

Se calcula el nuevo p-factor de la cadena 3 actualizada tras eliminar la tarea 6. Como solo hay una
Unica tarea, esta serd la que determine el p-factor= 16/9. Al comparar el nuevo p-factor de la cadena 3
con el p-factor de la segunda, el de la segunda cadena es mayor y por tanto, la tarea 3 serd la siguiente
en ser programada.

Se calcula de nuevo el p-factor de la cadena 2 con las tareas 4 y 5 restantes, que es 16/9. Como los
dos p-factores restantes son iguales da igual que conjunto de tareas se realiza en dltimo lugar.

Al ordenar todas las tareas se obtiene la programaciéon: 1 -2 —-6 —+3 —7 —4 — 5.
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A.2. Ejemplo del modelo 1||L,,,,

Ejemplo 3. Sea el modelo 1||L,,, en este ejemplo se estudia el modelo general 1||/,,,, con los siguien-
tes tiempos de procesamiento y funciones /;:

Tareas 1 2 3 4 5 6 7
Dj 4 8 12 7 6 9 9
hi(C;) 3Ci 77 C3 1,5C4 70++/Cs 1,6Cs 1,4Cy

7
En el inicio, J = 0,J° = {1,...,7} y ¥ p; =55. Por tanto:
j=1

Tareas 1 2 3 4 5 6 7
hj(SS) 165 77 3025 825 77,41 88 77

.....

tarea en completarse seriala2 ola 7. Como en ambos casos llegaremos a una solucién 6ptima, seguimos
el procedimiento tomando como ultima tarea la 2.

Ahora se tiene que J = {2},J¢ = {1,3,4,5,6,7}. Las seis tareas restantes tendran un tiempo de
procesamiento de 47 unidades de tiempo. Es decir, ahora C,,,x = 47. Repitiendo el proceso para las
tareas del conjunto J:

Tareas 1 3 4 5 6 7
h;j(47) 141 2209 70,5 76,85 752 658

Como miJn h;(47) = 65,8 que corresponde a la tarea 7, esta tarea se elimina de J° y se anade a J. La
jeJe
tarea 7 precederd a la tarea 2 en la programacion 6ptima. Siguiendo el proceso realizado se obtiene que
la programacién 6ptimaes:3 -5 —1—-6—4 =7 = 2.

A.3. Ejemplo del modelo 1||Y.U;

Ejemplo 4. Sea el problema 1||Y U; con los siguientes tiempos de procesamiento y fechas de entrega

Tareas 1 2 3 4 5 6 7 8
Dj 6 8 12 10 10 11 5 7
d; 8 42 44 24 26 26 70 75

En primer lugar, como para aplicar el algoritmo de Hodgson-Moore las tareas han de estar ordenados
segin la fecha de entrega en orden ascendente, reordenamos la tabla:

Tareas 1 4 5 6 2 3 7 8
Dj 6 10 10 11 8 12 5 7
d; 8 24 26 26 42 44 70 75

Inicialmente J =0, J¢ =0y t = 0.
Notamos que las tareas 1, 4 y 5 pueden ser realizadas en primer lugar cumpliendo sus fechas de
entrega. Observamos que p; + p4+ ps = 26 < ds y, por lo tanto, las tres tareas son realizadas a tiempo.
A continuacion, seleccionamos la tarea 6. Como podemos observar, serd imposible cumplir su fecha
de entrega ya que siguiendo el orden inicial y afiadiendo 6 tendriamos que ¢t = 37 > dg. Por lo tanto,
segin el algoritmo, desechamos la tarea con mayor tiempo de procesamiento de J y la afiadimos al

conjunto J?. En este caso, serd la misma tarea 6 la descartada. Luego se tiene que J = {1,4,5} y
J4=1{6}.
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Siguiendo el mismo proceso, afiadimos la tarea 2 que cumple su fecha de entrega al conjunto J.
Al anadir la tarea 3 al conjunto J tendriamos que ¢t = 46 > d3. Por lo tanto, aplicando el algoritmo,
descartamos aquella tarea con mayor tiempo de procesamiento. Como en este caso es la tarea 3, tenemos
que J¢ = {3,6} son las tareas descartadas y cuya fecha de entrega serd imposible de satisfacer.

Procediendo de la misma manera tenemos que las tareas 7 y 8 pueden ser realizadas satisfaciendo su
fecha de entrega y por lo tanto, la programacién éptimaes: 1 -4 —5—2 —7 —8 — 6 — 3. Enella,
las tareas 1,4,5,2,7 y 8 se realizan antes de su fecha de entrega, mientras que no lo hacen las tareas 3 y
6. Es decir, 2 de las 8 tareas no se realizan a tiempo.

A.4. Ejemplo del modelo 1||Y.7;

Ejemplo 5. Sea el problema 1||} 7 con los siguientes tiempos de procesamiento y fechas de entrega:

Tareas 1 2 3 4 5 6 7 8
Dj 6 18 12 10 10 11 5 7
d; 8 42 44 24 26 26 70 75

En primer lugar, ordenamos las tareas segtn la fecha de entrega en orden ascendente para ver si podemos
aplicar el lema 3.6 y asi usar el criterio de eliminacién. Reordenamos la tabla:

Tareas 1 4 5 6 2 3 7 8
Dj 6 10 10 11 18 12 5 7
d; 8 24 26 26 42 44 70 75

Como podemos observar, para j = 1,4,5,6 y k = 2 se cumple que p; < py y d; < dy. Por tanto, existe
una secuencia 6ptima en donde la tarea j es realizada antes de la tarea k.

Tras comprobar que las tareas 1,4,5 y 6 van en primer lugar, escribimos de nuevo la tabla con las
tareas restantes. Para evitar confusiones a la hora de aplicar el algoritmo, en esta segunda parte del
problema, identificaremos la tarea 2 como 1 y la tarea 3, 7 y 8 como 2, 3 y 4, respectivamente. Por tanto
las nuevas tareas a programar son:

Tareas 1 2 3 4
Dj 18 12 5 7
dj 42 44 70 75

Como las condiciones iniciales han de empezar en ¢t = 0, restaremos a las fechas de entrega las 37
unidades de tiempo que ya se llevan consumidas por la realizacion de las tareas de nimero original 1,
4,5y6.

Tareas 1 2 3 4
Pj 18 12 5 7
dj 5 7 33 38

La tarea 1 es la que tiene un tiempo de procesamiento mayor y por lo tanto serd la tarea k. De esta
manera tenemos que existe 8 de maneraque 0 < 8 <n—k=3.

De antemano podemos saber que la nueva tarea 3 precederd a la 4 al tener el tiempo de procesa-
miento y la fecha de entrega menor. Como las fechas de entrega ya estdn ordenadas, por el teorema 3.8
tenemos cuatro posibles ordenaciones de las tareas.

Caso 1.

La tarea ntimero 1 va en primer lugar y las tareas 2,3 y 4 le siguen. Veamos cudl seria la secuencia
6ptima del conjunto J(2,4, 1), donde la 2 serd la primera tarea del conjunto, la 4 la dltima y el 1 denota
la tarea con tiempo de procesamiento mayor de todas las tareas del conjunto {2,3,4}.

Renumeramos las tareas 2,3,4 para volver a aplicar la secuencia de manera que pasan a ser 1/,2/,3’
y su tiempo inicial serd ¢ = 18.

De las tres tareas, aquella con mayor p; esla 1’y por tanto 36’ talque 0 < 8’ <n—k=3—-1"=2.
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Si 8’ =0, entonces la ordenacién seria

1'+2'—3"— Tardanza=(18+12—7)+ (30+5—33)+(35+7—38) =29

Si 8’ = 1, entonces la ordenacién seria

2'+1'+3" — Tardanza=(18+5—-33)+(23+12—-7)+ (35+7—38) =32

Si &’ = 2, entonces la ordenacién seria

2'4+3'+1' — Tardanza=(18+5—33)+(23+7—38)+ (30+12—-7) =35

Por tanto, la secuencia éptima de todas ellas serfa la primera en la que las tareas vienen ordenadas
en orden ascendente (2 —3 —4). Lo cual hace que volviendo al problema principal la secuencia 6ptima
sea: | —2 —3 —4 cuya tardanza serd de:

Tardanza = Tardanza 1 + Tardanza {2 —3 —4} = (0418 —5) +29 = 42.

Caso 2.

La tarea nimero 1 irfa precedida por la 2 que en este caso va en primer lugar. A continuacién
irfan las tareas 3 y 4. Como sabemos que la 3 precede siempre a la 4 ya se tiene la secuencia 6ptima
(2—1—3—4) y solo tendremos que calcular su tardanza.

Tardanza = Tardanza 2 + Tardanza 1 + Tardanza {3,4}=

=(12—-7)+(30—-5)+((30+5—-33)+(35+7—-38)) =36

Caso 3.

La tarea ndmero 1 irfa precedida por el conjunto J(1,3,1), es decir las tareas 2 y 3. Por dltimo irfa
la tarea 4. Dentro del conjunto J(1,3,1) es obvio que la tarea 2, de mayor p; ird en primer lugar para
asi reducir la tardanza. Por tanto, la secuencia ptima de este caso seria: 2 —3 — 1 — 4. Calculemos su
tardanza como antes:

Tardanza = Tardanza {2,3} + Tardanza 1 + Tardanza 4=((12—7)+0)+ (35—5) + (42 —38) =39

Caso 4.

En este tltimo caso, la tarea de mayor tiempo de procesamiento ird en ultimo lugar mientras que
el conjunto J(1,4,1) ird en primer lugar. Notar que en el primer caso ya hemos obtenido la secuencia
Optima para dicho subconjunto: 2 — 3 — 4. Por ello, la secuencia 6ptima de este caso seria: 2 —3 —4 — 1.
Tardanza = Tardanza {2,3,4} + Tardanza 1 = ((12—7)4+0+40)+ (42—5) =42

Por tanto, una vez estudiados todos los casos posibles para los distintos valores de 0 ya podemos
concluir que la secuencia optima serd aquella con el menor valor de la funcién objetivo. En nuestro caso
el caso 2 serd el 6ptimo y por tanto, la secuencia buscada serd 2 —1 —3 — 4.

Como antes habfamos cambiado la numeracion de las tareas, volvemos a las tareas iniciales y de
esta manera la solucién 6ptima que resolverd nuestro problema serd la siguiente:

1245526232278



Apéndice B

Programacion en CPLEX Studio

B.1. Modelo 1|y w;C;

WeigComTime.mod

1/*********************************************
2 * OPL 20.1.0.0 Model

3 * Author: victo

4 * Creation Date: 27 abr. 2021 at 18:10:09

5 skokokkok ook ook sk ok ook ok ok ok ok sk ok ok sk ok ook ok ok sk ok ok sk ok sk ok sk sk ok Sk ok ok ko ok
6 //Datos (se leen del archivo .dat)

7int nI = ...;

8int nJ = ...;

9range I 1..nI;

10 range J 1..nJ;

11 float d[I][JI] = ...;

12

13 //Variables

1l4dvar int C[J];

15dvar boolean y[J][3];

16 dexpr float M=sum(j in J3)(d[2]1[]]);

20 //Funcién objetivo

21minimize sum(j in J )( d[1][F]1*C[3] );
22

23 //Restricciones

24 subject to {

25

26 forall( j in J ){
27 C[31 >= d[2][3];
28}

29

30 forall(j,k in J : j<k){
31 ) C[J1+d[2][k] <= C[k]+M*(1-y[3I[k]);

34 forall(j,k in J : j<k){
35 , C[k1+d[2][]] <= C[jl+M*y[3]1[k];

38 forall( j in J ){
39 c[j] »>= o;

31



32

2WeigComTime.mod

1 /*********************************************
2 * OPL 20.1.0.0 Model

3 * Author: victo

4 * Creation Date: 19 jun. 2021 at 13:28:19

5 kskokokokok bk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk okokok ook ok ok ok ok /
6 //Datos (se leen del archivo .dat)

7int nI = ...;

8int nJ = ...;

9range I = 1..nI;
10range J = 1..nJ;
11 float d[I][3] = ...;
12
13 //Variables
ladvar int C[J];
15dexpr float M=sum(j in J3)(d[2][]j]);
16 dvar boolean u[J][3];
17dvar int gamma[3J];

18

19

20

21//Funcioén objetivo

22minimize sum(j in J )( d[1][jI1*C[3] );
23

24 //Restricciones

25 subject to {

26

27 forall( j in J ){

28 sum(k in J)(u[j][k])==1;

29 }

30 forall( k in J ){

31 sum(j in J)(u[j][k])==1;

32}

33

34 gamma[1]>=sum(j in J)(d[2][3]*u[31[1]);
35

36 forall(k in J: k>1){
37 gamma[k]>=gamma[k-1]+sum(j in J)(d[2][F1*u[j1[k]);
}

40 forall( k in J ){
41 gammal[k]>=0;

43 forall(j,k in J3){
44 C[j1>= gamma[k]-M*(1-u[J][k]);
}

47 forall( j in J ){
48 C[j] »>= o;

53 //Para escribir un archivo con la solucién encontrada

54 executeq{

55 wvar archivoSalida = new IloOplOutputFile("solucion2WComTime60c.txt");
56

57 archivoSalida.writeln("Los Cj asociados a cada trabajo son: ");

58 for(var j in thisOplModel.J){

59 archivoSalida.write(thisOplModel.C[j], " ");

60 }

61 archivoSalida.writeln();

62 archivoSalida.close();

Pagina 1
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B.2. Modelo 1||L,y

33

MaxLateness2.mod

1/ Fskskskokkokskokok kbbb ok ok ok ks ok ook sk sk ko ko ok ok ook ok sk okok
2 * OPL 20.1.0.0 Model

3 * Author: victo

4 * Creation Date: 27 abr. 2021 at 17:37:49

5 kskokokokok bk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk okokokokok ok ok ko /
6 //Datos (se leen del archivo .dat)

7int nI = ...;

8int nJ = ...;

9range I = 1..nI;
10range J = 1..nJ;
11 float d[I][JI] = ...;
12
13 //Variables
ladvar int C[J];
15dvar boolean y[J][3];
16dvar float LMAX;
17 dexpr float M=sum(j in J3)(d[2][j]);

21 //Funcioén objetivo
22minimize LMAX;

23

24 //Restricciones

25 subject to {

27 forall( j in J ){
28 , C[31 >= d[2][3];

31 forall(j,k in J : j<k){
32 , CLJI+d[2][k] <= C[k]+M*(1-y[F1[k]);

35 forall(j,k in J : j<k){
36 , ClkI+d[2][]] <= C[J1+M*y[J]1[k];

39 forall( j in J ){
40 C[j] »>= e;

43 forall(j in 3){
44 LMAX>=(C[3]-d[31[3i]);

48 //Para escribir un archivo con la solucién encontrada

49 executeq{

50 var archivoSalida = new IloOplOutputFile("solucionMLateness40.txt");
51

52 archivoSalida.writeln("Los Cj asociados a cada trabajo son: ");
53 for(var j in thisOplModel.J){

54 archivoSalida.write(thisOplModel.C[j], " ");

55}

56 archivoSalida.writeln();

57 archivoSalida.writeln("El valor de LMAX es: ");

58 archivoSalida.write(thisOplModel.LMAX, " ");

59 archivoSalida.close();

60 }

61
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2MaxLateness.mod

1 /*********************************************
2 * OPL 20.1.0.0 Model

3 * Author: victo

4 * Creation Date: 19 jun. 2021 at 14:03:31

5 kskokokokok bk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk okokok ook ok ok ok ok /
6 //Datos (se leen del archivo .dat)

7int nI = ...;

8int nJ cees
9range I = 1..nI;
10range J = 1..nJ;

11 float d[I][3] = ...;
12

13 //Variables

14 dvar float LMAX;
15dvar boolean u[J][3];
16dvar int gamma[3J];

20 //Funciodn objetivo
21minimize LMAX;

22 //Restricciones

23 subject to {

24

25 forall( j in J ){

26 sum(k in J)(u[j][k])==1;

27}

28 forall( k in J ){

29 sum(j in J)(u[3][k])==1;

30}

31

32 gamma[1]>=sum(j in J)(d[2][3]*u[31[1]);
33

34 forall(k in J: k>1){
35 gamma[k]>=gamma[k-1]+sum(j in J)(d[2][F1*u[j1[k]);
}

38 forall( k in J ){
39 gammal[k]>=0;

}
41  forall(k in J){
42 LMAX>=gamma[k]-sum(j in J)(d[3][j]*u[j1[k]);

50 //Para escribir un archivo con la solucién encontrada

51 executeq{

52 var archivoSalida = new IloOplOutputFile("solucionlMLateness60c.txt");
53 archivoSalida.writeln("El valor de LMAX es: ");

54 archivoSalida.write(thisOplModel.LMAX, " ");

55 archivoSalida.close();
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B.3. Modelo 1||Y.U;

35

12

18

21

48
49
50
51
52
53}

TardyJobs2.mod

1 /FFA KRR KR KK KK KK R KK KKK K SR KK ook

2 * OPL 20.1.0.0 Model

3 * Author: victo

4 * Creation Date: 27 abr. 2021 at 12:24:37

5 kskokokokok bk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk okokokokok ok ok ko /
6 //Datos (se leen del archivo .dat)

7int nI = ...;

8int nJ = ...;

9range I = 1..nI;

10range J = 1..nJ;

11 float d[I][JI] = ...;

13 //Variables

ladvar int C[J];

15dvar boolean y[J][3];

16 dexpr float M=sum(j in J3)(d[2][]j]);
17 dvar boolean U[J];

19 //Funcioén objetivo
20minimize sum(j in J) U[]];

22 //Restricciones
23 subject to {

forall( j in J ){
C[31 »>= d[2][3];

forall(j,k in J : j<k){
C[JI+d[2][k] <= C[k]+M*(1-y[F]1[k]);

forall(j,k in J : j<k){
CLkI+d[2][]] <= C[j1+M*y[j]1[k];

forall( j in J ){
C[3] >= e;

forall(j in J3){
C[31<=d[3][3]+M*U[]];

46 //Para escribir un archivo con la solucidén encontrada
47 executeq{

var archivoSalida = new IloOplOutputFile("solucionTardyJobs40c.txt");

archivoSalida.writeln("Los Cj asociados a cada trabajo son: ");
for(var j in thisOplModel.J){
archivoSalida.write(thisOplModel.C[j], " ");

54 archivoSalida.writeln();
archivoSalida.writeln("Los trabajos que no cumplen su fecha de entrega son:

for(var j in thisOplModel.J){
archivoSalida.write(thisOplModel.U[j], " ");

archivoSalida.close();
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2TardyJobs.mod

1 /HFA AR KK R KK KK KK KKK KKK K SR KK ook

2 * OPL 20.1.0.0 Model

3 * Author: victo

4 * Creation Date: 19 jun. 2021 at 16:52:14

B sk skokok ke ok koot o skok sk ke ks ok sk ok sk ok ks sk ok ok sk ks k ok f
6 //Datos (se leen del archivo .dat)

7int nI = ...;

8int nJ cees
9range I = 1..nI;
10range J = 1..nJ;
11 float d[I][3] = ...;
12
13 //Variables
14 dvar boolean u[J][3];
15dvar int gamma[3J];
16 dexpr float M=sum(j in J3)(d[2][j]);
17 dvar boolean U[J];
18
19 //Funcioén objetivo
20minimize sum(j in J) U[]];
21 //Restricciones
22 subject to {

23

24  forall( j in J ){

25 sum(k in J)(u[j][k])==1;

26}

27 forall( k in J ){

28 sum(j in J)(u[3][k])==1;

29 }

30

31 gamma[1]>=sum(j in J)(d[2][3]*u[I1[1]);
32

33 forall(k in J: k>1){
34 gamma[k]>=gamma[k-1]+sum(j in J)(d[2][j]1*u[j1[k]);
}

37 forall( k in J ){
38 gammal[k]>=0;

40 forall(k in J){

41 gamma[k]<=sum(j in J)(d[3]1[jF]*u[j1[k])+M*U[k];

42 1}

43}

44

45

46 //Para escribir un archivo con la solucién encontrada
47 executeq{

48 var archivoSalida = new IloOplOutputFile("solucionlTardyJobs6@c.txt");
49

5@ archivoSalida.writeln();

51 archivoSalida.writeln("Los trabajos que no cumplen su fecha de entrega son:

52 for(var j in thisOplModel.J){

53 archivoSalida.write(thisOplModel.U[j], " ");
54}

55 archivoSalida.close();

56}

57
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B.4. Modelo 1||Y.T;

37

TotalTardiness2.mod

T /R sk ok sk ok ok ook ok ok ok ok sk ok ok sk ok ook ok ok sk ok ok sk ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ko ok
2 * OPL 20.1.0.0 Model

3 * Author: victo

4 * Creation Date: 27 abr. 2021 at 17:42:22
B koot skokok ok koo ko skok ok sk sk ke sk ks ok ok sk ok s sk ok sk ks ks ok ok ko ok ok ok f
6 //Datos (se leen del archivo .dat)

7int nI = ...;

8int nJ = ...;

9range I = 1..nI;
10range J = 1..nJ;
11 float d[I][JI] = ...;
12
13 //Variables
ladvar int C[J];
15dvar boolean y[J][3];
16 dexpr float M=sum(j in J3)(d[2][]j]);
17dvar int T[J];
18
19
20 //Funciodn objetivo
21minimize sum(j in J )( d[1][J1*T[3] );
22
23 //Restricciones
24 subject to {
25
26 forall( j in J ){
27 , C[31 »>= d[2][3];

30 forall(j,k in J : j<k){
31 , CL31+d[2][Kk] <= C[k]+M*(1-y[J1[k]);

34 forall(j,k in J : j<k){
35 , CLkI+d[2][]] <= C[Jl+M*y[J]1[k];
36

38 forall( j in J ){
39 C[j] »>= o;
40 }

42 forall( j in J ){
43 , T[3] >= C[31-d[3]1[]1;

46 forall( j in J ){
47 T[j] >= o;

49

50}

51

52 //Para escribir un archivo con la solucién encontrada
53 executeq{

54 var archivoSalida = new IloOplOutputFile("solucionTTardiness20.txt");

55

56 archivoSalida.writeln("Los Cj asociados a cada trabajo son: ");
57 for(var j in thisOplModel.J){

58 archivoSalida.write(thisOplModel.C[j], " ");

59}

60 archivoSalida.writeln();

61 archivoSalida.writeln("La tardanza de cada tarea es: ");

62 for(var j in thisOplModel.J){
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TotalTardiness2.mod

63 archivoSalida.write(thisOplModel.T[j], " ");
64}

65 archivoSalida.close();

66 }

67
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2TTardines.mod

1 /FFA KRR KR KK KK KK R KK KKK K SR KK ook

2 * OPL 20.1.0.0 Model
3 * Author: victo
4 * Creation Date: 19 jun. 2021 at 18:50:08
B sk skokok ke koo koot o sk sk ke sk ks ok sk s sk ok ks ks ok ok sk ok sk ok ok f
6 //Datos (se leen del archivo .dat)
7int nI = ...;
8int nJ = ...;
9range I = 1..nI;
10range J = 1..nJ;
11 float d[I][JI] = ...;
12
13 //Variables
ladvar int C[J];
15dexpr float M=sum(j in J3)(d[2][]j]);
16 dvar boolean u[J][3];
17dvar int gamma[3J];
18dvar int T[J];
19
20
21
22 //Funcioén objetivo
23minimize sum(j in J )( T[] );
24
25 //Restricciones
26 subject to {

27

28 forall( j in J ){

29 sum(k in J)(u[j][k])==1;
30}

31 forall( k in J ){

32 sum(j in J)(u[j1lk])==1;
33}

34

35 gamma[1]>=sum(j in J)(d[2][31*u[3]1[1]);

37 forall(k in J: k>1){
38 gamma[k]>=gamma[k-1]+sum(j in J3)(d[2][j1*u[j]1[k]);
}

41  forall( k in J ){

42 gammal[k]>=0;

43}

44  forall(j,k in J){

45 C[31>= gamma[k]-M*(1-u[j1[k]);
}

46

47

48 forall( j in J ){
49 C[j] >= o;

50

¥
51 forall( j in J ){
52 , T[31 >= C[j1-d[3][]];

55 forall( j in J ){
56 T[] >= ©;
57 }

59}
60 //Para escribir un archivo con la solucién encontrada
61 execute{

62 var archivoSalida = new IloOplOutputFile("solucion2TTardiness5.txt");
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63
64
65
66
67}

2TTardines.mod

archivoSalida.writeln("Los Cj asociados a cada trabajo son:

for(var j in thisOplModel.J){
archivoSalida.write(thisOplModel.C[j], " ");

68 archivoSalida.writeln();

archivoSalida.writeln("La tardanza de cada tarea es: ");
for(var j in thisOplModel.J){
archivoSalida.write(thisOplModel.T[j], " ");

archivoSalida.close();

")




Apéndice C

Programacion en C++

C.1. Algoritmo WSPT

1 #include <cstdlib>

2 #include <cstdio>

3 #include <iostrean>

4 #include <fstrean>

5 using nanespace std;

6 int main()

7 {

8 int filas, columas;

9 const char* nonbre_ficherol = "100trabaj oSWSPT. t xt";
10 ifstreamficherol (nonbre_ficherol);

11 ficherol>>filas;

12 ficherol>>col umas;

13 float** matriz;

14 matriz = new float*[filas];

15 for (int i=0; i<filas; i++)

16 {

17 matriz[i]=new float[col umas];

18 }

19 for (int i=0; i<filas; i++)

20 {

21 for (int j=0; j<columas; j++)

22 {

23 ficherol>>matriz[i][j];

24 }

25 }

26 ficherol.close();

27 float division[100], aux, auxi,auxil,axu;
28 for(int j=0;j<columas;j++){

29 division[jl=matriz[1][j]/matriz[2][j];
30 }

31 int pos;

32 for(int j =0; j < columas; j++){

33 pos=j ;

34 aux=di vision[j];

35 axu=matriz[1][j];

36 auxi =matriz[0][j];

37 auxil=matriz[2][j];

38 whi | e( (pos>0) &&( di vi si on[ pos- 1] <aux) ) {
39 di vi si on[ pos] =di vi si on[ pos- 1] ;
40 matriz[ 0] [ pos] =matriz[ 0] [ pos-1];
41 matriz[ 2] [ pos] =matriz[ 2] [ pos-1];
42 matriz[ 1] [ pos] =matriz[1][pos-1];
43 pos--;

44 }

45 mat riz[ 0] [ pos] =auxi ;

46 matriz[ 2] [ pos] =auxi | ;

a7 matriz[ 1] [ pos] =axu;

48 di vi si on[ pos] =aux;

49 }

50 int sumal=0, matriz1[100][100];

51 for(int j = 0; j < columas; j++){

52 matriz1[O][j]=matriz[O][j];

53 sumal=sumal+matriz[2][j];

54 matriz1[1][j]=sumal;

55 }

56 int fin=0;

57 for (int j=0;j<columas;j++){

58 fin=fintmatriz1[1][j]*matriz[1][j];

41
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60
61
62
63
64
65
66

}

of stream archivol("resul tado4.txt");

archivol<<"Segun |l a regla WSPT, |as tareas ordenadas son: " << endl;

for (int j =0; j < columas; j++){ // lnprine |as posiciones de las tareas
archivol<<matriz[O][j]<<" ";

}

ar chi vol<<endl ;
archivol <<"Los (j asociados a cada tarea son: " << endl;
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67 for (int j =0; j < columas; j++){

68 archivol <<matriz1l[1][j] << " ";

69 1

70 ar chi vol<<end! ;

71 archivol<<"El valor total de la FO es: "<<fin<<endl;
72 archi vol. cl ose();

73 return O;

74 )
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C.2. Algoritmo EDD

Capitulo C. Programacién en C++
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65

=
o

#include <stdlib.h>
#i ncl ude <stdio. h>
#incl ude <i ostrean»
#i ncl ude <fstreanr
usi ng nanespace std;
int main(void)

{

int filas, columas;

const char* nonbre_ficherol = "20trabajos.txt";
ifstreamficherol (nonbre_ficherol);
ficherol>>filas;

ficherol>>col umas;

float** matriz;

matriz = new float*[filas];

for (int i=0; i<filas; i++)

{
matriz[i]=new float[col umas];
}
for (int i=0; i<filas; i++)
{
for (int j=0; j<columas; j++)
{
ficherol>>natriz[i][j];
}
}

ficherol. close();
float aux,auxi, auxil;
int pos;
for(int j = 0; j < columas; j++){
pos=j ;
aux=matriz[2][j];
auxi =matriz[O0][j];
auxil=matriz[1][j];
whi | e( (pos>0) &&(matri z[ 2] [ pos- 1] >aux) ) {
matriz[ 2] [pos] =matriz[2][pos-1];
matriz[ 0] [ pos] =matriz[ 0] [pos-1];
matriz[ 1] [ pos] =matriz[ 1] [pos-1];
pos--;
}
matri z[ 2] [ pos] =aux;
matri z[ 0] [ pos] =auxi ;
matriz[ 1] [ pos] =auxi | ;

}

cout <<"Segun la regla EDD, |as tareas ordenadas son:

for (int j =0; j < columas; j++){
cout <<matriz[O][j]<<" \t";

}

cout <<endl ;

int sumal=0;

int matrizi[100][100];

for(int j =0; j < columas; j++){
matriz1[ O] [j]=matriz[O0][j];
sumal=sumal+natriz[1][j];
matriz1[1][j] =sumal;
matriz1l[2][j]=matriz[2][j];

}

int retraso[ 100];

for(int j =0; j < columas; j++){
if(matriza[1][j]>matriz1[2][j]){

retraso[j]=matriz1[1][j]-matrizl[2][j];

}

int LMAX=0;

for(int j =0; j < columas; j++){
if(retraso[j]>LMAX){

" << endl;
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LMAX=retraso[j];

}
}
cout <<LMAX<<end| ;
of stream archivol("resul tadol.txt"); //creo el fichero de salida
archivol<<"Segun | a regla EDD, |as tareas ordenadas son: " << endl;
for (int j =0; j < columas; j++){
archivol<<matriz[O][j]<< " ";
}
ar chi vol<<endl ;
archivol<<"Los ¢ asociados a cada tarea son: " << endl;
for (int j =0; j <columas; j++){ // lnprine |as posiciones
archivol <<matrizl[1][j] << " ";
}

ar chi vol<<endl ;

archi vol<<"El val or de LMAX sera: "<< LMAX<<endl ;

archivol. close();

systen("PAUSE"); //para que no se cierre al terminar el programa
return O;
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C.3. Algoritmo Hodgson-Moore

Capitulo C. Programacién en C++

1 #include <stdlib.h>

2 #include <stdio.h>

3 #include <iostreanm

4  #include <fstrean>

5 #include <vector>

6 using nanespace std;

7 using std::vector;

8 int main(void)

9 {

10 int filas, columas;

11 const char* nonbre_ficherol = "40trabajos.txt";
12 ifstreamficherol (nonbre_ficherol);

13 ficherol>>filas;

14 ficherol>>col umas;

15 float** matrizO0;

16 matriz0 = new float*[filas];

17

18 for (int i=0; i<filas; i++)

19 {

20 matrizO[i]=new float[col umas];

21 }

22 for (int i=0; i<filas; i++)

23 {

24 for (int j=0; j<columas; j++)

25 {

26 ficherol>>matrizO[i][j];

27 }

28 }

29 ficherol. close();

30 int matriz[100][100];

31 for (int i=0; i<filas; i++)

32 {

33 for (int j=0; j<columas; j++)

34 {

35 matriz[i][j]=matrizO[i][j];

36 }

37 }

38 float aux, auxi, auxil;

39 int pos;

40 for(int j =0; j < columas; j++){

41 pos=j ;

42 aux=matriz[O0][j];

43 auxi =matriz[1][j];

44 auxil=matriz[2][j];

45 whi | e((pos>0) &&(matri z[ 2] [ pos- 1] >auxil)){
46 matriz[ 0] [ pos] =matri z[ 0] [ pos-1];
47 matriz[ 1] [ pos] =matri z[ 1] [ pos-1];
48 matriz[ 2] [ pos] =matriz[ 2] [ pos-1];
49 pos--;

50 }

51 matri z[ 0] [ pos] =aux;

52 matriz[ 1] [ pos] =auxi ;

53 matriz[ 2] [ pos] =auxi | ;

54 }

55 int sumg;

56 suma=0;

57 int maxi no=0, maxi =0;

58 vector<int> sl,s2;

59 for(int j =0; j < columas; j++){

60 suma=suma+matri z[ 1] [j];

61 sl.insert(sl.end(),matriz[O0][j]);
62 int maxi no2=0, k;

63

64 if(suma>matriz[2][j]){

65 for(int i =0; i < sl.size(); i++){
66 i f(maximo2<matrizO[ 1][s1[i]-1]){
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maxi mo2=matrizO[ 1] [s1[i]-1];
k=i ;

}

s2. push_back(s1[k]); //afiado |a tarea k a s2 que es |a que tiene mayor pj
suma=sunma- mat ri zO[ 1] [s1[k]-1];//resto el pj de la tarea k al tienpo total
sl.erase(sl.begin()+k); //quito la tarea k de sl

}
}
int retraso=0; //calculo el retraso de |as tareas que estan en s2
for (size_t i =0; i < s2.size(); i++) {
suma=suna+matrizO[ 1] [s2[i]-1];
retraso=retraso+sunma-matrizO0[2][s2[i]-1];
}

of stream archivol("resul tado40.txt"); //creo el fichero con |os datos que ne interesan

archivol <<"Las tareas realizadas a tienpo ordenadas por orden de realizacion son:
for (size_t i =0; i < sl.size(); i++) {
archivol << s1[i] << " ";
}
archivol << endl;
archivol<<"M conjunto de tareas no realizadas a tienpo son:"<<endl;
for (size_t i =0; i < s2size(); i++) {
archivol<< s2[i] << " "
}
ar chi vol<<end! ;
archivol<<"El retraso total de |a programacion es: "<< retraso<<end!;
archivol. close();
system("PAUSE"); //para que no se cierre al termnar el programa
return 0; //Debe devolver algo el main, lo que e de |a gana

<< endl ;
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C4.

Programacion dinamica

Capitulo C. Programacién en C++
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*

ncl ude <stdlib. h>
ncl ude <stdio. h>
#incl ude <i ostrean»
#i ncl ude <fstreanr
#i ncl ude <vector>

#i ncl ude<al gori t hnme
usi ng nanespace std;

*

vector< vector<int> > matriz;
int sumalLeny;

bool exi steEnVector(vector<int> v, int busqueda) {
return find(v.begin(), v.end(), busqueda) != v.end();
}

vector<i nt> secuenci ar(double t, vector <int> 1){

vector<i nt> si gmax;
if(1.size()==0){
return sigmax;

}
el se{
int maxi no2=0;
int k;
for(int j =0; j <l.size(); j++){

if(maximo2<matriz[1][I[j]-1]){
mexi mo2=matriz[ 1] [1[j]-1];
k=j;

}
float fl=1e6;
for(int j=k; j<l.size();j++){
vector<int> 11;
int sumal=0;
for(int v=0;v<j+1; v++) {
sumal=sumal+natriz[ 1] [I[v]-1];
if(vl=k){
I 1. push_back( I[v] );

}
int ti=t;
vector<int> sigmal=secuenciar(tl,11);
vector<int> 12;
for(int v=j+1;v<l.size();v++){
12. push_back( I[v] );

}
int t2=t+sumal;
vector<int> sigma2=secuenciar(t2,12);
vector<i nt> si gma=si gmal;
sigma. push_back(1[k]);

sigma.insert(sigm.end(), sigm2.begin(),sigm2.end());

int valorFO = 0;
int tienpoAcunul ado =0;

for(int i =0; i< sigmasize(); i++){
tienmpoAcunul ado += matriz[1][sigma[i]-1];




49

67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99
100
101
102
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}

int diferencia = tienpoAcunulado - (matriz[2][sigma[i]-1]
if(diferencia > 0){
val or FO += di ferenci a;

if( valorFO < f1){
f1 = val or FQ
sigmax = sigma;

}

cout<<", ---------- "<<endl ;

cout <<"FO = "<< fl<<endl;

for(int i =0; i< l.size(); i++) cout<<sigmax[i]<<"\t"; cout<<endl;

cout<<",---------- "<<endl ;
return sigmax;

int main(void)

{

int filas, columas;

const char* nonbre_ficherol = "30trabajos.txt";
ifstream ficherol (nonbre_ficherol);
ficherol>>filas;

ficherol>>col umas;

vector < vector<int> > matriz2(filas);
matriz.resize(filas);

for(int i =0; i<filas; i++) matriz[i].resize(columas);
for(int i =0; i<filas; i++) matriz2[i].resize(columas);
for (int i=0; i<filas; i++)
{

for (int j=0; j<columas; j++)

{

ficherol>>matriz[i][j];

}

}

ficherol. close();
for (int i=0; i<filas; i++)

{
for (int j=0; j<columas; j++)
{

matriz2[i][j]=matriz[i][j];

}

}

float aux, auxi, auxil;

int pos;

for(int j =0; j < columas; j++){
pos=j ;

aux=matriz2[0][j];

auxi =matriz2[1][j];

auxi | =matriz2[2][j];

whi | e((pos>0) &&(matri z2[ 2] [ pos- 1] >auxil)){
matriz2[ 0] [ pos] =matriz2[ 0] [ pos-1];
matriz2[ 1] [ pos] =matriz2[ 1] [pos-1];
matriz2[ 2] [ pos] =matriz2[2][pos-1];
pos--;

}

mat ri z2[ 0] [ pos] =aux;

matriz2[ 1] [ pos] =auxi ;

matriz2[ 2] [ pos] =auxi | ;
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151
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168
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176
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178

int suma, total;

suma=0;

total =0;

vector<int> sl,s2;

for(int j =0; j < 1; j++){

if(matriz2[2][j]<=matriz2[2][j+1] && matriz2[1][j]<=matriz2[1][j+1]){
sl.insert(sl.end(), matriz2[0][j]);
suma=suma+matri z2[ 1] [j];
total =total +1;

}
}
for(int j =1; j < columas; j++){
if(matriz2[2][j]<=matriz2[2][j+1] && matriz2[1][j]<=matriz2[1][j+1]
&& exi steEnVector(sl, matriz2[0][j-1])){
sl.insert(sl.end(),matriz2[0][j]);
suma=suma+matri z2[ 1][j];
total =total +1;
}
}
cout <<"Los trabajos realizados en priner lugar (por el lenmm) son: " << endl;
for (size_t i =0; i < sl.size(); i++) {
cout << si[i] << endl;
}
cout <<, ------a--- "<<endl ;

sumalema = sung;

int num

num=0;

for(int j =total; j < columas; j++){
numEnuM+1;

}

for(int j =total; j < columas; j++){

cout <<matriz2[0][j]<<" "<<matriz2[1][j]<<" "<<matriz2[2][j]<<endl;

}

COUt <<, =m-mmmmman "<<endl ;

vector<i nt> trabaj osOr denados2;

for(int j =total; j < columas; j++){

trabaj osOrdenados2. i nsert (trabaj osOrdenados2. end(), matriz2[0][j]);
}
secuenci ar (0, trabaj osOr denados?2) ;
system( " PAUSE") ;
return 0;
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