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Abstract

In this memory, Quadratic Programming Problems (QPP) has been studied, which is included in
the Operations Research field. My interest in this subject was introduced by means of the Operations
Research and Stochastic Optimization courses hold in the Mathematics degree. Particularly, the present
work is related to the Linear Programming Problem and the Non-linear Programming Problem both were
studied in the Operations Research course. The first one was studied in deep but the second one, Non-
linear programming, was studied in a shorter way. As the Quadratic Programming Problem is a particular
case of Non-linear Problem this work has helped me to delve into the field of Non-linear Programming.
However, this is a broad topic that still needs to be addressed and it could be interesting to continue
studying it.

The principal applications of Quadratic Programming appear mainly in the areas financial portfolio
models, production/demand curve models and constrained least squares regression.

In the memory, the theory of QPP is divided in three parts, which have a similar structure. The first
is the QPP with no constraints, then the second one considers the QPP with linear equality constraints
and finally the more general model with linear equality an inequality constraints is developed. This
has allowed to develop and explain the main problem more conveniently. The algorithm to solve the
problem with equality constraints will basically need to modify the initialization phase presented for
the algorithm of the problem without constraints, and the algorithm for the problem with equality and
inequality restrictions will use successive applications of the algorithm for the problem with equality
constraints.

The structure of the three chapters is similar:

The problem is set up.

Necessary and sufficient conditions for optimality are obtained.

The existence and uniqueness theorems are given.

The algorithm to solve the problem is developed together with the proof of convergence.

= Some examples are provided at the end of each chapter.

Regarding to the optimality conditions under convexity we get for the no constrained problem the
usual necessary and suficient condition, zero gradient. When the problem includes equality or equality
and inequality constraints, then the optimality conditions become the Karush Kuhn Tucker optimality
conditions. The general idea of the algorithms consists on given a current solution determining a feasible
direction along which the objetive function decreases and then it moves along this direction as much
as possible, the way to create these directions is by guaranteeing that a base of conjugate directions is
formed, that is a key aspect in the functioning of the algorithm.

The studied, synthesized and post-developed results are mainly obtained from the Chapters 3, 4 and
5 of the book [1]. The tools used in the demonstrations of the theoretical results are local techniques
of Taylor series and methods of bases of subspaces, both studied in the subjects of the degree Linear
Algebra and Mathematical Analysis. The algebraic properties of convex quadratic functions are also
used. Furthermore, the algorithms use inverse matrix update methods when a single row is changed in
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v Abstract

the original matrix. These methods are presented in the Appendix B, but can be consulted in the article
[2]. To guarantee the convergence of the studied algorithms, bases of conjugate directions are used,
defined in the Appendix A.

In order to address the great number of studied results and taking into account the limitation of space
we have only presented the more significant proofs of results postponing the similar proofs or more
technical ones to the appendixes. The Appendix A presents several preliminary results which will be
used throughout the work. The Appendix B includes two systematic methods for updating inverse matrix
used by the algorithms, and two application examples of the algorithm presented in the Chapter 1, which
have a different termination than the example presented in this Chapter. Appendix C y D contain those
proofs of results from Chapters 2 and 3 which are similar or use similar tools to those previously used.

Lastly, in the Chapter 4 we will talk about how these types of Programming Problems can be solved
using different Computer Programs. The use of this type of programs will be mandatory for real problems
which involve a large number of variables and can be made impossible to solve by hand. Particularly,
we have considered four programs, the first given by the author of de book [1] is coded in Matlab
language and could be uses with Octave software [8]. The others are the R library quadprog and the two
commercial software Lingo and Cplex. For all of them it is shown how to code the problem, how to
solve it and how to understand the results by means of the investment portfolio problem proposed in the
Chapter 3.

In this work I have applied the skills acquired in the degree to study, understand and reformulate the
theory on a specific topic, and it has obligated me to learn to synthesize and organize the information
used for this work. Due to its computer application I have learned about some modeling languages and I
have seen new programas that I did not know, in addition to seeing the quick and easy resolution of the
problem after the correct study and application of the algorithms.
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Capitulo 1

Problemas de Programacion Cuadratica
sin Restricciones

1.1. Condiciones de optimalidad y existencia y unicidad de la solucion

Consideramos el problema de minimizacion cuadrética sin restricciones

minf(x) = ¢'x+ 1x'Cx
sujeto a: x € R",

(1.1)

donde ¢ € R" y C,«,, €s una matriz simétrica.

Definicion 1. Un punto x¢ se dice minimo global o solucién dptima para el problema (1.1) si
f(x0) < f(x) Vx € R".

Definicion 2. La funcidn objetivo para el problema (1.1) es no acotada inferiormente (o el problema es
no acotado inferiormente) si 3x¢,so € R” tales que f(xo — 0So) —+> —oo,
O—r+oo

Teorema 1.1 (Condicidn necesaria de optimalidad). Si xg es una solucion optima para el problema (1.1)
= g(x9) =0.

Dem. Dada x la solucién 6ptima. Sean 0 #s € R" y o € R. Dejamos s fijo y hacemos variar ¢ alrededor
de 0, de manera que xg — os es el punto obtenido de xg desplazando una distancia ¢ en la direccién —s.

Como x es minimo global, el valor més pequeiio de f(xo — o) se obtiene cuando ¢ = 0, y tendremos
que! f5(xo — 08) = 0 para o = 0. La serie de Taylor de f entorno a X, es

F(Xo— G8) = £(x0) — G2 (x0)'s + %ozsch,

que queda expresada como funcién cuadrética de ©.
Asi, fo(Xo— 0s) = —g(x0)'s+8'Cso, y por ser Xo minimo global (¢ = 0) se tiene —g(X¢)'s =0 —
g(x0)'s = 0 Vs € R". En particular, se cumple para todos los vectores unitarios e; (vector con todo ceros

d
excepto en la componente i-ésima que tiene un 1), luego g(xp)'e; = f(xo0) =0 Vi=1,.,n =

axi
8(x) =0. O

Teorema 1.2 (Condiciones necesarias y suficientes de optimalidad). Sea f(x) =c¢/'x+ %x’ Cx una funcion
convexa. Entonces, X es una solucion dptima para el problema (1.1) <= g(xo) = 0.

Dem. Sélo falta probar la suficiencia ya que la necesidad acabamos de probarla con el teorema anterior.

Sea xo € R” tal que g(x9) =0, y sea s € R”, entonces la serie de Taylor de f entorno a xp es f(Xo —
s) = f(x0) + 38'Cs, es decir, f(xog—s) — f(Xo) = 38'Cs, y por ser f convexa, s'Cs > 0 Vs € R", luego
f(x0—s8) > f(x0) Vs € R", y por tanto xg es la solucién 6ptima. O

'Denotamos con f5 a la derivada de f respecto de G.
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Teorema 1.3 (Unicidad de la solucién). Sea Xo una solucion optima para el problema (1.1). Si f es
estrictamente convexa = Xy es la vnica solucion optima.

Dem. Supongamos que X; es otra solucién 6ptima y que X; # Xo. Por el teorema 1.2 tenemos que g(Xo) =
c+Cxp =0y g(x;) =c+Cx; =0. Asi, restando estas tenemos C(x; —Xo) = 0 y multiplicando por (x; —
xo)" llegamos a (x; —xp)'C(x; —X¢) = 0 que, como f es estrictamente convexa, por la caracterizacion
del teorema A.1 implica que (x; —Xp) = 0, luego x; = X y por tanto Xo es la tnica solucién éptima. [

Teorema 1.4 (Existencia de la solucién). Si 3y € R tal que f(x) = ¢'x+ 1x'Cx >y Vx € R" = existe
una solucion éptima para el problema (1.1).

Dem. Por el teorema A.5 podemos escribir ¢ € R" como ¢ = ¢; + ¢, donde ¢; pertenece al espacio
generado por las columnas de C y ¢; es ortogonal a este espacio, es decir, ¢; = Cw, para algin w € R",
y ¢4C = 0. Entonces c5¢; = ¢4,Cw = 0, y por tanto ¢4 = ¢, (c; +¢2) = chea.

Sea 0 € R, f(—0¢;) = —0oc ey + %GZCZZCCQ = —ochey, como che; es la suma de cuadrados de las
componentes de ¢, ¢5¢r > 0. Ademds, ¢her =0 <= ¢, = 0. Ahora, si ¢, # 0, entonces c¢5her >0y
tomando o arbitrariamente grande, f(—o¢;) es no acotada inferiormente, lo que contradice la hipdtesis
del teorema.

En consecuencia, ¢; = 0y asi ¢ = ¢; = Cw. Tomando xy = —w tenemos que —c¢ = CXy, y por tanto
g(xp) =¢+Cxp = 0.

Si existiera algtin s € R” tal que s'Cs < 0, entonces, con lo anterior, la serie de Taylor de f entorno a
X0 es f(xo — 08) = f(Xg) + 30°§'Cs y, de nuevo, tomando ¢ suficientemente grande, f(xo — 0's) puede
disminuir sin cota contradiciendo la hipétesis del teorema.

En consecuencia, s'Cs > 0 Vs € R" y, por la caracterizacién del teorema A.1, f es convexa, y como
g(x9) = 0, por el teorema 1.2, X es una solucién éptima. O

1.2. Algoritmo 1

Presentamos un algoritmo para la solucion del problema (1.1). Asumimos que la funcién objetivo es
convexa. El algoritmo funciona de la siguiente manera:

= Dado un punto X; se construye un punto X;;; moviéndose en una cierta direccion s; una cantidad
o;, s; € R" se denomina direccién de bisqueda y o; es el tamaio de paso.

= El algoritmo va determinando sucesivos X; |, 0;,s; hasta detectar que el problema es no acotado 6
encontrar la solucién 6ptima.

El algoritmo requiere por tanto determinar s; y 0;, en las siguientes subsecciones veremos el proceso
para obtener dichos valores.

1.2.1. Calculo de o;

Comenzaremos determinando, dada una cierta direccion s; previamente establecida, cudl es el tamafio
de paso 6ptimo o; que minimiza la funcidn objetivo si parto de x; y me muevo en la direccidn s;.

Para el célculo del tamafo de paso 6ptimo supongamos que estamos en la primera iteracién del
algoritmo (con j = 0), en la que tenemos una estimacion inicial Xy de la solucién 6ptima y una direccion
de bisqueda sy # 0.

Observar que sy debe ser una direccién de aumento y por tanto —sy de disminucioén, es decir, debe
ser una direccién de mejora, para ello debe cumplirse que” g(so > 0.

Construimos un nuevo punto de la forma x; = Xy — 0psy. Queremos que este nuevo punto X; mejore
a la solucién anterior f(xo), luego elegimos el 6y que minimice f(Xxo — 0sp), es decir, elegimos oy tal
que fo(Xo — 0sp) =0en ¢ = 0.

2Vamos a denotar g; = g(x;) € R” al gradiente de f en x;.
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La serie de Taylor de f entorno ax es f(Xo— 0so) = f(Xo) — 080 + %GZSBC Sp. Como f es convexa,
s,Cso > 0.

» Sis{Csg = 0, entonces como g(so > 0, se tiene que f(xo —0sg) = f(X0) — g0 —+> —o0 =
O—rtoo

el problema es no acotado inferiormente.

= Si s;Csp > 0, como 6y minimiza f(Xo — 08p), ¥ [fo (X0 — 080)]
tenemos que el tamaifio de paso 6ptimo es

1 15
o—c, = —80S0 + 008(Cso = 0, ob-

&S0

= > 0.
0 5oCSo

Asi, hemos construido la siguiente aproximacion a la solucion 6ptima, X; = Xo — OpSp-

Calculando el gradiente de f a partir de la serie de Taylor entorno a xp, (A.1), y evaluando en el
nuevo punto obtenemos, g(x;) = g(Xo) +C(x; —Xg) = go +C(—0pSy) = g1 =8o— 0oCsop = g|so =
(8) — 008,C)so = gso — 0os;Cso = 0, por tanto, g{so = 0 el nuevo gradiente es ortogonal a la direccién
de busqueda actual.

Si continuamos construyendo puntos de esta manera, entonces en una iteracion j general tendremos:

Q.
_ &5

f— PR— . . t . —
j—m, Xj+1 =Xj stja gj_HSj—O. (12)
j ]

1.2.2. Calculo des;

Tras determinar el tamafio de paso 6ptimo veamos cémo determinar la direccién de mejora. Vemos
primero un resultado que muestra que, usando direcciones de bisqueda conjugadas, se localiza el minimo
de una funcién cuadrditica convexa en n pasos.

Teorema 1.5. Supongamos que f es cuadrdtica convexa y sean So,Si,...,S,—1 direcciones conjugadas.
Sea un xo € R" cualquiera y sean X1, ...,X, construidos con el método explicado antes. Entonces:

a) gthsi =O0para j=0,1,...n—1,i=0,1,...,j.
b) x, es la solucion dptima para el problema (1.1).

Dem. a) Sea0< j<n-—1yseai< j.Calculando el gradiente de f a partir de la serie de Taylor entorno
ax;ii, (A.1), y evaluando en X = X obtenemos, g1 = g1 + C(Xj+1 —Xiy1).

De (1.2), g, ;si = 0, luego g/ ;s = g} 18 + (X | — X}, )Csi = (x| —x;;1)Cs:.

Ahora, X;1 | =X; — 0;S; = X;_| — 0;_1S;_| — 0;S; = ... = X9 — OpSg9 — OS] — ... — G;S;, y como, I < j,
Xj+1 =X;—0;S;=...=X0— 0080 — O1S] —... — 0;S; — 0j+1Sj+1 — ... — OS;.
Luego X1 —Xj+1 = —0j+1Si+1 — ... — 0;8;. Con esto tenemos que gfiﬂsi = —0i118;,Cs; — ... —

st’sti, y COmoO §;, ..., S; son direcciones conjugadas, todos los términos se anulan.

Por lo tanto, gthsi =0parai=0,1,...,j—1, y ademas, (1.2) afirma que gthsj =0, lo que completa
la demostracién del apartado a).

b) Aplicando a) con j =n— 1 se tiene g,s; =0 parai=0,1,...,n— 1. Por el lema A.4, g, es ortogonal
a n vectores linealmente independientes =—> g, = 0y, por el teorema 1.2, x,, es solucién 6ptima.
O

Supongamos ahora que estamos en una iteracién j general del algoritmo, en la que tenemos j direc-
ciones conjugadas, So,...,S;_1, de las iteraciones previas.

Para organizar los cdlculos durante el algoritmo definimos las matrices D; y D;l factorizadas de la
siguiente manera, el vector d} ; denota a la fila i-¢sima de la matriz D; y el vector ¢;; corresponde a la
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columna i-ésima de la matriz D;l, donde algunas ¢;;, i = 1,...,n, son paralelas alas s;, i =0, ...,j — 1.

Para identificarlas definimos el conjunto de indices ordenados J; = {ai;,..., 0} donde o; = —1 si ¢;;
es paralela a alguna s; y o;; = 0 en caso contrario. De esta manera, para cada i con ¢;; = —1, ¢;; se define
como ¢;; = Te s;,paral =0,...,j— 1,y las columnas asociadas en D; como d;; = C¢;;.
S;Cs;
I
Por (A.2), paracada i,k =1,...,n se cumple
dic;;=1,
{ = oY (1.3)
diicj =0Vk #i.
En particular, para cada i con o;; = —1, se tiene
dﬁjcij = C';jCCij =1, y
d; ¢ = ¢;;Cer; =0 Vk #1,
y por tanto, definidas asi, las ¢;; con @;; = —1 forman un conjunto de j direcciones conjugadas nor-

malizadas, y todas las ¢;; para las que @;; = 0 serdn candidatas para construir la siguiente direccion de
bisqueda.
Por el teorema 1.5 a), se tiene que g’jsl =0VI=0,...,j— 1, y por la definicién de las ¢;; se cumple

g’jc,-.,- =0 Vicon o = —1. (1.4)

En otras palabras, el gradiente de la funcién objetivo en la iteracién actual es ortogonal a todas las
columnas de D;l que son direcciones conjugadas normalizadas.

Tras establecer la notacién que utilizaremos para los calculos del algoritmo pasamos a determinar la
siguiente direccion de bisqueda s; de manera que Sy, ...,s; sea un conjunto de direcciones conjugadas.

Como sy, ...,s;_1 son direcciones conjugadas, s; solo tiene que cumplir

siCsy=0Vl=0,...j— 1,y
s’stj > 0.

Eligiendo s; paralela a alguna de las ¢;; con @;; = 0, por (1.3), cumplird la primera condicion necesa-
ria. Sea ¢ la columna elegida, tomamos s; paralela a esta de forma que se cumpla que gtjsj > 0. Ahora,
por ser f convexa, s'Cs; > 0.

= Sis'Cs; =0, entonces f(x; — 0s;) = f(x;) — ogls; o Y el problema es no acotado

inferiormente.

= Si s;Cs ; > 0, entonces s; satisface las 2 condiciones necesarias para que So, ...,S; siga siendo un
conjunto de direcciones conjugadas, y por el teorema 1.5 a), g’j 18 =0Vl =0,...,j que, como
S P o
antes, implica g1 =0 Vicon ¢j = —1.

Ademads, como s; es paralelo a ¢, por (1.2) se cumple gtj 1+1¢; = 0,y con esto hemos probado que
(1.4) se sigue cumpliendo cuando reemplazamos j por j+ 1.

Una vez construida la nueva direccién de biisqueda continuaremos el proceso con la siguiente
iteracion incluyendo este nuevo indice en el conjunto de indices, asignando oy ;1 = —1.

1.2.3. Actualizacion de las matrices Dtj y Djfl

Nos encontramos en la iteracion j con las matrices D; y D;l descritas antes, donde las columnas ¢;;

de D;l con ¢;; = —1 son direcciones conjugadas normalizadas, y para estas se cumple que d;; = C¢;;.
Ademads, hemos construido una direccion conjugada adicional paralela a ¢;;. Si normalizamos es-

/et .
¢ Cekj

ta dltima, tendremos que las ¢;; anteriores junto con ¢;; = ¢;; forman un conjunto de j+ 1

direcciones conjugadas normalizadas.
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Para la siguiente iteracion del algoritmo reemplazaremos la columna ¢ ; por la nueva direccion con-
jugada normalizada, ¢, y para que se siga cumpliendo que d;; = C¢;; para todas las columnas corres-

1
A /cﬁchckj

Llamamosﬁjt: [ dy; ‘ ‘ A1 ‘ d; ‘ diy1 ‘ ‘ d,; | a esta nueva matriz.

pondientes a las direcciones conjugadas normalizadas, reemplazamos dy; por dy; = Cey;j.

Aplicamos el Método ® (descrito en el Anexo B.1.1) para calcular D jil = [ ¢l ‘ ‘e ‘ Cpj ] como
R A —1
®(D;',dyj,k) =D,

. ~ T
En primer lugar, d;; ¢; = cf{jCckj = CQjCij #0.

1
\ /cfchckj

. S oAl L
Con esto, se tiene la actualizacién de la matriz D; ~ de la siguiente manera:

1
\ /ctijij

. . . AT .
Abhora, por ser direcciones conjugadas, dy; ¢;; = cﬁ( jCc[ =0 Vi con o j=—1

dij'cij
¢j=c¢ij— f], Loy, Viconi#ky oy # —1,
kj Ckj
Ckj = =7 CkjpY
kj Ckj
C’,\'j:C,'j Vl'COIlOCij:—l.

Nota. Como consecuencia de utilizar direcciones conjugadas tenemos que las columnas de la matriz D/fl
que son direcciones conjugadas normalizadas no cambian con la actualizacién. Sabiendo esto, podemos
utilizar el Método &, (Anexo B.1.2) que implementa esto y resulta un ahorro computacional significativo.

Con esto ya tenemos definidas las matrices D’j gy DJ_J: | para la siguiente iteracion con la misma

estructura que las que teniamos en la iteracion anterior con j reemplazado por j+ 1. Y asi, con los desa-
rrollos anteriores podemos establecer el siguiente lema que describe las dos propiedades fundamentales
del algoritmo.

Lema 1.6. Sean xj, g;, D/fl = ¢y ‘ ‘ ¢nj | yJj={j,..., 0} obtenidos de la j-ésima iteracion
del Algoritmo 1. Sea D’j = [ d;; ‘ ‘ d,; ] entonces:
a) g;c[j =0 Vicon o = —1.

b) d,'j = CCij Vi con oG = —1.

1.2.4. Criterio de seleccion de la nueva direccion de bisqueda

Ala hora de seleccionar la columna con ¢;; = 0 para generar la nueva direccion de buisqueda la mejor
opcidn seria elegir s; paralela a ¢;; para la cual la reduccién en f sea la mayor posible. Pero identificar
el ¢;; que da la mayor reduccion en f requeriria el cdlculo del tamafio de paso 6ptimo y el nuevo punto
correspondiente para cada posible direccion de bisqueda y esto puede ser muy caro computacionalmente.

Un criterio menos costoso es elegir el ¢;; que de la mejor tasa de disminucién por unidad de variable.

De la serie de Taylor, f(x; —0s;) = f(x;) — 0g/s;+ 36°8Cs;, la tasa de disminucién de f en 6 =0
es [fo(%;— 05)) 5o = ~£}8;.

Por consiguiente, la regla de seleccion de la nueva direccion de biisqueda es calcular el k para el que

|gex;| = max {|g/e;j| : Vicon oy; =0}

Ckj si gfickj >0

Y con el fin de satisfacer nuestro requisito de g';s; > 0, establecemos s; = { . .
—Cj Sl gjckj <0

En adelante esta serd la regla para construir la nueva direccion de buisqueda.



6 Capitulo 1. PPC sin Restricciones

1.2.5. Formulacion del algoritmo, teorema de convergencia y ejemplos

Comenzamos la seccién reuniendo todos los elementos presentados en las secciones anteriores para
formalizar el algoritmo de resolucién.

ALGORITMO 1. Modelo de problema:

minimizar: ¢'x + %x’ Cx
x € R™.
Inicializacion:
Empezar con cualquier Xo, fijar Jo = {0,...,0} y Dy ' = 1,.
Calcular f(xg) = ¢'xo + %XE)CXQ, go =c+Cxq y fijar j = 0.
Paso 1:  Calculo de la direccién de busqueda s;.
SeanD;l = [ Cyij ‘ ‘ Cpj ] ij = {Otlj,...,Oan}.

» Siog; #0Vi=1,...,n == STOP con solucién éptima X;.
» Sidicon ¢;; =0 = calcular el menor indice  tal que \g}ckj] = max { \g’jc,-j| : Vicon oy = 0}.

e Si g’jck =0 = STOP con solucién éptima x;.

Ckj si gs.ckj >0

. e ir al Paso 2.
—Cj Sl gjckj <0

e En otro caso, fijar s; = {

Paso 2:  Calculo del tamafio de paso ;.
Calcular s'Cs;.

= Si sfiCs j =0 = STOP el problema es no acotado inferiormente.

t
S
= SisiCs; > 0, fijar o) = s&j e ir al Paso 3.

Paso 3:  Actualizacion.
Fijarx;, | =x; — 0;s;. 1
o t _
Calcular f(Xjy1) =¢'xj1 + 72X 1CXjp1y i1 = ¢+ CXjip.

= Sig;,1 =0 = STOP con solucién 6ptima x j+1.3

1
= Enotro caso, fijard; = ——=Cs;, D]]:l :<I>1(Djf1,dj,k,Jj) yJjr1={01 jt1,..., 0 j+1}, donde

' Cs;
s;Cs;

S o) Sii:1,...,l’l,i7ék,
%jt1 =9 21 sii=k.

Reemplazar j por j+ 1 e ir al Paso 1.

Veamos que el algoritmo converge en j < n iteraciones.

Teorema 1.7 (Convergencia del Algoritmo 1). La finalizacion del algoritmo ocurre antes de j < n ite-
raciones con una de las dos situaciones:

a) X;j es la solucion optima para el problema (1.1).

3Podemos afiadir este nuevo criterio de parada, por ser condicién suficiente de optimalidad, con el que nos ahorramos una
iteracion y la actualizacién de la matriz inversa correspondiente.
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b) El problema es no acotado inferiormente. En este caso, el algoritmo termina con X; y S; tales que

Dem. a) Hay 3 puntos en el algoritmo en los cuales la finalizacion puede ocurrir con el mensaje "X;
solucién Gptima obtenida". Probemos la optimalidad de x; en estos tres casos.

1) Si la finalizacién ocurre en la iteracién n, tendremos o, = ... = ®t,, = —1 vy, por el apartado a)
del lema 1.6, g/c1, = ... = g,¢up = 0, luego g/D, ' =0. Como D' = | ¢y, ‘ ‘ e | #0,se
tiene que g, = 0, que por el teorema 1.2 implica que x, es la solucién 6ptima.

1) Supongamos ahora que la finalizacion ocurre con una solucion 6ptima en alguna iteracién j < n.
Hay 2 puntos en los que puede ocurrir esto.

1) Sila finalizacién ocurre en el Paso 1, esto significa que g’jck =0, y la definicion de k implica

que gtjcij = 0Vicon o;; = 0. Aplicando el lema A.6 a las matrices D’j = [ d;; ‘ ‘ d,; ]
D' =[ cij| - | e | yalvector g, tenemos que
g = Z (g)eij)d;; + Z (g/cij)dij
Ot,'_,':—l aij:()

donde, por lo anterior, y por el apartado a) del lema 1.6, todos los coeficientes son 0, luego
g; =0, y, de nuevo, por el teorema 1.2, X; es la solucion optima.

2) Si la finalizacion ocurre en el Paso 3, en este caso el algoritmo acaba porque g;,1 =0, y por
el teorema 1.2, es inmediato que X es la solucion éptima.

b) Por dltimo, si la finalizacién ocurre con el mensaje de que el problema es no acotado inferiormente,
entonces por el Paso 2, s.Cs; = 0, y como hemos probado en 1.2.2, el problema es no acotado.
O

Ilustramos el Algoritmo 1 aplicdndolo en el ejemplo. Mostramos dos ejemplos mas en el Anexo B.2.
Ejemplo 1.

1
minimizar: —3x; —x; + 5 (2x} 4 x3 4 2x1x2)

e=() ve=(1 1)

Inicializacion: xo = <8> , Jo=1{0,0}, D' = <(1) ?) , f(X0) =0, go= (:?) , j=0.
Iteracion O

Paso 1: |g{co| =max{|—3[,|-1]} =3 = k=1.

Como g6010 =-3<0 = sp=—cjp= (—1 O)t.

Paso2: s{Cs)=2>0 = o= 3.

s () 1 () e (o= (5 )

Ji={-1,0}, j=1.

Iteracién 1

Paso 1: |gicy|=max{||} =1 = k=2.Comogicr1 =4>0 = s; =c¢31 = (—1/2 l)t.
Paso 2: s|Cs; = % >0 = o1=1.

Paso3: x; = (2 —l)t, f(x2) =—3, g =0 = STOP con solucién éptima x;.

Si no hubiéramos afiadido el STOP en el Paso 3 el algoritmo hubiera continuado de la siguiente
manera:

Paso 3: d1:<\/§/2>7D21=< \/(5)/2 %2>’J2:{_1,_1}, ji=2.

Iteracion 2

Paso1: o; #0Vi=1,2 = STOP con solucién éptima x;.






Capitulo 2

Problemas de Programacion Cuadratica
con Restricciones Lineales de Igualdad

2.1. Condiciones de optimalidad y existencia y unicidad de la solucion

Consideramos el problema de minimizacion cuadrética sujeto a restricciones lineales de igualdad

min f(x) = ¢'x+ 1x'Cx

sujeto a: Ax=Db 2.1
x € R,
donde A, =[ay|---|a Jyb=(by - b) €R"

Definicion 3. La region factible para el problema (2.1) es R = {x € R” | Ax =b}.
Un punto X es factible para el problema (2.1) si Xo € Ry es no factible en otro caso.

Definicion 4. Un punto xg es un minimo global o una solucién dptima (o, simplemente, dptimo) para el
problema (2.1) sixg € Ry f(X0) < f(x) Vx €R.

Definicion 5. La funcién objetivo para el problema (2.1) es no acotada inferiormente sobre su regién
factible (o el problema es no acotado inferiormente) si 3xg,s9 € R” tales que Axg =b, Aso =0y
f(Xo — GS()) —> —00,

G—+oo

Teorema 2.1 (Condiciones necesarias y suficientes de optimalidad). Sea f(x) = ¢'x+ %x’ CX una funcion
convexa. Entonces, Xg es una solucion optima para el problema (2.1) <= Axg =Db y existe unu € R"
con —g(xp) =A'u.

Dem. Sea X una solucion 6ptima. Del teorema A.5, g(xo) = ¢+ Cx( puede escribirse como g(Xo) =
h; +h,, donde h; € (ay,...,a,) y hy es ortogonal a (aj,...,a,), es decir, Ah, = 0 y podemos escribir h;
como h; = —A’u para algin u € R". Entonces g(xo)'h, = h{hy +h5h, = —u’Ah; +h5h; = h}h,.

Notar que, para cualquier 6 € R, se cumple que A(Xg — chy) = Axy = b, luego xo —ch, € RVo € R.

Como x es optimo, f(xo — ch;) debe ser minima cuando ¢ = 0, es decir, f5(xo — ohy) = 0 para
o = 0. La serie de Taylor de f entorno a xg es f(xo — ohy) = f(x9) — 6g(x)'h2 + S 6h,Ch,.

Asi, fo(xo—ohy) = —g(x0)'hy +hiCh,y 0, y por ser xop minimo global (o = 0) se tiene —g(xo)'hy =
0 = g(x0)'hy = 0. Pero como g(xo)'hy = h}h; es la suma de cuadrados de las componentes de hy, se
tiene que hy = 0, y asi, g(x9) = h; = —A’u, o equivalentemente, —g(xo) = A’u.

Reciprocamente, sea xo € R” tal que AXo =b y u € R” cumpliendo —g(xo) = A'u. Sea x € R cual-
quiera. Como Axy = b y Ax = b, restando obtenemos A(x —xp) = 0.

La serie de Taylor de f entorno a xg es f(x) = f(xo) +g(Xo)' (X —Xo) + 3 (X — X0)'C(x — Xg). Como

—g(xg) = A'u, se tiene g(xp)" (x —xo) = —u'A(x — x¢) = 0. Sustituyendo en el desarrollo de Taylor,
f(x) — f(x0) = 3(x—x0)'C(x—X0), y por ser f convexa, (x—Xo)'C(x—Xg) >0 Vx € R, luego f(x) >
f(Xo) VX € R, y por tanto Xg es la solucién éptima. O
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Definicion 6. Cada u; de u € R” se llama multiplicador asociado a la restriccion i, i =1,...,r.

Teorema 2.2 (Unicidad de la solucién). Sea xg una solucion optima para el problema (2.1). Si f es
estrictamente convexa = X es la tinica solucion optima.

Teorema 2.3 (Existencia de la solucién). Si 3y € R tal que f(x) = ¢'x+ %XtCX >YVXERYR#0 —
existe una solucion dptima para el problema (2.1).

Las demostraciones de estos dos tltimos teoremas siguen ideas similares a las de sus homdlogos para
el problema sin restricciones y estdn desarrolladas en el Anexo C.1.

2.2. Algoritmo 2

Vamos a adaptar el Algoritmo 1 para la solucién del problema (2.1) con restricciones lineales de
igualdad. Como antes, asumimos que la funcién objetivo es convexa. Asumimos también que ay,...,a,
son linealmente independientes y que conocemos un punto factible para (2.1).

Sea x( un punto factible para (2.1). De manera andloga al Algoritmo 1 queremos construir una se-
cuencia finita de puntos X1,X», ... de la forma x; | = Xx; — Os;.

Supongamos que X; € R, entonces para cualquier restriccion i, ajx; = b;. De esta forma, alx; | =
alx; —oals; = b; <= ais; =0, es decir, x;;| cumplird la restriccion i-ésima siempre que a}s; = 0.

Por lo tanto, cada uno de los x1,X», ... serd un punto factible siempre que

als;=0,Vi=1,..r, 2.2)

para j =0,1,.... Notemos que esta es la condicion equivalente a (1.2) dada en el Algoritmo 1.

2.2.1. Cailculo de la direccion de busqueda s; y definicion de las matrices D’j y Djfl

Definimos primero las matrices D} y D !, correspondientes a la inicializacién del algoritmo, de
manera andloga a las definidas para el Algoritmo 1 incorporando las restricciones de igualdad en estas, y
veamos qué modificaciones tenemos que hacer en el Algoritmo 1 para poder aplicarlo al problema (2.1).

Asi pues, sea la matriz Df, una matriz no singular cuyas r primeras columnas son aj,...,a, y sean
d,1,...,d, las columnas restantes. Denotamos con ¢y, ..., ¢, a las columnas de D, I

Como D()Da1 =1I,, se cumple que alc; =0Vi=1,..,ryVj=r+1,...,n Asi que, si elegimos sg
paralela a cualquiera de las ¢, 1, ...,¢, cumplird que als) =0, Vi = 1,...,r, es decir, se cumple (2.2) para
j =0, y por tanto, X; serd un punto factible. De este modo, todas las ¢, 1, ..., ¢, serdn las candidatas para
construir la siguiente direccion de bisqueda y podemos eliminar las r primeras columnas de D, ! parala
eleccién de esta.

Supongamos ahora que estamos en una iteracion j general del algoritmo, en la que tenemos j direc-
ciones conjugadas, So, ...,S;_1, de las iteraciones previas.

Podemos definir las matrices D’j y D;l del mismo modo que las definidas para el Algoritmo 1 con
la diferencia de que las primeras r filas de D’j corresponden a los gradientes de las r restricciones de
igualdad, e incorporamos esta informacién en el conjunto de indices de la siguiente manera; definimos
Ji={oj,...,0;} con o;; =ksilafilaide Dtj es ai, y el resto, como antes, parai=r+1,...,n, a;; = —1
si ¢;; es paralela a alguna de las direcciones conjugadas sy, ...,S;—1 y o;; = 0 en caso contrario, siendo
¢;; las columnas de D;l. De esta manera, si denotamos con d§ ; la fila i-€sima de la matriz D;, para cada

. 1 . .
i con @;j = —1, ¢;; se define como ¢;; = —=—=s;, para[ =0, ..., j — 1, y las columnas asociadas en D;
s,Cs;
como d;; = C¢;;.
Definidas asi, si elegimos s; paralela a alguna ¢;; con o ; = 0, se sigue que (2.2) se satisface en cada
iteracion. En consecuencia, cada uno de los x; es factible, para j = 1,2,..., y podemos tomar la siguiente

adaptacién del Algoritmo 1 para resolver el problema con restricciones de igualdad.
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2.2.2. Formulacion del algoritmo, teorema de convergencia y ejemplos

ALGORITMO 2. Modelo de problema:

minimizar: ¢/x + %XZCX
sujetoa: alx =b;, i=1,...,r

x € R".
Inicializacién:
Empezar con cualquier xg factible.
FijarDal, donde Dy = [ d; ‘ ‘ d, ] no singulary d; = a; Vk = 1,...,r y cualesquierai = 1,...,n.

Fijar Jo = {040, ..., @0} con atp = k si d; = a; y atip = 0 en caso contrario.
Calcular f(xg) = ¢'xo + %XE)CX(), gy = c+Cxq y fijar j =0.

Paso 1:  Calculo de la direccién de busqueda s;.

Igual que el Paso 1 del Algoritmo 1.

Paso 2:  Calculo del tamafio de paso ;.

Igual que el Paso 2 del Algoritmo 1.

Paso 3: Actualizacion.'

Fijar Xj+1 =X;—0;S;.

Calcular f(Xj41) = ¢'Xj41 + %xthCle ygi+1 =c+Cxjy.

. 1 _ _
Fljal‘ dj = 7CS]', Dj-:] = CDl(Dj 1,dj,k,]j) ij-H = {al,j+1,...,an‘j+1}, donde

\/SiCs;

o Q;j sii:l7...,n,i7ék,
%= 21 sii=k

Reemplazar j por j+ 1 eir al Paso 1.

Teorema 2.4 (Convergencia del Algoritmo 2). La finalizacion del algoritmo ocurre antes de j <n—r
iteraciones con una de las dos situaciones:

a) X; es la solucion dptima para el problema (2.1). En este caso, los multiplicadores de las restricciones
estdn dados por ug;; = —g’jcij Viconl <oy <r.

b) El problema es no acotado inferiormente. En este caso, el algoritmo termina con X; y S; tales que
A(xj—os;)=bVo >0y f(x;—os;) P

Dem. La demostracién comparte ideas con la del teorema 1.7 por tanto se ha enviado al Anexo C.2. [J

Al igual que en el capitulo anterior a continuacién se muestra la resolucion de un Problema de
Programacién Cuadrética con restricciones de igualdad. En este caso s6lo se muestra la resolucién de un
problema ya que el funcionamiento del Algoritmo 2 es andlogo al del Algoritmo 1 excepto por la fase de
inicializacién.

Ejemplo 2.
minimizar: x% + x% + x% —I—X%
sujeto a: x;+xp+x3+x4 =1
X1—xp—x3—x4=0

y C=

=l el Re)
S O O
S oo
[l S e M)
N O OO

!Tgual que el Paso 3 del Algoritmo 1 pero eliminando el STOP que habiamos afiadido por condicién suficiente.
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1/2 11 1 1 /2 12 0 0
Inicializacién: xo = 1(/)2 » Do = (1) _(1) _} _(1) . Dp' 1(/)2 _1(/)2 _i _(1) ’
0 0 0 0 1 0 0o 0 1

Jo=1{1,2,0,0}, f(x0) =13, go=(1 1 0 0)
Iteracién 0

Paso 1: [gfcro| = max {|ghesol, |gheaol } = max{| - 1], - 1]} =1 = k=3.
Como gyesp=—1<0 = sp=—c3p=(0 1 —1 0)"

Paso2: siCso=4>0 = 0p= 1.

1/2 1
1/4 1/2

Paso 3: x; = 1§4 ,f(xi) =3, g1= 1?2 ydo=1_ |,
0 0

12 12 0 0
1/4 —1/4 1/2 —1)2
1/4 —1/4 —1/2 —1)2
0 0 0 1
Iteracion 1

Paso 1: |gicy|=max{|gics|} =max{|— 3|} =1 = k=4
Comogies = -1 <0 = s;=—csy=(0 1/2 1/2 -1)".
Paso2: s|Cs;=3>0 = oy = ¢.

D;lz ,«]1:{1727_170}7 ]:1

1/2 1 0
Paso 3: x, = 1?2 7f(X2):%ﬂ &= ig »di = ﬁﬁ ’
1/6 1/3 —2V3/3
12 12 0 0

1/6 —-1/6 1/2  /3/6
1/6 —1/6 —1/2 /3/6
1/6 —1/6 0 —/3/3
Iteracién 2

Paso 1: oy #0Vi=1,2,3,4 = STOP con solucién éptimax, = (1/2 1/6 1/6 1/6)" .

D' = ,h={1,2,—1,-1}, j=2.

Nota. El teorema 2.4 da una férmula explicita para obtener los multiplicadores de las restricciones para
los datos finales del Algoritmo 2. El ejemplo anterior termina con solucién ptima en j = 2. De los datos
finales y el teorema 2.4 obtenemos los multiplicadores asociados a las dos restricciones:

— ol _ 2
Uy = —gC2=—3,

1
Uy = —gtzczz = 3.



Capitulo 3

Problemas de Programacion Cuadratica
con Restricciones Lineales de Igualdad y
Desigualdad

En este Capitulo consideraremos Problemas de Programacién Cuadratica en los que aparecen res-
tricciones modeladas mediante desigualdades lineales. Ademads, asumiremos a lo largo del Capitulo que
la funcién objetivo de cada problema de minimizacién cuadrdtica es convexa, a menos que se indique
lo contrario. Notemos que esto es equivalente a asumir que la matriz Hessiana de la funcién objetivo es
semidefinida positiva.

El desarrollo del Capitulo es similar a los dos anteriores, en primer lugar daremos el teorema de
existencia de la solucién, seguidamente demostramos las condiciones de optimalidad para el problema
con restricciones de desigualdad para deducir después las condiciones de optimalidad para el problema
con restricciones de igualdad y desigualdad, y por dltimo presentamos un algoritmo de resolucién con
un ejemplo de aplicacién de este.

En este caso, los resultados correspondientes a la unicidad de soluciones, como no afectan al funcio-
namiento del algoritmo, se encuentran desarrollados en el Anexo D.2.

3.1. Condiciones de optimalidad y existencia de la solucion
Consideramos el modelo de problema

min f(x) = ¢'’x+ 3x'Cx
sujeto a: alx < b, i=1,....m (3.1)
x € R",

donde ay,...,a, € R" y by,...,b,, € R. Asi, nuestro problema tiene n variables y m restricciones de
desigualdad.

Definicion 7. La region factible para el problema (3.1) es R = {x € R" | Ax < b}.

Definicién 8. La restriccion i-ésima es inactiva, activa 6 violada en X si alxg < b;, alxg = b; 6 alxo > b;
respectivamente.

Definicion 9. El problema (3.1) es no acotado inferiormente si 3xg,sg € R” tales que xg — 6sp € RVo >
0y f(xo—0%0) o T

Definicion 10. Sea xy € R, definimos el conjunto de indices de las restricciones activas en X,
I(Xo) :{i‘a§X0:b,‘, 1 Slﬁm}

13
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Un punto Xg es un punto cuasiestacionario para el problema (3.1) si Xg € Ry Xg es la solucién 6ptima
para el problema
min f(x) = ¢'x+ 1x'Cx
sujeto a: aix = b;, i € I(Xo) (3.2)
xc R"

Observacion. Un punto extremo de R es un punto cuasiestacionario para el problema (3.1), ya que la
region factible para el problema (3.2) es precisamente el punto Xg, que entonces es necesariamente el
Optimo de este problema. Una solucién 6ptima para el problema (3.1) es también un punto cuasiestacio-
nario.

Definicion 11. Sean xg € Ry 0 #£ sg € R”, el mayor valor de ¢ € R para el que X9 — oSy € R se llama
tamario de paso factible mdximo y se denota por Oy.

Veamos cémo se calcula, para que Xo — 0Sg € R se tiene que cumplir que a’(xo — osg) < b; Vi =
1,...,m, que es equivalente a alx) — cals) < b; Vi=1,...,m.

= Sialsy > 0, entonces Xg — 0Sp € R Yo > 0 y podemos tomar 6 = -+ con lo que el problema es

no acotado.
. o . o . a;Xo bi
= Si ajsy < 0, dividiendo por esta cantidad en la dltima desigualdad obtenemos — — 0>,
a;80 a;80
) alxo — b; ) N ) ..
que es equivalente a 0 < ; , con lo que definimos el tamafio de paso factible méximo
a:So
1

Vi=1,...,m con ajsy < 0 como

t
. [alxg—b; | .
oo =min¢ ~“——— |i=1,.,mconajs)<0;.
. o ajxg — by . o
Nota. Si 0p < +eo, y sea [ el menor indice para el que 6p = ————, se tiene que la restriccion [ se
a;S0
1

vuelve activa en Xg — 0pSp.

Definicion 12. Sea x( un punto cuasiestacionario para el problema (3.1), definimos el conjunto cuasies-
tacionario asociado a Xo como el conjunto de las diferentes soluciones ptimas para el problema (3.2),
es decir,

S(xo) ={ x| alx=0b; Vi€ I(xg), f(x) = f(x0)}

Teorema 3.1 (Existencia de la solucién). Si 3y € R tal que f(x) >y Vx € R = existe una solucion
optima X para el problema (3.1) y X es un punto cuasiestacionario.

Dem. La demostracién se encuentra en el Anexo D.1 junto con los resultados previos utilizados en
esta. O

Teorema 3.2 (Condiciones necesarias y suficientes de optimalidad). xg es una solucion dptima para el
problema (3.1) si y solo si

a) alxg <b;,Vi=1,...m,
b) —g(Xo) =wma;+...+uya,; uy; >0, Vi=1,...m,
c) ui(alxo—b;)=0,Vi=1,...,m.

Dem. Supongamos primero que Xo es optimo. Sea s € R" cualquiera tal que als > 0 Vi € I(xo). Consi-
deramos el punto xg — os, donde ¢ > 0.

Para i € I(Xo), a}(xo — 0s) = b; — oas < b;, luego x( — o' satisface todas las restricciones i € I(xXq)
Vo > 0. Como el resto de restricciones son inactivas en Xo, 36 > 0 tal que Xo — 0s € R Vo € [0,6].
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Como f(xp — o) es una funcién convexa en ¢ € [0, 6] que tiene el minimo en 6 = 0, por el lema A.3
a), f(xo — o) es no decreciente para0 < o < 6.

Por lo tanto f(xo — o's) debe ser no decreciente en ¢ para 6 pequefio y positivo, esto es que fq(Xo —
os) evaluada en 6 = 0 debe ser no negativa. La serie de Taylor de f entorno a X es f(xo—0s) = f(Xo) —
0g(xo)'s+ 36%'Cs, luego fo(xo — 0s) = —g(Xo)'s+'Cso, evaluada en ¢ = 0, se tiene —g(Xp)’s > 0
y hemos probado que

als > 0 Vi € I(xo) implica que — g(x¢)’s > 0. (3.3)

Consideremos ahora el Problema de Programacién Lineal

min f(s) = —g(xo)'s
sujeto a: —als <0, i € I(Xo).

Se sigue de (3.3) que el valor de la funcién objetivo para el problema anterior no puede ser < 0.
Ademéds, esta cota se consigue para s = 0, y en consecuencia, esta es la solucién 6ptima para el problema.
Por el Teorema de Dualidad Fuerte de Programacién Lineal [9], existe una solucién Optima para el
problema dual

max f(u) =0u
sujeto a: — Yiey(x,) 4ii = §(Xo)
u; >0, i€l(xp).
Definiendo u; = 0 Vi ¢ 1(Xo) hemos probado que se satisfacen las 3 condiciones del enunciado.
Reciprocamente, supongamos que Xy satisface las 3 condiciones establecidas.
Sea x € R cualquiera. Multiplicando la segunda condicién por x — X obtenemos

g(x0) (x—x0) = — Z (u;alx — u;alxg).
[EI(X())

La tercera condicion establece que u;alxo = u;b; Vi € I(Xo), por lo tanto

g(XQ)t(X—Xo): Z u,-(bi—ai-x).

iEI(Xo)

Como x € Ry cada u; > 0, cada término de la suma es no negativo, asi que g(xp)'(x —xp) > 0.

La serie de Taylor de f entorno a xg es f(x) = f(xo) +&(Xo)' (X —Xo) + (X — X0)'C(x — Xg). Como
f es convexa, (x —Xg)'C(x —Xo) > 0, que con lo anterior implica que f(x) > f(xo) VX € R, y por tanto
X es la solucién Gptima. O

La segunda condicién asocia un multiplicador #; no negativo con cada restriccién, y la tercera con-
dicién fuerza a los multiplicadores asociados con restricciones inactivas a tener valor 0. Asi, la segunda
condicion expresa —g(Xo) como una combinacion lineal no negativa de los gradientes de las restricciones
activas. Las condiciones del apartado c) reciben el nombre de condiciones de holgura complementaria.

Observacion. Las condiciones del teorema 3.2 pueden reescribirse matricialmente como
a) Axg<b,

b) —g(x9)=A'u,u>0,

c) u'(Axo—b)=0.

Consideramos el modelo de problema con restricciones explicitas de igualdad y desigualdad un poco
mads general, que es para el que se desarrollard el algoritmo.

min f(x) = ¢'x+ 1x'Cx
sujeto a: A;x < by
Arx=hy
x € R

(3.4)
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donde At =[ar |- [an |, bi=(b1r -~ bu) Ay=[ et | |2 ]y

b, = (bm+ IRREE bm+,)t. Es decir, tiene m restricciones de desigualdad y r restricciones de igualdad.
Notemos que este problema difiere del modelo de problema (3.1) Gnicamente en que incluye res-

tricciones de igualdad. Como las restricciones de igualdad A;x = b, son equivalentes al conjunto de

desigualdades A>x < b, y A>x > h», el problema (3.4) puede escribirse como

min f(x) = ¢'x+ 1x'Cx
sujetoa:  A;x<bh;
AzX < b2
—Ax < —by
x € R

que tiene la misma forma que (3.1). Sea
uj
u= 11 &)
u3

el vector de los multiplicadores asociados, las 3 condiciones de optimalidad para (3.4) son:

A1xo < by, Axxg = bg,
—g(x0) = Alu; + A5 (uz —u3), uj,up,u3 >0,
utl (A]X() —b]) + (112 —U3)I(A2X0 _bZ) =0.

Redefiniendo u, = u; —u3 y como AyXg = by, las condiciones anteriores pueden escribirse como se
muestran en el siguiente teorema.

Teorema 3.3 (Condiciones de optimalidad). Xq es una solucion éptima del problema (3.4) si y solo si
a) A1xo < by, Axxg=hg,
b) —g(x0) =Aju;+ASuy, u; >0,

C) ull(A1X0—b1) =0.

3.2. Algoritmo 3

Vamos a adaptar el Algoritmo 2 para la solucién del problema (3.4) con m restricciones de desigual-
dad y r restricciones de igualdad. Asumimos que los gradientes de las restricciones lineales de igualdad,
ay+1,---, am+r, son linealmente independientes y que conocemos un punto factible inicial Xg.

El algoritmo funciona de la siguiente manera, en una iteracion j general, parte de un punto factible
arbitrario. Los indices de las restricciones activas en este punto cuyos gradientes sean linealmente inde-
pendientes formarén el conjunto activo, que denotaremos con /;. A partir de éste, el algoritmo determina
el punto cuasiestacionario asociado y comprueba la optimalidad del punto. Si los criterios de optima-
lidad no se satisfacen, se elimina una restriccion de desigualdad del conjunto activo y vuelve a buscar
otro punto cuasiestacionario sobre el nuevo conjunto activo con un valor de la funcién objetivo menor.
Repitiendo este proceso obtenemos una secuencia de puntos cuasiestacionarios con valores de la funcién
objetivo estrictamente decrecientes.

De esta forma, el algoritmo difiere del Algoritmo 2 en el cdlculo del tamafio de paso o}, donde
ademds de calcular el tamafio de paso 6ptimo, también calcula el tamafio de paso factible maximo, y en
el criterio de parada, donde ahora aplicaremos los criterios de optimalidad dados en la seccién anterior.
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3.2.1. Busqueda de un punto cuasiestacionario

Supongamos que estamos en la iteracién inicial j = 0 y que tenemos un Xy € R. Tomamos cualquier
subconjunto del conjunto de restricciones activas en Xy cuyos gradientes sean linealmente independien-
tes. Este serd el conjunto activo inicial

Ip = { i | aixg = b;, a; linealmente independientes}.
Para encontrar un punto cuasiestacionario inicial X resolvemos el problema

min f(x) = ¢'x+ 1x'Cx
sujeto a: alx = b;, i € Iy (3.5)
x € R”

con restricciones lineales de igualdad. Notemos que % cumplird f(X) < f(xo) y que otras restricciones
que no estén en [y podrian estar activas en X.

Aplicamos el Algoritmo 2 al problema (3.5) con datos iniciales xq, D, 'y Jo, siendo
Di = [ d; ‘ e ‘ d, } con sus primeras columnas a;, i € Iy y el resto cualesquiera de manera que sea no
singular, y Jo = {00, ..., 00} con oo =k si d; = a; y oo = 0 en caso contrario.

Como el problema (3.5) no tiene en cuenta el resto de las i ¢ I restricciones de (3.4), el punto X
construido por el Algoritmo 2 podria ser no factible para (3.4). Para garantizar la factibilidad de este
punto introducimos la siguiente modificacién del Algoritmo 2 en el cdlculo del tamafio de paso.

3.2.2. Calculo del tamaiio de paso o;

Supongamos que estamos en una iteracién j general en la que tenemos un punto factible x;, una
direccion de bisqueda s;, y sea 6; el tamafio de paso factible mdximo para x; y s;, es decir, X; — 0s; €
R Yo €[0,6)],y

A . aﬁx i bi
6j =minq ———
a;S;

Ig.
4X; bl

)

Vigéljconaﬁsj<0}: -
a8
donde [ ¢ I; es el indice de la restriccion que limita a ;.

Supongamos que s’J-Cs ;> 0 (luego veremos qué ocurre cuando s[st j = 0). En este caso, sabemos por
s'Cs;

Definimos el tamafio de paso para la iteracion j como ¢; = min{G;, 6, }, ahora el algoritmo funciona
de diferente manera dependiendo del caso.

Casol: o0;=6;

En este caso, se tiene que X;;| = X; — G;8; € R y el algoritmo contintia con la actualizacién del
Algoritmo 2.

Caso2: o0;=0;

En este caso, la restriccion / se vuelve activa en X, por lo que afiadimos este indice al conjunto
activo I y procedemos aplicando el Algoritmo 2 al problema (3.5) sobre el nuevo conjunto de restric-
ciones activas.

Para poder aplicar el Algoritmo 2 al problema actualizado necesitamos una matriz Djjil apropiada y

los capitulos anteriores que el tamafio de paso 6ptimo estd dado por 6; =

un conjunto de indices J;;1 que obtendremos de D;l y J; de la iteracion actual.
L _ 5 _ !
SisiCs; = 0, entonces, como en el Algoritmo 2, f(x; — 0s;) = f(x;) — og]s; P En este
caso, fijamos G; = +oo.
Observar que si als; > 0Vi=1,...,m, se tiene que X; — 0s; € R VYo > 0, con lo que podemos fijar
GA]' = H-o0,
» Si6j = +ooy 6 = +oo, el problema (3.4) es no acotado inferiormente.

» En otro caso, al menos uno de los dos es finito y definiendo 6; = min{ 6}, 6;} el algoritmo continda
como antes, dependiendo del caso.
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3.2.3. Actualizacion de la matriz D;l y del conjunto de indices J; cuando 6; = G

Definimos las matrices DS- y D;l para la iteracién j del mismo modo a las definidas para el Algoritmo

2, denotando con d;; y ¢;; a la columna i-ésima de las matrices ij y Djfl respectivamente.
Definimos ademds el conjunto de indices como J; = {¢tj,..., &}, donde parai =1,...,n,

—1 si d,‘j:CC,‘j,
o = k si d,-j:ak,
0 en otro caso.

Asi, parai=1,...,n, las columnas ¢;; con @;; = —1 forman un conjunto de j direcciones conjugadas,
las ¢;; con 1 < @;; < m son las columnas de D;l asociadas con las restricciones de desigualdad activas,
las ¢;j con m+1 < ;; < m+r las asociadas con las restricciones de igualdad, y las ¢;; con @;; = 0 son
las columnas restantes.

Notemos que los indices de las restricciones de igualdad m 4 1,...,m + r deben permanecer en el
conjunto activo durante todo el algoritmo, y que el conjunto activo es un subconjunto del conjunto de
indices para cada iteracion.

Como en los Algoritmos 1y 2, elegiremos la direccion de busqueda s; paralela a alguna de las ¢;;
con o;; = 0. Sea k esta columna, entonces s; = ¢x; 6 ; = —¢;. Por definicién de 6;, ajs; < 0, donde
1 ¢ J; es una restriccién de desigualdad que se vuelve activa para la iteracion siguente. En consecuencia,
ajc;; # 0y se sigue del Método @ que reemplazando la fila k de la matriz D; por a; obtendremos una
matriz no singular. Por lo tanto, podemos proceder estableciendo

D]i-il :(I)(Djl,a],k) = [ Cij+1 ‘ ‘ Cn,j+1 ]

El Método @ proporciona la actualizacién de las columnas de D]]:l que son direcciones conjugadas

como e
Cij+1 = Cij — #ij, Vi con o = —1.
1%kj

En este caso, no hay ninguna razon para esperar que a; sea ortogonal a ninguna de las ¢;; con o;; =
—1, por lo que el conjunto de las columnas de D]Tl que son direcciones conjugadas se destruye con esta
actualizacién y el conjunto de indices se actualiza de la siguiente manera

o j Vi con (X,’jZO, i#k,
O j+1 = 0 Vi con (Xij:—l,
l sii=k.

3.2.4. Test de optimalidad

Supongamos que estamos en la iteracion j y que hemos encontrado un punto cuasiestacionario X;.
Sea I; el conjunto activo, X; es factible para (3.4) y una solucién éptima para

min f(x) = ¢’x+ Jx'Cx
sujeto a: alX =b;, i € [; (3.6)
x € R".

Sean D’j, D;l y J; las descritas antes, como X; es optima para (3.6), satisface las condiciones de
optimalidad para este problema con restricciones de igualdad:

—gj = Z u;a;.

i€l;

Por el teorema 2.4, los multiplicadores pueden obtenerse de g; y D;l como u; = —gtjci i Viel,.
Definiendo u; =0 Vi ¢ J;, vemos que X; satisface todas las condiciones de optimalidad para (3.4) con la
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posible excepcién de u; > 0, siendo este el vector de los multiplicadores asociados a las restricciones de
desigualdad. Para ver esto, definimos k tal que

gicrj = max { gicij| Vicon1 <o <m }.

= Si gtjck ; <0, entonces u; > 0y x; satisface todas las condiciones de optimalidad para (3.4), luego
por el teorema 3.3, X; es una solucién optima para (3.4).

= Si gtjck ;> 0, veamos que estableciendo s; = ¢;; y procediendo con el tamafio de paso y actualiza-
cion descritos antes se reduce el valor de la funcién objetivo y la restriccidn k se vuelve inactiva.

De la serie de Taylor, f(x; —0s;) = f(x;) — ogls; + %GZS[J-CSJ', y como g’s; = ghex; > 0, se sigue
que un pequefio incremento en ¢ da un menor valor de la funcién objetivo.

De la definicion de las matrices DS- y D;l, y por (A.2), se cumple ajc;; = 1, que implica af (x; —
0s;) = by — o con ¢ > 0, luego a}(x; — 0s;) < by, es decir, la restriccién k se vuelve inactiva en
X;— OS;j Vo > 0.

3.2.5. Formulacion del algoritmo, teorema de convergencia y ejemplos

Comenzamos la seccién reuniendo todos los elementos presentados en las secciones anteriores para
formalizar el algoritmo de resolucion.

ALGORITMO 3. Modelo de problema:

minimizar: CtX—i-%XtCX
sujetoa: alx < b;, i=1,...m
ax=b, i=m+1,...m+r

x € R"
Inicializacién:
Empezar con cualquier xq factible.
FijarDal, donde D}, = [ d; ‘ ‘ d, } esnosingularyd, =a; Vk=m+1,...m+ry Vk € I(xo)

tal que las a; son linealmente independientes y cualesquiera d;, i = 1, ..., n, restantes.
Fijar Jo = {040, ..., 00} con oo = k si d; = a; y oo = 0 en caso contrario.

Calcular f(xo) = ¢'Xo+ 3X)Cxo, g =c+Cxo y fijar j = 0.

Paso 1:  Calculo de la direccion de biisqueda s;.

SCEII'ID;1 = [ Cij ‘ ‘ Cuj ] ij = {OC]j,...,Otnj}.

= Si ;j =0 para algini = ir al Paso 1.1.
» Si;;#0Vi=1,....,n = iral Paso 1.2.

Paso 1.1:
Calcular el menor indice k tal que [g/cy;| = max { |g/cij|  Vicon ;= 0}.

= Sigie,; =0 = iral Paso 1.2.

Ckj si gs.ckj >0

. e ir al Paso 2.
—Ckj  sigic, <0

= En otro caso, fijar s; = {

Paso 1.2:
» Sificonl< o;; <m == STOP con solucién 6ptima X;.
= Si hay algtin i con 1 < o;; <m = calcular el menor indice k tal que

g’jckj :max{ gtjcij | Vicon1 < o <m }
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e Si g’jck ;7 <0 = STOP con solucion éptima X;.
e Si g[jij >0 = fijar s; = ¢; e ir al Paso 2.

Paso 2:  Calculo del tamafio de paso ;.
1) Calcular s’stj.
= Si StjCSj =0 = fijar 6; = +oo.
. . gs;
= SisiCs; >0 = fijar 6; = — 2.
18'Cs; jar G; ststj
2) = Sials;>0Vi=1,..,m = fijar §; = +oo.
= En otro caso, calcular el menor indice [ tal que
'X;—b Ix;—b;
6= X O min{a’xj !

J la. - fa.
as; iSj

Vi¢ Jjconals; < O} .

» Si ;=36 =+o0 = STOP el problema es no acotado inferiormente.
= En otro caso, fijar o; = min{6}, 6;} e ir al Paso 3.

Paso 3:  Actualizacion.
Fijarx;; 1 =x;—0;s;. 1
— ol t —
Calcular f(xj+1) = €'Xj41+ 53X 1CXj41 Y 8j+1 =€+ CXjy1.

» Si6; < 6; = iral Paso3.1.
» SiG; > 6; = iral Paso3.2.

Paso 3.1: 1
Fijard; = ——=Cs;, D

\/SiCs;j

;+11 = Cbl(D;l,dj,k,]j) ij+1 = {al?‘jJ’»l,...,an,jJrl}, donde

S o j sii:l,...,n,i#k,
U= 21 sii=k

Reemplazar j por j+ 1 eir al Paso 1.
Paso 3.2:
Fijar D;Jil = <I>(Djf1,a1,k) y Jj+l = {al7j+l7..-, (Xn7j+1}, donde

o j Vi con (X,'J'ZO, l#k,
O j+1 = 0 Vi con Otij:—l,
[ sii=k.

Reemplazar j por j+ 1 eir al Paso 1.
Teorema 3.4 (Convergencia del Algoritmo 3). Si cada punto cuasiestacionario obtenido por el Algorit-

mo 3 es no degenerado, entonces el algoritmo termina después de un niimero finito de pasos con una de
las dos situaciones:

a) X;j es la solucion optima para el problema (3.4). En este caso, los multiplicadores asociados a las
restricciones activas en X; estdn dados por ug;; = —g;cl- i Vicon 1< ;i <m+ry los multiplicadores
asociados al resto de restricciones tienen valor 0.

b) El problema es no acotado inferiormente. En este caso, el algoritmo termina con X; y S; tales que
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Dem. La demostracién comparte ideas con las de los teoremas 1.7 y 2.4 por lo que se ha enviado al
Anexo D.3. O

Como en los capitulos anteriores, ilustramos el funcionamiento del Algoritmo 3 aplicdndolo en el
siguiente Problema de Programacién Cuadrdtica con restricciones de desigualdad que hemos sacado
de [4, pag. 192-195]. En el proximo capitulo mostraremos la resolucién de este problema mediante
diferentes programas de ordenador.

Ejemplo 3. Supongamos que hay tres activos candidatos para nuestra cartera de valores. Queremos
determinar qué fraccidn de la cartera deberfamos invertir en cada activo para obtener un retorno total
esperado de al menos el 12 % mientras minimizamos la varianza del retorno y sin exceder las restric-
ciones de presupuesto. Los retornos esperados de cada activo son del 30 %, 20 % y 8 % respectivamente.
Ademads, ninguno de los tres activos puede constituir mas del 75% de la cartera. Supongamos que la
matriz de covarianzas es

3 1 -05

1 2 04

-0,5 —-04 1

Si x, y, z representan la fraccién de la cartera que invertiremos en cada uno de los tres activos, la
varianza del retorno puede escribirse como f(x) = 3x? +2y? + 7% + 2xy — xz — 0,8yz, y el problema
completo queda:

minimizar: 3x* +2y? + z% 4+ 2xy — xz — 0,8yz
sujetoa: x+y+z=1
1,3x+1,2y+ 1,08z > 1,12
x<0,75
y<0,75
z<0,75.

Estamos ante un Problema de Programacion Cuadratica con 4 restricciones de desigualdad y 1 res-
triccion de igualdad. Para aplicar el Algoritmo 3 cambiamos de signo la segunda restriccién (restriccién
de retorno) y ponemos la primera restriccion en el dltimo lugar (restriccién de presupuesto). Asi el pro-
blema queda expresado en la forma general y procedemos a aplicar el algoritmo:

minimizar: 3x% +2y* + 72 + 2xy — xz— 0,8yz
sujetoa: —1,3x—1,2y—1,08z < —1,12

x<0,75
y<0,75
7<0,75
x+y+z=1
Aqui
0 6 2 —1
c=|0] yC= 2 4 -0,8
0 1 —08 2
0,5 111 0 1
Inicializacion: xo=[0,5|, Dp=(|1 0 0], Dal =10 0 1}],Jo={52,3},
0 010 1 -1 —
4
f(x0) =175, go = 3 1,j=0.
-0,9
Iteracién O
Paso 1: Como oy #0Vi=1,2,3 = Paso 1.2.
1
Paso 1.2: g{ci = max{gf)czo, gf)cm} =max{4,9,39} =49 — sp=cy = 0], k=2
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Paso 2: s,Csop=10>0 = 6, = 0,49.
‘xo—b; alxo—b
6o = min { X0 T O1 A4X0 704 } — min{0,59, 0,75} = 0,59, [ = 1.

alsp  alsy
0y = min{ Gy, Sy} = 6y = 0,49 — Paso 3.1.
0,01 0,57 221
Paso3.1: x;=1| 05 |, f(x1)=0,5495, g, = {1,628 |, dp = 0,88 |,
0,49 0,57 ~0,95
03 032 —0,58
pi'=1[o0 0 1 |, n=1{5-13}, j=1.

0,7 -0,32 —-042

Iteracién 1

Paso 1: Como o;; #0Vi=1,2,3 = Paso 1.2.

Paso 1.2: Comoi=3eseltnicotalque 1 <oy <4 — k=3.
—0,58

glc3 =1,058>0 = s =¢3 = 1
—-0,42

Paso 2: s{Cs; =424 >0 = &) =0,25.

. ax —h

6 =222 9758, 1=2.
a,8]
01 = min{G},6,} = 6; = 0,25 — Paso 3.1.
0,155 0,835 —0,5147
Paso3.: xo= | 025 |, f(x2) = 0417375, go= | 0,834 |, d = | 1,5424 ],
0,595 0,835 —0,5147

0,155 0,32 —0,282
Dy' =025 0 0,486 |, h={5—-1,—-1}, j=2.
0,595 —-0,32 —0,204
Iteracién 2
Paso 1: Como o #0Vi=1,2,3 — Paso 1.2.
0,155
Paso 1.2: Como ficon 1 < o <4 = STOP con solucién optimax, = [ 0,25
0,595
Es decir, deberiamos invertir un 15,5 % de la cartera en x, un 25% en y, y el 59,5 % restante en z, y
de esta manera el retorno total esperado para esta cartera de valores es del 14,41 %, con una varianza de
0.417375.

Nota. Por el teorema 3.4 sabemos que los multiplicadores asociados a las restricciones activas en X,

estdn dados por uy, = —gtzciz VieJ,conl < ap <5y los asociados al resto de restricciones tienen
valor 0.
Por tanto, tenemos que u; =0 Vi=1,2,3,4y us = —ghcip = —0,8347498, es decir, la tinica restric-

cibén activa en x; es la 5, que por ser de igualdad us no estd restringido en signo por las condiciones de
holgura complementaria.



Capitulo 4

Resolucion de Problemas de Programacion
Cuadratica con Programas de Ordenador

En este Capitulo mostramos cémo resolver los Problemas de Programacién Cuadrética estudiados en
los capitulos anteriores mediante diversos programas informaticos. Hemos tomado un software libre que
viene en la libreria quadprog de R de [5], funciones manuales de Matlab escritas por el autor del libro
sobre el que se ha basado todo el trabajo, y dos softwares comerciales, Lingo y Cplex, de los cuales nos
ha bastado con la versién académica y podemos consultar un manual en [6] y [7].

A continuacion detallamos cémo se introduce un Problema de Programacion Cuadrética general en
cada uno de los programas nombrados y la interpretacion de los resultados obtenidos por los mismos
resolviendo el ejemplo 3 del Capitulo 3, donde hemos aplicado el Algoritmo 3 de forma manual. Des-
tacamos que cada software tiene implementado un algoritmo de resolucién distinto y que en algunos de
ellos no viene especificado.

El cédigo de Matlab que implementa los 3 algoritmos estudiados en el trabajo esta escrito, explicado
y aplicado a diferentes ejemplos en el libro citado antes, y puede descargarse en [3]. En los ejemplos
presentados en el trabajo hemos aplicado los algoritmos manualmente y hemos utilizado estos programas
para comprobar las soluciones.

4.1. Resolucion con Lingo

Podemos resolver cualquier Problema de Programacion Cuadrética con Lingo introduciendo la fér-
mula de la funcién objetivo depués de la expresion "MIN =’ y en las lineas posteriores se escriben las
restricciones, las que sean de desigualdad se escriben con desigualdad estricta y todas finalizan con un
punto y coma. En la figura 4.1 a) mostramos cémo se introduce el ejemplo 3. La escritura es mas o menos
natural, similar a como se escribiria a mano. Notar que en este software si no se indica lo contrario las
variables se asumen no negativas en R.

Comentamos la salida de resultados que aparece en la figura 4.1 b). En la primera linea especifica si
la solucién 6ptima obtenida es global 6 local, y debajo de esta el menor valor de la funcién objetivo al-
canzado. Destacamos que Lingo reconoce, sin necesidad de especificirselo con ninguna orden adicional,
que es un Problema de Programacion Cuadrética y dice en el informe que la funcién objetivo es convexa,
si lo es, sino lo pone, dice que la solucién puede no ser un éptimo global.

En las tdltimas lineas escribe cada variable con su valor, y también la solucién del problema dual
debajo de la columna *Dual Price’. Observar que la primera fila introducida, que corresponde a la funcién
objetivo, la entiende como una restriccion, asi que la solucién del problema dual obtenida para este
ejemplo es

u=(-0,8347495 0 0 0 0),

y podemos comprobar que coincide con el vector de los multiplicadores calculado en el capitulo anterior.
Debajo de la columna ’Slack or Surplus’ estdn las holguras que quedan para cada restriccion.

23
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24 Capitulo 4. Resolucién con Programas de Ordenador
Solution Report - Lingol fela ==
Global optimal solution found.
Objective value: 0.4173749
Infeasibilities: 0.1221945E-07
Total solver iterations: 8
Elapsed runtime seconds: 0.%8
Model is convex quadratic
Model Class: oP
Total variables: 3
Nonlinear variables: 3
Integer variables: o
Total constraints: €
Nonlinear constraints: 1
Total nonzeros: 12
Nonlinear nonzeros: €
Variable Value Reduced Cost
Lingo Maodel - Lingo1 EI@ 0.1548604 0.1003751E-07
M — IE°2 - 2AYR - ITR 4 ENEAY — R*E - D BYYES z 0.5949088 -0.1079016E-08
AN 2 =13
1.3*X + 1.2*Y + 1.08%Z > 1.12; Row Slack or Surplus Dual Price
G 0TS
" i 2 0.000000 -0.8
Y < 0.75; 3 0.2409698E-01 -0.1928
2% U35 4 0.59513%6 -0.1656 8
END 5 0.4597693 -0.5065665E-08
[ 0.1550912 0.000000
(a) entrada (b) salida
Figura 4.1: Ejemplo 3 para Lingo
4.2 i6
.2. Resolucion con Cplex

Explicamos ahora cémo introducir cualquier Problema de Programacién Cuadratica en Cplex. Pri-
mero debemos definir cada variable del problema, esto se hace con la orden ’dvar’, y especificando el
tipo de variable, en nuestro caso, al tratarse de ndmeros reales, que el ordenador trata como nimeros de
coma flotante, escribimos ’float+’ por ser las tres variables positivas.

Para la funcién objetivo hemos definido una expresion, aunque esto no es necesario.

Después de definir los elementos que intervienen en el problema, escribimos este mediante las funcio-
nes ‘minimize’ y ’subject to { }’ con las restricciones dentro de las llaves. Las restricciones de igualdad
se deben escribir con '==’.

modelo.mod 3%

- 1 ) Bxamina.. 12 =8
2 *0PL Model 18 -
* Author: Paula Ascaso 3 3
* Creation Date: 24/6/2021 at 14:24:32 2oluctn.con obyeip 041E
/ Nombre Valor

6 dvar float+ x;
7 dvar float+ y;

v @ fariables de decision (3

8 dvar float+ z; o X 0.15486

9 dexpr float vfo = (6%x*x + 4%y*y + 2%2*z)/2 + 2*x*y - x*z - B.8%y*z; - ¥ 0.25024

18 K z 05949

1 minimize vfo; v @ presiones de decision |

= subject tof E} vfo 041737

ey e Y v B Restcciones

15 retorno: 1.3%x + 1.2% + 1.88%z »= 1.12; max_x x <= 075

16 max_x: x <= 8.75; max_y y <= 075

el o8 gl i max_z 74075

16 | Vmanic: zcs0.7s; Miiee: M

26 |} retorno 112 <= 1.3%+1.2%y+1.08"z
(a) entrada (b) salida

Figura 4.2: Ejemplo 3 para Cplex

La salida de resultados aparece en el panel abajo a la izquierda, donde escribe el valor ptimo de la
funcién objetivo y el valor que toma cada variable. Ademads, como hemos definido una expresion para
la funcién objetivo, también aparece el valor que toma dicha expresién para los valores dados de las
variables de decision.

Observar que hemos asignado un nombre a cada restriccién en la definicién del problema por lo que
estas también aparecen en la salida de resultados, y si pinchamos en una de ellas, en el panel que se sitda
abajo a la derecha aparecen sus propiedades. Estas propiedades cambian dependiendo de donde situemos
el ratén. Por ejemplo, si nos situamos con el ratén encima de la restriccién de presupuesto, aparecen las
cotas de la restriccion, la solucion de la variable dual asociada a esta y la holgura, puede verse en la figura
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4.3, donde también mostramos las propiedades de la restriccién de retorno y de la restricciéon sobre la
variable x para comparar con los resultados obtenidos con Lingo.

[T Propiedades 5% = g [ Propiedades 2 = B [ Propiedades 2 =g
Eeom - EHEm - PR -
E| B @
Propiedad Valor Propiedad Valor Propiedad Valor
Cota inferior 1 Cota inferior 1,12 Cota inferior  -Infinity
Cota superior 1 Cota superior Infinity Cota superior 0.73
Dual 0.834749731 Dusal 2.949151861e-08 Dual 0
Holgura 4.440892099¢-16 Holgura -0.024098206 Holgura 0.59513692
MNombre presupuesta Nembre retorno Mombre max_x
(a) presupuesto (b) retorno (c) restriccion sobre x

Figura 4.3: Propiedades de las restricciones

4.3. Resolucion con R

Con la funcién solve.QP que estd implementada en el paquete quadprog de R podemos resolver
cualquier Problema de Programacién Cuadrética de la forma

min: —dtx+%x’Dx
s.a: A'x>b
x € R",

donde A" es m x n'y b € R™. Los argumentos de la funcién son: (D, d, A, b, meq), donde meq=i indica
que las i primeras restricciones son de igualdad.

Primero definimos las matrices C, ¢, A, y b con los datos del problema. Una forma de hacerlo es
como mostramos en la figura 4.4 a). Debemos tener en cuenta que ¢ = —d, la matriz A que introduci-
mos es la traspuesta de nuestro problema original, y en la que hemos cambiado de signo las 3 dltimas
restricciones, por ser de <, y que debemos hacer esta misma operacion para definir el vector b.

= solve.qQrP(Cmat,cvec,Amat ,bvec,meq=1)
isolution
[1] 0.1548631 0.2502361 0.5949008

$value

1 1nstall.packages(quadprog) 1] 0.4173749

2 Tlibrary(guadprog) G

: Jiss g
g T d.solut

4 cmat <- matrix(c(6,2,-1,2,4,-0.8,-1,-0.8,2), nrow=3, byrow-T) [ﬂ‘“?,“?, E,ame Ry

5 cvec <- c(0,0,0)

6 cvec <- t(cvec) $iterations

H i : , lz2e

8 aAmat =<- matrix(c(1,1,1,1.3,1.2,1.08,-1,0,0,0,-1,0,0,0,-1), nrow=5, byrow=T)

9 Amat <- t(Amat) $Lagr i

1 o . el grangian

if bvec <- ¢(1,1.12,-0.75,-0.75,-0.75) [1]70.8347498 0.0000000 ©0.0000000 0.0000000 0.0000000

12 i
g T

13 solve.qr(Cmat,cvec,amat,bvec,meg=1) [;jicl

(a) entrada (b) salida

Figura 4.4: Ejemplo 3 en R

Esta funcién nos devuelve una lista con las siguientes componentes: “solution’ es el vector de solucio-
nes, 'value’ el valor de la funcién objetivo, en "unconstrained.solution’ aparece la solucién del problema
sin restricciones, ’iterations’ es un vector de longitud 2 en el que la primera componente contiene el
nimero de iteraciones requeridas por el algoritmo y la segunda indica cudntas veces las restricciones se
vuelven inactivas después de haberse hecho activas primero. En este caso, ninguna restriccién que se
haya hecho activa por el algoritmo se vuelve inactiva después. ’Lagrangian’ contiene el vector de los
multiplicadores asociados a la solucién, y por ltimo, ’iact’ es un vector en el que aparecen los indices
de las restricciones activas en la solucién.
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Anexo A

Conceptos basicos

En este Anexo se presentan las funciones cuadréticas y convexas sobre las que trabajaremos y algunas
propiedades importantes de estas, también se definen las direcciones conjugadas, que dardn la estructura
y el correcto funcionamiento a los algoritmos, y por dltimo se describen los resultados necesarios para
algunas demostraciones que desarrollaremos en el trabajo.

A.1. Funciones cuadraticas y funciones convexas

t ., L. . 1.
Seax = (x1 . xn) € R", una funcién cuadratica general de n variables puede escribirse como

n 1 n n
fx) =) cixi+ 5 Y Y v,
i=1

i=1j=1

donde ¢;,%;; € R. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que %;; = 7j;, y sino basta reemplazar ambas

cantidades por w

t . . L. A . ey .
Seanc= (c; -+ ¢u) yC=(Yy),,, matriz simétrica. La férmula anterior puede escribirse en
forma matricial como

1
f(x)=¢cx+ EXICX.

2N )
ox1 ox,

t
Denotamos con g(x) al gradiente de f en x, g(x) = ( ) , que toma la forma

g(x) = ¢+Cx, y con H(x) a la matriz Hessiana de f en x, H(x) = (h;;) . donde h;; = 3?{8(:) Es
directo ver que H(x) = C. ‘
Definicion 13. Dado x¢ € R”, 1a serie de Taylor de f entorno a xq es
(%) = F(50) 830 (x—%0) + 3 (5~ 50)'Clx— x0).
Calculando el gradiente de f a partir de esta obtenemos la expresién
8(x) = g(x0) +C(x—x0). (A.D)

Definicion 14. Una funcién f: S — R con @ # S C R” convexo es una funcién convexa sobre S si
Vx1,x2 € S se cumple f(ox;+ (1 —0)x2) < of(x1)+(1—0)f(x2) Yo € (0,1).

Definicion 15. En las condiciones de la definicién anterior, una funcion es estrictamente convexa si la
desigualdad es estricta.
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of(z1) + (1 —0)f(z2) o

flan)

flozy+ (1= 0)z2)

Figura A.1: Dibujo de una funcién convexa, el segmento que une las imigenes de dos puntos cualesquiera
siempre estd en el epigrafo de la funcién.

Definicion 16. Una matriz simétrica C,x, se dice que es semidefinida positiva si s'Cs > 0 Vs € R" y es
definida positiva si s'Cs > 0 Vs € R" s # 0.

Teorema A.1 (Caracterizacién de funciones cuadraticas convexas). Sea f(x) = ¢'x+ %Xt Cx. Entonces:
a) f es convexa <= s'Cs>0VseR".
b) f es estrictamente convexa <= s'Cs >0 Vs # 0.

Teorema A.2 (Segunda caracterizacién de funciones cuadraticas convexas). Sea f : R" — R una fun-
cion cuadrdtica. Entonces:

a) fesconvexa < f(x)> f(x0)+g(x0)' (x—%0) Vx,x0€ R"
b) f es estrictamente convexa <= f(X) > f(Xo) +g(x0)'(x—Xo) VX,Xo € R" con x # Xo.

Dem. Sean x,Xo € R". De la serie de Taylor de f entorno a Xy tenemos

1
f(X) - f(XO) - g(XO)t(X - XO) = 5 (X — X())[C(X — X()).
De la caracterizacion del teorema A.1 tenemos las siguientes equivalencias:

a) fesconvexa < s'Cs >0VseR" <= (x—X¢)'C(x—Xg) > 0Vx,xg € R" <=
F(x) > f(x0) +g(x0) (x—xp) Vx,%9 € R".

b) f esestrictamente convexa <= s'Cs >0Vs #0 <= (x—X()'C(x—Xp) >0Vx #Xxg <
f(x) > f(x0) +g(%o0)" (X —Xo) VX # Xo.

O]

Observacion. Como f(xo) + g(xo)"(x — xo) es la aproximacion lineal a f en xq, f es convexa <= su
aproximacion lineal estd siempre por debajo de f, y puede verse en la figura A.2.

Lema A.3. Sea f: R — R una funcion convexa, entonces se cumple que:
a) Si 3x' minimo de f = f es no creciente en (—oo,x') y no decreciente en (x',+o).

b) Si f(x) e = f es no creciente en R.
X—r—+oo

Dem. Veamos la demostracion de los dos casos por reduccién al absurdo.
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f(x)

J(@o) + ¢ (wo) (2 — @)

Figura A.2: Aproximacion lineal de una funcién cuadritica convexa en el hipdgrafo.

a) Supongamos que 3x’ minimo de f'y que f no es no creciente en (—oo,x’), es decir, en algiin momento
es creciente, y podemos tomar x; < xp < x’ con f(x1) < f(x2).

Por convexidad 3o € (0, 1) tal que x, = ox; + (1 — 0)x’, y por ser f convexa, f(x2) < of(x1)+ (1 —
o) f(x') < f(x1), que contradice lo que habiamos supuesto. Por tanto, f es no creciente Vx < x’.

Andlogamente se prueba que f es no decreciente en (x',+o0).

b) Supongamos que f(x) —+> —oo y que f no es no creciente. Como antes, podemos tomar x; < xp
xX—>+oo

con f(x1) < f(x2) y, como f — —oo, podemos tomar un x3 tal que f(x3) < f(x;).

Por convexidad 3o € (0, 1) tal que x, = 6x; + (1 — 0)x3, y por ser f convexa, f(x2) < o f(x1)+ (1 —
0)f(x3) < f(x1) lo que contradice nuestra hipdtesis, y por tanto, f es no creciente en R.

O

A.2. Direcciones conjugadas
Definicion 17. Dada una matriz C,«, simétrica, se dice que los vectores sg,S1, ..., St € R" son direcciones
conjugadas respecto a C si

siCsi >0 Vi=0,...ky

siCs;j=0 Vi#j,i,j=0,.. k.

Ademds, sisiCs; = 1Vi=0,....k = s, ...,8 son direcciones conjugadas normalizadas.
Nota. Un conjunto de direcciones conjugadas puede normalizarse reemplazando cada s; por Ta S;.
S:CS;

1

Lema A.4. Sisg,...,s; son direcciones conjugadas = Sy, ...,S; son linealmente independientes.

Dem. Supongamos que Sy, ..., S son linealmente dependientes. Entonces existen Ay, ..., A4; € R tales que
AoSo + ... + A48, = 0 con algin A; # 0.
Supongamos que 4; # 0. Multiplicando la ecuacion anterior por s:C da

AoSiCso + ... + AiSiCs; + ... + 448iCsy = 0.

Como s, ..., son direcciones conjugadas, todos los términos son 0 excepto el que tiene el indice
i, luego A;siCs; = 0. Pero siCs; > 0, por lo tanto A; = 0 y llegamos a la contradiccion que prueba que
S0, ---, S son linealmente independientes. O

Corolario. No puede haber mds de n direcciones conjugadas para un problema de dimension n.
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A.3. Teorema de la Descomposicion Ortogonal

Teorema A.5 (Teorema de la Descomposicion Ortogonal). Dados ay,...,a, € R", con r < n, entonces
cualquier vector g € R" puede escribirse como g = g + g, donde g; € (aj,...,a,) y g es ortogonal a
(a1,...,a,). Ademds, g1 y g estdn univocamente determinados.

Dem. Sea by,...,b; una base de (ay,...,a,). Llamamos Q al complemento ortogonal de (aj,...,a,), es
decir, 0= {xeR"|alx=0,i=1,...,r}.

Como dim(ay,...,a,) = k, la dimensién de Q es n —k, y si bg;1,...,b, es una base de Q, entonces
by, ...,b, genera R". Asi, para cualquier g € R” existen 0y, ..., 0, € R tales que g = 6;b; +... + 6,b,.
Definiendo g; = Zé‘: 10biyg =YY", 41 6ib; se tiene el resultado. O]

A.4. Propiedades de las matrices

Sea una matriz D,», no singular con vectores fila d} y su inversa con vectores columna ¢;. Como
DD~! =, tenemos

d; dic; djc; --- dic, 1 0 0
d, bep diey - diey, 0 1 0
: [efeffea]= : D : | N
d, dec dic, --- di, 00 -~ 1
y comparando términos en la dltima igualdad se tiene
1 sii=j
t L
dc, { ) M (A2)
Lema A.6. Sea D una matriz n X n no singular con D' = [ d; ‘ ‘ d, ]nyl = [ c] ‘ ‘ c, ]

Un vector d € R" cualquiera puede expresarse como combinacion lineal de las columnas de D' en
términos de las columnas de D' y d como sigue

d= (d’cl)dl + - (d’cn)dn.

Dem. Dado d € R", queremos expresarlo como combinacién lineal de las columnas de D'.

Sean x = (x1 e x,,)t los coeficientes de esta combinacion lineal, entonces
X1
d=xid;+ - 4xd,=[di |- |d, ]| : | =D'x,
Xn

trasponiendo x'D =d’ = x/ = d'D~!, desarrollando esta igualdad,
(x1 - x)=d[ ¢ ‘ ‘cn | =(d'e; -+ dc,),

comparando componentes se tiene que x; = d’c; para i = 1,...,n y sustituyendo en la primera igualdad
obtenemos la identidad buscada
d= (d’cl)dl “+ -4 (d’cn)d,,.



Anexo B

Métodos para la actualizacion de inversas
y ejemplos para el Algoritmo 1

B.1. Meétodos de actualizacion de matrices inversas

Presentamos los métodos de actualizacién de matrices utilizados en los algoritmos. En estos, cono-
cemos una matriz y su inversa, la matriz es modificada cambiando una tnica fila, y se desea encontrar
la inversa de la matriz modificada. Una forma eficiente de hacer esto es expresar la nueva inversa en
términos de la vieja inversa y la fila modificada.

B.1.1. Método P

Sea D' = [ d; ‘ ‘ d, } una matriz no singular y sea D! = [ C ‘ ‘ Cy }
Dadosd € R" y k € N tales que d’¢; # 0.
Definimos D' = [ d ‘ ‘ di_q ‘ d ‘ (i P ‘ ‘ d, }, que es la matriz obtenida de D' reempla-
zando la columna k por d.

Denotamos ®(D~!,d, k) = D!
Una forma de calcular D! = [ ¢ ¢, } es:

R d'c; , .

,-:c,-l— dfcll(ck Vi=1,...n,i#k,y
Cr = dtCka.
B.1.2. Método d,

Sean D' — [ d |- |d, ],D’lz [ |- |e } yJ={au, ..o},
Dadosd € R" y k € N tales que d'c, #0 y d'c; =0 Vicon o; = —1.
SealA)t: |: d1 ‘ ‘dk—l ‘ d ‘ dk+l ‘ ‘ dn }
Denotamos ®(D~!,d,k,J) =D~
Una forma de calcular D! = | ¢ ¢, } es:

. d'c; : :

i =Ci— ¢, Viconi#kya;#—1,

| dtCk

¢ = —c¢,

k dic, ks Y

¢, =¢; Viconog;=—1
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Nota. Este método difiere del anterior solamente en que este suprime la actualizacién de las columnas
de D~! que son direcciones conjugadas que ya hemos visto que no cambian.

B.2. Ejemplos

Mostramos dos ejemplos de aplicacién del Algoritmo 1 para los cuales la finalizacién ocurre de
diferente manera a la presentada en el ejemplo del Capitulo 1.

Ejemplo 4.

1
minimizar: — 2x; —4xy — 6x3 + 3 (Zx% + 8x§ + 18x§ + 8x1p + 12x1x3 4 24x7x3)

-2 2 4 6
c=[-4] yc=[4 8 12
-6 6 12 18
0 1 00 -2
Inicializacién: xo= | 0 |, Jo = {0,0,0}, Dol(o 1 0], f(x0)=0, go=|[—-4],j=0
0 00 1 -6

Iteracién O
Paso 1: |g{cio| = max{|—2[,|—4|,|-6]} =6 = k=3.

0
Como ghezp=—6<0 = sp=—c30= 0
—1
Paso 2: siCsp=18>0 = oy = %
0 0
Paso3: x;=| 0 |, f(x;)=-—1, ggt={0] = STOP con solucién éptima x;.
1/3 0

Nota. Si no hubiéramos afiadido el STOP en el Paso 3 el algoritmo hubiera continuado de la siguiente

manera:
-V2 1 0 0
Paso3: dy= | —2v2|,D;'= 0 1 0 |,s1={00-1}, j=1.
-3V2 —-1/3 -2/3 —V/2/6
Iteracién 1
0
Paso 1: |g/cy | =max{|0],|0]} =0 = STOP con solucién éptimax; = [ 0
1/3

Ejemplo 5.

1
minimizar: 3x, +5x + 5 (2x% + 8x3 4 8x1x2)

SCI

Inicializacion: x( = (8) , Jo=1{0,0}, D,' = <(1) (1)) , f(X0) =0, go= <2) , j=0.

Iteracion O
Paso 1: |g{cio| = max{[3],|5]} =5 = k=2.

Como g6c20 =5>0 = sp=cy= (?)

Paso2: s{Csp=8>0 = 60:%.
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paso3: w1 = () s =—Hom= (10F) o= (5) o0 = (L), 3)-

J={0,-1}, j=1.
Iteracioén 1
Paso 1: |gicy|=max{|}|} =1 = k=1

—1/2
Paso 2: s|Cs; =0 = STOP, el problema es no acotado inferiormente.

C0m0g3C11:é>02>51:C11:< l).






Anexo C

Demostraciones del Capitulo 2

C.1. Existencia y unicidad de la solucion

Teorema 2.2 (Unicidad de la solucién). Sea Xo una solucion dptima para el problema (2.1). Si f es
estrictamente convexa =—> Xy es la vinica solucion optima.

Dem. Supongamos que X; es otra solucién Optima y que X; # Xq. Por el teorema 2.1 tenemos que Axg =b
y AX; = b, y restando estas, A(x; —Xo) = 0.

Como x es 6ptima Ju € R” con —g(Xg) = A", y se tiene que g(Xo)" (X; —Xo) = —w'A(X; —Xo) = 0.
Con esto, la serie de Taylor de f entorno a Xg es f(x1) = f(Xo) + 3 (x1 —X0)'C(x1 — Xo).

Como x; y X son las dos 6ptimas, f(x;) = f(Xo), luego (x; —X¢)'C(x; —Xo) = 0 que, como f es
estrictamente convexa, por la caracterizacién del teorema A.1 implica que (Xx; —Xo) = 0, luego x; = Xq
y por tanto Xq es la tnica solucién éptima. 0

Teorema 2.3 (Existencia de la solucién). Si 3y € R tal que f(x) = c'x+ %XtCX >y VXERYR##0D =
existe una solucion optima para el problema (2.1).

Dem. Observar primero que, por el teorema 2.1, una solucién 6ptima X para el problema (2.1) debe
satisfacer Axo =b y —g(xo) = A"u. Como g(xo) = ¢+ Cxo, la segunda condicion es equivalente a A'u+
Cxo = —c. Por lo tanto el problema puede resolverse resolviendo el siguiente sistema de n+ r ecuaciones

lineales con n + r incognitas
Cc A X0 . —C
A 0 u | b |’

cC A —c
(P e}
Por el teorema A.5 podemos escribir h = h; +h;, donde h; = Hw para algin w € R"*", y H'h, = 0.

Dividiendo el vector h, en bloques como h, = (s',v')’, donde s € R" y v € R”, podemos escribir las
partes de H'h, = 0 obteniendo

Sea xy € R. Llamamos

Cs+A'v=0,
As=0.

Multiplicando la primera igualdad por s’ tenemos s'Cs +s'A’v =0 —> s'Cs = 0. Si multiplicamos la
primera igualdad por x{, da x{,Cs + x{,A'v =0 —> x{,Cs = —(x(A")v. Como g(X9) = ¢+ Cxo y AXg =b,
tenemos g(Xop)'s = ¢'s +x(Cs = ¢’s — b’v. De la definicién de h y hy, h'h, = —(c’s — b'v). Ademds, el
teorema A.5 afirma que h’h, = hbh,. En consecuencia, g(xo)'s = —hh,.

Para cualquier o € R, A(x(p + 0s) = Axg = b, luego xp + os € R. Con todo lo anterior, la serie de
Taylor de f entorno a xo queda f(xo+ 0s) = f(x) + 0g(Xo)'s + 36%s'Cs = f(x) — ohbh,.

Ahora, si hy # 0, entonces h’zhz > 0 por ser la suma de cuadrados de las componentes de hy, y se
tiene que f(xo + OS) ﬁ —oo, contradiciendo la hipétesis de que f estd acotada inferiormente en R.

11
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En consecuencia, hy = 0 y asi h = h; = Hw. Dividiendo w como w = (x|, u’)’, donde x; € R" y
u € R’, las ecuaciones que definen h pueden escribirse como

Cx| +Au = —c,
AX1 =b.

Asi hemos probado la existencia de un x; € R” cumpliendo Ax; = by —g(x;) = A"u. Solo falta ver
que x; es 6ptimo. Sea X € R, como Ax = b y Ax; = b, restando, A(x —x;) = 0, entonces g(x;)" (x—x;) =
—u'A(x—x;) = 0. Con esto, la serie de Taylor de f entorno a x; es f(x) = f(x;) + 3 (x— x;)'C(x — x1).

Si fuera (x —x;)'C(x —x1) < 0, entonces, como A(x; + o (x —X;)) = Ax; = b, es decir, x; + 6(x —

X|) € RVo € R, se tendria que f(x; +0(x—X)) :f(xl)—i—%cz(x—xl)tc(x—xl) —+> —oo contradi-
O—+o

ciendo la hipétesis del teorema. En consecuencia, (x —x;)'C(x—x;) > 0Vx € R, y asi f(x;1) < f(x) Vx €
R, por definicién, x; es ptimo. O

C.2. Teorema de convergencia del Algoritmo 2

Veamos que el algoritmo converge en j < n — r iteraciones. Observar que el Algoritmo 2 difiere
del Algoritmo 1 dnicamente en los datos requeridos para la inicializacién. En consecuencia, el lema 1.6
puede aplicarse al Algoritmo 2 igual que al Algoritmo 1.

Teorema 2.4 (Convergencia del Algoritmo 2). La finalizacion del algoritmo ocurre antes de j <n—r
iteraciones con una de las dos situaciones:

a) X; es la solucion optima para el problema (2.1). En este caso, los multiplicadores de las restricciones
estdn dados por ug;, = —g’jc,-.,- Vicon1 <oy <r.

b) El problema es no acotado inferiormente. En este caso, el algoritmo termina con X; y S; tales que
A(Xj—GSj) =bVo > Oyf(xj —GSj) — —0.
G—3foo
Dem. a) Hay 2 puntos en el algoritmo en los cuales la finalizacién puede ocurrir con el mensaje "x;
solucién ptima obtenida". Probemos la optimalidad de x; en estos dos casos.

En la iteracion j hay n —r — j elementos de J; que tienen valor 0. En cada una de las iteraciones
siguientes, exactamente uno de ellos es cambiado a —1. Por lo tanto, si el algoritmo continua por
n — r iteraciones, entonces @;; # 0 Vi = 1,...,n y el algoritmo finaliza.

Para cada iteracién j > 0, aplicando el lema A.6 a las matrices D, D;l y al vector —g;, tenemos que

—gi= ), (~giepd;+ Y (~gepd;+ Y, (~gje)d;;. (C.1)

oyj=—1 o;;=0 1<o;;<r

Por el lema 1.6 a), el primer sumando desaparece. Si el algoritmo termina con "X; solucion 6ptima",
entonces, o no hay o;; con valor 0, o del Paso 1, g’jci 7 =0Vicon ;; =0. En cualquiera de los dos
casos el segundo sumando desaparece y (C.1) se reduce a

—gj= Y, (—gicjd;.

lﬁa;jﬁr

Notar que, por la definicién de D’j, es d;; = ag;; Viconl < o < r, luego si definimos Ug; =
—g’jc,-j Viconl < a;; < r, (C.1) se convierte en —g; = uja; + ... + u,a,, que por el teorema 2.1
implica que X; es la solucién Gptima.

b) Por tltimo, si la finalizacién ocurre con el mensaje de que el problema es no acotado inferiormente,
entonces s; satisface (2.2), y x; — 0s; € RVo > 0. Ademds, por el Paso 2, s’stj =0, y como gtjsj >0,
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de la serie de Taylor se tiene que f(x; — 0s;) = f(x;) — O0g/s; oo T ven efecto, el problema
O—+oo

es no acotado inferiormente.
O






Anexo D

Demostraciones del Capitulo 3 y teoremas
de unicidad

Como en el Anexo C, este Anexo contiene la demostracion de la existencia de la solucién para el Pro-
blema de Programacién Cuadrética con restricciones de desigualdad y la de convergencia del Algoritmo
3. Ademads contiene el enunciado y demostracion de un resultado que se utiliza para demostrar el teorema
de existencia y otro resultado que da las condiciones necesarias y suficientes de punto cuasiestacionario.
También incluye una seccién donde se enuncian y demuestran todos los resultados correspondientes a la
unicidad de soluciones que no se presentan en el Capitulo 3.

D.1. Existencia de la solucion y condiciones necesarias y suficientes de
punto cuasiestacionario

Definicion 18. Un punto cuasiestacionario Xq es
= 1o degenerado si los gradientes de las restricciones activas en Xg son linealmente independientes.
= degenerado si los gradientes de las restricciones activas en Xg son linealmente dependientes.

Lema D.1. Si 3y € R tal que f(x) >y VX € Ry sea Xo € R = existe un punto cuasiestacionario X
para el problema (3.1) tal que f(X) < f(xo).

Dem. Dado xg € R, consideramos el problema (3.2) sujeto a restricciones lineales de igualdad.
Podemos asumir sin pérdida de generalidad que los gradientes de las restricciones del problema
(3.2) son linealmente independientes, ya que si { a; | i € I(Xo)} son linealmente dependientes, podemos
reemplazar I(x) por el mayor subconjunto de indices de las restricciones activas que deja igual la regién
factible del problema.
Podemos aplicar entonces el Algoritmo 2 al problema (3.2) con punto inicial Xy. Por el teorema 2.4
la finalizacién del algoritmo ocurrird en un nimero finito de pasos con una de las dos situaciones:

a) una solucién éptima X,

b) un punto X y una direccién de bisqueda sy tales que f(X — osp) —+> —oo,
0—+o

Discutimos estas dos posibilidades por separado.

Caso 1:  solucién optima en X

Sea syp = xg — X y sea oy el tamafio de paso factible maximo para xq y S, es decir, Xg —0sg € R Vo €
[0, 6p]. Como f(xo — 0Sp) es una funcién convexa en ¢ € [0, 6p| que tiene el minimo en oy, por el lema
A3 a), f(xo— 0sp) es no creciente para 0 < ¢ < 0yp.

» Siop > 1,entonces Xg— 1-sp =X € R, con lo que X es un punto cuasiestacionario con f(X) < f(Xo),
por ser f no creciente para 0 < ¢ < 0p. En este caso hemos probado el lema con X = X.

15
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t
. L g .., .. a;Xg — bl
= Siop < 1,seal el indice de la restriccién que limita a 6y, esto es, 6y = 117
a;So
1
Definimos x; = X¢ — 0pso. Entonces f(x;) < f(Xo), por ser f no creciente para 0 < ¢ < 0y.

Ademds, por ser X y X factibles para el problema (3.2) se tiene que a'xg = b; y aiX = b; Vi € I(Xo).
Como ajsy < 0, esto implica que { a; | i € I(xp)} junto con a; son linealmente independientes.
Probemos esto tltimo por reduccién al absurdo. Supongamos que a;, i € I(Xg) y a; son linealmente
dependientes, es decir, existen A;, i € I[(xg) y A; con, al menos, A; # 0 tales que

Z 7L,~a§ —I—AIaﬁ =0.

iEI(Xo)

Multiplicando por sy obtenemos

Z Aialso + Ajalsy =0,

iGI(xo)

donde als) = alxo —alX = b; — b; = 0 Vi € I(xp), con lo que A;a}sy = 0, y como ajsy < 0, tiene que
ser &; = 0y llegamos a la contradiccién.

Por lo tanto, el nimero de restricciones activas en x| que tienen gradientes linealmente indepen-
dientes es al menos uno mayor que en Xo.

Caso 2: (3.2) es no acotado inferiormente

Sea oy el tamaiio de paso factible maximo para X y sg.

Si 0y = oo, entonces X — 0 es factible para (3.1) Vo >0y f(X — osp) m —oo, lo que contra-
dice la hipdtesis del lema.

En consecuencia, oy < +oo, y sea [ el indice de la restriccién que limita a op.

Definimos x; = X — 0psg, entonces, por ser f no creciente, f(x;) < f(X). Por construccién del Al-
goritmo 2, f(X) < f(xo), luego tenemos que f(x;) < f(X) < f(x0) y, como en el Caso 1, el nimero de
restricciones activas en X que tienen gradientes linealmente independientes es al menos uno mayor que
en xo.

= Siel Caso 1 ocurre con x; punto cuasiestacionario con f(x;) < f(xo), entonces hemos probado el
lema con X = x;.

= En otro caso, Caso 1 y Caso 2 concluyen con x; € R, f(x;1) < f(Xo), y para los que el niimero de
restricciones activas en X que tienen gradientes linealmente independientes es al menos uno mayor
que en Xo. En este caso, podemos reemplazar I(xo) por I(x;) en el problema (3.2) y argumentar de
nuevo que Caso 1 o Caso 2 pueden ocurrir.

e Siel Caso 1 ocurre con X, punto cuasiestacionario con f(xz) < f(x;), entonces hemos pro-
bado el lema con X = x;.

e En otro caso, Caso 1 y Caso 2 concluyen con x; € R, f(x2) < f(X1), y para los que el niimero

de restricciones activas en X, que tienen gradientes linealmente independientes es al menos
uno mayor que en Xj.
Este argumento puede repetirse varias veces, si es necesario, hasta que, o del Caso 1 x
es un punto cuasiestacionario obtenido con f(x;) < f(x;—1) y el lema estd probado con
X = X, o un x; con f(x;) < f(x¢—1) es obtenido y el nimero de restricciones activas en
X, que tienen gradientes linealmente independientes es exactamente m. En este caso, Xy es
un punto extremo, y en consecuencia un punto cuasiestacionario, con lo que se completa la
demostracion del lema con X = x;.
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Teorema 3.1 (Existencia de la solucién). Si 3y € R tal que f(x) >y VX € R = existe una solucion
optima X para el problema (3.1) y X es un punto cuasiestacionario.

Dem. Debido a las diferentes soluciones éptimas para el problema (3.1) podria tener infinitos puntos cua-
siestacionarios. Como cada conjunto cuasiestacionario estd asociado a un subconjunto de {1,2,...,m},
hay a lo sumo 2" conjuntos cuasiestacionarios. Por lo tanto, hay un nimero finito de conjuntos cuasies-
tacionarios. Supongamos que es p este nimero.

Sea x; un punto cuasiestacionario del i-ésimo conjunto cuasiestacionario, S(x;). Definimos & tal que

F(x) =min{f(x;) | i=1,...,p}.

Ahora sea X € R un punto cualquiera. Por el lema D.1, existe un punto cuasiestacionario X con
f(X) < f(x). Ahora X € S(x;) para algin i con 1 <i < p por lo que f(x;) = f(X). Por otro lado, por
definicién de k, f(x¢) < f(x;) = f(X) < f(x). Por lo tanto, f(x;) < f(x) VX € Ry X = x; es una solucién
Optima para el problema (3.1). O

Teorema D.2 (Condiciones necesarias y suficientes de punto cuasiestacionario). Xo es un punto cuasies-
tacionario para el problema (3.1) si y solo si

a) alxo <b;, Vi=1,...m,
b) —g(xo) =wa; + ... + upa,,,
c) ui(alxo—b;))=0,Vi=1,...m.

Dem. Por definicidn, Xg es un punto cuasiestacionario para el problema (3.1) si y solo si Xg € Ry Xg es
la solucién 6ptima para el problema (3.2) sujeto a restricciones lineales de igualdad.

Por el teorema 2.1, X es la solucién 6ptima para el problema (3.2) si y solo si alxg = b; Vi € I(Xg) y
existen u; € R, i € I(Xg) con

—g(x0) = ) wa. (D.1)
iE](X())
Definiendo u; = 0 para i ¢ I(xo), obtenemos un vector u = (u1 .o um)t € R™ y la condicién (D.1)

se convierte en
—g(Xo) =uwa +... + Upay,,

y ademds se cumple
ui(aﬁxo — b,‘) = 0, Vi= 1,...,m,

ya que, para i ¢ I(Xo), aiXo — b; < 0lo que implica que u; =0, y para i € I(Xo), alxo —b; = 0 con lo que
se satisface sin imponer ninguna restriccién sobre ;. O

D.2. Condiciones necesarias y suficientes para la unicidad de la solucion

Definimos el conjunto /(xX), igual que en la seccién 3.1, como el conjunto de indices de las restric-
ciones de desigualdad activas en Xg.

Lema D.3. Sixq y x| son soluciones optimas para el problema (3.4) = todos los puntos del segmento
que une Xo y X| son también dptimos, y ademds, g(Xo)' (x; —xo) =0y (x; —X0)'C(x; —x¢) = 0.

Dem. Sea o € Rcon0 < o < 1.Como X y Xx; son factibles, también lo es ox; + (1 — 0)x¢ Vo € [0,1].
Como f es convexa, por la definicién, f(ox; + (1 —0)xg) < of(x1)+ (1 —0)f(X0).
Como x¢ y x; son los dos éptimos, f(x9) = f(x1), luego f(ox;+ (1 —0)xp) < f(X0), por lo que
ox; + (1 — 0)xp es también una solucién éptima Vo € [0, 1].
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Ademads, como ox; + (1 — 0)X9 = X¢ + 6(X] —Xp), la serie de Taylor de f entorno a xg es

f(ox1+(1—0)x0) = f(x0) +0g(X0) (X1 —X0) + %Gz(xl —X0)'C(x1 —Xo).
Como f(ox;+ (1 —0)x0) = f(x0) Vo € [0, 1], tenemos g(xo)" (x; —X9) =0y (x; —x)'C(x; —x¢) = 0.
[

Teorema D.4 (Caracterizacion del conjunto de soluciones 6ptimas). Sea Xg una solucion optima para el
problema (3.4) y seau = (ul S um+r)t el vector de los multiplicadores asociados.
Definimos el conjunto S formado por todos los xg —s € R", donde s cumple que xo —s € R,

als =0 VieI(xg) conu; >0,
als >0 VieI(xg) conu; =0,
als=0 Vi=m+1,...,m+r,
ys'Cs =0.

Entonces S es el conjunto de las soluciones dptimas para el problema (3.4).

Dem. Sea T el conjunto de soluciones Optimas para el problema (3.4). Veamosque 7 C Syque SC T.

Supongamos primero que Xo — S es una solucién éptima, es decir, que xo —s € 7. Por ser 6ptima,
X9 —8 € R. Como X( y Xo — s son las dos dptimas, por el lema D.3, g(xo)'s =0y s'Cs = 0.

Como xp —s € R, cumple que al(xo—s) < b; Vi=1,..myal(xo—s)=b; Vi=m+1,...m+r.
Como X € R, cumple que alxg =b; Vi=m+1,...m+r,luegoals =0Vi=m+1,...m+r.

De las condiciones de optimalidad para xg, teorema 3.3 b), —g(xo) = Atlul +At2u2, u; > 0, obtene-
mos

m m+r m
—g(x)'s=ujAis+ubAs = Y wals+ Y wajs=Y wajs=0. (D.2)
i=1 i=mt1 i=1

Sea i € I(Xg), es decir, cumple alxo = b;. Como a}(xo —s) < b;, entonces —a's < 0, es decir, als > 0.
Por lo tanto,
als >0 Viel(xp). (D.3)

Las condiciones de holgura complementaria para X fuerzan a los multiplicadores asociados con
restricciones inactivas a tener valor 0, luego u; = 0 Vi ¢ I(X¢) y asi todos los términos de (D.2) asociados
con restricciones inactivas en Xq se anulan.

Como u; > 0Vi=1,...,m, con lo anterior, u; > 0 Vi € I(x¢) que, junto con (D.3), implica que el resto
de términos de (D.2) son todos no negativos, y como suman 0, cada término vale 0.

Por lo tanto ajs = 0 Vi € I(xg) conu; >0,y als >0 Vi€ I(xg) con u; = 0.

Con todo esto hemos probado que xo —s € Sy asi T C S.

Reciprocamente, supongamos que Xo —S € S.

Como —g(Xg) = u1a; + ... + Uy 84, se sigue de la definicién de S que g(xp)'s = 0. Como s'Cs =0,
se sigue de la serie de Taylor que f(xo —s) = f(x0) — g(Xo)'s + 35'Cs = f(Xo).

Asi, xo —s es un punto factible que toma el mismo valor de la funcidn objetivo que una solucién
Optima, luego xy — s es también 6ptimo, y asi, xo —s € T,conloque SC 7.

Resumiendo, hemos probado que 7 C Sy que S C T, lo que implicaque S =T'. U

Teorema D.5 (Condiciones necesarias y suficientes para la unicidad de la solucién). Sea xg una solucion
L ! o )
optima para el problema (3.4) y sea u = (u1 um+r) el vector de los multiplicadores asociados.
Entonces, X es la tinica solucion dptima si 'y solo si 8'Cs > 0 Vs # 0 cumpliendo

als =0 VieI(xo) conu; >0,
als >0 VieI(x) conu; =0,
als=0Vi=m+1,...m+r.



Trabajo de Fin de Grado - Paula Ascaso Pérez 19

Dem. Sea x( la tinica solucién 6ptima para el problema (3.4), y sea 0 # s € R" cumpliendo

als =0 Vie I(xg) conu; >0,
als >0 VieI(xg) conu; =0,
als=0Vi=m+1,...m+r.

Veamos que Xo — 0s € R para algtin o > 0.

Para i =m+1,...,m+r, como Xy € R cumple que a'xy = b;, luego al(xo — 0s) = alxy — cals =
b; — cals = b;, y se tiene que a(xo — 08) =b; Vi=m+1,....,m+r.

Parai=1,...,m, como Xp € R cumple que ai-xo < b;.

SiieI(x), se cumple que alx) = b;, luego a’(xo — 0s) = alx) — cals = b; — cals.

Siu; > 0, entonces als = 0, y si u; = 0, entonces als > 0. Se tiene que a’(xo — os) < b; Vi € I(xp).

Sii ¢ I(xg), entonces al(xo — 0s) = alxo — cals < b; — cals y podemos tomar un ¢ > 0 de manera
que a}(xo — os) < b; Vi ¢ I(xg).

Hemos probado que xo — os € Rcon ¢ > 0.

Si fuera os’Csc = 0, entonces por el teorema D.4, xo — 0, 6 > 0, serfa otra solucién éptima y
entrarfa en contradiccién con nuestra hipdtesis. Luego necesariamente, por ser f convexa, ha de ser
0s'Cso > 0con 0 >0,y se tiene que s'Cs > 0 Vs # 0.

Reciprocamente, sea 0 # s € R” cumpliendo

als =0 VieI(xg) conu; >0,
als >0 VieI(xg) conu; =0,
als=0 Vi=m+1,...,m+r,

y s'Cs > 0.

Por el teorema D.4, el tnico s que verifica las condiciones es s = 0 y por tanto el conjunto de las
soluciones 6ptimas estd formado por Xg, es decir, Xg es la tnica solucién 6ptima. O

Corolario. 1) Para el caso particular de problemas sin restricciones, el teorema D.5 establece que una
solucion dptima es la tinica solucion dptima para el problema (1.1) si y solo si s'Cs > 0 Vs # 0, es
decir; si 'y solo si C es definida positiva. Esto establece el reciproco del teorema 1.3.

2) Para el caso particular de problemas sujetos a restricciones lineales de igualdad, el teorema D.5
establece que una solucion dptima es la vinica solucion dptima para el problema (2.1) si y solo si
s'Cs > 0 Vs # 0 con As = 0.

Si C es definida positiva, entonces s'Cs > 0 Vs # 0, y en particular, s'Cs > 0 Vs # 0 para el que
As = 0. Por lo tanto, el teorema D.5 implica el teorema 2.2.

Definicion 19. Sea x( una solucién éptima para (3.4) y seau = (u1 . um+r)t el vector de los multi-
plicadores asociados. Las condiciones de holgura complementaria, u;(alxo —b;) =0 Vi=1,...,m, fuer-
zan a u;, a aXo — b;, 0 a ambos a anularse. Esta tltima posibilidad puede resultar en algunas dificultades
técnicas.
Con objeto de excluir tal caso, decimos que X satisface las condiciones de holgura complementaria
estrictas para (3.4) si
alxg = b; implica que u; > 0, Vi=1,...,m.

Teorema D.6 (Condicion suficiente para la unicidad de la solucién). Sea Xg una solucion optima para
el problema (3.4). Supongamos que X satisface las condiciones de holgura complementaria estrictas y
que s'Cs > 0 Vs £ 0 cumpliendo

aﬁs:O ViEI(Xo),
als=0Vi=m+1,...m+r.
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Entonces Xq es la tinica solucion dptima. Ademads, si los gradientes de las restricciones activas en
Xo, incluyendo las restricciones de igualdad, son linealmente independientes, entonces el vector de los
multiplicadores asociados estd univocamente determinado.

Dem. La unicidad de xg es consecuencia directa del teorema D.5 y de las condiciones de holgura com-
plementaria estrictas.

Supongamos que hay dos vectores de multiplicadores distintos ug y u;. Sea Iy el conjunto de indices
de las restricciones activas en Xg, incluyendo las restricciones de igualdad.

Como Xxg es la tinica solucién dptima,

—g(x0) = Y (uo)a; y —g(x0) =Y (ur)a;.

i€l i€l

Restando obtenemos

Z ((M())i — (ul),-)ai =0.
i€l
Como a;, i € Iy, son linealmente independientes, esto implica que up = uy, y asi los multiplicadores
estdn univocamente determinados. O

D.3. Teorema de convergencia del Algoritmo 3

Teorema 3.4 (Convergencia del Algoritmo 3). Si cada punto cuasiestacionario obtenido por el Algoritmo
3 es no degenerado, entonces el algoritmo termina después de un niimero finito de pasos con una de las
dos situaciones:

a) X; es la solucion optima para el problema (3.4). En este caso, los multiplicadores asociados a las
restricciones activas en X estdn dados por ug;; = —g’/.c,' i Vicon 1 < a;j <m+ry los multiplicadores
asociados al resto de restricciones tienen valor 0.

b) El problema es no acotado inferiormente. En este caso, el algoritmo termina con X; y S; tales que
Dem. a) Por construccién, en cada iteracion j, se cumple a}x; = b; Vie J;y alx; <b; Vi¢ Jj, porlo
que cada x; es factible.

Probemos la optimalidad de x; para los dos casos en los que el algoritmo finaliza con el mensaje "x;
solucién 6ptima obtenida".

Aplicando el lema A.6 a las matrices D', D;l y al vector —g; de la iteracién j, tenemos que

—gi= ), (~giepd;+ Y (~gepd;+ ) (—gie)di. (D.4)

O{ij:—l a,-,-:O ISOC,']'Sm-H’

De la definicion de D’j, esd;j = ag,; Vicon1 < o; < m+r. De la actualizacién de D;l y del le-
ma 1.6 a) se tiene que g;-ci ;=0 Vicon o;; = —1, por lo que el primer sumando desaparece. Si el
algoritmo termina con "X; solucién dptima", entonces, o no hay o;; con valor 0, o del Paso 1.1,
g’}-ci ;=0 Vicon ¢;; = 0. En cualquiera de los dos casos el segundo sumando desaparece y (D.4) se
reduce a

—gi= Y (—gcjag,. (D.5)

1<oy;<m+r
La finalizacién en el Paso 1.2 implica que, o no hay ningtni con 1 < ¢;; <m, o

g;c,-j <0 Viconl< (0451 <m. (D.6)
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Si definimos u € R™*" como u; =0 Vi ¢ Jjy ue,; = —g’jc,'j Vie Jjconl < @;; < m+r, entonces

(D.5) se convierte en
m+r

8= Z uia;,
i=1

y por (D.6) se cumple que y; >0Vi=1,...,m.

Como alx; —b; =0 Vie Jjyu;=0 Vi ¢J;, se tiene que u;(alx; —b;) =0Vi=1,...,m, y con esto
hemos probado que se satisfacen las 3 condiciones de optimalidad del teorema 3.3 y que X; es una
solucién éptima.

b) Si la finalizacién ocurre en el Paso 2 con el mensaje de que el problema es no acotado inferiormente,
entonces, como 6 = oo, se tiene que X; — 0s; € R Vo > 0.

Del Paso 1, g;s ;> 0,y como G; = +oo, se tiene que sfiCs ;= 0. Con la serie de Taylor esto implica

que f(x; —0s;) = f(x;) — ogls; Pl el problema es no acotado inferiormente.

Para probar que el algoritmo finaliza en un ndmero finito de pasos, observamos primero que no se
elimina ninguna restriccién del conjunto activo hasta que se alcanza un punto cuasiestacionario. Cada
iteracién antes de la determinacién de un punto cuasiestacionario o construye una direccién conjuga-
da adicional o afiade una nueva restriccién al conjunto activo. Asi, comenzando con un punto factible
arbitrario, se localizard un punto cuasiestacionario en un nimero finito de iteraciones.

Sean j; < jp <... < j; <...iteraciones para las cuales X, ,X,, ..., X}, ... SOn puntos cuasiestacionarios.
Por construccién, f(xXo) > f(x1) > f(x2) > ..., luego si cada o}, > 0, entonces f(x;,,) < f(x;,) para
cadai=1,2,.... En consecuencia, f(x;,) > f(x;,) > ... > f(xj,) > ..., 1a subsecuencia de los valores de
la funcién objetivo para los puntos cuasiestacionarios serd estrictamente decreciente, por lo que no se
repetird ningtin conjunto cuasiestacionario. Como el problema solo tiene un niimero finito de conjuntos
cuasiestacionarios, el algoritmo debe terminar en un nimero finito de pasos.

Queda por considerar el caso de un punto cuasiestacionario X; para el que o; = 0. No se presenta la
demostracion en el caso de la degeneracion porque resulta mas elaborada y compleja, pero utilizando la
regla de elegir el menor indice k y / en los pasos 1.2 y 2, respectivamente, se garantiza la no repeticién
de puntos cuasiestacionarios y por tanto la convergencia en un nimero finito de iteraciones. Se puede
consultar la demostracién completa en el libro [1, pdg. 154-157]. O
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