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A. Sobre la definicidén del objeto matematico a ensefar

Al. Nombra el objeto matematico a ensefiar. Indica el curso y asignatura en la que
sittas el objeto matematico.

En este trabajo trataremos el tema de la probabilidad en la asignatura de Matematicas

Aplicadas a las Ciencias Sociales I, de segundo de bachillerato.
A2. Marco tedrico de la didactica de la probabilidad en bachillerato.

Vamos a ver cudl es el marco tedrico de la ensefianza de la probabilidad en bachillerato
y se utilizara esto como base para elegir los campos de problemas, las técnicas y las

tecnologias que se veran a lo largo de esta unidad.

Hay investigaciones que afirman que es recomendable el uso de paradojas sencillas en las
clases para plantear situaciones motivadoras en el aula (Batanero, Contreras, Cafiadas y
Gea, 2012). En el caso de la probabilidad no es en absoluto dificil encontrar problemas
cuyos resultados sean antiintuitivos, ya que hay muchos problemas clasicos de ese estilo,
como el problema de Monty Hall, la paradoja de la caja de Bertrand o la paradoja del
cumpleafios, entre otros. Por tanto, se tratara de introducir en clase paradojas de este estilo

para generar interés en el alumnado.

Borovcnik (2012) afirma que, desde un punto de vista filosofico, la gente piensa en la
probabilidad desde diferentes perspectivas. Por un lado, estan los objetivistas, que piensan
en la probabilidad como una propiedad inherente al objeto matematico que se esté
analizando. Por otro lado, estan los subjetivistas, que piensan en la probabilidad como en

el grado de credibilidad que se tiene de que suceda un suceso concreto.

La interpretacion objetivista toma como mas acertado para calcular la probabilidad de un
suceso el analisis frecuencial de la probabilidad, ya que la probabilidad de un suceso se
obtiene de los datos obtenidos directamente de la experimentacion, no de una idea
predeterminada. La interpretacion subjetivista, en cambio, toma como mas acertado para
calcular la probabilidad de un suceso la regla de Laplace, ya que es lo que es esperable
que suceda desde un punto de vista logico y, ademas, permite calcular la probabilidad de

sucesos en los que no es posible realizar maltiples intentos.

Carranza y Kuzniak (2008) afirman que en los libros de texto franceses la probabilidad,
de forma teorica, se analiza exclusivamente desde la perspectiva objetivista, pero en los

ejercicios, se exige al alumnado gue manejen conceptos relacionados con la perspectiva



subjetivista. Esto provoca una contradiccion en la ensefianza de la probabilidad que puede

llevar a que el alumnado tenga dificultades asimilando los contenidos.

Por tanto, se tratara de introducir en la clase estos dos aspectos de la probabilidad, tanto
el objetivista como el subjetivista, y se intentard que los alumnos entiendan la relacién

entre los dos enfoques.

Sanchez y Valdez (2016) analizan cémo relacionan los alumnos de 17-18 afios los
enfoques clésico y frecuencial de la probabilidad. En lo que se refiere a como aunan los
alumnos los distintos enfoques de la probabilidad, clasifica a los alumnos en tres niveles
de razonamiento, pero considera que hay un cuarto nivel de razonamiento mas avanzado

que los alumnos no alcanzan.

Hace un cuestionario en el que se dice que hay dos urnas con bolas blancas y negras. En
la primera de las urnas hay tres bolas y en la segunda hay seis bolas, pero no se sabe
cuantas de cada color. Sacando una bola en mil ocasiones de la primera urna, ha salido
una bola negra en 676 ocasiones, mientras que, haciendo lo mismo en la segunda urna,
ha salido una bola negra en 656 ocasiones. Se pide a los alumnos que calculen la
probabilidad de obtener una bola negra en la siguiente extraccion en cada una de las urnas.
También se les pide que escojan la urna en la que creen que hay mayor probabilidad de

extraer una bola negra.

Los alumnos se pueden separar en los que calculan la probabilidad utilizando
exclusivamente los datos de las frecuencias obtenidas y los alumnos que en base a las
frecuencias obtenidas hacen un modelo clésico del problema. Sin embargo, no hay ningln
estudiante que diga que la probabilidad de obtener una bola negra en la siguiente

extraccion es la misma en las dos urnas.

En sus conclusiones, afirma que, en este tipo de preguntas, ninguno de los alumnos es
capaz de ver que, una vez realizado el modelo clasico del problema, se pueden ignorar
los resultados frecuenciales del problema para hacer predicciones. Tambien afirma que
en la ensefianza de la probabilidad se suelen enfatizar los procedimientos matematicos
para obtener probabilidades numéricas, pero que, si se hacen preguntas diferentes a hacer
exclusivamente célculos de probabilidades, los alumnos podran hacerse a una mejor idea

de las nociones que hay tras la probabilidad.

Puede ser interesante realizar este ejercicio con los alumnos, no solo porque se tratan

muchos de los contenidos de la probabilidad presentes en el curriculo, sino también
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porque puede servir para que, una vez hecha una puesta en comun, los alumnos asimilen

las relaciones entre los enfoques objetivistas y subjetivistas de la probabilidad.

Ademaés, también es interesante la conclusion de que el hecho de hacer solamente
preguntas en las que hay que obtener las probabilidades de varios sucesos provoca un
aprendizaje mecanico y no significativo, por lo que se intentara que los alumnos hagan

ejercicios en los que tengan que pensar acerca de la probabilidad y de los resultados.

Para tratar de mejorar la ensefianza que se realiza de la probabilidad en general, y de la
probabilidad condicionada en particular, Gomez (2000) propone ampliar el uso de los
diagramas de arbol. Considera que los diagramas de arbol son un recurso infrautilizado,
mas teniendo en cuenta la cantidad de aplicaciones que tiene. Su propuesta es utilizar este
recurso para resolver problemas que se puedan resolver a través del teorema de la
probabilidad total o del teorema de Bayes, siempre que no sean problemas excesivamente

extensos.

Esto, por un lado, permite que los alumnos puedan ver una resolucion mas intuitiva de
los problemas de probabilidad y, por otro lado, permite depender menos de los conceptos

de combinatoria que a menudo se introducen en el tema previo a la probabilidad.

En base a este estudio, parece apropiado que se ensefie al alumnado a utilizar los

diagramas de &rbol adecuadamente en diversos problemas.

Ademaés, veremos mas adelante que en el libro de texto de Oxford no se ensefian las tablas
de contingencia, siendo este un recurso gque, en mi opinion, puede ser muy util para

resolver ciertos ejercicios. Por tanto, también se ensefiara esta técnica en el aula.



B. Sobre el estado de la ensefanza-aprendizaje del objeto matematico

Bl. ¢Cémo se justifica habitualmente la introduccion escolar del objeto

matematico?

A continuacion, voy a analizar los libros de texto de Matematicas Orientadas a las
Ciencias Sociales para segundo de bachillerato de Anaya, Oxford y Santillana (ver
referencias detalladas en el apartado de Bibliografia), que son tres libros de texto que se
emplean mucho en los institutos actualmente. A través de su analisis, podremos deducir
cual es el tipo de ensefianza habitual de la probabilidad. En concreto, voy a ver cuales son
los campos de problemas que aparecen, qué técnicas se explican y qué tecnologias se

utilizan para justificar las técnicas.

Observando los libros de texto de Matematicas de Anaya para primero y segundo de la
ESO, el de Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Académicas de tercero de la ESO,
los de Matematicas Orientadas a las Ciencias Sociales de primero y segundo de
bachillerato y el de Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Académicas de segundo de
bachillerato (ver referencias detalladas en el apartado de Bibliografia), se ve que en todos
estos libros se introduce la probabilidad a traves de juegos de azar. En el libro de
Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Académicas de primero de bachillerato no se
trata la probabilidad. En todos estos libros de texto, excepto en el de Matemaéticas
Orientadas a las Ciencias Sociales de primero de bachillerato se introduce significado

clasico de la probabilidad antes que el significado frecuencial.

En el libro de texto de Anaya correspondiente a esta asignatura, el tema de la probabilidad
se introduce junto a su razon de ser histdrica, es decir, para resolver juegos de azar, pero
no se enuncia ningin problema concreto. En ese sentido, se trata de que la introduccion

del tema sea motivadora, aunque podria serlo mas.

En el libro de texto de Oxford, el tema de la probabilidad se introduce a través de un
problema propuesto por el Caballero de la Méré a Blaise Pascal, en el que se pregunta
cuantas veces se deben tirar dos dados para apostar con cierta certeza que saldran dos
seises en alguna de las tiradas. En la introduccion se dice que al final de la unidad se podra

resolver este problema, por lo que esta introduccién si que es motivadora.

En el libro de texto de Santillana, el tema de la probabilidad se introduce a través de un

problema derivado de un fragmento de un libro de Dostoievski que esta relacionado con



los juegos de azar y, por tanto, contextualizado en la vida cotidiana. Por tanto, se puede

considerar que la introduccion del tema es motivadora.

Estudiando el libro ‘“Materiales para construir las matematicas en la E.S.O.: Guia
Didactica” (Berenguer y Pérez, 2001, 355-371), que esta dirigido a profesores, también

se introduce el tema a través de los juegos de azar.

Por tanto, podemos deducir que la forma mas habitual de introducir el tema de la
probabilidad es a través de los juegos de azar.

B2. ; Qué campos de problemas, técnicas y tecnologias se ensefian habitualmente?

Para empezar, vamos a ver qué contenidos se deben impartir acerca de la probabilidad
segun la LOMCE a nivel estatal y a nivel autondmico. Se puede ver que en esta asignatura
los contenidos fijados por la ley estatal y la aragonesa son exactamente los mismos.

- Profundizacion en la Teoria de la Probabilidad. Axiomatica de Kolmogorov.
Asignacion de probabilidades a sucesos mediante la regla de Laplace y a partir de
su frecuencia relativa.

- Experimentos simples y compuestos. Probabilidad condicionada. Dependencia e
independencia de sucesos.

- Teoremas de la probabilidad total y de Bayes. Probabilidades iniciales y finales y

verosimilitud de un suceso.

Estos son los contenidos relacionados con la probabilidad, tanto en el Real Decreto
1105/2014, de 26 de diciembre como en la Orden ECD/494/2016, de 26 de mayo.

Anaya:

Es interesante ver que los temas dedicados a la probabilidad en este libro de texto y en el
libro de texto de Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Académicas del mismo curso

son idénticos.

1- Se definen los experimentos aleatorios, los sucesos aleatorios y el espacio
muestral mediante el lenguaje ordinario. El problema que aparece en esta parte
consiste en un problema de dados en el que hay que calcular el espacio muestral
y algunos sucesos elementales.

Se definen también las operaciones y relaciones entre sucesos (unién, interseccion
y diferencia de sucesos, sucesos complementarios y sucesos incompatibles), tanto

con el lenguaje ordinario como con notacion matematica. Se definen las leyes de



De Morgan a través del lenguaje matematico y se justifican mas adelante en la
resolucion de un ejercicio. Los problemas de esta parte son problemas con dados
en los que hay que calcular la union e interseccion de varios sucesos.

Se introduce la definicion de la probabilidad frecuencial y la ley de los grandes
numeros. La ley de los grandes nimeros se justifica a través de un ejemplo con
lanzamientos de dados y mediante el razonamiento en una explicacion con texto.
En esta parte, hay un ejercicio de verdadero o falso en el que hay que interpretar
la ley de los grandes numeros.

Se introduce la definicién axiomatica de la probabilidad y ciertas propiedades,
todo esto a través del lenguaje matematico y sin ninguna justificacion. En esta
parte, hay ejercicios en los que hay que calcular la probabilidad de ciertos sucesos
formales sin contextualizar.

Se introduce la Ley de Laplace, justificandola a traves de una de las propiedades
vistas en el apartado anterior. Se aclara que esta ley no se puede aplicar en
cualquier caso, ya que es necesario que estemos tratando con sucesos
equiprobables. En este apartado, hay ejercicios en los que hay que calcular la
probabilidad de ciertos sucesos, en algunos casos utilizando la ley de los grandes
nameros y en otros aplicando la Ley de Laplace.

Se introduce la probabilidad condicionada a través de un ejemplo en el que se
extraen bolas numeradas y coloreadas de una bolsa. Después de explicar el
ejemplo, se introducen las formulas de la probabilidad condicionada con notacion
matematica. Se definen los sucesos independientes primero a través del lenguaje
ordinario y después a través del lenguaje matematico. Después se explica como
calcular las probabilidades condicionadas a través de las tablas de contingencia.
El problema que aparece en este apartado tiene un contexto en el que hay que
extraer bolas numeradas y coloreadas de una urna. Hay que resolverlo haciendo
una tabla de contingencia y se pide que se calculen la probabilidad de ciertos
sucesos y que se compruebe se ciertos sucesos son independientes.

Se definen las pruebas compuestas dependientes e independientes a través del
lenguaje ordinario y después se definen con notacion matematica. Se utilizan
diagramas de arbol para ilustrar a través de dos ejemplos de qué manera se puede
ver si dos sucesos son independientes 0 no. En este apartado hay problemas de
verdadero o falso en la que se pide que se identifique si ciertos sucesos

compuestos son dependientes o no, hay problemas de lanzamientos de dados en
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las que se pide calcular las probabilidades de algunos sucesos y hay problemas de
extraccion de bolas de una urna y se piden calcular las probabilidades de ciertos
sucesos.

Se introduce el teorema de la probabilidad total. En primer lugar, se introduce a
través de un ejemplo visto previamente. En segundo lugar, se institucionaliza y se
escribe a través del lenguaje matematico. En tercer lugar, se hace la demostracion
formal del teorema. En cuarto y ultimo lugar, se ilustra como se relaciona el
teorema de la probabilidad total con los diagramas de arbol y como se pueden
utilizar estos para resolver problemas en los que haya que utilizar este teorema.
Ademaés, hay dos ejercicios resueltos en los que se muestra claramente cdmo se
deben utilizar los diagramas de arbol. En este apartado, hay problemas en los que
se extraen bolas de una urna. En un ejercicio se hacen preguntas de verdadero o
falso y en otro se pide calcular la probabilidad de varios sucesos.

Se introduce la formula de Bayes como modo de calcular probabilidades a
posteriori. Se introduce la formula de forma intuitiva al principio y, después, se
demuestra formalmente. Se introduce el interés de esta formula a través de una
aplicacion practica con un ejemplo de telefonos moviles y averias. También se
explica que en la practica es muy util hacer un diagrama de arbol para seguir el
proceso y se muestra cdmo hacerlo a través de dos ejercicios resueltos. En este
apartado, hay un ejercicio de verdadero o falso relacionado con el ejemplo de los
moviles, pero realmente se resuelve calculando probabilidades. El otro ejercicio

es de extraer bolas de una urna y calcular las probabilidades de ciertos sucesos.

Oxford:

1-

Se definen los sucesos aleatorios, el espacio muestral y el espacio de sucesos. En
esta parte, el campo de los problemas que aparecen es calcular el espacio muestral
de ciertos sucesos aleatorios. Para hacer estos problemas se utilizan técnicas de
conteo, que en algun caso estan justificadas a través de diagramas de arbol. No
hay problemas en los que haya que ver ningin espacio de sucesos.

Se definen las uniones e intersecciones de sucesos y se introduce la notacion de
estas operaciones. También se introduce la notacién de los sucesos contrarios. Se
enuncian las leyes de De Morgan y se justifican a través de los diagramas de Venn.
En este apartado hay dos campos de problemas. Por un lado, estan los problemas

de calcular uniones e intersecciones de sucesos teoricos, solamente desde un punto



de vista formal y, por otro lado, hay problemas en los que se deben modelar con
notacién de probabilidad problemas de la vida cotidiana y se pide obtener
resultados contextualizados en el problema.

Se define la probabilidad desde un punto de vista frecuencial, clasico y
axiomatico. Se explica que la frecuencia relativa de un suceso tiende a
estabilizarse a medida que aumenta el nimero de veces que se realiza un
experimento y se justifica a traves de un experimento concreto. La definicidn
clasica se justifica a través de la intuicion. La definicién axiomatica no se justifica
de ninguna manera, simplemente se enuncian los axiomas de Kolmogorov, pero
sin dar su nombre. En este apartado, hay dos campos de problemas. Por un lado,
estan los problemas en los que hay que calcular las probabilidades de ciertos
sucesos a través del enfoque clasico de la probabilidad y, por otro lado, estan los
problemas en los que se deben calcular ciertas probabilidades utilizando los
axiomas de Kolmogorov. No hay ningun problema relacionado con el enfoque
frecuencial de la probabilidad.

Se define la probabilidad condicionada y se introduce su notacion. Se introduce
la formula de la probabilidad condicionada y se justifica viendo que esa formula
da los resultados esperados en dos problemas resueltos previamente. También se
introduce la ley de las probabilidades compuestas, pero solo para la interseccion
de tres sucesos en vez de para una cantidad general de sucesos. Esta ley se justifica
a través de una demostracion formal. EI campo de los problemas que aparecen
con estos contenidos son problemas enmarcados en la vida cotidiana que se
resuelven directamente aplicando las férmulas vistas en este apartado.

Se define la independencia de sucesos a través del lenguaje ordinario y a través
del lenguaje matematico. EI campo de problemas que aparecen en este apartado
es de problemas contextualizados en la vida real en los que hay que calcular ciertas
probabilidades y para hacer los calculos es necesario utilizar la independencia de
sucesos, aungue no se dice explicitamente en el enunciado. Solo hay un problema
en el que se pida decir si dos sucesos son independientes y, ademas, es el Unico
problema sin contextualizar.

Se explica la formula de la probabilidad total. Se justifica a través de su uso en un
problema concreto y, ademas, se justifica a través del uso de un diagrama de arbol.
Los problemas que aparecen en este apartado estan contextualizados en la vida

real y piden calcular las probabilidades de ciertos sucesos.
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7-

Se explica el teorema de Bayes y se justifica a través de la formula de la
probabilidad condicionada. Hay problemas contextualizados en la vida real en los
que hay que calcular ciertas probabilidades utilizando el teorema de Bayes. Hay
dos ejercicios resueltos y, en ellos, se utilizan diagramas de arbol para tratar de

comprender el uso que se hace del teorema de Bayes.

En este libro de texto, hay que destacar que en ninguno de estos apartados se explica

coémo se usan las tablas de contingencia. Sin embargo, hay ejercicios resueltos tras las

explicaciones de los contenidos que se resuelven utilizando estas tablas. En mi opinion,

si se considera que las tablas de contingencia son una herramienta Util para resolver

problemas de probabilidad, habria que introducirlas antes junto a algun otro contenido.

Santillana:

1-

Se explican diferentes métodos de conteo para calcular el niUmero de posibles
resultados que se pueden obtener en un experimento aleatorio. Se explican las
variaciones, permutaciones y combinaciones, y cuales son las diferencias entre
ellas. En este apartado, aparecen ejercicios contextualizados en la vida real en los
que se pide que se cuenten todos los posibles resultados de ciertas situaciones.
Se define el espacio muestral de un experimento, los sucesos elementales y los
sucesos compuestos, y se muestran a través de un ejemplo. También se definen
los sucesos compatibles e incompatibles, ademas de los sucesos imposibles y
también se muestran a través de otro ejemplo. En este apartado, hay ejercicios en
los que hay que determinar el espacio muestral o algunos sucesos de una
extraccion de una carta de una baraja o de una extraccion de una bola de una urna.
Se introducen las operaciones con sucesos. Se explica a través del lenguaje
ordinario queé son la unién e interseccion de dos sucesos, se introduce la notacion
matematica y se muestran a través de un ejemplo. También se explica qué son los
sucesos complementarios y la diferencia de sucesos, y se muestra qué son a través
de un ejemplo. Se enuncian las leyes de De Morgan, pero no se justifican. En este
apartado, hay ejercicios en los que hay que calcular uniones, intersecciones y
complementarios de ciertos sucesos, en problemas de extracciones de cartas de
una baraja y de extracciones de bolas de una urna.

Se introduce la nocion de probabilidad. Se introduce una interpretacion intuitiva
de su significado, explicando que cuanto mas cercana al uno sea una probabilidad

de un suceso, tendremos una mayor confianza en que pueda suceder ese suceso.
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Después, se explica mediante el lenguaje ordinario la ley de los grandes nimeros
y se muestra cdmo funciona a través de un ejemplo, pero tampoco se justifica
porqué funciona. En este apartado, los ejercicios que aparecen no piden calcular
probabilidades, sino que fomentan que los alumnos reflexionen acerca del
significado de la probabilidad frecuencial a través de ejemplos contextualizados.
Se introduce la Regla de Laplace explicando que se debe utilizar cuando los
sucesos que pueden suceder son equiprobables. Después, se ponen dos ejemplos
de como debe utilizarse esta regla para resolver problemas. En este apartado, hay
ejercicios en los que se pide calcular las probabilidades de ciertos sucesos en
juegos de azar.

Se explican ciertas propiedades de las probabilidades, entre los que se incluyen
los axiomas de Kolmogorov. Se muestra el funcionamiento de estas propiedades
a través de un ejemplo. En este apartado, los ejercicios piden que se calculen las
probabilidades de ciertos sucesos, con la particularidad de que los experimentos
sobre los que se pide obtener un resultado son compuestos, por lo que obtener el
resultado correcto requiere de cierta reflexion.

Se definen los experimentos compuestos. Despues, se introducen los diagramas
de &rbol y las tablas de contingencia, cada uno de ellos a través de un ejemplo. En
este apartado, hay ejercicios en los que se piden determinar el espacio muestral de
experimentos en juegos de azar compuestos, dirigidos a que se resuelvan
utilizando diagramas de arbol. También hay un ejercicio contextualizado en la
vida real en la que hay que calcular la probabilidad de un suceso, dirigido de forma
que se utilice una tabla de contingencia.

Se define la probabilidad condicionada a través del lenguaje ordinario y se
establece la notacion matematica. Se muestra como realizar los célculos a través
de un ejemplo. En este apartado, hay ejercicios en los que hay que calcular la
probabilidad de un suceso determinado en problemas contextualizados.

Se introduce la regla del producto a través del lenguaje matematico y se justifica
su uso a través de un ejemplo. Aqui hay ejercicios en los que se pide calcular la
probabilidad de ciertos sucesos en problemas contextualizados en la vida
cotidiana.

Se definen los sucesos independientes de forma intuitiva y de forma matematica.
Se muestra a través de un ejemplo como se puede saber si dos sucesos son

independientes o0 no. En esta parte, hay ejercicios contextualizados en juegos de
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azar en los que hay que calcular la probabilidad de ciertos sucesos, que a veces
son dependientes y otras veces no.

9- Se enuncia el teorema de la probabilidad total desde un lenguaje matematico y se
muestra su funcionamiento a través de dos ejemplos. En este apartado, los
ejercicios piden calcular las probabilidades de ciertos sucesos en problemas
contextualizados.

10- Se enuncia el teorema de Bayes de una manera puramente matematica y no se
justifica de ninguna manera. Se muestra como se utiliza el teorema a través de un
ejemplo. En este apartado hay problemas en los que hay que calcular la

probabilidad de ciertos sucesos a posteriori en problemas contextualizados.

En ninguno de los tres libros de texto se presentan situaciones, problemas o
argumentaciones paraddjicas. Es de esperar, por tanto, que en la ensefianza habitual de la
probabilidad no se empleen las paradojas, a pesar de su utilidad en la ensefianza de este

tema.

Ahora vamos a ver cdmo son los problemas de probabilidad que han aparecido en
selectividad los ultimos cinco afios en Aragon, ya que estos problemas condicionan lo

que los docentes ensefian.

En los diez examenes que se han hecho en estos cursos (de 2016 a 2020), en todos ellos
ha aparecido al menos un problema de probabilidad contextualizado en la vida real. En
los examenes de convocatoria ordinaria de 2017 y de convocatoria extraordinaria de 2018
aparece también como apartado de un problema de estadistica un ejercicio de

probabilidad similar a los problemas mencionados previamente.

Ademas, en el examen de convocatoria extraordinaria de 2017 y en el examen de
convocatoria ordinaria de 2018 aparece también como apartado de un ejercicio de
estadistica el calculo de algunas probabilidades de manera formal y sin ningln contexto

gue no sea puramente matematico.

De los catorce ejercicios y problemas presentes en estos examenes, en ocho de ellos solo
se trata el significado laplaciano de la probabilidad, en dos de ellos se trata la relacion
entre el significado frecuencial y el significado laplaciano de la probabilidad. En los otros
cuatro, no se trata ninguno de estos significados de la probabilidad. Dos de los problemas
en los que no se trabaja ninguno de estos significados tienen un contexto poco realista.

En uno de ellos se dice que “la probabilidad de que apruebe el examen de Fisica es de

12



0,8”. Sin embargo, esta probabilidad no viene determinada por un experimento que se

haya repetido ni por la ley de Laplace.

En cuanto a las técnicas que se tienen que utilizar en estos problemas, solo hay un
problema en el que haya que utilizar el teorema de la probabilidad total (ordinario de
2020) y se puede resolver sin utilizarlo mediante técnicas de conteo sencillas. De forma
similar, el teorema de Bayes solo se utiliza en dos de los problemas (examenes ordinarios
de 2019 y de 2020). El resto de los ejercicios y problemas se pueden resolver mediante
técnicas mas sencillas de conteo, utilizando el significado de la probabilidad de los
axiomas de Kolmogorov, comprobando la independencia de sucesos, utilizando la
férmula de la probabilidad condicionada y utilizando las operaciones basicas entre

SUCESOS.
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C. Sobre los conocimientos previos del alumno

C1. ¢ Qué conocimientos previos necesita el alumno para afrontar el aprendizaje del

objeto matematico?

En (Anggara, Priatna y Juandi, 2018), se dice que a pesar de que la probabilidad es un
concepto matematico que deberia ser bien conocido por los estudiantes, ya que es una
base para aprender otros conceptos matematicos mas avanzados, los estudiantes a menudo

encuentran dificultades para comprender este objeto matematico.

Ademas, segun algunos profesores con los que he podido hablar, hay muchos alumnos
que no ven apenas contenidos de probabilidad en la educacion secundaria hasta llegar a
bachillerato, a pesar de que son parte de los curriculos oficiales de las asignaturas de

matematicas.

Por tanto, no se supondrd que los alumnos tienen unos conocimientos amplios de la
probabilidad. Se les pedira, sencillamente, que conozcan algunas técnicas béasicas de
conteo y de combinatoria. También se espera que el alumnado tenga unas nociones
intuitivas de la regla de Laplace, de la ley de los grandes nimeros y de la independencia

de sucesos, aungue no sean capaces de expresarlos con lenguaje matematico.

C2. La enseflanza anterior, ¢ha propiciado que el alumno adquiera esos

conocimientos previos?

Por el curriculum aragonés de la asignatura de Matematicas Orientadas a las Ensefianzas
Aplicadas de cuarto de la ESO, se deberia suponer que los alumnos saben calcular las
frecuencias absolutas y relativas de ciertos sucesos. Sin embargo, es muy posible que el
alumnado no recuerde cdmo hacerlo, por lo que solamente se supondrd que tienen
nociones de como hacerlo y que una vez que se les recuerde seran capaces de calcular las

frecuencias absolutas y relativas.

Como hemos dicho previamente, Anggara et al. (2018) afirman que la probabilidad es un
area de las matematicas en la que el alumnado suele toparse con dificultades y a menudo
no comprenden bien el significado de este objeto matematico. Es decir, lo mas probable

es que el alumnado no haya tenido un aprendizaje significativo.

C3. ¢ Mediante qué actividades vas a tratar de asegurar que los alumnos posean esos

conocimientos previos?
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Para comprobar que los alumnos posean estos conocimientos previos, se les observara
mientras realizan los problemas méas bésicos de cada uno de los apartados para ver si son

capaces de resolverlos.

Como solamente se va a dar por hecho que tienen nociones intuitivas de la regla de
Laplace, la ley de los grandes nimeros y la independencia de sucesos, no deberia ser
necesario comprobar si conocen ciertas férmulas o teoremas relacionados con estos

contenidos, ya que las férmulas y teoremas que necesiten las explicaria el profesor.

Ademas, seria en cada uno de los contenidos cuando se observaria el nivel de

conocimiento y comprension que tienen los alumnos acerca de cada uno de ellos.
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D. Sobre las razones de ser del objeto matematico

D1. (Cudl es la razon o razones de ser que vas a tener en cuenta en la introduccién

escolar del objeto matemaético?

La razon de ser principal que se utilizara para introducir la probabilidad sera su utilidad
en los juegos de azar, ya que puede servir para introducir el tema a traves de situaciones
que el alumnado puede reconocer facilmente a la vez que le encuentran una utilidad de
uso cotidiano desde la propia introduccion del objeto. Para introducir esta razon de ser,

se utilizara el problema de Monty Hall.

Otra razdn de ser que utilizaré en la clase sera la utilidad de la probabilidad para hacer
predicciones utilizando su aspecto frecuencial. A través de la observacion de los
resultados de un experimento que se ha realizado en multiples ocasiones, se puede hacer
una prediccion de cudl seré el resultado mas probable si el experimento se realiza en méas
ocasiones gracias a la ley de los grandes numeros. Para introducir esta razon de ser, se
utilizara un problema en el que se pedira al alumnado que razone si una moneda esta

trucada observando cuantas veces ha salido cara o cruz en varios lanzamientos.
D2. ¢ Coinciden con las razones de ser histdricas que dieron origen al objeto?

Las primeras teorias probabilisticas tienen su origen en la correspondencia gque tuvieron
Blaise Pascal y Pierre de Fermat en la que trataban de resolver problemas de juegos de
azar (Gutiérrez, 2007, 7-20). Por tanto, la razén de ser historica que dio origen a la
probabilidad coincide con una de las razones de ser que emplearé para introducir el objeto

matematico.

D3. Disefla uno o varios problemas que se constituyan en razones de ser de los
distintos aspectos del objeto matematico a ensefar.

A lo largo de la unidad, quiero que se muestren con claridad las dos razones de ser de la
probabilidad mencionadas anteriormente. Para eso, durante la unidad a menudo se
presentaran problemas que estén relacionados con alguna de las razones de ser de la
probabilidad y, en ocasiones, habra problemas en los que estén presentes las dos razones

de ser de la probabilidad.
Resolucién de problemas surgidos de los juegos de azar:
Estos problemas seran los que serviran para introducir el tema de la probabilidad y con

ellos se pueden introducir el significado clasico y el significado frecuencial de la
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probabilidad. Ademas, con estos problemas podran ver que hay veces en las que no todos

los sucesos son equiprobables.

A través de estos problemas se pueden introducir muchos de los contenidos del bloque de
probabilidad que aparecen en el curriculum aragonés, incluyendo la regla de Laplace, la

ley de los grandes nimeros y la probabilidad condicionada.
Problema 1:

Se lanzan dos dados con nameros del 1 al 6 en cada una de las caras, en las que cada uno

de los numeros tiene la misma probabilidad de salir.

a) Paratodos los numeros del 1 al 12, calcula cual es la probabilidad de que la suma
de los dos dados sea ese numero.

b) Si la suma de los dados es 8, ¢cudl es la probabilidad de que haya salido un 4 en
alguno de los dados?

¢) Hemos lanzado los dados 5 veces y en ninguna de las veces la suma de los dados
ha sido 7. ;Crees que en el siguiente lanzamiento la suma de los dados sera 7?

¢Porqué?
Problema 2:

Tenemos una moneda y la hemos lanzado 1000 veces. Nos ha salido cara en 622

0casiones.
a) Calcula con qué frecuencia relativa hemos obtenido cara y cruz.
b) ¢Dirias que la moneda esta trucada? ¢Porqué?

c) Haz una aproximacion de cual es la probabilidad de obtener cruz en un

lanzamiento con esta moneda.
Problema 3 (Monty Hall):

En un concurso de la tele, a un concursante se le ponen delante tres puertas, y se le dice
que detras de una de ellas hay un coche, mientras que detras de las otras dos hay una
cabra. Se le pide al concursante que elija la puerta que crea que tiene detras el coche. Una
vez el concursante ha elegido su puerta, el presentador abrird una de las puertas que no
ha elegido el concursante, una puerta que detras tiene una cabra. Una vez hecho eso, el
presentador le da al concursante la opcién de cambiar la puerta que ha elegido. ¢Le

conviene al concursante cambiar de puerta? Justifica tu respuesta.
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Resolucidn de problemas de prediccion:

En estos problemas, se presentan los resultados de un experimento realizado en multiples
ocasiones. Se pide a los alumnos que predigan qué ocurrird en caso de que los
experimentos se repitan en las mismas condiciones en un futuro o que extraigan

conclusiones basandose en los datos del experimento.

Estos problemas pueden ser Utiles para que comprendan el significado frecuencial de la
probabilidad. Ademas, a través de estos problemas se puede tratar de detectar sesgos que
tengan los alumnos a la hora de interpretar probabilidades frecuenciales, ya que, segun
Romero, Batanero y Ortiz (1996), es muy comun que los alumnos de bachillerato no

interpreten correctamente la probabilidad frecuencial.

Problema 4:

Se han lanzado 100 chinchetas y de ellas 68 han caido con la punta hacia arriba.

Si lanzamos otra vez 100 chinchetas, ¢cuantas crees que caeran con la punta hacia arriba?

Si lanzamos una sola chincheta, ¢cudl dirias que es la probabilidad de que caiga con la

punta hacia arriba?
Problema 5:

Una jugadora de baloncesto ha tirado 150 tiros libres esta temporada y ha marcado 130
de esos tiros. Un partido en el que juega esta baloncestista va a acabar y su equipo va
perdiendo por un punto, pero ella tiene dos tiros libres. Si marca los dos tiros ganara el

partido, si marca s6lo uno jugaran una prorroga y si falla los dos tiros perdera el partido.
a) ¢Como crees que acabara el partido?
b) ¢Es posible que esta jugadora no marque ninguno de los dos tiros?

D4. Indica la metodologia a seguir en su implementacion en el aula.

Es bastante probable que los alumnos sean capaces de resolver adecuadamente los

problemas 1, 2 y 4, aunque sea sin utilizar un lenguaje matematico adecuado.

Estos problemas los vamos a utilizar para introducir las diferentes razones de ser de la
probabilidad, de modo que se les pasaran estos problemas a los alumnos antes de que

conozcan la teoria suficiente para resolver los problemas.
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Los problemas 1y 2 se realizaran en la introduccion del tema, los problemas 4 y 5 se
harén antes de enunciar la ley de los grandes nimeros y el problema 3 se realizaré antes

de impartir la probabilidad condicional.

Estos problemas pueden servir a modo de evaluacion del alumnado y se vera cuéles
pueden ser las ideas preconcebidas de los alumnos acerca de la probabilidad. También es
posible que estos problemas, especialmente los problemas 3 y 5, puedan servir para

motivar al alumnado.

De todas formas, una vez que los alumnos hayan conocido la teoria correspondiente a
cada uno de los problemas, los repetiran para afianzar los contenidos y para que puedan

ver la mejoria que han tenido.
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E. Sobre el campo de problemas

E1. Disefa los distintos tipos de problemas que vas a presentar en el aula.

En cuanto al campo de problemas, vamos a disefiar varios problemas que estén en
distintos campos de problemas. Durante la implementacion de la unidad en el aula, se
escogeran los campos de problemas en funcion de lo que se pretenda hacer en cada

momento.

CP1: Se emplearan en el desarrollo de la unidad problemas paradédjicos cuyas respuestas
sean antiintuitivas. Estos problemas serviran, por un lado, para motivar al alumnado vy,
por otro lado, para introducir conceptos como la probabilidad condicionada o el teorema
de Bayes. Por tanto, estos problemas se introducirian justo antes de explicar las técnicas

necesarias para su resolucion.

Un ejemplo de este tipo de problemas es el problema de Monty Hall ya mencionado

anteriormente.
Otro ejemplo es la paradoja de la caja de Bertrand, y se enunciaria asi:

Tenemos tres cajas en las que no podemos ver el interior. Las tres cajas tienen dos
monedas en su interior. La primera caja tiene dos monedas de oro, la segunda una de oro
y otra de plata, y la tercera dos monedas de plata. Si extraemos una moneda de una caja
aleatoria y sacamos una moneda de oro, ¢qué probabilidad hay de que hayamos sacado la

moneda de la primera caja?

CP2: Problemas en los que se intentara que el alumnado tenga que hacer una reflexion
acerca del significado de la probabilidad. Aunque a veces pueda ser una reflexion
superficial, creo conveniente que los alumnos se acostumbren a pensar en el significado

y la interpretacion de los resultados.

Un problema de este tipo es el problema de la baloncestista que se ha mencionado
previamente, en el que los significados de los resultados son facilmente interpretables

debido al contexto del problema.

Otro problema diferente que no tuviese que ver con la probabilidad frecuencial y que se

propondria al principio de la unidad seria el siguiente (Problema 6):

Lanzamos dos dados numerados del 1 al 6 y en cada dado todos los nimeros tienen la

misma probabilidad de salir. La suma de los dos nimeros que aparezcan en los dados
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puede ir del 2 al 12. ;Crees que todos los nimeros del 2 al 12 tienen la misma probabilidad

de ser la suma de los nimeros de los dos dados?

El objetivo de este problema seria que se diesen cuenta a través de un ejemplo de que la

regla de Laplace solo se puede aplicar cuando los sucesos posibles son equiprobables.

CP3: Problemas mecanicos en los que se pediria a los alumnos calcular la probabilidad
de ciertos sucesos. Estos problemas pueden estar contextualizados, o bien en juegos de
azar, o bien en contextos de seleccidn. Estos problemas se utilizarian como método para

afianzar las técnicas previamente vistas.

Un ejemplo de problemas de este tipo que podria ser una continuacién del ultimo

problema expuesto seria el siguiente:

Se lanzan dos dados con numeros del 1 al 6 en cada una de las caras, en las que cada
uno de los nimeros tiene la misma probabilidad de salir. Para todos los numeros del 1 al

12, calcula cual es la probabilidad de que la suma de los dos dados sea ese nimero.

Esto es parte del Problema 1 del apartado de las razones de ser de la probabilidad. En ese
apartado, el problema completo tiene una parte relacionada con este tipo de preguntas que
se resuelven de forma mecéanica y se amplia con preguntas que hacer reflexionar al

alumnado acerca de ciertos aspectos de la probabilidad.

Otro ejemplo de problemas de este tipo, pero poniendo ahora un ejemplo de problemas
de seleccion es el siguiente (Problema 7):

En un curso de un instituto hay 80 estudiantes. De esos estudiantes, 48 estudian inglés,
20 estudian francés y 16 estudian los dos idiomas. Se selecciona a uno de los estudiantes

aleatoriamente.
a) ¢Qué probabilidad hay de que no estudie ninguno de los idiomas?
b) Sabiendo que no estudia inglés, ;cual es la probabilidad de que estudie francés?

c) Si tenemos los sucesos “el estudiante estudia inglés” y “el estudiante estudia

francés”, ;son independientes estos sucesos?

Aunque desde un punto de vista didactico son los que, en mi opinion, resultan menos
interesantes, también son los méas similares a los ejercicios y problemas de los examenes
de acceso a la universidad, por lo que tendria una gran importancia el que los alumnos

fuesen capaces de resolver correctamente estos problemas.
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E2. ¢ Qué modificaciones de la técnica inicial van a exigir la resolucion de dichos

problemas?

Las paradojas estdn pensadas para que los alumnos vean la necesidad de mejorar las
técnicas iniciales que conocen de antes. Se pretende que a través de estos problemas vean
que en muchos casos puede resultar muy dificil resolver ejercicios y problemas
Unicamente a través de la intuicién, por lo que seran una motivacion para que quiera
aprender nuevas técnicas como las férmulas de la probabilidad condicionada o el teorema

de Bayes, por ejemplo.

El segundo tipo de problemas serviran para que el alumnado se familiarice con las nuevas
técnicas adquiridas de forma que comprendan por qué es necesario modificar las técnicas
que conocian. A través de las preguntas de estos problemas, el alumnado debera
reflexionar sobre los aspectos de la probabilidad mas alla de la obtencion de un resultado
numérico, de forma que en un futuro sean capaces de identificar los aspectos clave de
problemas relacionados con probabilidad y no se limiten siempre a calcular la
probabilidad de ciertos sucesos.

El tercer tipo de problemas servirian, simplemente, para que el alumnado coja soltura
utilizando las nuevas técnicas adquiridas. Una vez que los alumnos hayan visto que
necesitan aprender nuevas técnicas y que han hecho problemas con los que han tenido
que reflexionar sobre ciertos aspectos de la probabilidad, entonces se les pedira que
realicen estos problemas mas mecanicos con los que interiorizaran los procedimientos de
las nuevas técnicas adquiridas para que sean capaces de utilizar estas técnicas con mas

soltura.
E3. Indica la metodologia a seguir en su implementacion en el aula.

En el aula se intentara introducir la mayoria de los contenidos a través de problemas que

motiven al alumnado en la materia.

En esta unidad, los problemas motivadores seran las paradojas, por lo que se introduciran
esos problemas antes de que los alumnos conozcan las herramientas necesarias para su
resolucion. Después, se explicara como se debe resolver el problema, introduciendo el

nuevo contenido o la nueva técnica que se necesite en la resolucion del problema.

Después de eso, se dara una breve explicacion de como debe utilizarse la nueva técnica
en los casos generales y se les mandara a los alumnos hacer problemas en los que tengan

que reflexionar acerca de los métodos que utilicen.
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Para finalizar, y una vez conozcan en mayor profundidad los contenidos previamente
explicados, se les daria a los alumnos problemas mecanicos para que se familiaricen con
las técnicas adquiridas y para asegurar que son capaces de resolver ejercicios tipicos de

las pruebas de acceso a la universidad.
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F. Sobre las técnicas

F1. Disefia los distintos tipos de ejercicios y problemas que se van a presentar en el

aula.

Tipo 1:

Problemas y ejercicios enfocados a definir el espacio muestral de un experimento.
Ejemplo (Problema 8):

Lanzamos una moneda al aire dos veces para ver si sale cara o cruz.

a) ¢Cudles son los posibles resultados del experimento?
b) Sisolo nos importa la cantidad de veces que haya salido cara o cruz, sin importar
el resultado de la primera y de la segunda tirada posible, ¢cuales son los posibles

resultados del experimento?
Tipo 2:
Problemas y ejercicios dirigidos a resolverse mediante la regla de Laplace.
Ejemplo: El Problema 1 (seccion D3, p. 17)
Tipo 3:
Problemas y ejercicios para comprender la ley de los grandes numeros.
Ejemplo: EIl Problema 2 (seccién D3, p. 17)
Tipo 4:

Problemas y ejercicios para comprender la interseccion y union de sucesos y las leyes de

De Morgan.
Ejemplo:

En una urna tenemos 7 bolas blancas numeradas del 1 al 7, 5 bolas rojas numeradas del 8
al 12, y 3 bolas azules numeradas del 13 al 15. Si escogemos una de las bolas

aleatoriamente (Problema 9):
a) ¢Qué probabilidad hay de que la bola extraida sea una bola blanca con un nimero
impar?
b) ¢Qué probabilidad hay de que la bola extraida sea una bola blanca o roja, con un

namero no multiplo de 5?
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c) ¢Que probabilidad hay de que la bola extraida sea una bola roja o azul, o una bola
con un ndmero par?

d) Observa las respuestas de los apartados a) y ). ¢Estan relacionadas las respuestas?
Tipo 5:

Problemas y ejercicios para utilizar la probabilidad condicionada y la independencia de

sucesos.

Ejemplo: El Problema 7 (seccion E1, p. 21)

Tipo 6:

Problemas y ejercicios para utilizar el teorema del a probabilidad total.
Ejemplo (Problema 10):

Una marca de mdviles fabrica sus coches en tres fabricas diferentes. ElI 50 % de los
moviles salen de la primera fabrica y 1 de cada 10 de estos moviles tienen errores de
fabrica. El 30% salen de la segunda fabrica y 1 de cada 7 tiene errores. De la tercera
fabrica salen el resto de los moviles y, en esta fabrica, 1 de cada 5 moviles tiene errores.
¢Qué porcentaje de los coches totales tiene errores?

Tipo 7:

Problemas y ejercicios para utilizar el teorema de Bayes.

Ejemplo: La paradoja de la caja de Bertrand (seccion E1, p.20).

F2. ¢ Qué técnicas o modificaciones de una técnica se ejercitan con ellos?

Los problemas van haciéndose mas complejos conforme se avanza en la unidad y cada
vez hay que utilizar mas técnicas para resolverlos. En los problemas de tipo 7, por
ejemplo, en ocasiones habra que utilizar casi todas las técnicas vistas a lo largo de la
unidad.

En latabla 1, vamos a poner qué técnicas son las mas importantes para resolver cada tipo
de problemas, es decir, qué técnicas son las que se desarrollan mas con cada tipo de
problemas. Eso no significa que no haya ejercicios que pertenezcan a un tipo concreto en
los que haya que emplear técnicas que en la tabla aparecen relacionadas con otro tipo de

problemas.
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Tabla 1

Tipo de o
oroblemas Técnicas

-Técnicas de conteo

. -Combinatoria

2 -Regla de Laplace

3 -Ley de los grandes nimeros
-Operaciones entre sucesos (Union, interseccion y sucesos

4 complementarios)
-Leyes de De Morgan
-Probabilidad condicionada
-Independencia de sucesos

° -Diagramas de arbol
-Tablas de contingencia
-Teorema de la probabilidad total

° -Diagramas de arbol
-Teorema de Bayes

! -Diagramas de arbol

F3. Indica la metodologia a seguir en su implementacion en el aula.

Para tratar de motivar al alumnado en el aprendizaje de las técnicas, se expondra un
problema de cada uno de estos tipos antes de impartir las técnicas necesarias para su

resolucion, de forma que los alumnos traten de crear sus propias técnicas para resolverlos.

Se espera que en ocasiones haya alumnos capaces de resolver los problemas antes de
ensefiarles a usar las técnicas. Tanto si ha habido alguien que haya resuelto correctamente
el primer problema como si no, después de un tiempo suficiente para que hayan intentado
resolver el problema, se hard una explicacién de cémo debe resolverse vy, si es posible,
mostrar ejemplos de como lo han resuelto algunos alumnos. A traves de esta metodologia,

se pretende que los alumnos vean la necesidad de aprender las nuevas técnicas.

Después de hacer eso, se les mandara a los alumnos hacer unos ejercicios del mismo tipo

para que afiancen las técnicas aprendidas y sean capaces de manejarlas con soltura de
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forma que, en primer lugar, comprendan su funcionamiento y, en segundo lugar, sean

capaces de resolver ejercicios tipicos de los exdmenes de acceso a la universidad.
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G. Sobre las tecnologias

G1l. (Mediante qué razonamientos se van a justificar las técnicas?

El objetivo de las tecnologias en esta unidad no sera que los alumnos comprendan porqué
las técnicas que se van a utilizar son matematicamente validas. El objetivo de las
tecnologias serd ayudar a mejorar la comprension que el alumnado tenga acerca de las

técnicas.

En este aspecto, las tecnologias serdn un medio a través del cual poder alcanzar una
comprension adecuada de la probabilidad. Las tecnologias no seran un fin en si mismas,
ya que el conocimiento de estas tecnologias no supone necesariamente una mayor

comprension de la probabilidad.

Por tanto, solo se mencionarén las tecnologias de las técnicas cuya comprension conlleve
alguna dificultad para el alumnado y las tecnologias que ayuden a mejorar la comprensién
de la probabilidad del alumnado. Eso implica que habra algunas técnicas que no seran

justificadas.

Se justificard el uso de técnicas como las tablas de contingencia y los diagramas de arbol
diciendo que no son mas que una forma de visualizar los datos de los que disponemos

para hacerlos mas comprensibles.

Las leyes de De Morgan o las formulas de la probabilidad de operaciones entre sucesos

se justificaran de forma intuitiva utilizando los diagramas de Venn.

La formula de Bayes y la formula de la probabilidad total se justificaran a través de una
demostracion matematica simple, para que el alumnado no piense que son férmulas que
salen de la nada, aunque se intentara que los alumnos no memoricen estas justificaciones
y que utilicen diagramas de arbol para resolver los problemas que requieran de estas

técnicas.

El teorema de Bayes se demostrara directamente a través de la formula de la probabilidad

condicionada:

P(B N A) _P(ANB)

Por tanto,

P(ANB) = P(B|A) - P(A) = P(A|B) - P(B)
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De modo que

P(A|B) - P(B)

PBIAN = =55

La férmula de la probabilidad total no se demostrard para el caso general, sino que se
demostrara un caso particular y se dird al alumnado que ese mismo método se puede

generalizar.

Se demostrard que si A1, A2 y Az son tres sucesos disjuntos tales que su unién son el

suceso seguro, entonces para cualquier suceso B,
P(B) = P(B|A1) - P(A1) + P(B|Az) - P(Az) + P(B|A3) - P(43).

Como la union de A1, A2y Az es el suceso seguro, B = (A; N B) U (A, N B) U (A3 N B)
y, ademas, como Az, A2 y Az son disjuntos, entonces A; N B, A, N B'y A; N B también

son disjuntos.
Por tanto, P(B) = P(A; N B) + P(4, N B) + P(43 N B).
Sabemos que P(A; N B) = P(B|A;) - P(A,). Lo mismo sucede con P(A, N B) y con
P(A3 N B). Por tanto,

= P(B|A1) - P(41) + P(B|Az) - P(A2) + P(B|A3) - P(A43).
En algunos casos, si los alumnos no comprenden las tecnologias explicadas, se les
mostrara a través de problemas sencillos que se puedan resolver con la técnica cuya

tecnologia se pretenda ensefiar y con otra técnica diferente que los resultados no varian al

cambiar la técnica.

Tabla 2
Técnica Tecnologia
Operaciones entre sucesos Diagramas de Venn
Leyes de De Morgan Diagramas de Venn
Diagramas de arbol Forma de visualizar los datos
Tablas de contingencia Forma de visualizar los datos
Teorema de la probabilidad total Demostracion matematica
Teorema de Bayes Demostracién matematica
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En la tabla 2 se muestra qué tipo de justificaciones se van a realizar para cada una de las
técnicas. Se considera que las tecnologias asociadas a las técnicas que no aparecen en la
tabla 2 no ayudan a que el alumnado tenga una comprension mas profunda de la
probabilidad.

G2. Disefia el proceso de institucionalizacion de los distintos aspectos del objeto

matematico. Indica la metodologia a seguir en su implementacién en el aula.

Por norma general, para institucionalizar los distintos aspectos del objeto matematico, en
primer lugar, se les daran problemas contextualizados en cuya resolucion sea necesario
utilizar estas técnicas. En segundo lugar, se les explicara la tecnologia correspondiente a
ese objeto para que, si no es muy dificil, los alumnos traten de deducir las reglas de la
técnica por si mismos, aunque sea aplicandolos directamente sobre los problemas. En
tercer lugar, el profesor les explicara cdmo se generalizan estas normas, es decir,
institucionalizara la técnica. En cuarto lugar, si fuera necesario, se haria mayor hincapié
en la tecnologia asociada al objeto matematico. Si se cree necesario justificar mas la
validez de la técnica, se realizara algun ejercicio empleando dos técnicas. Por un lado, se
utilizara una técnica anterior aceptada por el alumnado. Por otro lado, se utilizara la
técnica nueva que se pretende justificar, para que el alumnado vea que el resultado no

varia al cambiar la técnica.

30



H. Sobre la secuencia didactica y su cronograma

H1. Indica la secuenciacion de las actividades propuestas en los apartados

anteriores. Establece una duracion temporal aproximada.

Esta unidad tendra una duracion aproximada de doce sesiones, aunque esto sera adaptable
en funcién de la velocidad a la que avance el alumnado y podrian necesitarse mas
sesiones, ya que, como se ha indicado en la seccion C1, los estudiantes se topan con
dificultades a menudo en el aprendizaje de la probabilidad.

En las primeras seis sesiones, aproximadamente, se veran los contenidos béasicos de
probabilidad: definicién de probabilidad, significado clasico y frecuencial, unién e

interseccion de sucesos y sucesos complementarios.

En las siguientes tres sesiones, se veran técnicas mas avanzadas, como la probabilidad
condicionada, el teorema de la probabilidad total y el teorema de Bayes, con las que

podran resolver problemas méas complejos.

Las tres Ultimas sesiones se centraran en la realizacion del examen, ya que una sesion sera
de preparacion, otra sesion sera de realizacion del examen, y en la Gltima sesion se hara

la correccion.
Sesién 1:

- Se presenta el problema de Monty Hall a los alumnos. Se les pedira que den una
respuesta rapida del problema y después se les explicara la solucién correcta a
través de contar todas las opciones posibles. (20 minutos)

- Se explica a los alumnos el concepto de probabilidad como nimero entre 0y 1,
de forma que cuanto mas cercana sea a 1, mas confianza tenemos en que pueda
ocurrir un suceso. Se les explica la relacion entre la probabilidad y los porcentajes.
(5 minutos)

- Se proporciona a los alumnos ejercicios y problemas para que asimilen y trabajen
con el concepto de la probabilidad. Aqui podria verse el Problema 8 (seccion F1,
p. 24). (25 minutos)

Sesion 2;

- Se proporciona a los alumnos un problema cuya resolucion requiera usar la regla

de Laplace y se les da tiempo para que intenten resolverlo. (10 minutos)
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Se resuelve el problema utilizando la regla de Laplace y se institucionaliza,
dejando muy claro que para que esta regla funcione es imprescindible que los
sucesos sean equiprobables. (10 minutos)

Se les da problemas al alumnado para que los resuelvan utilizando la regla de
Laplace. En estos problemas se les introducird, sin hacerlo explicito, la unién e
interseccion de sucesos. Aqui se les daria los Problemas 6 y 1 (seccién E1, p.20y
seccion D3, p. 17, respectivamente). (30 minutos)

Sesién 3:

Se proporciona a los alumnos un problema en el que se muestre la relacion entre
un suceso y el suceso complementario y se les pide que lo resuelvan. (10 minutos)
Recordando los problemas de la sesion anterior, se institucionalizan la unién e
interseccion de sucesos, y también los sucesos complementarios. Se explica la
notacion de estos conceptos. (10 minutos)

Se proporciona a los alumnos problemas para que utilicen estos nuevos conceptos
y vuelvan a emplear la regla de Laplace. Se les dice que pueden utilizar los
diagramas de Venn para comprender las relaciones entre los sucesos. Los
diagramas de Venn no han sido utilizados previamente, por lo que el profesor dara

una breve explicacion de como utilizarlos. (30 minutos)

Sesién 4:

Se proporciona a los alumnos unos problemas de unién e interseccion de sucesos
y sucesos complementarios. Por ejemplo, se les podria dar el Problema 9 (seccion
F1, p. 24). (10 minutos)

Basandonos en el problema anterior y en diagramas de Venn, se les explican a los
alumnos las leyes de De Morgan. (10 minutos)

Se proporciona a los alumnos problemas para que utilicen las leyes de De Morgan

en contextos aplicados de juegos de azar y en un lenguaje formal. (30 minutos)

Sesién 5:

Se proporciona al alumnado un problema simple, el Problema 4 (seccién D3, p.
18), por ejemplo, en el que se tenga que utilizar el significado frecuencial de la
probabilidad para que intenten resolverlo y después se explica como resolverlo
delante de la clase. (20 minutos)

Se institucionaliza la ley de los grandes numeros (5 minutos)
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- Se proporciona a los alumnos problemas para resolver empleando la ley de los
grandes nimeros. En esta parte se les darian a los alumnos los Problemas 2 y 5
(seccion D3, p. 17 y seccion D3, p. 18, respectivamente). (25 minutos)

Sesién 6:

- Se le dara al alumnado un problema largo en el que se trata la relacion entre el
significado frecuencial y el significado laplaciano de la probabilidad. Los alumnos
trataran de resolverlo durante practicamente toda la sesion y en los Gltimos 10

minutos, el profesor explicard como debe resolverse.
Sesion 7:

- Se proporciona a los alumnos un problema en el que haya que utilizar la
probabilidad condicionada para resolverlo. (15 minutos)

- Seinstitucionaliza la formula de la probabilidad condicionada y se explica cuando
son independientes dos sucesos. (10 minutos)

- Se proporciona a los alumnos una serie de problemas que deben resolver
utilizando la formula de la probabilidad condicionada. Se les dice que pueden
ordenar los datos en tablas de contingencia. Se les daria el Problema 7 (seccion
E1, p. 21) (25 minutos)

Sesién 8:

- Se proporciona a los alumnos un problema que se resuelva empleando el teorema
de la probabilidad total, por ejemplo, el Problema 10 (seccién F1, p. 25), y se les
da tiempo para que intenten resolverlo. (20 minutos)

- Se les explica como se resuelve el problemay se institucionaliza el teorema de la
probabilidad total. (10 minutos)

- Se les explica como hacer los problemas que requieran del teorema de la
probabilidad total haciendo diagramas de arbol. (5 minutos)

- Se le da al alumnado problemas para que practiquen utilizando el teorema de la

probabilidad total. (15 minutos)
Sesion 9:

- Se proporciona a los alumnos el problema de la paradoja de la caja de Bertrand
(seccion E1, p. 20), para que intenten resolverlo. Después se explica como se

resuelve el problema. (20 minutos)
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- Se institucionaliza el teorema de Bayes y se explica cuando suele ser util. Se les
explica como utilizar los diagramas de arbol en los problemas que se resuelven
utilizando el teorema de Bayes. (10 minutos)

- Se proporciona a los alumnos problemas para que los resuelvan utilizando el

teorema de Bayes. (20 minutos)
Sesion 10:

- Se proporciona a los alumnos una serie de ejercicios y problemas para que repasen
todos los contenidos vistos a lo largo de la unidad y se preparen para realizar el

examen en la siguiente sesion.
Sesion 11:
- Se hace el examen de la unidad.
Sesién 12:

- Se les entrega a los alumnos el examen corregido y se explican en clase cuales

han sido los errores habituales de los alumnos y cdmo corregirlos.
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I. Sobre la evaluacion

I1. Disefia una prueba escrita (de una duracion aproximada de una hora) que evalle

el aprendizaje realizado por los alumnos.

1-

Los alumnos de primero de bachillerato de un instituto en el que hay dos clases
tienen que decidir a donde van a ir en su viaje de estudios: a Amsterdam, a Brujas
0 a Paris. Van a tomar la decisién votando, y todos los alumnos deben votar. De

los 25 alumnos de la clase A, 14 han dicho que prefieren ir a Amsterdam y 4 a

Brujas. De los 29 alumnos de la clase B, 7 quieren ir a Amsterdam y 10 prefieren

ir a Brujas.

a) Si escogemos un alumno al azar, ¢cudl es la probabilidad de que quiera ir a
Paris? (0,75 puntos)

b) Si escogemos un alumno al azar y nos dice que quiere ir a Brujas, ¢cual es la
probabilidad de que sea de la clase B? (1 punto)

c) Siescogemos dos alumnos diferentes, ¢cual es la probabilidad de que los dos
prefieran ir a Brujas? (0,75 puntos)

d) Si escogemos a dos alumnos de diferente clase, ¢cual es la probabilidad de
que quieran ir al mismo sitio? (1 punto)

En una urna tenemos 7 bolas blancas, 5 bolas negras y 3 bolas azules.

a) Siextraemos dos bolas con reemplazo, ¢cudl es la probabilidad de que las dos
bolas sean blancas? (0,5 puntos)

b) Si extraemos dos bolas sin reemplazo, ¢;cual es la probabilidad de que las dos
bolas sean blancas? (0,75 puntos)

c) Si extraemos dos bolas sin reemplazo, ¢cuél es la probabilidad de que la
primera bola sea blanca o la segunda bola sea negra? (1 punto)

d) Extraemos dos bolas sin reemplazo. Tenemos los sucesos “la primera bola es
azul” y “las dos bolas son del mismo color”. ;Son independientes estos
sucesos? (0,75 puntos)

(Extraido del examen de la Prueba de Acceso a la Universidad de la convocatoria

ordinaria de Aragén en 2019)

Segun los datos del Instituto Nacional de Estadistica, el 49,3% de la poblacion

aragonesa son hombres y el 50,7% son mujeres. Del total de hombres, un 80,9%

tienen menos de 65 afios; del total de mujeres, un 75,9% tienen menos de 65 afos.
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a) Elegimos una persona de Aragon al azar, ¢cual es la probabilidad de que sea
una mujer de menos de 65 afios? (0,75 puntos)

b) Elegimos una persona de Aragon al azar, ¢cudl es la probabilidad de que tenga
menos de 65 afios? (1 punto)

c) Elegimos una persona de Aragon de entre las que tienen menos de 65 afios,
¢cudl es la probabilidad de que sea mujer? (1 punto)

d) Si se eligen al azar (con reemplazamiento) tres personas de Aragon, ¢;cual es

la probabilidad de que al menos una de las tres sea mujer? (0,75 puntos)

12. ¢Qué aspectos del conocimiento de los alumnos sobre el objeto matematico

pretendes
evaluar con cada una de las preguntas de dicha prueba?

Por norma general, lo que mas le interesa al alumnado de segundo de bachillerato es ser
capaces de realizar exdmenes de la Prueba de Acceso a la Universidad. Es por eso que el
examen se centra mas en ver si son capaces de resolver problemas que podrian entrar en
es0s examenes que en comprobar si han adquirido un buen nivel de comprension de los

contenidos impartidos en clase.

Por tanto, en este examen se pretende evaluar la capacidad de los alumnos para resolver
problemas similares a los que han aparecido en las Pruebas de Acceso a la Universidad

de los ultimos cursos.
Veamos qué se pretende evaluar con cada pregunta:

1- El primer problema esta pensado para ver si los alumnos son capaces de calcular
las probabilidades de algunos sucesos basicos conociendo ciertos datos, como la
probabilidad de los sucesos complementarios, de las probabilidades
condicionadas basicas o de la interseccion de sucesos. Ademas, en este problema
se evalUa si son capaces de identificar que se debe emplear el teorema de Bayes y
si saben utilizarlo correctamente.

Aunque esto no se calificara, el problema esta pensado para que los alumnos
puedan resolverlo mas rapidamente si utilizan tablas de contingencia.

2- El segundo problema esta disefiado para ver si los alumnos son capaces de ver la
diferencia entre extraer bolas de una urna con y sin reemplazo. También se quiere
ver si son capaces de calcular correctamente la probabilidad de la union de dos

sucesos Y si saben como comprobar si dos sucesos son independientes o0 no.
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3- El tercer problema estd pensado para resolver un problema de probabilidad mas
relacionado con el significado frecuencial de la probabilidad. En este problema,
se quiere comprobar que los alumnos sean capaces de entender bien la
probabilidad condicionada. Se comprobard que sean capaces de utilizar
adecuadamente la férmula de la probabilidad condicionada, el teorema de Bayes
y el teorema de la probabilidad total. Ademas, también se vera si son capaces de
traducir unos porcentajes a probabilidades entre 0 y 1, y aplicar correctamente el
concepto de independencia de sucesos, aungue no sea de forma explicita.
Aunque no se evaluara, el problema estd pensado para que lo resuelvan mas

facilmente si utilizan diagramas de arbol.

13. ¢(Qué respuestas esperas en cada uno de las preguntas en funcion del

conocimiento de los alumnos?

1- Para empezar, se espera que la mayoria de los alumnos ordenen los datos
utilizando una tabla de contingencia. También es posible que haya algunos
alumnos que utilicen diagramas de arbol y otros que no utilicen ninguna de las
dos.

a) En este apartado, se espera que la mayoria de los alumnos lo respondan
correctamente, calculando primero la cantidad de alumnos que prefieren ir a
Paris y dividiéndolo por el total de los alumnos.

Se espera que los alumnos den la solucion en forma de fraccion, aunque es de
esperar que haya quien pase el nUmero a decimales.

Dentro de los errores esperables, es posible que haya alumnos que solo
calculen la probabilidad de que un alumno escogido de la clase A (o de la clase
B) prefiera ir a Paris y piensen que esa probabilidad es la misma en el total del
instituto. También es posible que haya alumnos que calculen la probabilidad
de que un alumno escogido de la clase A prefiera ir a Paris, haga lo mismo
para un alumno de la clase B, sume las dos probabilidades y haga la media
aritmética de las dos probabilidades.

b) En este apartado, es de esperar que los alumnos que hayan hecho una tabla de

contingencia o un diagrama de arbol, utilicen lo que han hecho para recopilar
10 . .
los datos y dar como resultado o 68 decir, la cantidad de alumnos de la clase

B que quieren ir a Brujas entre la cantidad total de alumnos que quieren ir a
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Brujas. De los que obtengan este resultado, probablemente algunos no
simplificaran el resultado.

También es de esperar que haya alumnos que apliquen directamente el
teorema de Bayes.

El error que creo que es mas probable encontrar es que no sepan identificar
correctamente la probabilidad condicionada, es decir, que en vez de calcular
la probabilidad de que un alumno que quiera ir a Brujas sea de la clase B,
calculen la probabilidad de que un alumno de la clase B quiera ir a Brujas.

c) Creo que este apartado en general saldra bien, y que los alumnos calcularan la
probabilidad de que el primer alumno escogido al azar quiera ir a Brujas por
la probabilidad de que el segundo alumno escogido al azar quiera ir a Brujas
sabiendo que el primer alumno queria ir a Brujas, aungque lo mas probable es
gue no pongan la formula de forma explicita.

También es posible que hagan la probabilidad de que el primer alumno quiera
ir a Brujas por la probabilidad de que el segundo alumno quiera ir a Brujas,
sin tener en cuenta que no pueden ser el mismo alumno, es decir, que pongan

14 13

2
14
como resultado (—) , en lugar de —-—.
54 54 53

d) En este apartado, el alumnado deberia calcular por separado la probabilidad
de que los alumnos escogidos quieran ir a Amsterdam, a Brujas y a Paris y
sumar las tres probabilidades.

Dentro de los errores esperables, es posible que no tengan en cuenta la
condicion de que los dos alumnos escogidos tienen que ser de clases
diferentes. También es posible que calculen la probabilidad de que los dos
alumnos quieran ir a Amsterdam y a Paris, pero que para la probabilidad de
que los dos alumnos quieran ir a Brujas utilicen el resultado del apartado
anterior (que para este apartado no sirve).

2- En los apartados a) y b), se espera que los alumnos respondan correctamente.

Es posible que haya alumnos que no sepan la diferencia entre los dos casos y que

pongan la misma respuesta en los dos apartados. También es posible que sepan

qué son los reemplazos, pero no sepan como se les llama. Por tanto, puede que

pongan la respuesta del segundo apartado en el primero y viceversa.
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c)

d)

En este apartado, se espera que los alumnos apliquen correctamente la formula
de la probabilidad de la unidn de dos sucesos. Es posible que varios alumnos
dibujen un diagrama de Venn para saber como deben emplear la formula.

El error que mas espero que suceda es que simplemente sumen la probabilidad
de los dos sucesos y no resten la probabilidad de la interseccién de los dos
sucesos.

También creo que es posible que los alumnos hagan el problema como si fuese
con reemplazo.

En este apartado esperamos que comprueben si los sucesos son independientes
a traves de alguna férmula. Si llaman a los sucesos A y B, probablemente
trataran comprobar que P(A|B) = P(A). Aungue es menos probable que lo
hagan, puede que comprueben si P(ANB) = P(A)-P(B). Se espera que lleguen
a la conclusion de que los sucesos no son dependientes.

Es posible que haya alumnos que no sepan cdmo comprobar mateméaticamente
si dos sucesos son independientes, pero digan que lo son porque lo ven de
forma intuitiva.

Al igual que en el problema anterior, es posible que hagan el problema como

si fuese con reemplazo.

3- En este problema, es posible que parte del alumnado haga diagramas de arbol o

tablas de contingencia para ordenar los datos, aunque también se espera que la

mayoria de ellos no los usen.

a)

b)

En este apartado, se evaluara si saben calcular la probabilidad de la
interseccion de sucesos conociendo la probabilidad condicionada. Lo
esperable es que la mayoria de los alumnos sepan hacerlo correctamente.

En cuanto a los errores, es posible que los alumnos no sepan qué formula
deben aplicar en este caso, o incluso que si sepan qué férmula aplicar pero que
no sepan resolver el problema.

En este apartado, se comprobara que los alumnos sepan aplicar el teorema de
la probabilidad total. Se espera que los alumnos que hayan ordenado los datos
con diagramas de arbol o con tablas de contingencia no utilicen la férmula
explicitamente, y que aquellos que no los hayan utilizado si que lo hagan.

Es posible que haya alumnos que no sepan aplicar la formula correctamente o
que digan que la respuesta es la probabilidad de tener menos de 65 afios siendo

mujer (o siendo hombre).
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d)

Es también probable que haya alumnos que no sepan con certeza si deben
utilizar la formula de la probabilidad total o el teorema de Bayes y pongan la
férmula equivocada.

En este apartado, se vera si los alumnos saben aplicar el teorema de Bayes. Al
igual que en el apartado anterior, los alumnos que hayan utilizado diagramas
de &rbol o tablas de contingencia puede que no utilicen la formula
explicitamente, sino que hagan los calculos sobre el diagrama o sobre la tabla,
mientras que quienes no los utilicen deberan emplear la formula del teorema
de Bayes.

Al igual que en el apartado anterior, es posible que haya alumnos que no sepan
si deben aplicar el teorema de la probabilidad total o el teorema de Bayes y
pongan la férmula incorrecta.

También es posible que pongan como respuesta la probabilidad de que
escogiendo una mujer esta tenga menos de 65 afos.

En este apartado, lo més sencillo seria calcular la probabilidad de que las tres
personas elegidas sean hombres y hacer 1 menos el resultado. Para eso, se
deberia pasar el porcentaje de hombres a un numero entre 0 y 1 (0,493
concretamente) y elevar ese nimero al cubo.

Puede que haya alumnos que traten de calcular todas las combinaciones en las
que se seleccione a alguna mujer y sume la probabilidad de que ocurra
cualquiera de ellas, pero me imagino que no acabarian el problema porque
seria muy tedioso hacerlo de esa forma.

También creo que puede ser posible que algunos alumnos hagan el célculo de

este apartado utilizando como probabilidad de ser hombre o mujer 0,5.

14. ¢ Qué criterios de calificacion vas a emplear?

Como el objetivo de este examen es comprobar si los alumnos serian capaces de resolver
ejercicios habituales que podrian entrar en la Prueba de Acceso a la Universidad,
emplearé criterios de calificacién similares a los empleados los ultimos cinco afios en los

examenes de selectividad en Aragon.

1- a) (0,75 puntos) Se asignan 0,75 puntos si se responde bien (no se asignan

puntuaciones intermedias en este apartado).
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b) (1 punto) Por poner la formula correcta (teorema de Bayes u otra si es correcta),
0,25 puntos. Sustituir correctamente y calcular, 0,75 puntos. Si no ponen la
férmula explicitamente pero la aplican bien, se puntda con 1 punto el apartado.
c¢) (0,75 puntos) Se asignan 0,75 puntos si se responde bien (no se asignan
puntuaciones intermedias en este apartado).

d) (1 punto) Se deben calcular tres probabilidades por separado y después
sumarlas. Por cada probabilidad que esté bien calculada se asignan 0,25 puntos y
por hacer la suma se asignan 0,25 puntos, si alguna de las tres probabilidades esta
bien calculada.

a) (0,5 puntos) Se asignan 0,5 puntos si se responde bien (no se asignan
puntuaciones intermedias en este apartado).

b) (0,75 puntos) Se asignan 0,75 puntos si se responde bien (no se asignan
puntuaciones intermedias en este apartado).

¢) (1 punto) Si la respuesta es correcta se asigna 1 punto. Si el proceso es correcto,
pero se hace el problema como si fuera con reemplazo se asignan 0,5 puntos.

d) (0,75 puntos) Se asignan 0, 25 puntos si se plantea correctamente la forma de
comprobar que los dos sucesos son independientes. Sustituir correctamente y
calcular, 0,5 puntos.

Los criterios de calificacion de este problema son exactamente los mismos que se
emplearon en la correccion del examen de la prueba ordinaria de selectividad de
Arag6n en 2019 (el problema esté extraido de ahi).

a) (0,75 puntos) Se asignan 0,75 puntos si se responde bien (no se asignan
puntuaciones intermedias en este apartado)

b) (1 punto) Por poner la formula correcta (teorema de la probabilidad total u otra
si es correcta), 0,25puntos. Sustituir correctamente y calcular, 0,75 puntos. Si no
ponen la formula explicitamente pero la aplican bien, se puntGa con 1 punto el
apartado.

c) (1 punto) Por poner la formula correcta (teorema de Bayes u otra si es correcta),
0,25 puntos. Sustituir correctamente y calcular, 0,75 puntos. Si usan algin valor
incorrecto de apartados anteriores, se dara por correcto para este apartado. Si no
ponen la formula explicitamente pero la aplican bien, se puntda con 1 punto el
apartado.

d) (0,75 puntos). Si lo hacen pasando al complementario: 0,25 puntos por pasar

correctamente al complementario y 0,5 puntos por calcular la probabilidad pedida.
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Si lo hacen directamente, se restan 0,25 puntos por cada combinacion que se dejen

0 de la que no calculen la probabilidad correctamente.
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