Sz
waN

W

KREDIBILITEETTITEORIASTA
Ellen Loikas

Pro gradu -tutkielma
Toukokuu 2022

MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS
TURUN YLIOPISTO



Turun yliopiston laatujarjestelmén mukaisesti taméan julkaisun alkuperéisyys
on tarkastettu Turnitin OriginalityCheck -jarjestelmalla.



TURUN YLIOPISTO
Matematiikan ja tilastotieteen laitos

LOIKAS, ELLEN: Kredibiliteettiteoriasta
Pro gradu -tutkielma, 43 s.

Sovellettu matematiikka

Toukokuu 2022

Vakuutusmaailmassa tulee tilanteita, joissa tulee maéadrittda vakuutusmaksu
ryhmaélle vakuutussopimuksia, joista on tiedossa vain muutamia maksettuja vahin-
kokorvauksia. Toisaalta suuremmalla ryhmallda enemmén tai vihemman vastaavia
sopimuksia on tiedossa huomattavasti enemmé&n vahinkohistoriaa. Kredibili-
teettiteoria on matemaattinen apuviline, joka ottaa huomioon sekd yksilollisen
vahinkohistorian ettd isomman mahdollisimman heterogeenisen joukon, kollektiivin,
vahinkohistorian.

Tutkielmassa esitelladn neljé kredibiliteettimallia, joilla kaikilla on erilaiset oletuk-
set ja vaatimukset koskien aineiston muuttujia. Bayesin mallilla saavutetaan paras
estimaattori kokemusperaiselle vakuutusmaksulle, joka riippuu myo6s yksilollisestéa
vahinkohistoriasta. Bayes-preemio ei kuitenkaan taytéd vaatimusta estimaattorin yk-
sinkertaisuudesta, sill sita ei tavallisesti voida esittda suljetussa analyyttisessa muo-
dossa ja néin ollen se voidaan laskea vain numeerisia menetelmia kiyttaen. Biithlman-
nin malli hyodyntéaa koko portfolion samankaltaisia riskejd muodostaessaan kredibi-
liteettiestimaattorin ja ndin saavutettu estimaattori on paras lineaarinen estimaat-
tori Bayes mielessé, kun optimaalisuusehtona on kvadraattinen tappiofunktio. Jotta
Biihlmannin mallin kredibiliteettiestimaattoria voidaan hyodyntai, tulee estimaat-
torin parametrit viela estimoida. Biihlmann-Straub malli on vakuutuskiytannossa
kiytetyin kredibiliteettimalli. Sen oletukset eroavat Biihlmannin mallin oletuksis-
ta siten, ettd vahinkosuhdemuuttujien ei tarvitse olla samoin jakautuneita. Mallin
kredibiliteettiestimaattori on kahden estimaattorin painotettu keskiarvo, jossa kum-
mankin yhteenlaskettavan termin paino on verrannollinen sen kvadraattisen tappion
kdanteisluvulle ja se on kollektiivin sisélld harhaton. Hachemeisterin regressiomal-
li on yleistys Biihlmann-Straub mallista. Siind sallitaan eri keskiarvot ja varianssit
seka sallitaan kovarianssi havaintojen ja sopimusten vilille.

Asiasanat: kredibiliteettiteoria, Bayes-preemio, Biihlmannin malli, Biihlmann-
Straub malli, Hachemeisterin regressiomalli.
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1 Johdanto

Vakuutusten pohjalla oleva perusajatus on, ettd yksilot, joilla on yhtélainen
altistuminen tietylle riskille, muodostavat yhdessa "riskiryhméaén kuuluvien
yhteison”, jotta he pystyvit sietdmaéén havaitun riskin. Nyky-yhteiskunnassa
tdma ajatus on useimmiten havaittavissa vakuutusten muodossa. Vakuutus-
maksujen muodossa "riskiryvhméén kuuluvien yhteison” jasenet siirtévat ris-
kinsa vakuutusyhtiolle.

Perustehtévana riskia luokiteltaessa on madrittaa puhdas riskipreemio
P, = E[X}], jossa X; on kertynyt korvaussumma. Klassinen ajattelutapa olet-
taa, ettéd joidenkin objektiivisesti mitattavissa olevien ominaisuuksien perus-
teella riskit voidaan luokitella homogeenisiin riskiluokkiin ja etté tilastotieto
ja teoria, erityisesti suurten lukujen laki, mahdollistavat riskipreemion méaa-
rittdmisen suurella tarkkuudella.

Kuitenkin tosieldmaéssé lukuisat asiat vaikuttavat riskipreemion kokoon.
Jotta jarkevid homogeenisié riskiluokkia saataisiin muodostettua, tulisi port-
folio jakaa hyvin suureen maaraan luokkia. Hyvin moni néaisté luokista siséal-
taisi vain muutaman riskin ja néin ollen tarjoaisi vain vahén tilastotietoa tu-
levien riskien luokitteluun. Toisaalta, jos portfolio jaetaan suuriin luokkiin,
oletus homogeenisista riskiprofiileista luokkien sisallé ei toteudu. Todellisuu-
dessa mitkadn riskit eivéit ole tdysin samanlaisia keskendén.

Jokaisen riskin tietty riskialtistuminen vaikuttaa kyseisen riskin tarkastel-
tavaan yksilolliseen vahinkohistoriaan. Kuitenkin yksilon havaittu vahinko-
historia on liian suppea ollakseen tilastollisesti luotettava. Toisaalta jokainen
yksilollinen riski on osa riskikollektiivia ja isojen kollektiivien vahinkohis-
toria tarjoaa luotettavaa tilastotietoa. Téta tietoa hyvaksikdyttden voidaan
laskea keskimédraisen kertyneen korvausmédrdn odotusarvo riskid kohden.
Kuitenkin, kun arvioidaan annetun yksil6llisen riskin hyvyytté, kollektiivin
vahinkohistoriasta saadun tiedon hyoty on rajallista. Intuitiivisesti onkin sel-
vad, ettd arvioitaessa riskia tulisi hyvaksikayttda seké havaittua yksilollista
vahinkohistoriaa ettd kollektiivin vahinkohistoriaa. Kredibiliteettiteoria tar-
joaa luotettavan matemaattisen perustan siihen, miten ndma eri vahinkohis-
toriat tulisi yhdistéa.

Téassé tutkielmassa esitetdén yleisimpia kredibiliteettimalleja sekd muo-
dostetaan kaavat kredibiliteettiestimaattoreille jokaisen mallin oletusten alai-
suudessa. Lisdksi luvussa 4 kasitellddn estimaattorien harhattomuutta yksin-
kertaisen Biihlmannin mallin tilanteessa. Ty6 pohjautuu suurilta osin Biihl-
mannin ja Gislerin kirjaan A Course in Credibility Theory and its Applica-
tions [1].



2 Johdatus kredibiliteettiteoriaan

Kredibiliteettiteoria on matemaattinen apuviline heterogeenisten kollektii-
vien kuvailemiseen. Se vastaa kysymykseen, miten yksilollinen ja kollektiivi-
nen vahinkohistoria tulisi yhdistéa.

2.1  Yksilollinen riski

Yksilollista riskia voidaan ajatella mustana laatikkona, joka tuottaa kokonais-
vahinkomenoja X; (j = 1,2,...,n), jossa X; kuvaa korvaussummaa vuonna
J. Muuttujat X; (j = 1,2, ...,n) tulkitaan satunnaismuuttujina, ja tdmé kos-
kee myGs menneitéd periodeja, silla havaitut arvot olisivat voineet olla myos
eri suuruisia.

Edellisten periodien havaintojen pohjalta halutaan maarittda riskipree-
mio tulevan periodin kokonaisvahinkomenolle. Jotta néin voidaan tehda,
on satunnaismuuttujan X; kertyméfunktiosta tehtdva tiettyja oletuksia.
Yksinkertaisimmat perusoletukset ovat:

Oletus 2.1

O1: Stationaarisuus: Kaikki satunnaismuuttujat X; ovat samoin jakautu-
neita, ja niilld on (ehdollinen) kertyméfunktio F'(z) (annettuna aiem-
mat havainnot).

0O2: (Ehdollinen) Riippumattomuus: Satunnaismuuttujat X;, j = 1,2, ...,
ovat (ehdollisesti) riippumattomia (annettuna jakauma F'(z)).

Stationaarisuusoletus mahdollistaa yhteyden luomisen menneen ja tule-
van valille. Oletus stationaarisuudesta vaaditaan aina, kun lasketaan vakuu-
tusmaksuja historiatietojen perusteella. Vahva stationaarisuusoletus O1 tul-
laan my6hemmin heikentdmaéén ja yleistaméan. Kaytdnnossé stationaarisuus
voidaan usein saavuttaa tekemalld sovituksia inflaatioon, indeksointiin seké
trendien eliminointiin.

Tyypillisesti vakuutusmaailmassa kohdataan seuraavanlaisia tilanteita:

(i) F on tuntematon
(ii) F vaihtelee eri riskeilla

Jotta kohdat (i) ja (ii) voidaan formalisoida selvemmin, kiytetdén tilastol-
lisen paattelyn teorialle tyypillistd merkintdtapaa: indeks6idddn jakautuma
F parametrilld ¢ ja kirjoitetaan Fy ja sanotaan

(i) ¥ on tuntematon



(ii) ¥ vaihtelee eri riskeilld

Parametrisointi on aina mahdollista toteuttaa. Tavallisesti kirjoitetaan,
ettd 9 on jonkin abstraktin avaruuden © alkio. Nyt voidaan ajatella, etta
on "riskiprofiili".

2.2 Oikea yksilollinen riski

Vakuutusmaksun laskentaperiaatteella H tarkoitetaan funktiota, joka méaa-
rittdd reaaliluvun satunnaismuuttujalle X. Muuttujalla X on jakaumafunk-
tio F'. Néin saadaan

X — H(X),
tai ilmaisten, ettd H:n arvo riippuu ainoastaan jakaumasta F,

Tunnetuimpia "klassisia” vakuutusmaksun laskentaperiaatteita ovat:

Odotusarvoperiaate: X — (1+a)E[X] a>0;
Keskihajontaperiaate: X — E[X]|+ fo(X) 8> 0;
Varianssiperiaate: X — E[X]+v0%(X) >0
Eksponenttiperiaate: X — $InE[e™] 6 > 0.

Jokaiselle néisté periaatteista vakuutusmaksu H(X) voidaan hajottaa riski-
maksuun F[X] ja positiiviseen varmuuslisdin, joka on médritelty paramet-
reilla «, B,y ja 9.

Varmuusliséin taloudellisen tarpeellisuuden taustalla on vakuutusyhtioi-
den tarve riskinkantovarallisuuteen?!, jotta yhtio selvidi korvausvaatimusten
epavakaisuudesta sekd pystyy tayttamadn velvoitteensa vakuutetuille epéa-
suotuisina vuosina. Sijoittajien tulisi saada hyvitysta siité, ettd he altistavat
padomansa riskille. Varmuusliséd kompensoi tata riskid ja se voidaan nahda
riskipddoman kustannuksena.

Vakuutusmaksun laskentaperiaatetta H soveltamalla saatava oikea yksi-
16llinen preemio on H(Fy). Nyt rajoitutaan késitteleméén riskimaksua. Néin
ollen paadytaan seuraavaan oikean yksilollisen riskin maaritelmaan.

Maaritelma 2.1 Riskin, jonka riskiprofiili on 9, oikea yksilollinen preemio
on
P(9) = B[Xld) = () (2.1)

riskinkantovarallisuus = risk-bearing capital



Oikeaa yksilollistd preemiota kutsutaan myos oikeudenmukaiseksi ris-
kipreemioksi. Merkintojen yksinkertaistamiseksi jatkossa usein kirjoitetaan
Ey[] sen sijaan, etta kirjoitettaisiin E[-|Fy| tai E[-|9].

Yksilollistd hinnoitteluongelmaa voidaan kuvailla méérén p(J) madritté-
misend. Kuitenkin tavallisesti vakuutuskiytannoissa sekd ¢ ettd p(d) ovat
tuntemattomia. Néin ollen tavoitteena on 16ytaa muuttujalle p(¢) estimaat-

—

tori p(v).

2.3 Kollektiivin riskin hinnoitteluongelma

Vakuutusyhtio vakuuttaa monenlaisia riskeja. Jotta riskit voidaan luokitella
ja siten hinnoitella, riskit ryhmitelladn "samanlaisen riskin” luokkiin objek-
tiivisten riskiominaisuuksien perusteella. Kredibiliteettiteorian puitteissa on
tarkedd, ettei jokaista riskié tarkastella yksittain, vaan jokainen riski ajatel-
laan kuuluvan “samanlaisen” riskin ryhmiin, joita kutsutaan kollektiiveiksi.

Jokaista kollektiivin riskia ¢ kuvaa sen yksilollinen riskiprofiili ¥;. Nama
parametrit 19J; ovat joukon © alkioita, ja © on joukko, joka koostuu kaikis-
ta mahdollisista arvoista, joita kollektiivin riskien riskiprofiilit voivat saa-
da. Erikoistapaus on homogeeninen kollektiivi, jossa © koostuu vain yhdes-
ta alkiosta. Tamé vastaa tilannetta, jossa kollektiivin jokaisella jasenelld on
tdsmalleen sama riskiprofiili ja siten myo6s vastaavilla kokonaisvahinkosum-
milla sama jakaumafunktio. Kuitenkin yleisesti vakuutusmaailmassa tarkas-
teltavat riskiryhmét tai kollektiivit ovat useimmiten heterogeenisia. Toisin
sanoen, kollektiivin eri riskien 1J-arvot eivét ole kaikki samoja, vaan ovat en-
nemminkin otoksia joukosta O, joka koostuu useammasta kuin yhdesta al-
kiosta. Vaikka kollektiivin riskit ovat erilaisia, niilld on my0s jotain yhteista:
ne kaikki kuuluvat samaan kollektiiviin, eli ne ovat kaikki otoksia samas-
ta joukosta ©. Tétéa tilannetta tarkoitetaan, kun sanotaan, ettd kollektiivin
riskit ovat "samanlaisia’.

Kollektiivin eri riskeihin liittyvét tietyt J-arvot ovat tyypillisesti tunte-
matomia vakuuttajalle. Vakuuttaja kuitenkin tietdd jotain kollektiivin ra-
kenteesta ennakkotietojen ja tilastollisen tiedon perusteella. Esimerkiksi au-
tovakuutuksen tapauksessa vakuuttaja voi tietda esimerkiksi, ettd useimmat
kuljettajat ovat "hyvid” riskeja ja he harvoin tekevit korvausvaatimuksia,
kun taas pieni prosenttiosuus kuljettajista tekevit toistuvasti korvausvaa-
timuksia. Tamé tieto voidaan muodollisesti tiivistdd todennékoisyysjakau-
maan U(J) yli avaruuden ©.

Maaritelma 2.2 Todenndkdisyysjakaumaa U(9) kutsutaan kollektiivin ra-
kenteelliseksi funktioksi®.

2rakenteellinen funktio = structural function



Jakaumaa U(v) voidaan tulkita usealla eri tavalla, joista yleisimméssé tul-
kinnassa kollektiivin J-arvot ajatellaan olevan satunnainen otos maaratysta
joukosta ©; talloin funktio U(¥) kuvaa ¥-arvojen ideaalista esiintymistiheytta
avaruudessa ©. Tata tulkintaa kutsutaan empiiriseks: Bayesilaisekst ajatte-
lutavaksi. Empiirisessd Bayesilaisessa metodissa jakaumafunktio U(¢) méaa-
raytyy ainoastaan aineiston pohjalta. Puhtaassa Bayesilaisessa tulkinnassa
ajatellaan jakaumafunktion U(v) koostuvan henkiltkohtaisista uskomuksis-
ta, ennakkotiedoista ja aktuaarin kokemuksista, jolloin jakauman keskiarvo
ja varianssi ovat ennalta madrattyja, toisin kuin empiirisesséd Bayesilaisessa
tulkinnassa.

Edellisessa luvussa maériteltiin oikea yksilollinen preemio. Nyt méaaritel-
ldén vastaava preemio kollektiiville.

Maaritelma 2.3 Kollektiivin preemio mddritelldan seuraavasti
peotl = / w(9)dU (9) =: po. (2.2)
e

Kootaan tédhén asti tarkastellut kaksi preemiota yhteen:

Oikea yksiléllinen preemio P () = u(9) = Ey[X,41]. Tami vastaa yk-
sittdisen riskin odotettua vahinkoméérad (annettuna yksilollinen riskiprofiili
V) tarkasteluperiodilla n + 1. Koska v on tuntematon vakuuttajalle, on myos
p(9) tuntematon. TAmé&n preemion estimoimiseksi vakuuttajalla on parhaas-
sa tapauksessa kiytossddn kyseisen riskin muutaman edellisen periodin va-
hinkohistoria. Kuitenkin tavallisesti tdmé& informaatio on hyvin rajallista ja
silld on vahan arvoa ennustetta tehtdessa.

Kollektiivin preemio P = py = [ p(9)dU(9). Tamé vastaa yksittéi-
sen riskin odotettua vahinkoméaraé, kun odotusarvo on keskiarvo yli kollek-
tiivin kaikkien riskien odotusarvojen, eli kollektiivin preemio on yksil6llisen
preemion odotusarvo. Useimmiten tdmékin suure on vakuuttajalle tuntema-
ton. Kuitenkin, kohtuullisen kokoisille kollektiiveille, toisin kuin yksilollisel-
le preemiolle, tdmé& preemio voidaan estimoida huomattavalla tarkkuudella
edellisten periodien havaintojen perusteella.

Vakuutusyhticille on keskeisen térkedd pystyd laskemaan kollektiivin
preemio, josta kdytetddn myds nimitysta tariffitaso. Jos vakuuttaja vaatii jo-
kaiselta kollektiivin jisenelti saman preemion, P! niin tilit olisivat tasapai-
nossa, eli yli koko kollektiivin, vakuutusmaksut olisivat yhta suuret kuin ker-
tyneet korvausvaatimukset (odotusarvollisesti). Téstd herda kysymys, miksi
vakuutusyhtiot ovat niin kiinnostuneita "oikeasta” yksilollisestd preemiosta.
Vastaus tdhan kysymykseen on yksinkertainen ja se voidaan selkeimmin esit-
taa seuraavana vaitteena.



Viite 2.4 Kilpailukykyisin hinta on otkea yksilollinen preemio.

Kilpailu pakottaa vakuutusyhtiot tarjoamaan reiluinta mahdollista hin-
taa vakuutuksille. Jos vakuutusyhtio asettaa kaikille heterogeenisen kollek-
tiivin riskeille vakuutuksen hinnan samaksi, niin hyvét riskit maksavat liikaa
ja huonot riskit lilan vahén vakuutuksesta. Jos nyt kilpaileva vakuutusyhtio
tarjoaa hintoja, jotka eivit ole samat kaikille ja jotka ovat siten reilumpia,
niin silloin sen vakuutusmaksut hyville riskeille ovat halvempia. Verrattaes-
sa ensimmaiseen yhtioon, tama kilpaileva yhtié on houkuttelevampi hyville
riskeille ja vihemmé&n houkutteleva huonoille riskeille. Télla voi olla kata-
strofaalinen vaikutus ensimmaiselle yhtiolle: se menettaé hyvét riskit ja kas-
vattaa huonojen riskien maérda. Vakuuttajat viittaavat téllaiseen ilmioéon
haitallisena valikoitumisena®. Tamé tarkoittaa, ettd kollektiivi muuttuu ja
rakenteellinen funktio muuttuu vakuuttajalle epasuotuisammaksi.

2.4 Vakuutusmaksun hinnoitteluongelman esittaminen
Bayesilaisen tilastotieteen kielella

Aliluvussa 2.3 esitetty kollektiivin hinnoitteluongelma voidaan selkeimmin
esittdd Bayesilaisen tilastotieteen kielella.

Jokaista riskid kuvaa sen yksillollinen riskiprofiili ¢, joka itsessdan on
satunnaismuuttujan © realisaatio. Nain ollen seuraava pitdd paikkansa:

(i) Muuttujat X7, Xs, ... ovat ehdollisesti riippumattomia ja samoin jakau-
tuneita jakaumafunktion Fy mukaan, annettuna tapahtuma © = 4.

(ii) Muuttuja © on itsesséén satunnaismuuttuja jakaumafunktiolla U.

Seuraavaksi esitetddn muutamia huomioita ylla olevasta esityksestd. Edelli-
sen tulkinnan mukaan yksilollinen preemio itsessdén on satunnaismuuttuja
1(0). Yksilollisen preemion oikeaa arvoa ei tiedetd, mutta muuttujan u(0)
mahdollisista arvoista ja niiden esiintymistodennéakoéisyyksista kuitenkin tie-
detdén jotain. Néin ollen on luonnollista mallintaa muuttuja x(©) satunnais-
muuttujana.

Yksilollistd preemiota merkitdan nyt seuraavasti

P = () := B[Xn1 0],

joka on ehdollinen odotusarvo ja siten satunnaismuuttuja. Nyt on térkeaa
huomioida muutos merkintétavassa ja tulkinnassa verrattuna kaavassa (2.1)
esitettyyn oikeaan yksilolliseen preemioon.

3haitallinen valikoituminen = adverse selection



On oleellista huomata, ettd tdssid mallissa kaikki riskit ovat ennakkoon
samanarvoisia. Tiedetdén, ettd portfoliossa on seké parempia ettd huonompia
riskejd. Kuitenkaan ei voida ennakkoon tietdd, kumpaan luokkaan tietty riski
kuuluu. Vain jalkikdteen, kun yksittaisesta riskista on tehty havainto, voidaan
tehda riskin luokasta péaatelmé. Tamé huomio formalisoi padtelmén siité,
ettd kollektiivi on ryhma, jonka riskit luokitellaan samankaltaisiin riskeihin,
mutta kuitenkaan ne eivét ole tdysin samanlaisia.

Mallissa kollektiivin preemio

Pl — = /@u(ﬁ)dU(ﬁ) = E[Xp 1]

on ehdoton odotusarvo, ja néin ollen vakio.

Bayesilaisessa tulkinnassa muuttujat X, X, ... ovat vain ehdollisesti riip-
pumattomia, kun © on annettuna. [lman ehdollisuutta ne ovat positiivisesti
riippuvia. Tdmé on selvisti ndhtavissa seuraavasta:

CO"U(Xl, XQ) :E[CO’U(Xl, X2|®)] + COU(E[X1|@], E[X2|@])
=Cov(u(©), u(0))
=Var(u(©)) > 0.



3 Bayesilainen lahestymistapa kredibiliteetti-
teoriaan

Vakuutusten hinnoittelussa tavoitteena on estimoida oikea vakuutusmaksu
1(©) niin tarkasti kuin mahdollista. Yksi mahdollisuus on kdyttdé estimaat-
torina kollektiivin vakuutusmaksua g, eli tarkasteltavan yksittédisen riskin
vakuutusmaksu saadaan estimoitua laskemalla keskiarvo koko kollektiivin
odotusarvoille. Téma estimaattori ei ota huomioon mahdollista aikaisem-
paa yksilollistda vahinkohistoriaa. Jos riskid on havainnoitu n vuoden pe-
riodin ajan ja jos X kuvastaa tdmén periodin aikana kertyneitd kokonais-
korvausmadrien vektoria, niin tdma tieto tulisi sisallyttdad vakuutusmaksun
estimointiprosessiin. Menetelméé, jossa yksilollinen vahinkohistoria huomioi-
daan, kutsutaan kokemusperaiseksi tariffoinniksi tai kredibiliteetiksi. Paras-
ta kokemusperéista vakuutusmaksua, joka riippuu yksilollisestd vahinkohis-
toriavektorista X kutsutaan Bayes preemioksi.

Maaritelma 3.1 Bayes preemio mdaritellddan seuraavasti:

—_—~—

P = 1(©) = E[u(©)|X]. (3.1)

3.1 Bayesilainen riski ja estimaattori

Nyt havaintovektorin X = (X7, Xo, ..., X,,)" jakaumafunktio Fy(x) = Py[X <
] on taysin tai osittain tuntematon, silld ¢ on téysin tai osittain tuntematon.
Bayesilaisessa tilastotieteessé tarkastellaan kiyréan Ry (1) tasoitettua keskiar-
voa, jossa keskiarvo on painotettu todennékoisyysjakauman U(1) odotusar-
voilla. Edelld Ry (1)) on estimaattorin 7" riskifunktio

Rr(9) := Ey[L(9,T)] = / L(0, T(x))dFy(x), (3.2)

jossa L(¢,T(x)) on tappiofunktio.

Maaritelma 3.2 FEstimaattorin T Bayes-riski apriorisen jakauman U (1)
suhteen madritelladn seuraavasti

R(T) = /@ Ry (9)dU (9).

Kun oletetaan, ettad ylla méaritetty integraalia on jarkevéi, voidaan esti-
maattorit jarjestda kasvavan riskin mukaan.
Seuraavassa méaritelmassé kiytetddn hyviksi merkintaé:

Jos T € D ja g(%) < g(x) kaikille z € D,

niin & = arg min g(z).
xzeD



Maaritelma 3.3 Bayes-estimaattor: T madritellidn

T :=arg min R(T), (3.3)

TeDy

jossa Dy on joukko, joka sisdltdd kaikki matemaattisesti hyviksyttivdt esti-
maattorit, eli estimaattorit, joilla on integroituva riskifunktio. Sanotaan, ettd
T on Bayes-estimaattori jakauman U, suhteen.

Huomautus kaytettaviin merkintoihin: merkataan kirjaimella P yhteisja-
kaumaa (0, X), kirjaimella F' muuttujan X reunajakaumaa ja U, on muut-
tujan © ehdollinen jakauma annettuna X = x.

Jotta Bayes-estimaattori saadaan muodostettua, tarkastellaan seuraavaa
yhtaloa:

R(T) = /@ Ry (9)dU (9) = /@ Ey[L(9,T)]dU ()
_ /@ / L, T(@))dFy(2)dU ()
— / ) /e LY, T(x))dUy(9)dF ().

Yhtaloa hyvaksikayttden voidaan johtaa seuraava sdantéo Bayes-
estimaattorin muodostamiselle:

Lause 3.4 Kaikille mahdollisille havainnoille x, Tf(:c\/) saa sellaisen ar-
von, joka minimoi lausekkeen [y L(V,T(x))dUy (V). Toisin sanoen, jokaiselle

mahdolliselle havainnolle x, T(x) on Bayes-estimaattori jakauman U, suh-
teen.

Termistoa: Bayesilaisessa tilastotieteessi jakaumaa U(¥) kutsutaan muut-
tujan © aprioriseksi jakaumaksi ja jakaumaa U, (¢) muuttujan © aposterio-
riseksi jakaumaksi.

3.2 Bayesilainen tilastotiede ja maksuhinnoitteluongel-
ma

Valitaan nyt tappiofunktioksi kvadraattinen tappiofunktio

L(9, T(x)) = (u(9) — T(x))*.

Téten saadaan kaikkien estimaattorien p(©) avaruuteen seuraavanlainen jér-
jestys:



—

Maaritelméa 3.5 Estimaattori 1(©) on vihintddn yhtd hyvd kuin toinen es-

timaattor: u/(@\) , Jos

E|(1(0) - n(©))*] < B|(1(6) - u(®))

—_—

Termid E [(/@— u(@))ﬂ kutsutaan estimaattorin u(©) kvadraattiseksi tap-
piofunktioksi.

Lause 3.6 Bayes-estimaattor: kvadraattisen tappiofunktion suhteen on

1(8) = Elu(©)|X). (3.4)
Todistus: Olkoon LL/(g) termin u(©) estimaattori ja L/L(\(9/) sen aposteriorinen
odotusarvo E[u(©)|X]. Talloin

B[(1(6) - u(0))*] = E[E|(1(6) - n(©))*|X|
—E[B[(4(6) — #(6) + u(®) - u(©))?| X ||
—E|E[(1(8) ~ 1(©))? + 2(u(6) — u(8))(u(®) — ()

—_~—

+ (1(6) - u(©)71X |

—E[((6) - 1(©))] + E[(u(®) - u(©)*] - 28[E[u(®) |x]]
)

Y [E [/f@)(;(_v

—E|(1u(0) - u(©)*] + E[(u(6) - u(®))?
-»(e[j) - i)

=E[(u(®) ~ u(®)?] + B[(1(6) - n(©)?] ~2(E[1®) | - E[u(®)])
+ 2018 [i®) - o))

P

—E|(1(8) — u(©))?] + B[ (1(6) - u(®))?].

Téamén perusteella kaikista termin u(©) estimaattoreista estimaattorilla
1(©) = E[u(0)|X] on pienin kvadraattinen tappio. O

©
|

E\
@
+
E\
ol
E
o

sl

Edella nahtiin, ettd kvadraattisen tappiofunktion kiyttaminen johtaa sii-
hen, ettd paras vakuutusmaksu on yksilollisen riskipreemion u(©) aposterio-
rinen odotusarvo. Télla estimaattorilla on myd6s toinen térked ominaisuus.
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Esitetaén yhteisjakauma P muodossa
dP(9,x) := dFy(x)dU (V).

Jokaiselle mitalliselle joukolle C' € B™ := o(Xj, ..., X,,) pétee satunnaismuut-
tujan ehdollisen odotusarvon méaritelméan mukaan, etta

A= /@ /C 1(9)dP (9, z) = /@ /C 1(9)dP (9, z) =: B. (3.5)

Edellisid yhtéloita voidaan tulkita seuraavasti: jos saadut vakuutusmaksut
asetetaan yhtéasuureksi Bayes-preemion kanssa, niin silloin A vastaa summaa,
joka on saatu havaintoja X € (' vastaavasta osakollektiivistd. Ja B vastaa
odotettua kertynyttd korvausméirid, joka maksetaan havaintoja X € C
vastaavalle osakollektiiville. Tama tarkoittaa, etté jokaisen osakollektiivin yli,
joka on méaritelty menneen vahinkohistorian suhteen, summa, joka saadaan
yhtioon on yhtasuuri kuin summa, joka maksetaan ulos.

Seuraavaksi esitetddn muutamia huomioita tappiofunktiosta. Vastaavasti
kuten yksilollinen vakuutusmaksu, myos kollektiivin vakuutusmaksu saadaan
ratkaistua kvadraattista tappiofunktiota kiyttamalla. Tamé voidaan ajatel-
la tilanteeksi, jolloin vahinkohistoriaa ei ole laisinkaan saatavilla. Tasapai-
noargumentti (3.5) on vahva syy kvadraattisen tappiofunktion kiyttamiseen.
Symmetrisen tappiofunktion kiytto, joka rankaisee yhta paljon niin voitoista
kuin tappioista, kuvastaa tilannetta, jossa vakuutuksen antajalla ja ottajalla
on yhta suuri neuvotteluvoima. Néin ollen saatavaa vakuutusmaksua voidaan
pitda reiluna molemmille osapuolille. Toisaalta tarkasteltaessa yksipuolises-
ti vakuutusyhtion nakokulmaa, olisi vahingollisempaa kéyttaé liian alhaisia
vakuutusmaksuja kuin liian korkeita, joten tappiofunktion ei tulisi olla sym-
metrinen estimoitavan parametrin laheisyydesséa. Kuitenkin tassa keskitytaan
ainoastaan riskimaksuun®. Vakuutuksen ottajalta veloitettava vakuutusmak-
su sisaltdd myos varmuuslisdn. Vakuutettavan kohteen riskialttius tulee ottaa
huomioon juuri varmuuslisassa.

Lause 3.7

(1) Bayes-preemion kvadraattinen tappio on

—~—

E|(n(6) ~ p(©))?] = EVar(u(©)|X)] (36)
(i1) Kollektiivin vakuutusmaksun kvadraattinen tappio on

E[(no - u(©))?] = Var(u(©)) (3.7)
— E[Var(u(0)|X)] + Var(E[u(0)|X)).

4riskimaksu = pure risk premium

11



Todistus: Kohta (i) seuraa suoraa ehdollisen varianssin méaaritelmésté.

—~—

E|(1(6) = u(©))2] = B|(u(6) — Elu(©)|X])?|
— B[ B[(1(O) - E[1(©)|X)? X] |

N J/

VvV
ehdollisen varianssin mé&aritelma:

Var(Y|X) = E[(Y — E[Y|X])?|X]
= E[Var(u(@)]X)]

Kohdassa (ii) po = E[Xn41] = E[E[X,41|0]] = E[pu(©)], joten téstd seuraa
——

=u(0©)
suoraan, ettd E[(po—p(0))?] = Var(u(©)). Toinen yhtésuuruus on tunnettu
kokonaisvarianssikaava. 4

Bayes-preemion kvadraattinen tappio on yhta suuri kuin kollektiivin va-
kuutusmaksun kvadraattisen tappion ensimméinen varianssikomponentti.
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4 Biihlmannin malli

Edellisessd luvussa néhtiin, ettd Bayes-preemio u(0) = E[u(©)|X] on paras
estimaattori kaikkien mahdollisten estimaattorifunktioiden luokassa. Kuiten-
kin tavallisesti kyseistd estimaattoria ei voida esittda suljetussa analyyttises-
sa muodossa ja se voidaan laskea vain kiyttden numeerisia menetelmiéa. Nain

P

ollen se ei tiytd vaatimusta yksinkertaisuudesta. Liséksi, jotta p(©) voidaan
laskea, taytyy ehdollisen jakauman lisdksi maérittda apriorinen jakauma, jota
kiytdnnossa ei usein voida pédtelld aineistosta.

Kredibiliteetin perusideana on pakottaa estimaattorin vaadittava yksin-
kertaisuus rajaamalla sallittujen estimaattorifunktioiden luokka siten, et-
td se pitda sisdllddn vain estimaattorit, jotka ovat lineaarisia havaintojen
X = (X1, Xs, ..., X;,)" suhteen. Toisin sanoen tavoitteena on 16ytéé paras esti-
maattori lineaaristen estimaattorifunktioiden luokasta. Tésséa yhteydessa "pa-
ras” ymmarretdan Bayes mielessd ja optimaalisuusehtona on taas kvadraat-
tinen tappio. Nain ollen kredibiliteettiestimaattorit ovat lineaarisia Bayes-
estimaattoreita.

Aikaisemmin ollaan keskitytty vain yhteen yksittéiseen riskiin ja kredi-
biliteettiestimaattori ollaan johdettu kiyttden vain tdmaén yksittaisen riskin
havaintoja. Kuitenkin kayténnossé kiytettdvissd on usein havaintoja koko
portfolion samankaltaisilta riskeiltd i = 1,2, ..., I.

Merkitaén riskin ¢ havaintovektoria X; = (X1, Xio, ..., Xin)" ja sen riski-
profiilia ©;. Oletetaan, ettd jokaiselle portfolion riskille ©; ja X; toteuttavat
seuraavat yksinkertaisen kredibiliteettimallin oletukset.

Oletus 4.1 (yksinkertainen kredibiliteettimalli)

O1: Satunnaismuuttujat X; (j = 1,...,n) ovat ehdollisesti riippumattomia
annettuna © = ¢ ja niilld on sama jakaumafunktio Fy ja ehdolliset
momentit

p(0) = E[X;]0 = 1],
() = Var(X;|© = 9).

02: O on satunnaismuuttuja, jolla on jakauma U(¥).

13



Néin paadytddn yksinkertaiseen Biihlmannin malliin, joka on julkaistu
artikkelissa "Experience Rating and Credibility” [3].

Yksinkertaisen Biihlmannin mallin oletukset

(B1) Satunnaismuuttujat X;; (j = 1,...,n) ovat ehdollisesti riippumattomia
annettuna ©; = ¢ ja niilld on sama jakaumafunktio Fy ja ehdolliset
momentit

u(0) = E[X35]0; = 7],
o?(V) = Var(X;|0; = v).

(B2) Parit (©1,X,),..., (0, X;) ovat riippumattomia ja samoin jakautunei-
ta.

Mallissa kdytetdan myos seuraavia merkintoja
P =pu(0;) = B[X,|04],

P o = (@) = [ p(0)aUo).

Tavoitteena on loytad kredibiliteettiestimaattori yksinkertaisessa Biihl-
mannin mallissa. Nyt halutaan estimoida jokaiselle riskille ¢+ oma yksiléllinen
preemio p(0;). Néin ollen tavoitteena ei ole 16ytaéd vain yhta kredibiliteet-
tiestimaattoria, vaan halutaan 16ytdd preemioiden p(©;) kredibiliteettiesti-

maattorit @, kun¢ =1,2,...,I. Maaritelméan mukaan estimaatorien @
tulee olla havaintojen lineaarisia funktioita. Jotta kredibiliteettiestimaatto-
rit voidaan laskea, tulee aina méaarittaa seuraavat asiat: suure, jota halutaan
estimoida seké tilastot, joihin kredibiliteettiestimaattorien tulee pohjautua.
Preemion 1(0;) kredibiliteettiestimaattori voi olla vain riskin ¢ havaintojen
lineaarinen funktio tai portfolion kaikkien havaintojen lineaarinen funktio.
Tavallisesti kredibiliteettiestimaattori on maéritelty parhaana estimaat-

torina, joka on portfolion kaikkien havaintojen lineaarinen funktio. Eli pree-

—
—————

mion x(©;) kredibiliteettiestimaattori 1 (©;) on mééritelmén mukaan paras
estimaattori luokassa

1 n
{u(@i) cu(0;) =a+ ZZbijkj; a,by; € ]R} :

k=1 j=1
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—
————

Seuraavaksi tavoitteena on johtaa estimaattorin p(©;) kaava. Méaéritel-

—
———

mén mukaan p(0;) tdytyy olla muotoa

jossa kerrointen déi), &ﬁ), &gg), ey dﬁz, dgil), s EL(IZ tulee ratkaista

— mn B[00 o - S

() () (ep

ay 5041 y-say,,

Koska todennékoisyysjakuma on sama jokaiselle Xy, Xy, ..., Xin ja u(0;) on
yksikasitteisesti méaaritelty, taytyy pitda paikkansa, etté

~ () NO) ~ ()
Ay = Qpg = *+ " = Qppy.

o —
————

Néin ollen estimaattori u(©;) on muotoa

— I
(O) =g+ b X
k=1
jossa
1 n
X =— X
k n ; kj

Kertoimet &[()i) ja IA),(CZ) saadaan ratkaistua minimoimalla odotusarvo

E[(N(@) —a) - EI:BS)Xky]

k=1

Mahdollinen minimikohta 16ytyy ratkaisemalla osittaisderivaattojen nolla-

kohdat:

15



ja

0 I )
(SRR S S AN
% k=1
o -2 [u(0) — i) = %] —o
k=1

k
k=1
o — 28 (uo) - af) - jj;z;goxj)xk} -
SE (u(@ ) —al) - ;BY)XJX;C} —0
SE|ue) X, - E[agi))‘(k] - iég.“E[Xij] —0
j=1
SE| o)X, - ag)E[X] . ji;?)g.i)E[X]]E[Xk] . ZS;“E[X',?}
J#k
+E| % T _i0p %] "0
uo)x] - B[%) () - S W0E[%] -0 E[x])
j:l

SFE [,u(@i)Xk] —F [Xk] E [,u(@z)] — ZA),(;)VCLT(Xk) =0
SCov(u(6;), Xy) — lA),(f)Var()_(k) =0.

16



Osittaisderivaattojen nollakohdista saadaan ratkaistua yhtalo
Cov(u(6;), Xp) = b Var(Xy),

jonka vasen puoli on yhtdsuuri kuin nolla, kun ¢ # k. Tdman seurauksena
ZA),(;) = 0, kun ¢ # k. Néin ollen mallissa muuttujan u(0;) kredibiliteetties-
timaattori riippuu ainoastaan riskin ¢ havaitusta keskiarvosta X;, eiki ole
riippuvainen kollektiivin muista riskeistd. Kredibiliteettiestimaattori on siis
muotoa

Ensimmaisesta osittaisderivaatan nollakohdasta saadaan ratkaistua

. (3) i) N0
= E[u(;)] -0\ B[ X]] E— § E[X;
ag [11(6;)] [ fo = - il
=0
RO )
— g — S § E[E[X;]6i]]
= Mo n ]|

ot 2 (i)
= Ho — #nﬂo = po(1 = b;"),

silld tiedetédan, etta lA),(j) = 0, kun i # k. Jotta toisesta osittaisderivaatan nolla-

kohdasta saadaan ratkaistua ZA)Ei), muokataan ensin lausekkeet Cov(X;, 11(6;))
ja Var(X;) ymmérrettdvAmpain muotoon.

n

:%Zm&m%%%Zﬂ%WM%]

J=1

:_ZE Upﬂm%%Zﬂﬂ&@MM%]
:_ZE E[X;;]0,] ZE

= Z E[u(©:)*] — E[u(6;))?

= Var(u(6;)) =: 72
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3

N 1 1 n n
Var(Xi) =Var(= > X)) = E(E[var(z Xi10:)] + Var(E)Y_ X;;104]))
j=1 Jj=1 j
1 n
Var(X;;|0;) + 2 Z C’ov U, Xik|©;)]
]:1 1<j<k<n d

—O
n

+ Var(z E[X;;10:))

:%(Z E[o*(0,)] + n*Var(u(©;)))

:w + Var(u(©;)) = %2 +7°

N%’t saadaan toisesta osittaisderivaatan nollakohdasta ratkaistua muuttuja
b;".
5O _ Cov(u(©;), X;) 72 B n

L Var(X)) o?/n+12 nto?/r?
Edelld on todistettu seuraava lause:

Lause 4.1 Yksinkertaisen Buihlmannin mallin puitteissa kredibiliteettiesti-
maattori on

10, = o, + (1 a)po, (1)

Jjossa
o = Elu(6,)], (4.2
a= ey (4.3)

Edelld on osoitettu, ettd kaavan (4.1) antama @ ei ole vain havain-
toihin X; perustuva kredibiliteettiestimaattori, vaan se perustuu portfolion
kaikkiin havaintoihin, eli havaintovektoriin X = (X[, X}, ..., X}). Kredibili-
teettipreemio P°*? on nyt siis painotettu keskiarvo yksilollisests, havaitus-
ta keskiarvosta X; ja kollektiivin preemiosta P!, Osaméiiris x = o2/72
kutsutaan kredibiliteettikertoimeksi, joka voidaan myos Kkirjoittaa muo-
dossa k = (0/p0)*(7/10) 2. Termi 7/uo on kollektiivin preemion u(©;)
vaihtelukerroin®, joka on hyvi mittari portfolion heterogeenisyydelle. Termi
o/po = v/ E[Var(X;;]6,)]/E[X;;] on puolestaan riskinsisdinen odotettu kes-
kihajonta jaettuna yleiselld odotusarvolla® ja tidmé termi on hyvi mittari ris-

Svaihtelukerroin = coefficient of variation
Syleinen odotusarvo = overall expected value
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kinsisdiseen vaihtelevuuteen. Nyt voidaan nahdé, etta kredibiliteettikerroin «
kasvaa, kun havaintovuosien n lukumaééra kasvaa, portfolion heterogeenisyys
kasvaa tai riskinsisdinen vaihtelu vahenee.

4.1 Harhattomat estimaattorit

Jotta edellisen luvun tuloksia voidaan hyodyntid, tulee parametrit pg, o2 ja
72 estimoida. Jotta estimaattorit olisivat hyvii, tulee niiden olla harhattomia.

4]

(i) po: Luonnollinen estimaattori parametrille 1o on havaintokeskiarvo

1

(ii) o?: Muuttujan 02(©;) estimoimiseen kiytettiisiin estimaattorina otos-

varianssia
1

n—1

D (X = X

j=1

joka on harhaton, silld E[15 > (X;; — X3)?] = 25 27" (0%(0y) +
0'2 i

p2 = O ) = 62(6;).

Parametrille 02 saadaan estimaattori keskiarvoistamalla yli riskiyksi-

koiden
I n

6% = ﬁ > (- X)) (4.5)

i=1 j=1

Estimaattori 62 on edelleen myos harhaton.

(i) 72 Muuttujan p(0;) = E[X;]©;] harhaton estimaattori on X;, silli
luonnollinen estimaattori parametrille 72 saataisiin keskiarvoistamalla
yli riskiyksikoiden

I
1 S
T-1 > (X — i)™
i=1
Estimaattori ei kuitenkaan ole harhaton. Taméa voidaan todeta seuraa-
valla laskulla.
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=L ((55) B — o) + L B — o)

#Wﬁ—mﬁ=EW“ﬂmE+%]

S S I

=1 j5=1
1 1 2
== (nE X+ Z ZE Xlzle]> — —,UOTLE[XU] + 4
=1 1
yot
(VGT(X11)+EX11 +_ZZE X11X1y|@ H
=1 j5=1
J#i

:%(E[VCLT(Xlﬂ@l)] + VaT(E[XH’@l]) + ,LL%)

"0 Var(u(©,)) + Elu(@)) — 2

_]_ 0‘2
(7" +p0) =y =7+ —

Estimaattoria tulee korjata, jotta siitd saadaan harhaton. Parametrin
72 harhattomaksi estimaattoriksi saadaan

1 _
22— = N (X, — i) — =62 4.6
T Z( ,uo) nU ( )
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5 Kredibiliteettiestimaattori yleisessa tilan-
teessa

Yleisessé tilanteessa tavoitteena on edelleen 16ytéd muuttujan £(©) kredibili-
teettiestimaattori, joka perustuu havaintovektoriin X. Toisin kuin edella, nyt
ei kuitenkaan méaaritelld tarkasti muuttujia pu(©) ja X, eiké niiden todenné-
koisyysrakennetta. Néin ollen yleisen tilanteen ainoa matemaattinen rakenne
on, etté tavoitteena on estimoida jokin tuntematon reaaliarvoinen satunnais-
muuttuja p(©) perustuen tunnettuun satunnaisvektoriin X = (X7, ..., X,,)".
Yleisen tilanteen matemaattinen rakenne mahdollistaa sen, ettd muuttuja
1(0©) vaihdetaan milld tahansa nelidintegroituvalla’” satunnaismuuttujalla Y.

Kredibiliteettiestimaattorit ovat aina parhaita estimaattoreita ennalta
annetussa luokassa. Annettuna vektori X, maaritellaan seuraavaksi kaksi ky-
seisté luokkaa L(X, 1) ja L.(X) seké niita vastaavat kredibiliteettiestimaat-
torit.

Maaritelma 5.1 Muuttujan p(0©) kredibiliteettiestimaattori, joka perustuu
vektoritn X on paras mahdollinen estimaattori luokassa

L(X, 1) = {/j,(@) . /L(@) = ag + Zanj’ g, a1, ... € R}
J

Jatkossa kiytetdin merkintoja P ¢d tai 4(©) ilmaisemaan titi estimaat-
toria. Néin ollen pétee

—_—

Pl = u(©) = argmin E [(1(6) — u(©))*] (5.1)

—

w(®)eL(X,1)

Jotta saadaan tehtyé selked ero homogeenisestd kredibiliteettiestimaattoris-
ta, joka maaritellaan alla, niin edelld olevaan estimaattoriin viitataan usein
kirjallisuudessa epahomogeenisend kredibiliteettiestimaattorina.

Maaritelma 5.2 Muuttujan u(©) homogeeninen kredibiliteettiestimaattori,
joka perustuu vektoriin X, on paras mahdollinen estimaattori kollektiivisesti
harhattomien estimaattorien luokassa

—

Lo(X) = {,T@ :1(0) =Y 4,X;, ar,az,.. € R, E[u(0)] = E[u(@)}}.

"nelidintegroituva = square integrable
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—~hom
Jatkossa kiiytetdin merkintéja Perednom tai ,u/((;) ilmaisemaan tata es-
timaattoria. Frona epdhomogeeniseen estimaattoriin, homogeenisessé esti-
maattorissa ei ole vakiotermid ag ja méadritelméa vaatii, ettd se on harhaton
yli kollektiivin. Kuitenkaan ei vaadita, ettd estimaattori olisi harhaton mille
tahansa muuttujan ¥ yksittaiselle arvolle. Muodollisesti kirjoitetaan

—~—hom
—_—

PCTedhom — M(@) = /azgmin E [(M(@) - M(G))Q] (5'2)
w(O)ELe(X)

Homogeenista estimaattoria maarittaessa tulee ottaa huomioon, ettei yh-
takadn kollektiivisesti harhatonta estimaattoria ole olemassa. Téll6in luokka
L.(X) on tyhja ja ei ole olemassa yhtdén mééritelmén 5.2 mukaista homo-
geenistéd estimaattoria. Liséksi homogeeninen estimaattori on jarkeva vain,
jos havaintovektori X sisiltdé rinnakkaisdataa®, eiki vain ainoastaan tietoja
yvhdesta riskista.

Vakiotermin pakottaminen nollaksi yhdistettyna kollektiivisen harhatto-
muusehdon kanssa automaattisesti tarkoittaa muuttujan pg sisddnrakennet-
tua estimaattoria, mikd on padasiallinen syy homogeenisen kredibiliteetties-
timaattorin harkitsemiseen.

8rinnakkaisdata = collateral data
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6 Buhlmann-Straub malli

Biithlmannin ja Straubin vuonna 1970 kehittdm& malli on yleistys Biihlman-
nin mallista [5]. Se on edelleen vakuutuskiytédnnossi kiytetyin ja térkein
kredibiliteettimalli. Mallilla on lukuisia kayttosovelluksia niin henkivakuu-
tuksissa kuin omaisuusvakuutuksissa sekéd ensivakuuttamisessa ja jalleenva-
kuuttamisessa.

6.1 Mallin oletukset

Oletetaan annetuksi portfolio, joka koostuu I riskisté tai riskikategoriasta.
Kaytetddn seuraavia merkintoja

Xi;: riskin ¢ vahinkosuhde vuonna j

w;;: vahinkosuhteeseen liittyvd tunnettu paino.

Vahinkosuhde X;; voidaan kirjoittaa muodossa X;; = S;;/w;;, jossa S;; on
kertynyt korvaussumma vuodelta j. Painot w;; tulkitaan yleisesti lukumaa-
ramittana, mutta muutkin tulkinnat ovat mahdollisia.

Mallin oletukset

Yksilollinen riskiproiili ¥J;, joka on satunnaismuuttujan ©; realisaatio, ka-
rakterisoi riskin ¢. Havaintojen oletetaan olevan riippumattomia ja niilla
oletetaan olevan vakio keskiarvo, mutta varianssi vaihtelee tunnettujen
painojen w;; kanssa.

(BS1) Parit (01, X 1), (02, X32),... ovat riippumattomia, ja ©1, Oa,... ovat
riippumattomia ja samoin jakautuneita,

(BS2) Satunnaismuuttujat {X;; : j = 1,2,...,n} ovat ehdollisesti riippumat-
tomia, annettuna ©;,

(BS3) E[X]0:] = u(6:),

%(0;)

wij

Oletuksen (BS1) mukaan riskit ovat riippumattomia, toisin sanoen satun-
naismuuttujat, jotka kuuluvat eri sopimuksiin, ovat riippumattomia. Yleisesti
tamaé oletus ei tuota ongelmia kiytannon kannalta. Oletus, ettéd riskit olisivat
apriorisesti samanlaiset, ei ole aina kiytadnnossd voimassa ja tapauskohtaises-
ti tulisi aina miettid oletuksen jarkevyys.
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Oletuksen (BS2) ehdollista riippumattomuutta voidaan heikentda. Kaikki
tdmén kappaleen tulokset ovat voimassa, jos vektorin X ; alkiot ovat keski-
médrin ehdollisesti korreloimattomia, eli jos E[Cov(Xy, Xi|©;)] = 0, kun
k #1.

Oletuksen (BS3) mukaan “todellinen” yksiléllinen vahinkosuhde on va-
kio yli ajan. Kéytéannossa tamé oletus ei kuitenkaan usein pade: esimerkiksi
tarkasteltavat muuttujat X;; riippuvat inflaatiosta tai vakuutusehdot ovat
muuttuneet tarkasteluperiodin aikana.

Oletuksen (BS4) mukaan ehdollinen varianssi on kiéintéden verrannollinen
tunnetun painon w;; kanssa. Usein vakuutussovelluksissa satunnaismuuttu-
ja X;; voidaan kirjoittaa muodossa X;; = S;;/Vi;, missd S;; on vuonna j
kertynyt kokonaisvahinkosumma ja V;; on annettu lukuméaérémitta, esimer-
kiksi sopimusten lukumééara ilmaistuna vuosissa vuonna j. Tavallisesti néita
lukumaérdmittoja V;; kaytetdan painoina w;;. Jos muuttujat X;; voidaan
kirjoittaa muodossa X;; = V%] Z}jﬁl SZ-(]-V), niin oletus (BS4) on jérkeva.

Seuraavat suureet ovat mallin kannalta oleelliset:

Riski ¢ kollektiivi/portfolio
1(0;) == E[X;|6;] po = E[1u(6;)]
02(0;) = wy;Var(X;;]0;) 0? = E[0?(6;)]

2= Var(u(©;))
Tulkinta: Tulkinta:

N o ) 1o: kollektiivinen preemio,
1(0;): yksilollinen riskipreemio, 0 o o o )
9 o o ] ) o”: yksilollisen riskin keskivarianssi
0“(0;): yksilollisen riskin varianssi o )
o . (normalisoituna painoon 1;
(normalisoitu painoon 1). o ] i
ensimmaéinen varianssikompo-

nentti),
72 yksilollisten riskipreemioiden
vélinen varianssi (toinen

varianssikomponentti).

6.2 Biihlmann-Straub mallin kredibiliteettipreemio

Tavoitteena on estimoida jokaiselle riskille i yksil6llinen vahinkosuhde 1(0;).
Vahinkosuhteen p(0;) kredibiliteettiestimaattori riippuu vain riskistéa i teh-
dyistd havainnoista. Riskin ¢ havaintovektoriin X; = (X1, Xio, ..., Xin)" pe-
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rustuva kredibiliteetti-estimaattori on

—

@Z> = ;0 + Z(linij. (61)
J

Mallin riskien riippumattomuusoletuksesta seuraa, etta kaikille k # i ja kai-
kille [ patee

—

Cov(11(8,), Xu) = Cov(11(6;), Xu) = 0. (6.2)

Se, etta riski ¢ riippuu vain yksilollisestd vahinkohistoriasta, eikd muiden
riskien vahinkohistorioista, on intuitiivisesti selvaa. Jos apriorinen odotusarvo
o tunnetaan, niin muut riskit eivéit voi tarjota lisdinformaatiota, silld ne ovat
riippumattomia tarkasteltavasta riskistd. Kuitenkin kiytdnnossa g ei ole
yleensd tunnettu. Talloin muut riskit sisaltavét tietoa apriorisen odotusarvon
estimoinniksi.

Oletusten (BS3) ja (BS4) mukaan havainnot X;; ovat yksilokohtaisesti
harhattomia (eli ehdollisesti harhattomia annettuna ©;) ja niiden ehdolliset
varianssit ovat kddntéden verrannollisia painojen w;; kanssa. Paras lineaarinen
estimaattori, joka on yksilokohtaisesti harhaton ja jolla on pienin ehdollinen
varianssi, on painotettu keskiarvo

wij

Xi = Z o Xij

jossa Wie = Zj w;;. Muuttujalle X; patee

1
E[Xi|0;] = E[-— > w; X;;|0,] = i Xij|©4]
j

Wie

1

= E[Xy|0] = — > win(6))
1@ j

(09 L = (o)

- lu 1 Wie Wie = ,LL 7

ja
Var(X;|0;) = ZwUX”|@ ZwUVm’ Xii16;)
1 1 1 1
= a7 2 Wiy 0 (00 = w—zwi.a%@i) = -0*(0)),
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Seuraavaksi esitetdén ilman todistuksia aputulos, jota hyodyntden saa-
daan johdettua muuttujaan X; perustuva kredibiliteettiestimaattori ja té-
mén jalkeen néaytettya, ettd se on koko aineistoon perustuva kredibiliteetties-
timaattori. Lemman 6.1 todistuksen 16ytaa Biihlmannin ja Gislerin kirjasta
[1].

Lemma 6.1 (normaaliyhtilot) u(©;) on (epihomogeeninen) muuttujan
w1(0;) muuttujaan X; perustuva kredibiliteettiestimaattori, jos ja vain jos seu-
raavat normaaliyhtdlot toteutuvat:

i) E[u(©:) — u(©)] = 0 (6.3)
i) Cov[u(©;), X;] = Cov[u(©:), X, j=1,2,...,n. (6.4)

Lemman 6.1 perusteella ja koska E[X;] = E[E[X;|0;]] = E[u(0;)] = uo,
tiedetéén, etté kredibiliteettiestimaattorin tulee olla muotoa (6.5) ja sen tulee
toteuttaa yhtdlo (6.6):

400 = aiXi + (1 — ) 65
Cov((0y), X;) = aiCov(X;, X;) = Cov(u(©), X,). (6.6)

Soveltamalla kokonaisvarianssi- ja kokonaiskovarianssikaavoja tiedetéan, etté
Cov(X;, X;) =Var(X;) = E[Var(X;|0;)] + Var(E[X;|0;])
o*(0:)] + Var(u(©;))

=F] 1

Wie

ja
Cov(u(0;), Xi) =E[Cov(u(0;), Xi|0;)] + Cov(E[u(6;)|0:], E[X;]6;])
=0+ Cov(u(©;), 1(0;)) = Var(u(6;))

=77

Néiden avulla saadaan kaavasta (6.6) ratkaistua o:

T2 Wie 7'2 Wie

o — _ _ _ 6.7
212 ot wett G 4w, 6.7

Wie
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—
—

Seuraavaksi halutaan osoittaa, ettd p(©;) on myos koko aineiston poh-
jalta laskettu riskin ¢ kredibiliteettiestimaattori. Ylempéana on osoitettu, et-
téa riskin ¢ kredibiliteettiestimaattori riippuu vain riskin ¢ aineistosta, joten
osoitettavaksi enédd jaa, etta

Cov(j(04), Xyj) = Cov(p(@:), Xij) = 72, j=1,2,...n. (6.8)

Tulos saadaan johdettua seuraavasti

Cov(@, Xij) =Cov(; X; + (1 — o) o, Xij)
:O{Z‘COU(XZ‘7 XZ]) + (]_ - O[i)COU(,uo, XZJ)

~~
=0

:OéiCOU(Z :f)zk Xik7 Xl])
L ie
Wik
= Z C’OU()(Z‘]€7 ng)

k Wie

—oy Z wl:k (E[Cov(Xik, Xij]©:)]

w
k i®

+ Cov(E[Xi|0], E[X;;]04]))
=q Z IwUZk (E[Var(Xik|0:)|0k; + Var(u(6;)))

k‘ 1@
Wik , O
=0 ( 5kj + T )
Wie Wik
2
Wik 2 ag
—Oéi( T 4+ )
L Wie Wie
Wie 1 2 2
= (wieT” + 07)
) + Wie Wie
wz.7'2 + 02
T 024 wiet2
72
:TQ’

) {1, kun k =7
jossa 0y, =

0, muulloin.

Néin ollen (6.8) pitdd paikkansa, ja seuraava tulos on todistettu.

Lause 6.2 Bihlmann-Straub mallin (epdhomogeeninen) kredibiliteettiesti-
maattort on

—
—————

w(0;) = o X + (1 — og)po = o + ai(Xi — [o), (6.9)
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jossa
w..
Xi = E lXij,
j Wie

Wie = E Wiy
J

v = Wie
1: —_— T = .
Wie + 02 /T2

6.3 Kredibiliteettiestimaattorin tulkinta

Lauseen 6.2 antamalle kredibiliteettiestimaattorille voidaan antaa hyva ja in-
tuitiivinen tulkinta. Estimaattorin kaavassa (6.9) parametri o on paras esti-
maattori, joka perustuu ainoastaan ennakkotietoihin ja silld on kvadraattinen
tappio
(1o - u(©)))?] = Var(u(e,)) =

Termi X; on paras lineaarinen ja yksilokohtaisesti harhaton estimaattori, joka
perustuu ainoastaan havaintovektoriin X;. Silld on seuraava kvadraattinen
tappio:

= [B[(X 25, ~wen) o]
_B :wL%EE(Zwim - 1©0)) [0/
— :wi;var(]zwijxij 6:)]

. wi ngjjvmxmen}

r1 2 @z
e

— gl

E[(Xi—u(6))’] =E < Z %XJ - “(@i))z]

Kredibiliteettiestimaattori on kahden estimaattorin painotettu keskiarvo, jos-
sa kummallekin yhteenlaskettavalle termille méaratty paino on verrannolli-
nen sen kvadraattisen tappion kdanteisluvulle, eli

—
————

w(O;) = ;i X + (1 — ay) o,
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jossa
(0% /wie) ™

()7 + (0 w)

o; =

Seuraavaksi esitetddn muutamia huomioita kredibiliteettiestimaattorista:
Kredibiliteettikerroin x = ¢2/7% voidaan myos kirjoittaa seuraavassa muo-

dossa
_ (CT/MO)2

(7/10)*

Kredibiliteettikertoimen nimittéjén neliojuuri 7/uy on yksilollisen preemion
1(0;) vaihtelukerroin, joka on hyvd mittari portfolion heterogeenisyydelle,
eli toisin sanoen hyva mittari riskien véliselle vaihtelulle. Parametri o on
riskin sisdinen keskiméarainen keskihajonta, joka on normalisoitu painoon 1
ja parametri o on koko portfolion yli keskiarvoistettu odotusarvo. Néin ollen
termi o/ voidaan tulkita riskinsisdisten vaihtelukertoimien keskiarvona ja
se on hyvé mittari riskinsisédiseen vaihtelevuuteen.

Kredibiliteettipainon «; kaavasta nahdaén, ettd mita korkeampi kredibili-
teettipaino wy, on, sitd suurempi paino a; on (Kuva 6.1a), sekd mitd pienempi
kredibiliteettikerroin x = 02/72 on, sitd suurempi kredibiliteettipaino «; on
(Kuva 6.1b).

y Qi

(a) (b)

Kuva 6.1: Kredibiliteettipaino «; parametrien w;, ja x funktioina.

Kredibiliteettiestimaattorin odotusarvo E[@] = Elo;X; + (1 —
a;)po) = o E[X;] + (1 — a)po = po, eli keskimédrin riski on arvioitu oi-

kein kollektiivitasolla. Sanotaan, etta kredibiliteettiestimaattori on kollektii-
vin sisélld harhaton.
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—
—

Kredibiliteettiestimaattorin p(0;) maarittamiseksi tarvitaan havaittujen
vahinkosuhteiden Xj; ja niitd vastaavien painojen w;; lisdksi niin kutsuttuja
rakenteellisia parametreja g, 02 ja 72. Ne voidaan méirittdd joko ennak-
kotietoihin perustuen, esimerkiksi asiantuntijoiden mielipiteiden perusteella
(puhdas Bayesilainen menettelytapa) tai samanlaisten riskien kollektiivin ha-
vaintojen perusteella (empiirinen Bayesilainen menettelytapa).
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7 Hachemeisterin regressiomalli

Hachemeisterin regressiomalli on yleistys Bithlmann-Straub mallista. Sen on
kehittédnyt Hachemeister vuonna 1975 [2]|. Hachemeister kehitti lineaarisen
regressiomallin, jossa aika on riippumattomana muuttujana, silla inflaatiosta
oli muodostunut suuri ongelma kredibiliteettiestimaattorin muodostuksessa
[5]. Mallissa i.i.d.-oletuksen sijaan sallitaan eri keskiarvot ja varianssit ja
lisdksi sallitaan mahdollinen kovarianssi havaintojen ja sopimusten vilille.
Ensimmaéisessa alaluvussa esitetdan lyhyesti tuloksia standardista regres-
siomallista, joka on yksi regressiokredibiliteettimallin alalajeista Hachemeis-
terin regressiomallin lisdksi. Standardin regressiomallin tulosten pohjalta
Hachemeisterin regressiomallin tuloksia on helpompi ymmértéa.

7.1 Regressiokredibiliteettimalli ja standardi regressio-
malli

Klassisen tilastotieteen yleinen lineaarinen malli on seuraava
X =Y 0+E, (7.1)
jossa X = havaintovektori, jonka alkiot ovat satunnaismuuttujia ja
jonka koko on n x 1,
Y = tunnettu mallimatriisi®, jonka koko on n x p (p < n),
B = tuntematon parametrivektori, jonka koko on p x 1,
€ = satunnaishajontavektori, jonka koko on n x 1, ja jolle
pitee Ele] = 0 ja Cov(e, €) = X.
Jatkossa oletetaan, ettd matriisi Y on aina taytta astetta p.

Téarkeita erikoistapauksia ovat pienimmén neliGsumman menetelmé, jossa
satunnaishajontavektorin kovarianssimatriisi on

Y =01,

sekd, painotettu pienimmén neliGsumman menetelmé, jossa satunnaishajon-
tavektorin kovarianssimatriisi on

Y=0? W, (7.2)
jossa
w1 0
W fnd c . . R
0 W,

Ymallimatriisi = design matrix
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ja wi, ..., w, ovat tunnettuja painoja.
Lause 7.1 Paras lineaarinen harhaton estimaattori vektorille 3 on
B= ('S 'Y)lY'S X, (7.3)
Estimaattorin B kovarianssimatriisi on
Yp=(Y'ETY)h (7.4)

Lauseen 7.1 todistusta ei esitetd tdssd tutkielmassa, mutta sen voi loytaa
Weisbergin kirjasta [6].
Regressiokredibiliteettimallissa oletetaan annettuna portfolio, joka koos-
tuu [ riskista. Olkoon
X! = (X1, Xioy ooey Xin)

riskin ¢ havaintovektori ja w; = (wj1, ..., w;,) havaintoihin liittyvien tunnet-
tujen painojen vektori.

Oletetaan, ettd ehdollisesti annettuna ©;, X, toteuttaa regressioyhté-
16n (7.1). Tamé oletus johtaa regressiovektorin @ tulkintaan, joka eroaa
klassisessa tilastotieteessd kaytetysta tulkinnasta: vektorin B alkioiden ei
ajatella olevan vakiosuureita (jotka ovat tuntemattomia, ja néin ollen ne
tulee estimoida), vaan ennemmin ajatellaan olevan satunnaismuuttujia,
joiden jakauman maéarittdaa kollektiivin rakenne.

Standardin regressiomallin oletukset
Riskia ¢ kuvaa yksilollinen riskiprofiili 1J;, joka on itsessdén realisaatio
satunnaismuuttujasta ©;. Tehddan seuraavat oletukset:

(R1) Parit (01, X1), (02, Xs), ... ovat riippumattomia ja 1, Os, ... ovat riip-
pumattomia ja samoin jakautuneita.

(R2) Satunnaismuuttujat {X;; : 7 = 1,2,...,n} ovat ehdollisesti riippumat-
tomia, annettuna ©;.
[3(()1)7 (7.5)

Y, -
M~ N~
nxp px1

(R3) E[X;]6:] =

missé B(0;) = regressiovektori, jonka alkiot ovat lineaarisesti
riippumattomia ja jonka pituus on p < n,

Y; = tunnettu mallimatriisi, jonka aste on p.

(R4) Var(X;|0;) = 20, (7.6)

wij
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Tavoitteena on madrittdd yksilollinen preemio pa(0;) = E[X,|©;] mil-
le tahansa annetuille mallivektoreille a’ = (a4, as, ..., a,). Kun otetaan huo-
mioon regressiomalli, on mielenkiinnon kohteena oleva suure muotoa

1a(©;) = a'B(6;). (7.7)

Jotta voidaan méérittad preemion 1, (0;) kredibiliteettiestimaattori mille ta-
hansa vektorille a, tulee ensin méérittad vektorin B(0;) kredibiliteettiesti-
maattori.

Jotta kredibiliteettiestimaattori saadaan muodostettua, tdytyy optimaa-
liselle tiedontiivistykselle!® B; = Pro(8(0;)|L"4(X;)) loytii kaava. Tiedon-
tiivistys B; € L"(X;) on vektorin B(0;) ortogonaaliprojektio aliavaruudes-
sa Lnd(X,), jos B(0;) — B; L L"(X,). Optimaalisella tiedontiivistykselli
tarkoitetaan vektorin X; muuttamista vektoriksi B; siten, etta silla on sa-
ma dimensio kuin estimoitavalla vektorilla 3(0;) ja niin ettei tarkkuuden me-
nettamisestd rangaista. Néin ollen kredibiliteettiestimaattori on riippuvainen
datasta vain vektorin B; kautta. Merkitadn yksilokohtaisesti harhattomien
estimaattorien avaruutta notaatiolla Lid(-).

Ennen optimaalisen tiedontiivistyksen ja kredibiliteettikaavan méaritté-
mistd standardin regressiomallin oletusten alaisuudessa esitetdan vastaavat
tulokset yleisesséd moniulotteisessa tapauksessa. Naméa tulokset esitetdén il-
man todistuksia, mutta niiden todistukset 1oytyvéat Biihlmannin ja Gislerin
kirjasta [1]. T4ll6in oletukset vastaavat standardin regressiomallin oletuksia
poislukien oletukset (R2) ja (R4).

Lause 7.2 (optimaalinen tiedontiivistys moniuloitteisessa tapauk-
sessa). Optimaalinen tiedontiivistys on

B; := Pro(B(6,)|L"(X;)), (7.8)

Lind(Xz‘) - {5/(@ D Br(©;) = Z%@Xipk =1..p

J

£ [B(e))|e:] = sen}.

Lause 7.3 (kredibiliteettiestimaattori). (Epihomogeeninen) kredibili-
teettiestimaattors yllamainittujen moniuloitteisen mallin oletusten alaisuu-

Dtiedontiivistys = data compression
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dessa on

@ = A;Bi + (I — A;)B, (7.9)
missi A; = T(T + S;) 71, (7.10)
B = E[B(6;)],

S; = E[Cou(B;, B|6;)],
T = Cou(B(6;), B(6,)).

Néin ollen tiedontiivistykselld saatu muuttuja B, sisaltdd kaiken infor-
maation aineistosta epahomogeenisen kredibiliteettikaavan tapauksessa.

Lause 7.4 (lineaarinen tyhjentivd tunnusluku''). {B;:i=1,2,...,. 1}
on lineaarisesti tyhjentavd tunnusluku, eli molemmat epahomogeeninen ja ho-
mogeeninen kredibiliteettiestimaattor: on rigppuvainen aineistosta vain taman
tunnusluvun vdlitykselld.

Vield ennen optimaalisen tiedontiivistyksen madrittamistda standardin
regressiomallin oletusten alaisuudessa maaritetdén standardin regressiomal-
lin rakenteelliset parametrit:

\ﬁ;r =E[B(;)],

o :=E[0*(0,)],
\7;_/ =Cov(B(6;), 8(6;)).

pXp

Seuraavaksi esitetddn lauseet tiedontiivistykselle ja standardin tapauk-
sen kredibiliteettikaavalle standardin regressiomallin oletusten alaisuudessa
ilman todistuksia. Lauseen 7.5 todistus 10ytyy suoraan Biihlmannin ja Gis-
lerin kirjasta [1].

Lause 7.5 (tiedontiivistys). Standardin regressiomallin oletusten alaisuu-
dessa patee:

i) Muuttujan B(©;) paras lineaarinen ja yksilokohtaisesti harhaton esti-
maattori on
B, = (V/W,Y)"'Y/WiX,. (7.11)

i1) Muuttujan B; kvadraattinen tappiomatriisi on

E[(B; — B(©:) - (B: = B(6y))] = o - (YyW;Y;) ™. (7.12)

Htyhjentévi tunnusluku = sufficient statistic
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Seuraavan lauseen alkuosa saadaan suoraa lauseesta 7.3 soveltamalla sité
lauseen 7.5 antamaan tiivistettyyn aineistoon. Kvadraattinen tappiomatriisi
saadaan puolestaan soveltamalla Biihlmannin ja Gislerin kirjan [1] teoreemaa

7.5.

Lause 7.6 (standardin tapauksen kredibiliteettikaava). Standardin
regressiomallin oletusten alaisuudessa saadaan, ettd muuttujan B3(0;)) kredi-
biliteettiestimaattor: toteuttaa kaavan

—
—

B(©;) = AB, + (I — A;)B,
mMissa
Ay =T(T +o*(TWY:) )~

Kvadraattinen tappiomatriisi on
£|(5@) - pe)) - (Be0 - p(©)) | = (1 - a7

7.2 Yleinen regressiomalli (Hachemeister)

Hachemeisterin regressiomalli poikkeaa standardista regressiomallista vain
siten, ettd oletus ehdollisesta riippumattomuudesta komponenttien X;
valilld unohdetaan ja mikd tahansa komponentin X; sisdltdva ehdollinen
kovarianssirakenne sallitaan.

Hachemeisterin regressiomallin oletukset

Yksilollinen riskiprofiili ¢J;, joka on satunnaismuuttujan ©; realisaatio, karak-
terisoi riskin . Oletetaan, ettd annettuna ©;, Y; toteuttaa regressioyhtalon
X, =Y.8(0;) + € Tehddédn seuraavat oletukset:

(H1) Parit (©1, X1), (O3, X5), ... ovat riippumattomia, ja Oy, O, ... ovat
riippumattomia ja samoin jakautuneita,

(H2) Satunnaismuuttujat {X;; : j = 1,2,...,n} ovat ehdollisesti riippumat-
tomia, annettuna ©;,,

(H3) E[X[O;] :\Y’z‘/'@; (7.13)
nxp px1
missd (3(0;) = tuntematon regressiovektori, jonka alkiot ovat lineaari-
sesti riippumattomia ja jonka pituus on p < n,
Y; = tunnettu mallimatriisi, jonka aste on p,
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Oletuksesta (H4) seuraa, ettd matriisit

ovat rakenteellisia parametreja, kun taas standardissa regressiossa S5; =
o?W;! ja siind on vain yksi parametri o2.
Tavallisesti oletetaan, etta
~1/2 ~1/2
2i(0:) = WP (o)WY
ja talloin
S, — W[l/QSWifl/Q’
jossa
w[ll/ 2 0
Wflﬂ _
~1/2

0 Wy,

Oletuksesta huolimatta mallissa on edelleen paljon enemmén rakenteellisia
parametreja kuin standardin regression tapauksessa. Nimittdin matriisi S =
E[3(0,)] siséltdd n(n + 1)/2 rakenteellista parametria standardin regression
yhden rakenteellisen parametrin o? sijaan.

Tavoitteena on 16ytaa mallille kredibiliteettiestimaattori ja sen 16ytami-
seksi keskitytddn ensin tiedontiivistykseen.

Ehdollisesti annettuna ©;, klassisen tilastotieteen tulosten pohjalta (vrt.
Lause 6.1) optimaalinen lineaarinen harhaton estimaattori on

BO) = (Y/Z(0) 1Y) Y/si(0) X, (7.15)
ja sen kovarianssimatriisi on

S5 = (Y/i(0,)7'y) " (7.16)
Yhtélon (7.15) oikealla puolella esiintyvd kovarianssimatriisi 3;(0;) on riip-
puvainen tuntemattomasta muuttujasta ©; ja niin ollen itsekin tuntema-
ton. Bithlmann-Straub mallin kredibiliteettipainon rakenteellisena paramet-
rina on ¢ = E[0%(0;)], joten sen perusteella tuntematon kovarianssi-
matriisi yhtdlossa (7.15) pitaisi korvata rakenteellisella parametrimatriisil-
la S; = E[¥;(0;)]. Seuraava lause osoittaa, ettd ndin toimimalla saavutetaan
optimaalinen tiedontiivistys.

Lause 7.7 (tiedontiivistys). Hachemeisterin regressiomallin oletusen alai-
suudessa:
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i) Regressiovektorin 3(0;) paras lineaarinen ja yksilokohtaisesti harhaton
estimaattort on

B; = (Y/S;'Y) 7Y/ S X, (7.17)
it) Estimaattorin B; kvadraattinen tappiomatriisi on

E[(B; - B(6y)) - (B; — B(6,))] = (Y/S;7 V)~ (7.18)

Todistus: Todistetaan ensin estimaattorin B; harhattomuus:
E[Bi|6,] = (Y/S; Y)Y/ S E[Xi|6]
= (Y/S7Y) 7 Y!S7YiB(6))
= B(6s).
Seuraavaksi tulee osoittaa, ettd ortogonaalisuusehto
6(0;) —B; L AX; — B; (7.19)
toteutuu kaikilla matriiseilla A, joille
ElAX;|6;] = B(©;). (7.20)
Ortogonaalisuusehto (7.19) voidaan kirjoittaa muodossa
E[Cov(B;, (AX,;)'|©,)] = E[Couv(B;, B}|6;)]. (7.21)
Kaavasta (7.20) ja oletuksen (H3) kaavasta (7.13) saadaan

(7.20)

E[AX;|6,] = AE[X,0,] "2V av,8(0,) "2V g(e,),
joten tulee olla, etta
AY; = 1.

Kéyttamélld kaavaa (7.17) saadaan yhtélon (7.21) vasen puoli kirjoitettua
muotoon

E[Cov(By, (AX;)'|0,)] =E[E[B;(AX,)'|0,] — E[B;|0,] E[(AX;)'|6]]
=B[(Y/S; Y)Y/ S E[X X6, A
— (Y/S7Y) 7Y/ ST X |03 BX| 0] A']
=B[(Y/S;'Y) 7Y/ S Cov(X;, X([0:) A
=(Y/S7 Y)Y STS A
—

=(Y/S;'Y)"h YA = (YSTY)

—~—
=(AY;)=I
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Koska yhtélon (7.21) vasen puoli on riippumaton matriisista A, niin téytyy
my0s pitda paikkansa, ettéa

E[Cov(B;,B}|6,)] = (Y/S;'Y;) ™, (7.22)
mika todistaa Lauseen 7.7. O

Jotta regressiovektorin B(0;) kredibiliteettiestimaattori Hachemeisterin
regressiomallin oletusten alasuudessa saadaan esitettyé, esitetdan ensin
abstraktin moniulotteisen kredibiliteettimallin oletukset sekd todistetaan
moniulotteisen kredibiliteettiestimaattorin -lause. Lisédksi esitetddn vield
yleisen moniulotteisen tietorakennemallin oletukset.

Abstraktin moniulotteisen kredibiliteettimallin oletukset
Jokaiselle riskille ¢ on olemassa p-ulotteinen satunnaisvektori X;, jolle péatee
i) Ehdollisesti, annettuna ©;,

EIX;0;] = u(0:) = (11(04), 12(04), ..., 11p(0)), (7.23)
Cov(X;, X!0;) = X:(6;). (7.24)

ii) Parit (©1,X1), (09, X3),... ovat riippumattomia ja ©1, ©,,... ovat riippu-
mattomia ja samoin jakautuneita.

Tavoitteena on estimoida jokaiseen riskiin 4 liittyvd vektori p(0;). Kuten
edellisissékin malleissa, tdmé estimaattori riippuu rakenteellisten paramet-
rien arvoista. Moniulotteisen kredibiliteettimallin rakenteelliset parametrit
ovat

= Elpu(0:)], (7.25)
T := Cov(u(0;), u(6;)). (7.27)

Lause 7.8 (kredibiliteettiestimaattori). Moniulotteinen kredibiliteetties-
timaattori on

o —
————

1) = AX;+ (I — A)p, (7.28)

missa

Ay =T(T + S;)™*

ja p, T ja S; ovat moniulotteisen kredibiliteettimallin rakenteelliset paramet-

rit (7.25)-(7.27).
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Todistus: Moniulotteinen kredibiliteettiestimaattori on maéaéaritelty kompo-

nenttikohtaisesti. Tavoitteena on siis 10ytdé jokaiselle vektorin p(0;) kom-

ponentille siihen liittyva kredibiliteettiestimaattori.
Kredibiliteettiestimaattorin méaritelméan ja méaéritelméan 5.1 mukaan

—

1(0;) := Pro(u(6;)|L(X;,1)),

missé projektio-operaattori tulisi ajatella komponenttikohtaisena ja L(X;, 1)
on vektorin X; komponenttien ja 1 virittdma lineaarinen aliavaruus.
Nyt jokaiselle k =1,2,...,p

— p

1 (03) = ag) + Y 4} Xy (7.29)
j=1

on vektorin p(©;) komponenttien kredibiliteettiestimaattori. Jokaisen téllai-
sen estimaattorin tulee toteuttaa normaaliyhtdlot (6.3) ja (6.4):

p
e = ajo + Y a, (7.30)
j=1
p .
Cov(pr(0;), Xim) = Za,(jj?Cov(Xij,Xim), m=1,2,..,p. (7.31)
j=1

Matriiseja hyvéksi kiyttden (7.29) voidaan kirjoittaa muotoon

—
—

missd (4) (2) (2) (4)
It I IO @)

a; = al(cg A= oa ay Qg

a;’o) agl) a;g) a

Normaaliyhtalot (7.30) ja (7.31) voidaan kirjoittaa matriisimerkinnéin

p=a;+A - p, (7.32)
Cov(u(0;), X)) = A; - Cov(X;, X7). (7.33)

Yhtélo (7.32) voidaan kirjoittaa muotoon
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Koska

Cov(p(65), X;) = E[Cov(u(0;), X|0;)] + Cov(E[n(6;)|6i], E[X}|0;])
= Cov(p(©i), u(65)")
— T,
Cov(X, X}) = E[Cov(X;, X}|0,)] + Cov(E[X,]6;], E[X]|6;])
= E[%i(0;)] + Cov(u(©:), u(0;)")
=54+T,

saadaan yhtalosta (7.33)
josta saadaan
Néin ollen

—
—

Lause 7.9 (Hachemeisterin kaava). Hachemeisterin regressiomallin ole-
tusten alaisuudessa saadaan, ettd regressiovektorin (3(0;) kredibiliteettiesti-
maattori toteuttaa yhtdlon

B(6:) = AB, + (I — A)B, (7.34)
maissd
Ay =T (T + (V)87 )™, (7.35)

B, = (/') 'Y/ "X,

Si = E[%(6;)] = E[Cov(X;, X[|0;)],
T = Cov(B(6,), 8(6,)),

B = E[B(0;)].

Kvadraattinen tappiomatriisi on
E Kﬁ/@\) - ﬁ(@n) - (ﬁ/@) - ﬁ(&)) } = (I - A)T.
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Todistus: Lauseen 7.8 mukaan (7.34) on tiivistykseen B; perustuva kredibi-
liteettiestimaattori ja néin ollen

—
—

B(©:) — B(6:) L B;.

Seuraavaksi téytyy osoittaa, ettd tdmé on myo6s koko aineistoon perustuva
kredibiliteettiestimaattori, eli

B(e:) - B(6;) L X,. (7.36)
Néin ollen (7.36) on vastaava kuin
B(©,) — B(O,) L X, - VB, (7.37)

missd Y; on standardin regressiomallin oletuksen (H3) mukainen matriisi.
Yhtéalon (7.37) vasen puoli voidaan kirjoittaa muotoon:

B(6:) — B(6;) = Ai(B(6;) — By) + (I — A)(B(©:) — B).

Néytetdan ensin, ettd ensimméinen yhteenlaskettava 3(0;) — B; L
Y;B;. Koska lauseen 7.2 mukaan B; = Pro(3(0;)|L"(X;)) ja Y;
Pro(Y;3(0;)|L" (X)) pitee

Yi(B(6:) —By) L X; —YiB,. (7.38)

Koska Y; on astetta p, ylla olevan yhtélon vasen puoli koostuu p:stéd line-
aarisesti riippumattomasta vektorin 8(0;) — B; lineaarikombinaatiosta, jot-
ka kaikki ovat kohtisuorassa X; — Y;B; kanssa. Téastd seuraa, ettd kaikki
B(0;) — B; komponentit ovat kohtisuorassa X,; — Y;B; kanssa.

Osoitetaan seuraavaksi toisen yhteenlaskettavan 3(0;) — 3 kohtisuoruus.

E[(B(8:) = B) - (Xi = YiBi)] = E[E[(B(6:) — B8) - (X; — V;Bi)'|©i]]
[E[8(0:)X|6:] — E[B(6:)BY/|6;] — E[BX}|6:] + E[BB;Y|6,]]
(B(6:) — B)(E[X|6:] — E[B;|6,]Y])]

(8

] =
[(B(6:) = B)((YiB(6:))" — B(6:)'Y])]

[
Otij@jtijv

Niin ollen on osoitettu lauseen ensimméinen osa. Lasketaan seuraavaksi
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regressiovektorin kvadraattinen tappiomatriisi:

e[ (5@ - s@)) - (56 - ﬁ(%ﬂ

= AE[(B; — 8(6)) - (B; — B(6:))]4;
+ (I = A)E[(B - B(6:)(B — B(6:))]( — A)f
= A(Y/STY) T AL+ (I = AT (1 — Ay
= (I = A)T [((I = A)T) " A(Y] ST T AL+ (1 = Ay
= ([ —A)T[T7' (I —A) " AY/STY) A + T — Al
N——

—<A*1 n-t
= (I = A)T [(Y/S7Y) (A7 = DT) A+ 1 — A
= (I = A)T[((Y/S; [T(T+<i@’szln>—1>—1>‘1—f] T)'Aj+ 1 — A
= (I = AT [(V/S7'Y0) (T + (/S 'Y) T = 1) T) P Aj+ 1 — A
= (I - A»T[(( 1Y T+1—(Y/S7'Y)T) A+ 1 — A
= (I — A)T[A] +1 Al
= (I —A)T.

Néin on saatu osoitettua kvadraattinen tappiomatriisi ja néin ollen koko lause
7.9. O
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8 Johtopaatokset

Kredibiliteettiteoria estimoi vakuutettavan vakuutusmaksua méaarittamalla
kredibiliteettikertoimen, joka ma#rad, missé suhteessa yksilollinen vahinko-
historia ja kollektiivin vahinkohistoria otetaan vakuutuksen hinnoittelussa
huomioon. Kredibiliteettiestimaattorin muodostamiseen on olemassa useita
erilaisia kredibiliteettimalleja, joista valittaessa tulee ottaa huomioon niiden
erilaiset oletukset koskien aineiston muuttujia.

Tésséd tyossd on esitelty nelja kredibiliteettimallia, jotka eroavat toisis-
taan oleellisimmin oletustensa osalta. Bayesin mallilla saavutettavaa parasta
estimaattoria ei voida usein esittda suljetussa analyyttisessa muodossa, jo-
ten se ei taytya vaatimusta kredibiliteettiestimaattorin yksinkertaisuudesta.
Biihlmannin mallin kredibiliteettiestimaattori on paras lineaarinen estimaat-
tori Bayes-mielessi. Bithlmann-Straub malli on yleistys Biihlmannin mallista,
sen oletusten ero Biithlmannin malliin on, ettd vahinkosuhdemuuttujien ei tar-
vitse olla samoin jakautuneita. Hachemeisterin regressiomalli on puolestaan
yleistys Bithlmann-Straub mallista. Jokainen néistd malleista antaa parhaan
ratkaisun kredibiliteettiestimaattorille omien oletustensa alaisuudessa.
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