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1. Einleitung

Seit Anfang der 1970er Jahre, als die Funktionsweise von Lithium-Ionen-Batterien (LIB) in
Minchen erforscht wurde [38, 39], haben sie sich zu einer Schliisseltechnologie der heutigen
Zeit entwickelt. Die seit 1980 funktionierende Technologie [110] wurde nach einer zehnjéhri-
gen Unterbrechung wegen mangelnder kommerziellen Nachfrage erst in 1991 von Sony auf
den Markt gebracht. Seitdem ist ihre Verbreitung rasant gestiegen und sie ist heutzutage unter
anderem wegen ihrer hohen Energiedichte und ihrer vielseitigen Einsatzbarkeit [134] der am
meisten verwendete wiederaufladbare Energiespeicher. LIB sind in fast jedem elektrischen
Endgerat zu finden, von Smartphones tiber Tablets und Laptops bis hin zu Powerbanks. Seit
einigen Jahren werden sie auch im Bereich der Elektromobilitat eingesetzt.

Um LIB abzubilden, ihr Verhalten zu untersuchen und besser verstehen zu konnen, wurden
in den letzten Jahrzenten verschiedene Modelle entwickelt. Die elektrochemischen Prozesse
werden auf der Partikelskala (Mikroskala) im klassischen Newman-Modell [114] von 1975 mit
Hilfe der Porésen-Elektroden-Theorie modelliert. Das Latz—Zausch-Modell [101] aus dem Jahr
2011 benutzt dafiir Nicht-Gleichgewichts-Thermodynamik. Allerdings wird das Verhalten der
LIB auch von Prozessen auf den hoheren Skalen, der Elektroden- (Meso-) und der Zellskala
(Makroskala), beeinflusst. Um die verschiedenen Skalen in einem Modell abzubilden, sind
basierend auf den existierende Ansatze neue Multiskalenmodelle [69] entstanden. Einige
koppeln nur die zwei kleineren Skalen [32, 31, 60], andere alle drei [83, 97, 76, 42].

Diese Modelle dienen als Grundlage von numerischer Simulationen, die die verschiedenen
Sachverhalte in der Batterie approximativ darstellen und vorhersagen sollen. Die kontinuier-
lichen Probleme werden mit verschiedenen numerischen Methoden, wie der Finite-Elemente-
Methode (FEM), der Finite-Differenzen-Methode (FDM) oder der Finite-Volumen-Methode
(FVM) diskretisiert. Die nun diskreten Probleme werden entweder mit Hilfe kommerzieller
Software wie MATLAB [90] (z.B. in [60]), Abaqus [91] (z.B. in [32]), COMSOL [89] (z.B. in [31,
41]) oder mit auf C++ oder Python basierten Codes wie z.B. DENIS [40] in [83] implementiert
und die resultierenden Systeme gelGst.

In den Anwendungen, unter anderem in der Elektromobilitat, werden allerdings um die
Menge der gespeicherten Energie zu erhdhen, immer grofiere LIB bendtigt. Diese enthalten
eine Vielzahl diinner Elektrodenpaare. Das resultiert in einem heterogenen Material, welches
sich in der Richtung senkrecht zu den Schichten in geringen Abstdnden haufig d&ndert. Um die
im mathematischen Sinne richtige Losung der Simulationen solcher LIB zu erhalten, miissen
in den oben genannten klassischen Ansitzen sowohl die Schichten als auch die feineren
Skalen mit einem sehr feinen Gitter aufgeldst werden [69]. Das hat eine hohe Anzahl an Frei-
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heitsgraden und somit trotz Parallelisierbarkeit hohe Rechenzeiten zur Folge [136]. Deshalb
werden fiir die numerischen Simulationen verbesserte Methoden benétigt.

Eine Moglichkeit ist die Modellreduktion, bei der die Komplexitat des Systems basierend
entweder auf Proper Othogonal Decomposition (POD) [50, 99] oder auf die Reduzierte-Basis-
Methode [127, 128, 122] reduziert wird. Zum Ersteren gehoren unter anderem die Arbeiten von
Cai und White [48, 47], zum Letzterem die Arbeiten von Ohlberger und Rave [117] oder von
Volkwein und Wesche [137]. Diese Methoden sind vor allem fiir Parameterstudien geeignet,
d.h. in Féllen bei denen dasselbe Modell fiir eine Vielzahl von Simulationen benutzt wird.
Eine andere Moglichkeit ist das Aufstellen homogenisierter Modelle, die das effiziente Rech-
nen einzelner Simulationen unter Beriicksichtigung der Prozesse aller Skalen bietet. Diese
Modelle kénnen mit weniger Rechenaufwand gelost werden. Die Idee dabei ist, dass nicht
das urspriingliche System gelost wird, sondern eines, welches unter der Annahme, dass die
kleinste Skala unter bestimmten Voraussetzung, wie z.B. Periodizitat, gegen Null konvergiert,
aufgestellt wird. Damit wird unter Beriicksichtigung des mikroskopischen Struktur, das ma-
kroskopische Verhalten des Problems beschrieben. Die Daten des homogenisierten Systems
(z.B. verschiedene Koeffizienten und Materialeigenschaften) werden aus Daten der kleineren
Skalen hergeleitet. Die genaue Vorgehensweise wird im Kapitel 4 dieser Arbeit weiter erlautert
und diskutiert. Im Falle von LIB wird dieses Vorgehen einerseits fiir die Homogenisierung
zwischen Mikro- und Mesoskala [84, 57, 59] und andererseits fiir die Homogenisierung zwi-
schen allen Skalen [92] angewendet. Es konnen dabei nur Teile mit dhnlichen Eigenschaften
[27, 124] oder die komplette LIB [58, 103] betrachtet werden.

Obwohl das Ziel dieser Arbeiten die effiziente numerische Simulation von LIB ist, wird ein
sehr wichtiger Aspekt kaum behandelt, namlich die Effizienz sowohl bzgl. der Rechenzeit
als auch bzgl. des numerischen Fehlers. Ein Grund dafiir ist, dass hauptsachlich Software
mit geringer Flexibilitat hinsichtlich der Solver-Optimierung benutzt wird, wie z.B COM-
SOL in [103] oder OpenFOAM [81] in [124]. Ein anderer Grund ist, dass der Fokus eher auf
der Modellentwicklung und nicht auf der optimalen Losung liegt, wie z.B. in [84] oder in
[92]. Es ist auch nicht zu vernachléssigen, dass bei der Solver-Optimierung, bzw. bei dem
Vergleich verschiedener Solver viele Faktoren und Kriterien, die die Betrachtung kompliziert
und aufwandig machen, eine Rolle spielen. Dazu gehoéren unter anderem die zeitliche und
raumliche Diskretisierung, das zugrunde liegende Gitter, die Parallelisierbarkeit und der
bendtigte Arbeitsspeicher. Ein solcher Vergleich und Optimierung wurde vom Autor dieser
Arbeit in [136] anhand ausgewahlter Kriterien durchgefiihrt. In dieser Arbeit werden diese
aufgegriffen und weiter ausgearbeitet.

Alle oben erwahnten Arbeiten zur Homogenisierung von LIB basieren auf zwei Metho-
den der analytischen mathematischen Homogenisierung, namlich auf die asymptotische
Entwicklung [120, 56] und auf Volume-Averaging [141]. Beim Ersteren wird mit Hilfe einer
Reihenentwicklung der Losung und der Zerlegung der Differentialoperatoren die homogeni-
sierte Gleichung auf der hoheren Skala hergeleitet. Bei dieser Vorgehensweise treten Probleme
auf der kleineren Skala auf, deren Losung fiir die Berechnung der Daten auf der Macroskala
benotigt wird. So fliefen die Daten der Mikroskala in das homogenisierte Problem ein. Beim
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Volume-Averaging werden die Daten der héheren Skala als Integrale tiber das entsprechende
Volumen auf der niedrigeren Skala berechnet. Das entspricht praktisch der Bildung des Mit-
telwertes, daher auch die Bezeichnung.

Allerdings lassen sich nicht alle Prozesse in LIB effizient mit analytischer Homogenisierung
16sen. Das liegt einerseits daran, dass diese nur unter bestimmten Bedingungen an die Koeffi-
zienten der kleinen Skala, z.B. Stetigkeit, moglich ist. Andererseits erfordert die Losbarkeit des
homogenisierten Systems eine explizite punktweise Verfiigbarkeit der Daten. Diese ist nur in
wenigen Falle zu gewihrleisten [56, Kapitel 5.4] und ist sonst mit einem hohen zusétzlichen
Rechenaufwand verbunden. Die genauen Bedingungen werden ebenfalls in Kapitel 4 dieser
Arbeit diskutiert.

Zu solchen Prozessen gehoren unter anderem die im Fokus dieser Arbeit stehenden ther-
mischen Prozesse von LIB. Diese haben vor allem bei grof3formatigen Zellen einen grofien
Einfluss auf die Lebensdauer und auf die Kapazitat einer LIB [34, 139, 140]. Deshalb spielen
sie in der Batteriemodellierung eine immer wichtigere Rolle. Das wird durch eine Vielzahl
solcher Modelle belegt, die in den letzten Jahren entstanden sind. Dazu gehoren thermisch-
elektrochemische Modelle wie [53, 80], die Erweiterung des Latz—Zausch-Modells mit thermi-
schen Aspekten [100] oder das dieser Arbeit zugrunde liegende und im Kapitel 3 ausfithrlich
diskutierte Modell aus [124, 136].

Wie schon erwéhnt lassen sich diese Modelle nicht effizient mit analytischer Homogenisierung
16sen. Deshalb wird ein anderer Ansatz benétigt, ndmlich die numerische Homogenisierung.
Dabei werden die Daten des homogenisierten Modells nicht analytisch, sondern numerisch
aus den Daten der feineren Skala hergeleitet. Das erlaubt die Anwendung auf ein groéf3eres
Spektrum an Problemen und eine hohere Flexibilitat bei der Auswahl der genauen Methode.
Dementsprechend existieren viele verschiedene Verfahren, die auf diese Idee basieren. Ohne
Anspruch auf Vollstandigkeit gehoren die Multiskalen-Finite-Elemente-Methode (MS-FEM)
[72, 25], die variationelle Multiskalen-Methode [115] oder Wavelets basierte Homogenisierung
[65, 74] dazu.

Diese Arbeit basiert auf einer weiteren Methode, auf die Heterogene-Multiskalen-Methode
(HMM). Sie eignet sich unter anderem fiir Probleme, bei denen das homogenisierte Problem,
bzw. deren Koeffizient, sich nicht explizit berechnen lasst. Die thermischen Modelle von LIB
gehoren zu solchen. Die HMM wurde von Weinan E und Bjorn Engquist in [70] eingefiihrt
und in [71] aufgearbeitet. Sie bietet ein Framework fiir das Losen von Multiskalenproble-
men. Dieses beinhaltet je ein numerisches Verfahren auf der Mikro- und Makroskala und
die Kopplung dieser iiber verschiedene mathematische Operatoren. Sie bietet auch eine a-
priori Fehlerabschatzung, welche fiir die Anwendbarkeit eine wichtige Rolle spielt, da sich
so Aussagen iiber den Fehler treffen lassen, ohne die Losung explizit zu kennen. Da fiir die
verwendeten Methoden auf der Mikro- und Makroskala verschiedene Moglichkeiten existie-
ren, die sich miteinander auch kombinieren lassen, gibt es fiir die genaue Umsetzung von der
HMM viele Optionen. Zum Beispiel kann auf beiden Skalen das Finite-Differenzen-Methode
(FDM) verwendet werden, was in FD-HMM resultiert [9]. Analog ist die Reduzierte-Basis-
Finite-Elemente-HMM (RB-FE-HMM) [7, 8] und die Pseudospektrale-Finite-Elemente-HMM
(FES-HMM) [10] aufgebaut. Eine weitere, zu diesen von der Struktur her ahnliche Methode
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ist die Heterogene-Zwei-Skalen-Finite-Elemente-Methode (FE2-Methode) [132]. Sie wurde fiir
Multiskalenprobleme im Bereich der Elastizitat und der Plastizitat entwickelt.

Zwei weitere Moglichkeiten der HMM resultieren aus der Verwendung der FEM auf der
Mikroskala. Falls sie auch auf der Makroskala benutzt wird, erhilt man die Finite-Elemente-
Heterogene-Multiskalen-Methode (FE-HMM). Die Anwendung der Symmetric-Interior-Penalty-
Discontinuous-Galerkin-FEM (IP-DG) auf der hoheren Skala fiithrt zu der Discontinuous-Finite-
Elemente-HMM (DG-HMM). Beide wurden von Abdulle in [17] bzw. in [3] fur elliptische
Probleme eingefiithrt und werden in dieser Arbeit als Grundlage benutzt. Thre Wahl basiert
auf der Anwendbarkeit auf das zu bearbeitende Problem und der Implementierbarkeit in der
Open Source Finite-Elemente-Bibliothek deal.Il [35, 29]. Beide Griinde werden ausfiithrlich
in spateren Kapiteln behandelt. Seit ihrer Einfithrung wurde vor allem die FE-HMM von
Abdulle und auch von anderen Autoren sowohl auf Probleme der Elastizitat [2, 73, 20], auf
nichtlineare [14], quasilineare [19], parabolische [13, 6] und hyperbolische [11], als auch auf
Probleme auf perforierten Gebieten [87] erweitert und angewendet. Vor allem die Anwendung
auf quasilineare Probleme spielt fiir diese Arbeit eine grof3e Rolle, da es sich bei dem hier
behandelten Batterieproblem um ein solches Problem handelt.

Bis jetzt wurden alle Aspekte der Batteriemodellierung und der mathematischen Homogeni-
sierung, die bei der Entstehung dieser Arbeit eine Rolle spielen und weiterhin beriicksichtigt
werden, kurz erwéahnt. Damit kann deren Ziel und Aufgabenstellung formuliert werden.
Das Ziel dieser Arbeit ist eine effiziente numerische Simulation von thermischen Prozessen
in grof3formatiger LIB mit Hilfe von analytischer und numerischer Homogenisierung. Da die
Daten auf der Elektrodenskala zur Verfiigung stehen - sie basieren auf die Veréffentlichungen
[136] und [124] — und man am makroskopischen Verhalten interessiert ist, wird nur zwischen
den zwei hoheren Skalen homogenisiert. Die Schwierigkeit bei der Losung des Problems liegt
an der Struktur der zeitabhangigen Partiellen Differentialgleichung (PDGI), die diese Prozesse
beschreibt. Sowohl alle auftretenden Koeffizienten als auch der Quellterm sind wegen der
Abhiangigkeit von den verschiedenen Schichten der LIB nichtlinear, unstetig und schnell
oszillierend. Daher erfiillen sie die Bedingungen der analytischen Homogenisierung nicht und
das Problem lasst sich wegen der Mehrzahl an Multiskalen-Koeffizienten auch nicht direkt
mit numerischer Homogenisierung 16sen.

So ergeben sich die drei wichtigen Aufgabenstellungen dieser Arbeit, die auch deren Beitrag
darstellen:

« Effiziente Implementierung des FE- und DG-HMM Frameworks in deal.IL

+ Erweiterung dieser auf Probleme mit mehreren unstetigen und nichtlinearen Multiskalen-
Koeffizienten.

« Anwendung der entwickelten Methode auf thermische Simulationen in LIB.

Der erste Punkt wird in Kapitel 5 behandelt. Dafiir wird ein elliptisches Testproblem mit be-
kannter expliziter Losung betrachtet. Die Flexibilitat von deal.Il ermdglicht es ein besonderes
Augenmerk auf die effiziente Implementierung zu richten. Deshalb werden die einzelnen
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Komponenten von der FE- und der DG-HMM untersucht und nacheinander bzgl. Rechenzeit
und Approximationsfehler optimiert. Die aus der Literatur bekannte optimale Konvergenz-
ordnung wird fiir beide Methoden an geeigneten Testproblemen mit gegebener analytischer
Losung gezeigt.

Fiir den zweiten Punkt wird das in Kapitel 5 entwickelte Framework in Kapitel 6 mit Hilfe
analytischer Homogenisierung fiir entsprechende Probleme erweitert und weiterentwickelt.
Die optimale Konvergenzordnung in Ort und Zeit wird ebenso wie in Kapitel 5 an geeigneten
Testproblemen gezeigt. Die dazugehorigen Fehlerabschatzungen im Ort werden auch herge-
leitet.

Die Kapitel 5 und 6 zugrunde liegende analytische und numerische Homogenisierung wird
in Kapitel 4 vorgestellt. Dabei werden erst die fiir diese Arbeit wichtigen Ergebnisse der
analytischen Homogenisierung beschrieben. Es wird auch darauf eingegangen, warum diese
sich nicht auf das zu 16sende Problem anwenden lassen. Im Anschluss wird analog bei der
numerischen Homogenisierung, insbesondere bei FE- und DG-HMM, vorgegangen. Deren
Komponenten werden mit Hinblick auf die Implementierung in deal.Il betrachtet. Die in
diesem und in allen anderen Kapiteln verwendete Notation wird in Kapitel 2 vorgestellt.
Um den dritten und auch letzten Punkt der Aufgabestellung bearbeiten zu kénnen, wird in
Kapitel 3 das Batterieproblem dieser Arbeit vorgestellt. Dabei wird erst kurz die Funktions-
weise einer LIB mit Schwerpunkt auf den thermischen Prozessen beschrieben. Danach wird
die Geometrie der Batterie und ihre Implementierung in deal.Il beschrieben. Schlief3lich wird
die die thermischen Prozesse beschreibende PDGI diskutiert.

Im siebten Kapitel werden alle Komponenten dieser Arbeit zusammengefiihrt und die ent-
wickelte Methode auf das Batterieproblem angewendet. Erst wird gezeigt, ab welcher Schicht-
zahl sich der homogenisierte Ansatz lohnt. Danach werden mit Hilfe einer a-priori Adaptivitat
verschiedene Kithlmdglichkeiten iiber die Randbedingungen realisiert. Die wichtigsten Er-
kenntnisse der Arbeit werden schlief3lich in Kapitel 8 zusammengefasst.

Vorveroffentlichungen Das in Kapitel 3 vorgestellte Batteriemodell wurde in unse-
rem Artikel [136] vereinfacht vorgestellt. Dort wurde allerdings nur der Stack fiir den 2D-Fall
betrachtet. Die Gleichung wurde zwar mit nichtlinearen Koeffizienten und Warmequellterm
definiert, diskutiert wurde ausschlieBBlich der lineare Fall.
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In diesem Kapitel werden wichtige grundlegende Aspekte, wie die mathematischen Notationen
und Sachverhalte, die wahrend der ganzen Arbeit verwendet werden eingefiihrt.

2.1. Mathematische Notationen

Ein Gebiet in R?, welches offen, nichtleer und zusammenhéngend ist, wird mit Q, sein Ab-
schluss mit Q und sein Rand mit 9Q bezeichnet. Skalar- und tensorwertige Funktionen
konnen entweder von der Ortsvariablen x € Q oder sowohl von der Orts- als auch von der
Zeitvariablen t € (0, tenq) mit teng € Rso abhidngen. Dementsprechend wird der Zeit-Ort-
Zylinder als Q;_, := (0, teng) X Q definiert. Mit 9,0 wird die zeitliche Ableitung einer Funktion
v : Ryo X Q — R, mit 9o ihre partielle Ableitung nach x; und mit d,v, mit dem dufleren
Normalenvektor n, ihre Normalenableitung auf dem Rand bezeichnet. Der Gradient von v ist
Vo = (9v); € R? und die Divergenz V - v = Z?zl d;v € R. Im eindimensionalen stationdren
Fall wird die raumliche Ableitung von v : Q — R mit %’0 bezeichnet.

Konstanten werden in dieser Arbeit allgemein mit C € R bezeichnet. Das bedeutet, dass sie
trotz derselben Bezeichnung innerhalb einer Gleichung bzw. Herleitung unterschiedliche
Werte haben konnen.

Fiir k € N U {0} ist CK(Q) der Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen. Der
Teilraum von C*(Q) dessen Elemente Null Randwerte haben, wird mit Céc(Q) bezeichnet.
Fir 1 < p < cound k € N wird mit £P(Q) der Lebesque-Raum und mit ‘W*?(Q) der
Sobolev-Raum in Q bezeichnet. Fiir den Fall p = 2 wird W*?(Q) = H*(Q) geschrieben.
Die Vervollstandigung von C;°(€) beziiglich der Sobolev-Norm | - | HE(Q) wird mit 7{({‘(9)

bezeichnet. Dieser Raum ist eine Verallgemeinerung fiir Funktionen mit Nullrandbedingungen.
Der konjugierte Exponent von p ist p* = ;%1 und ‘W* steht fur den Dualraum von einem
allgemeinen Raum ‘W. Im Speziallfall H!(Q) wird aber (H1)*(Q) = H~1(Q) benutzt. Falls
der Raum ‘W eine Norm besitzt, wird fiir sie | - [, geschrieben. Die Notation der schwachen
bzw. der starken Konvergenz von v gegen w in ‘W wird folgendermaflen notiert: u — v bzw.

u — v. Aus der Definition von H'(Q) folgt fiir alle v € H(Q)

lol 2oy < lobyiiy und 190l 2oy < Bollypacon. (2.1)
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AuBerdem gilt fiir alle v € H, (Q) nach [43, Satz 1.7]

ol ) < CIV0l 2 - (22)
Weiter bezeichnet
114 d
Y=]|--,-]"CcR 2.3
5.1 (23)
die Einheitswiirfel und fiir € > 0 ist
€ €4 d
Y =[-—-,-]"cR 2.4
ev = [-55 (24

ihre skalierte Variante. Fiir Y wird der Raum Wr}er( Y) als Abschluss des Raumes Cge.(Y)

definiert. Dabei beinhaltet Letzteres die Y-periodischen Funktionen in C*(Y). Im allgemei-

nen Fall ist "Wplf’f; (Y) der Unterraum von WP (Y), dessen Elemente dieselbe Spur auf den

gegeniiberliegenden Seiten von Y haben. Die Raume

Hop (Y) = {0 € Moo (Y) | I_llVI /Y o(x) dx = o} (2.5)
und
Wb (Y) = {o e Wo2(Y) | I_llfl o(x) dx = o} (2.6)
Y

sind die Unterraume von Wger(Y) bzw. von ngz (Y) fiir dessen Elemente zusatzlich
ﬁ /Yv(x) dx = 0gilt.

Als Néchstes werden die Notationen, die fiir die FEM und DG benétigt werden, vorgestellt.
Dafiir wird fur das Gebiet Q eine nach [43, Kap. 2.5] zulassige Triangulierung 7, betrachtet.
Die Elemente von 7, werden Zellen genannt und werden, wegen der in dieser Arbeit benutzten
Finite-Elemente-Bibliothek deal.Il, als Intervalle in 1D, Vierecke in 2D und Hexaeder in 3D
angenommen. Der Parameter h ist die Gitterweite und wird als der maximale Durchmesser
der Zellen, h := maxgeg;, hk, definiert, wobei hx der Durchmesser der Zelle K € 7}, ist. Die
Menge aller Kanten von 7} ist &. Mit der Menge der inneren Kanten &;,; und den Randkanten
Epgilt & =&y UE. Fur K,K*, K™ € 7 und K™ # K~, werden das Kantenmaf als

-1

1 4 1 . — Kt -

he = 2(|1<+| * IK‘l) » € €8ine = KTNK, (2.7)
K|, e € &Epeck,

der Sprung bzw. Mittelwert einer stiickweise glatten Funktion iiber e € & als

g ng- € O; =K* B
[[U]]e::{onK +ong-, e€Enue=K"NK (2.8)

ung, e€ &y e €k,
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und als

%(U+ +07), e€Eme=K'NK",
0, e € Ep,

{0} := { (2.9)

definiert. Dabei bezeichnet |K| das Volumen von K, v* bzw. v~ die Spur von v in K* bzw. K~
und ng+ bzw. ng- den duBeren Normalenvektor von K* bzw. K~. Auf K € 7, ist Q' (K) der

Polynomraum von Grad | € N iiber K. Da hier K als Viereck angenommen wird, beinhaltet
Q'(K) alle Polynome, die in jeder Variablen maximal Grad [ haben.

2.2. Definitionen, Lemmata und Saitze

Nachdem alle wichtigen Notationen eingefithrt wurden, werden im Folgenden die Sétze und
Lemmata, die haufiger in der Arbeit verwendet werden, zitiert.

Definition 2.1 (Lokal periodische Funktion) [78, Def. 3.2] Eine Funktion v¢ € £L*(Q) mit
€ > 0, heifdt lokal e-periodisch, falls es eine in der zweiten Variable 1-periodische Funktion
v: QxR? = R mit

v (x) = U(x, z) ffaxeQ

existiert.

Bemerkung: Periodische Funktionen sind auch lokal periodisch, sie hangen aber nicht explizit
von der Makrovariablen x ab. Weiter wird mitv : R* — R die zu einer e-periodischen Funktion
v¢ € L2(Q) gehorende 1-periodische Funktion bezeichnet. Somit gilt in diesem Fall

v (x) = U(E) ffaxeQ.

Lemma 2.2 (Schwache Konvergenz periodischer Funktionen) [52, Satz 8.2] Fiir eine€Y -
periodische Funktion v¢ € LP(eY) gilt fiir 1 < p < co und alle beschrinkten Gebiete D ¢ R?

0¢ — feyve(x) dx := ifeyve(x)dx = f;v(y) dy in LP(D),

wobei v die nach Definition 2.1 zu v¢ gehorende Y -periodische Funktion ist. Das bedeutet, dass
die Funktion v¢ schwach gegen ihren Mittelwert iiber €Y konvergiert.

Bemerkung: Die Aussage gilt auch analog fiir eine lokal periodischen Funktion v¢ aus Definiti-
on 2.1, d.h. es gilt

€ €. i P
v ‘feyz) (y)dy in LP(D). (2.10)
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Definition 2.3 (Zulissiger Koeffizient) [78, Kap. 2.1] Ein Koeffizient a¢ : Q — R%? heif3t
zuldssig, falls® > 0 > 0 mit

016)? < af(x)&- €& ffax € Q, fiiralle € RY,
la€(x)E] < Ol ffax € Q, fiiralle £ € R?

existieren. Das bedeutet, dass a® koerziv und gleichmdfig beschrdnkt ist. Koeffizienten, die diese
Bedingungen mit 6,0 > 0 erfiillen, werden in M(Q, 0, ©) zusammengefasst.

Bemerkung: Die Definition gilt analog fiir Koeffizienten a® : Q x R — R (x,s)  a(x,s).
In diesem Fall gelten die Bedingungen gleichmdfig fiir jedes s € R.

Satz 2.4 (Satz von Lax-Milgram) [45, Satz 2.7.7] Sei B eine stetige und koerzive Bilinearform
auf dem Hilbertraum H, d.h. es existieren Konstanten © > 0 > 0 so, dass

|B(u, z)| < Olulylzly fiir alleu, z € H,
B(u,u) > 9"”"%1 fiir alleu € H.

Dann hat fiir alle f € H* das Problem
B(u,z) = (f,2) fiirallez € H (2.11)

eine eindeutige Losung u € H und es gilt
1
[l < 51 -

Satz 2.5 (Céa’s Lemma) [52, Satz 10.4] Sei B wie in Satz 2.4 eine stetige und koerzive Biline-
arform auf dem Hilbertraum H mit den Konstanten 0,0 > 0. Sei H C H ein abgeschlossener
Unterraum und i € H die Losung von

B(4,z) = (f,z) fiir alle z € H

mit f € H*. Dann gilt

. C
lu =y < 5 inf Ju = ol
veH
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In diesem Kapitel wird das Batteriemodell, welches diese Arbeit motiviert, inklusive seiner
Komponenten und besonderen Struktur vorgestellt. Es basiert auf der Arbeit von Oliver Queis-
ser und wurde in seinem [124] und unserem gemeinsamen Artikel [136] kurz vorgestellt. Dabei
wird die kommerzielle Zelle SLPB 8043140H5 von Kokam Co., Ltd. modelliert. Thre Abbildung
in deal Il wird in Kapitel 3.2 vorgenommen. Ebenfalls wird dort eine erste Vereinfachung des
vollstandigen Modells eingefithrt. Zunéchst wird in Kapitel 3.1 kurz die Funktionsweise von
LIB erklart. Nachdem die ablaufenden chemischen Prozesse erkliart und die Zelle modelliert
wurde, wird in Kapitel 3.3 die PDG], die diese Prozesse beschreibt, inklusive all ihrer Abhan-
gigkeiten aufgestellt und charakterisiert. Hier wird auch auf die Warmeentwicklung in LIB
eingegangen und eine Begriindung fiir den Homogenisierungsansatz gegeben.

3.1. Funktionsweise einer Batterie

LIB haben vereinfacht gesehen fiinf Bestandteile, die fiir ihr Funktionieren notwendig und
auch fiir diese Arbeit wichtig sind. Das sind zwei pordse Elektroden, die durch einen Separator
getrennt sind und auf deren Auflenseite sich je ein Stromableiter befindet. Diesen Aufbau zeigt
Abbildung 3.1. Die Elektroden bestehen aus festen, sich bertihrenden Elektrodenpartikeln,
dessen Poren in der Regel mit fliissigem Elektrolyt gefiillt sind. Daraus ergibt sich ihre porése
Struktur. Die Elektrodenpartikeln an der negativen Elektrode (Anode) bestehen meistens
aus Grafit, an der positiven Elektrode (Kathode) aus einer Lithium-Metalloxid-Verbindung,
z.B. Lithium-Cobalt-Oxid (LCO) oder Lithium-Nickel-Cobalt-Aluminium-Oxid (NCA). Der
negative Stromableiter ist aus Kupfer, der Positive aus Aluminium. Als Elektrolyt wird eine
Losung verwendet, die aus organischen Losungsmittel und darin geldsten Lithiumsalzen be-
steht. Diese Materialien werden in Kapitel 3.3 bei den thermischen Eigenschaften der Batterie
eine Rolle spielen, da diese material- und temperaturabhangig sind.

Um mit der Batterie einen Verbraucher mit Strom versorgen zu konnen, wird dieser mit beiden
Ableitertabs iiber einen externen Stromkreis verbunden. Bei diesem Vorgang deinterkalieren
Lithium-Atome aus der Anode. Das heifdt, dass sich die Lithium-Atome dabei in positive
Lithium-Ionen und negative Elektronen aufspalten. Die ersteren bewegen sich durch das
Elektrolyt zu der Kathode, die letzteren machen dasselbe iber den externen Stromkreis und
versorgen den Verbraucher mit Energie. An der Oberflache der Kathode interkalieren die
Lithium-Ionen, d.h. sie verbinden sich wieder mit Elektronen zu Lithium Atomen. Das ist so
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elektrischer Verbraucher

=—®

Elektrolyt
|

Anodenabileiter Kathodenableiter

Anodenpartikel  Separator Kathodenpartikel

Abbildung 3.1.: Vereinfachter Aufbau einer LIB [106].

lange moglich, bis eine untere Abbruchspannung erreicht ist. Dann ist die Batterie komplett
entladen.

Da LIB wiederaufladbare Energiespeicher sind, ist dieser Prozess reversibel. Fiir das Laden der
Batterie wird eine externe Spannung angelegt und der vorher beschriebene Prozess umgekehrt.
Dieser Prozess wird hier aber nicht beschrieben, da er analog zum Entladen funktioniert.
Bei den oben genannten chemischen Reaktionen, also bei der Deinterkalation und der In-
terkalation, bei der Diffusion und bei der Bewegung von Elektronen im Feststoff, d.h. in
den Elektroden und in den Ableitern, wird Warme freigesetzt, welche in den Quellterm der
Gleichung (3.1) einfliefit. Dessen genaue Zusammensetzung wird in Kapitel 3.3 beschrieben.

3.2. Geometrie

Im vorherigen Kapitel wurde vereinfacht die Funktionsweise von LIB erklart. Jetzt wird der
genaue Aufbau und die Modellierung der vorliegende Kokam-Zelle vorgestellt. Sie wird in
Kapitel 7 unter verschiedenen Kiihlszenarien simuliert. Sie wurde gewahlt, weil sie eine der
Referenzzellen des Graduiertenkollegs SIMET (GRK 2218) ist. Ihre Simulation ist ein zentraler
Bestandteil des Projekts und deshalb stehen fiir sie Parameter, die hier fir das thermische
Modell benétigt werden, zur Verfiiggung. Diese stammen aus unterschiedlichen Arbeiten des
Projekts und wurden teilweise in [136] und in [124] verdffentlicht.

Abbildung 3.2 zeigt die Zelle von auflen. An den Seiten befinden sich die Ableitertabs, an die
ein Verbraucher angeschlossen werden kann und im mittleren Teil der Stack, der mit einer
Hille aus Aluminiumverbundfolie (eine mit Kunststoff beschichtete Aluminiumfolie) umhillt
ist. Fir die spatere mathematische Behandlung ist das Verhaltnis zwischen Zelldicke und

11
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Zelllange entscheidend. Letzteres ist ungefahr zwei Gréflenordnungen grofler als ersteres.
Dieser Sachverhalt wird bei der Begrindung des Homogenisierungsansatzes in Kapitel 3.3
eine wichtige Rolle spielen. Die genauen Abmessungen der Zelle sind in Anhang A aufgelistet.

FOKAM GO TR
SLPBR043140H
HEBTAL SQUD%S‘S

Abbildung 3.2.: Kokam-Zelle [119].

Um die innere Struktur der Zelle zu verstehen und sie modellieren zu konnen, wird Ab-
bildung 3.3 genutzt. Das zeigt einen Teil einer CT-Aufnahme dieser Zelle. Man sieht, dass
der Stack aus sehr vielen diinnen Schichten besteht. Diese sind die in Kapitel 3.1 beschrie-
benen Elektrodenpaare. Die ,Fasern®, die den Stack verlassen, sind die Ableiterschichten.
Da die Reihenfolge der Schichten sinngemaf Anodenableiter—-Anode—Separator-Kathode—
Kathodenableiter-Kathode-. .. ist und alle Ableiter gleichen Typs auf derselben Seite verbun-
den werden, sieht man in Abbildung 3.3 nur jeden zweiten, die anderen sind in der Abbildung
nicht von den anderen Komponenten differenzierbar. Sie werden in einer T-ahnlichen Struktur
verbunden.

Abbildung 3.3.: CT-Aufnahme der Zelle. Diese Abbildung wurde von S. Paarmann vom
Institut fiir Thermische Verfahrenstechnik (TVT) zur Verfiigung gestellt.

Die Zelle lasst sich hauptséachlich wegen dieser verwickelten Verbindung der Ableiter-
schichten nicht exakt in deal.Il abbilden. Deshalb wird sie so vereinfacht, dass trotzdem alle
Komponenten erhalten bleiben und ihre Funktion erfiillen. Der linke Teil von Abbildung 3.4
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stellt exemplarisch einen Ausschnitt einer Zelle mit insgesamt nur 17 Schichten in 2D dar, wo-
durch die einzelnen Komponenten besser ersichtlich werden. Ebenfalls zeigt sie die wahrend
der ganzen Arbeit benutzten Raumrichtungen. Der Stack besteht aus den fiinf Bestandteilen
der Batterie, die in der oben angegebenen Reihenfolge aufeinander folgen und jeweils parallel
zur XY-Ebene liegen. Eine Periode dieser bildet die sogenannte Einheitszelle, die im rechten
Teil von Abbildung 3.4 dargestellt wird. Die Ableiterschichten, die roten und die beigen
Komponenten in der Abbildung, werden je auf einer Seite zum Tab zusammengefiihrt. Diese
haben tiber ihre Lange eine konstante Dicke. Um eine Warmeubertragung zwischen den
auf der jeweiligen Seite zusammengefiihrten und den anderen Ableiterschichten bzw. dem
Aktivmaterial zu vermeiden, werden die im CT-Scan zu sehenden Zwischenrdume eingefiihrt
und als Rechtecke modelliert. In der Abbildung 3.4 werden sie mit der hellblauen Farbe darge-
stellt. Thre Breite und Hohe bleibt iber die Hohe der Zelle unverandert. Ersteres entspricht
der Breite des Zwischenraums in der Mitte der Zelle, wie es in Abbildung 3.3 zu sehen ist,
letzteres dem Abstand von zwei Ableiterschichten desselben Typs. Sie bekommen im Modell
die Eigenschaften von Argon, da weder der Hersteller ihre Zusammensetzung angegeben hat,
noch diese gemessen wurde. Da es sich aber um ein Gas das die Warme kaum leitet und weder
mit dem Aktivmaterial als auch mit den Ableiterschichten reagiert, sind die Werte von Argon
eine gute Naherung. Die ganze Zelle aufler den Tabs wird von einem sehr diinnen dufieren
Separator, hellgraue Schicht, und einer etwas dickeren Aluminiumverbundfolie, dunkelgraue
Schicht, umhiillt. Die Dicke beider ist in jeder Raumrichtung identisch.

Y -
z 4 X

Abbildung 3.4.: Ausschnitt einer Abbildung der Geometrie mit insgesamt 17 Schichten (links)
und die Einheitszelle (rechts) einer Batterie in deal.Il.

Bevor die fiir diese Arbeit wichtigste Gleichung vorgestellt wird, wird eine Vereinfachung
des Modells vorgenommen. Dabei wird je eine Anoden-, Separator- und Kathodenschicht
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wie auch in [124, 27] zu einer Komponente, namlich zu einer Aktivmaterialschicht (AM)
zusammengefasst. Das reduziert die Komplexitdt des Systems. Dieser Schritt lasst sich tiber
zwei Sachverhalte rechtfertigen. Erstens ist die Warmeleitfahigkeit dieser Komponenten
von derselben Groflenordnung, wie man in Tabelle A.2 sehen kann. Zweitens wird die in
Kapitel 3.1 beschriebene, wahrend der chemischen Reaktionen in den drei mittleren Kompo-
nenten (Anode, Separator, Kathode) entstehende Wérme bei diesem rein thermischen Modell
basierend auf der experimentellen Arbeit [119] bestimmt. Dort wird sie als Gesamtwarme aus
dem gemessenen temperaturabhiangigen Strom und Widerstand berechnet und kann deshalb
nicht explizit unter den drei Schichten aufgeteilt werden. Bei elektrochemisch-thermischen
Modellen wie in [24, 27], ist eine solche Aufteilung jedoch moglich. Die Warmeleitfahigkeit
und die entstehende Wéarme im Aktivmaterial werden in Kapitel 3.3 genau angegeben. Somit
ergeben sich sechs verschiedene Komponenten, aus denen die abgebildete Zelle besteht, nam-
lich das Aktivmaterial, der Anoden- und der Kathodenableiter, der Zwischenraum sowie der
auflere Separator und Aluminiumverbundfolie.

3.3. Modellgleichung

Mit dem beschrinkten Gebiet Q C R® wird im Folgenden die in Kapitel 3.2 vorgestellte und in
deal .Il abgebildete Geometrie der Batterie bezeichnet. Auflerdem ist t.,q > 0 die Endzeit der
Simulation. Somit kénnen fiir die gesuchte Temperaturverteilung T : [0, tenq] X Q — R, die
thermischen Prozesse in der betrachteten LIB mit folgender, aus der instationdren Energieer-
haltungsgleichung und der Kinetik der Warmeleitung hergeleiteten [82] dreidimensionalen
Wirmeleitungsgleichung

p(x) o (cp(x, T) T(t,x)) = V-(A(x,T) VT (t,x)) + Quc(x,T) fiiralle (t,x) € Q;, (3.1

mit dazugehorenden Anfangs- und Randbedingungen, auf die spater in diesem Kapitel im
Detail eingegangen wird, beschrieben werden. Dabei bezeichnet p : Q — R, die Dichte,
cp : Q X Ryo — Ry die spezifische Wiarmekapazitit, 4 : Q X Ryg — Rf((f die Wirmeleit-
fahigkeit und Qg : Q X R59 — R den volumetrischen Warmequellterm. Die ersten zwei
und letzteres sind skalare Funktionen, wogegen A anisotrop, d.h. ein Tensor, ist. Sowohl
alle Koeffizienten, als auch der Warmequellterm sind unstetige Funktionen, die in den ver-
schiedenen Komponenten der Batterie durch konstante Werte oder nichtlineare Ausdriicke
charakterisiert werden. Dabei sind nur die spezifische Warmekapazitat, die Warmeleitfahig-
keit und der Quellterm im Aktivmaterial nichtlinear, in den anderen Komponenten kénnen
diese und die Dichte in jeder Komponente durch konstante Werte beschrieben werden. Die
genauen nichtlinearen Ausdriicke werden spéter in Gleichung (3.4) und die konstanten Werte
in Tabelle A.2 angegeben. Abbildung 3.5 zeigt beispielhaft fiir eine Zelle mit 17 Schichten die
je Schicht konstante Warmeleitfdhigkeit A tiber die normierte Héhe der Zelle. Dabei wurde
die nichtlineare A im Aktivmaterial durch eine geeignete Konstante approximiert um die
Darstellung zu vereinfachen.
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400 ¢ - - - -

300 ¢

A/ Wm 1K1
S
S

100 |

0 0.2 04 06 08 1
7/

Abbildung 3.5.: Die stiickweise konstante Warmeleitfahigkeit A fir eine Zelle mit 17
Schichten iiber die normierte Hohe der Zelle.

Wie in Kapitel 3.2 beschrieben wurde, wurde die Anode, die Kathode und der Separator
zum Aktivmaterial zusammengefasst. Dessen Dichte (pam), spezifische Warmekapazitat
(cp,am) und Warmeleitfahigkeit (Aan) wiirden sich im konstanten Fall aus denen der einzelnen
Komponenten wie in [124, 105, 98, 51, 41], basierend auf dem Ansatz in [22] und in [93, Kapitel
4], nach folgenden Formeln

PAM = 2. piVi c _ 2icpiVi
AM — s AM — 5
2 Vi P 2 Vi
Aaniy = 2i Vi Aancl = 2i AiVi (3-2)
,L = A N |
% =

berechnen lassen. Dabei steht der Index i fiir die einzelnen Komponenten, V; € R, fiir dessen
Volumenanteil und Aan . € R bzw. Aan € Ry fiir die zu den Schichten senkrechte bzw.
parallele Warmeleitfahigkeit. Mit den in Kapitel 3.2 eingefiihrten Richtungen folgt

AAM,H 0 0
Aam = 0 AAM,H 0 . (3.3)
0 0 AAM,J_

Der obige Ansatz wird fiir Aap unter anderem in [93, Kapitel 4] mit der Reihen- und Paral-
lelschaltung elektrischer Widerstande begriindet, aber mathematisch nicht bewiesen. Deshalb
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wird in Kapitel 4.2.2 bei der mathematischen Homogenisierung nochmal darauf eingegangen
und seine Anwendung fiir stiickweise konstante Warmeleitfahigkeit gerechtfertigt. Allerdings
wird in dieser Arbeit die Temperaturabhingigkeit von ¢, am und Aan berticksichtigt [103].
Basierend auf der Arbeit von O. Queisser [123] werden fiir ¢, oM und A im Aktivmaterial
folgende nichtlineare Ausdriicke verwendet:

cpam(x, T) = 1.0257 - 107*T? + 2.5216T + 236.0122,
Aamy (%, T) = —1.4425 - 107*T + 0.8103, (3.4)
Aam ) (x, T) = —0.0015T + 2.1757.

Nach [123] wurde in Gleichung (3.4) cp anm fiir einen Temperaturbereich von —40 °C bis 60 °C,
also von 233.15K bis 333.15K, und Aan1 bzw. Aay filr —20°C bis 60 °C, also 253.15K bis
333.15 K, bestimmt. Damit kdnnen sie nur in bzw. um diesen Temperaturbereich verwendet
werden. Um Funktionen iiber ganz R zu erhalten, werden sie auflerhalb diesen Bereichs
konstant fortgesetzt. Diese Fortsetzung wird im Anhang C, um die Voraussetzungen des Ver-
gleichsprinzips zu tiberpriifen, bendtigt. Der betrachtete Temperaturbereich entspricht nach
(104, Kap. 13] auch dem Bereich in dem LIB unter realen Bedingungen benutzt werden sollen.
Die in [136, Kap. 2] dargestellten konstanten Werte konnen fiir T ~ 303.5 erhalten werden.
Das zeigt, dass die konstanten Werte nur in dem Temperaturbereich um diese Temperatur
giiltig sind.

Die in Kapitel 3.1 beschriebene und nur im Aktivmaterial stattfindende Warmegenerierung
hat zur Folge, dass in den Ableitern, in dem Zwischenraum und in den zwei die Batterie
umhiillenden Schichten Qg (x,T) = 0 gilt. Im Aktivmaterial setzt sich der Quellterm aus
mehreren Faktoren zusammen [37]. Die meisten dieser sind unter anderem wegen der kurzen
elektrischen Transportpfade im Stack mehrere Gréflenordnungen kleiner und konnen deshalb
vernachlassigt werden [34]. So gilt nach [119]

QSI‘C,AM(xs T) = Qirr (x, T) + Qrev(xs T),

wobei Qi (x, T) € Ry die irreversible Joule-Erwarmung und Qyey(x, T) € R der reversible
entropische Warmequellterm ist. Ersteres entsteht wegen Uberspannungen [24, 27] und ist
durch

Oum(x.T) = —P(x, T)R(x.T)
Vam

gegeben. Der Strom I und der Widerstand R werden in [119] experimentell iiber die ganze Zelle
als Gesamtgrofie gemessen. Um daraus den punktweise Ausdruck fiir die Warme zu erhalten,
wird eine Normierung mit den Volumen des Aktivmaterials Vay benotigt. Die gemessenen
Groflen werden durch folgende Ausdriicke beschrieben:

b
I(x,T)zl.S-a-exp(—T ),
—c

E
R(x,T) = Reol + k - exp (~—A)
R-T
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3. Batteriemodell

Die Werte der Parameter a, b, ¢, R.o1, k, EA und R inklusive Einheiten werden in Tabelle A.3
angegeben. Sie wurden bei der Anwendung verschiedener Anfangs- und Randbedingungen
bestimmt. Deshalb sind sie, und damit auch I und R, nur bei diesen Bedingungen giiltig. Auf
diese Tatsache wird noch spater in diesem Kapitel bei der Behandlung der Anfangs- und
Randbedingungen genauer eingegangen. Der reversible Teil von Qg 4y entsteht wegen der
Entropiednderung bei den chemischen Reaktionen [27, 24] und ist bei der Entladung der
Batterie durch

: 1 dUocv
Qrev(X, T) = mf(x, T) -T- aT

gegeben. Dabei ist der Strom wie oben und der Parameter a[g% auch in Tabelle A.3 zu finden.
Die Normierung lasst sich wie bei Qirr begriinden. Falls die Batterie geladen wird, bekommt
Qrev ein negatives Vorzeichen. Dieser Fall wird aber bei den Simulationen in Kapitel 7 nicht
betrachtet, da die Gleichung (3.1) keine Erkenntnisse tiber den Ladezustand der Batterie liefert
und deshalb nur von einer Entladung ausgegangen wird. Zusammengefasst ergibt sich nach

[119] fiir den volumetrischen Quellterm im Aktivmaterial folgender Ausdruck:

2b Ep
2.25-q° - -—1-(R k- -
a exp( T ) (col+ eXp(RT))

. 1
erc,AM(X, T) = =
Vam

(3.5)
+1.5-a-exp(— Tb )-T- (3Uocv) .

—cC oT

Aus Gleichung (3.5) folgt, dass Qg ap nur fiir T # c und T # 0 definiert ist. In dieser Arbeit
wird Qgcapy allerdings nur fiir T > ¢ betrachtet, da dieser Fall nach [104, Kap. 13] den
Anwendungen entspricht. Falls die Funktion erc, am fur T < c benétigt wird, wird sie stetig
durch Null fortgesetzt.

Damit wurden sowohl alle Koeffizienten als auch der Quellterm der Gleichung (3.1) behandelt.
Es fehlt noch die Betrachtung der Anfangs- und Randbedingungen. Da das Ziel der Arbeit
die Simulation der Zelle fiir Anwendungen ist, werden nur Bedingungen gewahlt, die fiir die
Anwendung relevant sind. So gilt fiir ersteres

T(0,x) = Ty(x) fir alle x € Q.

Dabei ist Ty gegeben und ist entweder eine konstante Funktion oder hat iiber die Lange
des Stacks einen linearen Gradienten wie in [119]. Die Randbedingungen stehen fiir die
verschiedenen Kithlmdoglichkeiten der Batterie. Eine Moglichkeit dafiir ist an einem Teil
der Batterie (z.B. an den Ableitertabs oder an der Ober- oder Unterseite) eine bestimmte
Temperaturverteilung Tpc, z.B. mit Hilfe einer Kiihlplatte, vorzugeben. Das wird tiber eine
Dirichlet-Randbedingung der Form

T(t,x) = Tac(t, x) fur alle (t,x) € (0, tend) X 9Qp
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3. Batteriemodell

realisiert. Tpc ist wie auch Tj eine gegebene, entweder konstante Treppenfunktion oder im
Falle der Stackkithlung eine lineare oder unstetige Funktion, dQp C 9Q ist der Teil des Randes
wo diese Randbedingung angewendet wird. Am restlichen Teil des Randes 0Qx € 9Q wird
meistens der Warmefluss Qpc (¢, x) senkrecht zum Rand vorgeschrieben. Das resultiert in
einer Neumann-Randbedingung der Form

—A(x, T)3,T(t,x) = Opc(t, x) fir alle (¢, x) € (0, tend) X 9QN.

Oft werden Dirichlet-Randbedingungen durch homogene Neumann-Randbedingungen, d.h.
durch Qpc(x) = 0, erginzt. Eine Kombination der bis jetzt behandelten zwei Moglichkeiten
stellt die Robin-Randbedingung der Form

—A(x, T)onT(t,x) = a(T(t,x) — Tgc(t,x)) fur alle (t,x) € (0, teng) X QR

dar. Dabei bezeichnet 9Qgr C 9Q den entsprechenden Teil des Randes, Tpc ist wie oben und o
ist der Warmetibergangskoeffizient. Ein Beispiel fiir diese Art von Randbedingung ist eine
mit Luft umstromte Batterie.

Wie es oben schon erwéhnt wurde, gilt der nichtlineare Ausdruck aus Gleichung (3.5) nur bei
bestimmten Anfangs- und Randbedingungen. Allerdings werden bei den Anwendungen in
Kapitel 7 auch andere untersucht. In diesem Fallen wird die gesamte erzeugte Warme als 3W
wie in [136, 124] angenommen und somit

. 3
QSI’C,AM(xs T) = V_ (3-6)
AM

gesetzt.

Somit ist die Gleichung (3.1) komplett beschrieben. Man stellt fest, dass sich sowohl alle
Koeffizienten als auch der Quellterm im Stack wegen der Materialeigenschaften von Schicht
zu Schicht dndern. Die behandelte Batterie hat insgesamt, also inklusive Anoden-, Kathoden-
und Separatorschicht, wie es eine Zelloffnung zeigte, 265 Schichten. Daraus ergeben sich nach
der Einfithrung des Aktivmaterials 133 Schichten. Diese Anzahl und die Tatsache, dass ihre
Lange zwei GroBenordnungen groBer als ihre Hohe ist, hat zur Folge, dass die Anderung der
Koeffizienten sehr schnell ist. Das hatte bei einer Losung mit der FEM oder mit der FVM, bei
der, wie es in Kapitel 4.1 gezeigt wird, eine Auflosung aller Schichten nétig ist, sehr lange
Rechenzeiten zur Folge. Aus diesem Grund erscheint eine Homogenisierung der Gleichung
gerechtfertigt.
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4. Homogenisierung

Im vorherigen Kapitel wurde das Batterieproblem vorgestellt, dessen effizientes Losen im
Mittelpunkt dieser Arbeit steht. In Kapitel 3.3 wurde die Notwendigkeit des Homogenisie-
rungsansatzes begriindet. Um diesen auch durchfithren und anwenden zu kénnen, werden
in diesem Kapitel die mathematischen Grundlagen der analytischen und numerischen Ho-
mogenisierung diskutiert. Dabei wird auf diejenige Ergebnisse fokussiert, die fiir die weitere
Arbeit relevant sind, also im Zusammenhang mit Gleichung (3.1) stehen und auf die in den
spateren Kapiteln aufgebaut wird. Zunéchst wird in Kapitel 4.1 anhand eines 1D-Beispiels
die Homogenisierung mathematisch motiviert und aus dieser Sicht auf ihr Ziel und ihre Idee
eingegangen. Danach wird in Kapitel 4.2 die analytische, und in Kapitel 4.3 die numerische
Homogenisierung behandelt.

4.1. Motivation der Homogenisierung

Das in diesem Kapitel vorgestellte 1D-Beispiel basiert auf dem Beispiel in [78, Kap. 1] und
zeigt, warum eine Auflésung der kleinen Skala bei Multiskalenproblemen notwendig ist und
wie daraus die Idee der Homogenisierung folgt.

4.1.1. Problemstellung

In diesem Kapitel ist Q = (0,1) C R. Gesucht ist die Losung u€ fiir folgendes Problem:

d d
—a(ae(x)aue(x)) = f(x) fur alle x € Q,
u(x) =0 fir alle x € 9Q.

(4.1)

Dabei wird f = 1 gesetzt, € > 0 ist der Parameter der kleinen Skala und a€ ist ein Multiskalen-
Koeffizient, d.h. ein Koeffizient, der auf der e-Skala oszilliert. Er wird als

a(x) == (2 — sin (MTX))_l (4.2)

definiert und wird in Abbildung 4.1 fiir € = 1, 27° gezeigt. In diesem Beispiel wird € = 27°
gesetzt.
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4. Homogenisierung

=R
(a)ej/l (b)ezwz/—5

Abbildung 4.1.: Der Koeffizient a¢ aus Gleichung (4.2) fiir € = 1, Abbildung 4.1a, und € = 27,
Abbildung 4.1b.

4.1.2. Losung des Problems

Die schwache Formulierung des Problems mit der Bilinearform B¢ und der Linearform F¢
lautet

B (uf,z) == /g; aE%ue(x) d;dxz(x) dx = Lf(x)z(x) dx =: F(z) fiiralle z € H, (Q).
(4.3)

Aus der Definition von a€ folgt, dass a® € L*(Q) und a(x) > 0 fiir alle x € Q und € > 0.
Deshalb ist die Bilinearform B€ stetig und koerziv. Mit f € £2(Q) folgt dann aus dem Satz
von Lax-Milgram (Satz 2.4), dass die Gleichung (4.1) eine Lésung u¢ € H, (Q) hat. Diese lasst

sich fiir € = 27% fiir k € N nach zweimaliger Integration und Einsetzen der Randwerte explizit
als

c1+x x € x
u(x) = —x*—2c1x — € . cos (27[—) — ——sin (271'—) +cy (4.4)
27 e/ 4n? €

mit den Konstanten ¢; = = + 0.5 und ¢; = = (55 + 1) berechnen. Sie wird in Abbildung 4.2a
gezeigt. Sie lasst sich als Summe u€ = u(® + 4V mit

u®(x) = —x% — 2¢yx,

c1+x x € x
uM (x) = —¢ . cos (271’—) — ——sin (271—) + ¢y
27 €/ 4 €

schreiben. Dabei ist u(®) der makroskopische und u") der mikroskopische Anteil. Diese Zu-
sammensetzung von u¢ wird in Abbildung 4.2b deutlich, welche einen Ausschnitt der Losung
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4. Homogenisierung

zeigt. Dabei ist zu sehen, dass die mikroskopischen Oszillationen dem makroskopischen
Verlauf folgen.

0 —0.5

—0.6

-0.7

u¢ /-

-
©
3

-0.8

-0.9

L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6

~1.5 L L L ! —1 L
z/- z/-

(a) Die Lésung u€. (b) Der Ausschnitt x € [0.4,0.6] der Losung u*.

Abbildung 4.2.: Die Lésung u€ (4.4) der Gleichung (4.1) fiir € = 27°, Abbildung 4.2a, und der
Ausschnitt x € [0.4,0.6], Abbildung 4.2b davon.

Diese Losung soll nun mit einer isoparametrischen C°-stetigen Lagrangeschen FEM ap-
proximiert werden, die auch wahrend der ganzen Arbeit benutzt wird. Um die Notation fiir
den weiteren Verlauf zu vereinfachen, wird deshalb die Abkiirzung FEM verwendet. Wie mit
dieser Methode PDGIn gelost werden, wird im Anhang B.1 angegeben. In [78, Kap. 1] wird
die Losung des dort vorgestellten 1D-Problems fiir verschiedene Verfeinerungen des Gitters
graphisch dargestellt. An der Darstellung ist zu erkennen, dass, solange die Gitterweite H
nicht kleiner als € ist, die FEM fiir jedes H > € eine andere Losung approximiert. Mit solchen
H-s wird auch nicht der makroskopische Anteil approximiert. Erst wenn H kleiner als e
wird, wird die richtige Losung approximiert. Dieser Sachverhalt lasst sich mit Hilfe von
Fehlerabschatzungen fiir die FEM belegen [78, Kap. 1]. Nach Céa’s Lemma gilt

2

< CH"Wue"_EZ(Q)'

€ €
”u - uH"(Hol(Q)
Die zweite Ableitung von u€ lisst sich explizit berechnen und damit ihre £2-Norm abschitzen.
Man erhalt

d2
|——

1
€

Fasst man die zwei Abschatzungen zusammen, erhalt man, dass der Fehler nicht besser als

H

|u <C—
€

sein kann. Damit ergibt sich dieselbe Schlussfolgerung wie anhand der graphischen Darstel-
lung in [78, Kap. 1]: Um eine sinnvolle Abschatzung zu erhalten, d.h. den Fehler zu reduzieren
und so sicher die richtige Losung zu approximieren, muss H kleiner als € sein.
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4. Homogenisierung

4.1.3. Das homogenisierte Problem

Um den hohen Rechenaufwand, der aus der fiir die Approximation der richtigen Losung
notwendigen Bedingung H < e folgt, zu vermeiden, wird Gleichung (4.1) homogenisiert.
Dabei soll ihr Verhalten fiir ¢ — 0 untersucht und so ein Problem aufgestellt werden, gegen
dessen Losung u° die Folge u€ fiir e — 0 konvergiert. Im Falle des betrachteten 1D-Problems
wire das mit dem homogenisierten Koeffizient a° ein Problem der Form

_%(ao(x)%uo(x)) = f(x) fiir alle x € Q,

u’(x) =0 fur alle x € 9Q.

(4.5)

Die zentralen Fragen der Homogenisierungstheorie sind, wie dieses Problem aufgestellt wird,
ob ein geeignetes a iiberhaupt existiert und unter welchen Bedingungen, bzw. in welcher
Norm u€ gegen u’ konvergiert.

Ein erster naheliegender Ansatz, um a® zu bestimmen, wire in Gleichung (4.3) den Grenzwert
€ — 0in £%(Q) zu bilden und die Grenzwertbildung mit dem Integral zu vertauschen. Dann
wire fiir das e-periodische a® nach Lemma 2.2

a(x) = ‘foeae(x) dx = f: (2 — sin (27[Tx))-1 dx = %

Die Lésung von Gleichung (4.5) mit diesem a° kann wieder mit zweimaliger Integration und
Einsetzen der Randwerte als

V3. V3

w(x) = = 2

berechnet werden. Es kann festgestellt werden, dass
0
u(x) Xt 20x # u’(x).

Da u¢ — u° fiir e — 0 ein Ziel bei der Aufstellung des homogenisierten Problems ist, ist
a’ nicht der homogenisierte Koeffizient und somit ist der gewihlte Ansatz falsch. Wie a°
aussieht, wird mit den anderen oben gestellten Fragen in den nachsten Kapiteln zunéachst mit
Hilfe analytischer und anschlieBend mit numerischer Homogenisierung beantwortet.

4.2. Analytische Homogenisierung

Die Fragen bzgl. des homogenisierten Problems werden in diesem Kapitel analytisch beant-
wortet. Dabei ist das Ziel das Batterieproblem (3.1) zu homogenisieren. Dafiir wird zunéchst
das 1D-Problem betrachtet, wobei unter anderem der homogenisierte Koeffizient angegeben
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wird. Mit einem Spezialfall davon kann fiir eine stiickweise konstante Warmeleitfahigkeit der
einzelnen Komponenten die des Aktivmaterials in den Formeln (3.2) nachgewiesen werden.
Danach wird das mehrdimensionale elliptische Problem betrachtet und festgestellt, dass des-
sen Losung sich nicht aus der des 1D-Problems verallgemeinern lasst. Dieser Teil basiert auf
[56, Kap. 5] und auf [52, Kap. 8]. Anschlieflend wird mit Blick auf das Batterieproblem (3.1)
ein parabolisches quasilineares Problem betrachtet. Es wird diskutiert unter welchen zu-
satzlichen Bedingungen im Vergleich zum elliptischen Problem sich dieser homogenisieren
lasst. Es wird gezeigt, dass trotz den Unterschieden die homogenisierte Koeffizienten beider
Probleme eine dhnliche Struktur haben. Aus diesen Erkenntnissen wird gefolgert, dass das
Batterieproblem (3.1) sich nicht nur mit analytischer Homogenisierung homogenisieren lésst.

4.2.1. Ergebnisse - lineares 1D-Problem
Da der in Kapitel 4.1.3 verwendete Ansatz zur Bestimmung von a° fiir einen e-periodischen
Koeffizienten a® nicht zielfithrend war, wird weiterhin Gleichung (4.1) als Ausgangspunkt

betrachtet. Anstatt direkt den Grenzwert € — 0 zu bilden, wird nun einmal integriert und
durch a¢ geteilt. Letzteres ist wegen a®(x) > 0 fiir alle x € Q moglich. Das fithrt mit einer

Konstante c zu
d . B * 1
e (x) = (—/0 f(s)ds+c)ae(x).

Nach [56, Satz 3.23] und dem Beweis von [56, Satz 5.5] konvergieren beide Seiten schwach
in £2(Q). Da a® nach Annahme e-periodisch ist kann Lemma 2.2 mit p = 2 fiir die rechte
Seite angewendet werden. Um den Grenzwert der linken Seite zu bestimmen, werden [56,
Satz 1.18] und [56, Prop. 3.17] benutzt. Damit folgt

L0 = ( I f(s)ds+c) f )

Nach Umstellung und Ableitung der Gleichung erhélt man das homogenisierte Problem (4.5)

und somit gilt
€ -1
@ = ( f (a€(x))”" dx) .
0

Dies zeigt, dass a° im eindimensionalen Fall nicht das arithmetische, sondern das harmonische
Mittel von a€ ist. Nach [52, Satz 8.3] gilt fire — 0

u¢ - u° in £2(Q),
u® —u° in H; (Q).
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Das bedeutet, dass die Konvergenz der Ableitung von u® nur schwach ist.

Bevor das allgemeine mehrdimensionale elliptische Problem betrachtet wird, werden als
Spezialfall geschichtete Materialien diskutiert. Bei diesem héngt der lineare Koeffizient a°
nur von einer Variablen, bzw. nur von einer Dimension ab. Das fiithrt zu einer geschichteten
Struktur des Materials, daher auch die Bezeichnung. Das ist bei dem Batterieproblem (3.1)
genau dann der Fall, falls die Warmeleitfahigkeit A stiickweise konstant ist und die anderen
Terme vernachlassigt werden. Dann hangt A nur von der z-Richtung ab. Solche Probleme
konnen mit dem zuvor betrachteten 1D-Problem in Verbindung gebracht werden. Fiir sie lasst
sich der homogenisierte Koeffizient dhnlich zum 1D-Fall bestimmen. Die Voraussetzung dafiir
ist, dass a° € L£2(Q;R¥¥) n M(Q, §, ©) gilt, also in jeder Komponente beschrénkt und nach
Definition 2.3 zuldssig ist. Zusétzlich soll a® e-periodisch sein. In diesem Fall gilt nach [56,
Satz 5.10], dass u¢ — u° fire > 0in H) (Q) und fir2 <i,j <n

c -1
&, = ( f @ dx) ,

€ aj . (x)
1
a(l), ;= a(l),1 fo J dx

ag;(x) ’

€a (x)
0 0 J>1
a:.=a dx
& fo a5, (0

€ af (X) € gf (x) € ai »(X)afl(x)
a;; = a(l),lf = dxf > dx —f (aij(x) -—L——)dx
o aj;(x) o a5 (x) o @, (%)

Da die Warmeleitfahigkeit immer positiv ist und die Schichten periodisch aufeinander folgen,
erfilllt ein stiickweise konstantes A aus dem Batterieproblem (3.1) die Bedingungen von
[56, Satz 5.10]. Deshalb kann das obige Ergebnis angewendet werden. Einsetzen von A in
Gleichung (4.6) fithrt zu den Formeln (3.2), wobei die Dicke der Einheitszelle der Batterie €
entspricht und aus der Integration der stiickweise konstanten Ausdriicke die Summenform
folgt. Somit ist die Anwendung dieser Formeln zur Bestimmung von Aay | und Aay . im
linearen Fall gerechtfertigt.

(4.6)

4.2.2. Ergebnisse - mehrdimensionale lineare elliptische Probleme

Wie schon in Kapitel 4.1 angedeutet, wird hier das allgemeine mehrdimensionale elliptische
Problem

=V (a(x)Vu(x)) = f(x) fiir alle x € Q,

4.7
u(x)=0 fir alle x € 9Q, *.7)

auf einem beschrinkten Gebiert Q ¢ R mit einem Tensor a® ohne spezielle Struktur betrach-
tet. Zur Vereinfachung werden nur homogene Dirichlet-Randbedingungen beriicksichtigt.
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Allerdings gelten die Aussagen dieses Kapitels nach [56, Kap. 4] auf fiir andere, wie z.B.
homogene oder inhomogene Neumann- oder Robin-Randbedingungen. Nach dem Satz von
Lax-Milgram, Satz 2.4, hat dieses Problem fiir alle € > 0 eine eindeutige Losung u¢ € 7-{01( Q),
falls f € H™'(Q) und a® € M(Q,0,0) fiir 6,0 > 0. In diesem Fall existiert nach [52, Satz
8.5] das homogenisierte Problem

-V. (ao(x)Vuo(x)) = f(x) fur alle x € Q,
u’(x) =0 fur alle x € 9Q

mit dem homogenisierten Koeffizienten a° : RY — R%*? und der Losung u € H}(Q). Es gilt
auflerdem fiire — 0

ut —u° in H, (Q). (4.8)

Falls a zusatzlich lokal e-periodisch nach Definition 2.1 ist, kann a® mit verschiedenen
Methoden auch explizit berechnet werden. Dafiir wird hier eine asymptotische Entwicklung
der Losung benutzt, da diese in der Batteriemodellierung, z.B. in [84] und [92], oft benutzt
wird. Die genaue Vorgehensweise wird in [56, Kap. 7] beschrieben, in dieser Arbeit werden
nur die wichtigsten Schritte und Ideen nach [78, Kap. 5], [52, Kap. 8] und [56, Kap. 7] skizziert.

Ausgangspunkt ist die schwache Formulierung des Problems mit einem lokal e-periodischen

ac:

B (uf,z) == / a(x, f)Vue(x) -Vz(x)dx = /f(x)z(x) dx =: F(z) fiir alle z € H, (Q).
Q € Q
(4.9)
Die gesuchte Losung u¢ € H, () wird dann formal in einer Reihe der Form
© ¥
u(x)= Y eu?(x =
e 7)

entwickelt. Diese Entwicklung und ihr berechneter Gradient wird in Gleichung (4.9) eingesetzt.
Die Testfunktion z € H; (Q) wird als

z(x) = PAs (x) + ez (x, f)
€
mit einer in der zweiten Variablen 1-periodischen Funktion z(! € H}(Q) gewihlt. Nach

Ausmultiplizieren der Terme und Koeffizientenvergleich der e-Potenzen erhilt man beim e™*
Vergleich, dass u® konstant in der zweiten Variable ist, d.h. es gilt

u® (x, E) = u’(x).
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Der Vergleich der Koeffizienten der €’-Terme fiihrt fiir u!) zu dem sogenannten Zellproblem

/a(x, y)(Vuo(x) + Vyu(l) (x, y)) -V(y)dy =0 fur alle z € ﬁger(Y).
Y

Dabei bezeichnet Y den in Gleichung (2.3) definierten Einheitswiirfel, Vyu(l) (x,y) den Gra-

dienten von u' bzgl. y und ﬁger(Y) wurde in Gleichung (2.5) definiert. Die Losung des
Zellproblems kann als

uW(x, y) = an o’ (x)wi(x,y)
i=1

geschrieben werden. Dabei sind w; € ﬂger(Y), vergleiche Gleichung (2.5), die Lésungen
folgender Mikroprobleme:

/ a(x,y)Vwi(x,y) - Va(y) dy =
Y (4.10)

— /a(x, y)ei(y) - Vz(y) dy fur alle z € ﬂl}er(Y).
Y

Die Existenz deren Losungen folgt nach [56, Satz 4.27] aus dem Satz von Lax—Milgram (2.4).
Solche Mikroprobleme werden auch in Kapitel 4.3 bei der numerischen Homogenisierung
auftreten. Die berechneten u®) und u") werden in Gleichung (4.9) eingesetzt und 0" = 0
gewdhlt. Die Bildung des Grenzwertes € — 0 fithrt mit Lemma 2.2 zu den homogenisierten
Koeflizenten

a(x) = /Ya(x, y) (Id+]vTv(y)(x, y)) dy. (4.11)
Dabei ist

Uy (59, , = dwilx ). (4.12)
Das bedeutet, dass a” nur von der Makrovariablen abhiingig ist und fiir die punktweise Be-
rechnung in R? das Losen von je d Mikroproblemen nétig ist. Das erschwert die praktische
Anwendbarkeit. Falls a® nicht nur lokal, sondern auch global periodisch ist, ist nach Glei-
chung (4.11) a° konstant und erfordert die Berechnung von insgesamt d Mikroproblemen.
Anhand diesen Berechnungen wird festgestellt, dass fiir die Existenz des homogenisierten
Problems und fiir die explizite Berechnung von a° keine Stetigkeit von a nétig ist, was im Be-
zug auf die Koeffizienten des Batterieproblems wichtig ist. Auflerdem hat nach [78, Prop. 3.4]
a° dieselben Eigenschaften wie a¢, d.h. falls a° € M(Q, 6, ©) ist, gilt auch a° € M(Q, 6, ©).
Eine analoge Aussage gilt fiir ein symmetrisches a®.

Als Abschluss dieses Kapitels wird eine Verbindung zwischen den behandelten Problemen
hergestellt. Da die zuvor vorgestellten Ergebnisse fiir das allgemeine elliptische Problem in
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R? mit lokal e-periodischen Koeffizienten in M(Q, 0, ®) auf einem beschrankten Gebiet Q
gelten, miissten sie auch fiir das am Anfang von Kapitel 4.2 vorgestellte 1D-Problem und den
Spezialfall der geschichteten Materialien giiltig sein. Dies ist nach [56, Prop. 6.16] und [56, Prop.
6.18] auch der Fall, da die geforderten Bedingungen erfiillt sind. Dort wird gezeigt, dass die in
diesen zwei Fallen explizit berechneten Koeffizienten sich auch aus Gleichung (4.11) herleiten
lassen. Dazu muss die Losung der Mikroprobleme erst berechnet und dann in Gleichung (4.11)
eingesetzt werden. Das ist aber ein deutlich héherer Aufwand als die direkte Berechnung.

4.2.3. Parabolische quasilineare Probleme

In diesem Kapitel wird die analytische Homogenisierung quasilinearer parabolischer Probleme
betrachtet. Diese dhneln dem Batterieproblem (3.1). Warum diese so bezeichnet werden, wird
spater erklart. Abhangig von der genauen Problemstellung existiert eine Vielzahl an Arbeiten,
die solche Probleme betrachten. In vielen Ausarbeitungen, wie z.B. in [108, 44, 67] kommt
entweder kein oder nur ein linearer Koeflizient vor der Zeitableitung vor. In anderen, wie z.B.
in [133, 26, 66, 107, 63] enthélt die Gleichung zusétzliche schnell oszillierende Reaktionsterme
und es gibt Arbeiten, wie z.B. [75], in der die raumlichen und zeitlichen Oszillationen auf
verschiedenen Skalen stattfinden. Hier werden aber nur Probleme der Form

b (x,u) — V- (a(x, u)Vus(t,x)) = f(x) fur alle (¢,x) € Q;_,,
u(t,x) = g(t,x) fir alle (¢, x) € (0, teng) X 0Q, (4.13)
u(0,x) = ug(x) fiir alle x € Q

mit dem Koeffizienten a¢ : QxR — R%*¢, den Funktionen u€ : Qeng — R, b€ : Q xR — R,
f:Q — R, g:(0,tend)xdQ — Rundyg : Q — R betrachtet. Der Grund dafiir ist, dass diese
die meisten Gemeinsamkeiten mit dem Batterieproblem (3.1) haben. Auf den Koeffizienten
und die Funktionen wird spater in diesem Kapitel bei den Ergebnissen genauer eingegangen.
Gleichung (4.13) heifit quasilinear, weil der Koeflizient a® zwar nichtlinear ist, aber nur von
u® und nicht von Vu® abhangt. Solche Probleme werden unter anderem in [94, 112, 111]
betrachtet. Die folgende Diskussion tiber ihre Homogenisierung basiert auf [111]. Es wird
dabei auf die Aspekte konzentriert, die fiir das Batterieproblem (3.1) wichtig sind. Deshalb
werden die Ergebnisse auch nur fiir den Fall ohne zeitliche Oszillationen, fiir ein von Vu®
unabhéngiges a® und somit fiir p = 2 in den Bedingungen vorgestellt. Zur Vereinfachung
wird das Problem wieder nur mit Dirichlet-Randbedingungen betrachtet.

Um Aussagen tiber die Losbarkeit und die Homogenisierung des Problems treffen zu konnen,
werden nach [111, Kap. 2] und [28, Kap. 1.1] folgende Funktionsraume definiert:
= {0 eW(Q)| v=0 aufaQ},

4.14
= ~£2(0, fend; E) ( )

E:
E:
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Dann hat nach [111, Satz 2.3] Gleichung (4.13) eine schwache Lésung u¢ € g + E im Sinne
von [28, Def. 1.4], falls

be(xa ue) e L% (0, tends £1(Q))’ atbe(x5 ue) € £2(0: tend;E*)

und die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
+ a° ist messbar und eY-periodisch in der ersten und stetig in der zweiten Variable.
Auflerdem existiert eine positive Konstante £ so, dass fiir alle s, s1, s, € Rund x, &, € R?

a“(x,5)¢ - & > PIEI°,
|a“(x, )¢ < B (1 + 5| + 1€]), (4.15)
|a®(x,51) = a“(x,52)[€ < B (1 + [su] + [sz + 1)

erfillt ist.

« Die Funktion b€ ist eY-periodisch in der ersten, monoton wachsend mit b¢(x,0) = 0 in
der zweiten und stetig in beiden Variablen. Auflerdem gibt es eine positive Konstante
ry so, dass fiir alle § € (0,R) ein C(8, R) > 0 mit

[b€(x, s1) — b®(x,82)| > C(5,R)|s1 — s2|™ (4.16)

fur alle x € €Y und sy, s, € [—-R,R] mit § < |s|, existiert.

« Fiir die Anfangs- und Randwerte bzw. fiir die rechte Seite gilt

g € L0, tena; WH(Q)) N L7(Qy,),
39 € L0, tena; LZ(Q)), (4.17)
up € L2(Q) und f € L2(Qy,).

Die ersten zwei Aussagen von Gleichung (4.15) entsprechen bei einem u€-unabhangigen a®
der Bedingung a¢ € M(Q, B, f!). Das bedeutet, dass zusitzlich zum rein elliptischen Fall
wird hier noch die Beschranktheit, die Stetigkeit und die gleichméaflige Lipschitz-Stetigkeit in
der zweiten Variablen gefordert wird. Die folgenden Ergebnisse gelten auch fiir ein lokal, also
wie in Kapitel 4.2.2 betrachtet, statt global periodisches a¢. Um die Notation einfacher und
iibersichtlicher zu halten, wird dieser Fall hier nicht betrachtet. Darauf wird in Kapitel 4.3 bei
der numerischen Homogenisierung eingegangen.

Falls die Losungen u von Gleichung (4.13) gleichmaflig in € in L*(Q;,_,) beschrankt sind,
existiert fiir alle 1 < g < oo nach [111, Satz 2.3] das homogenisierte Problem

b)) - V- (ao(uO)Vuo(t, x)) = f(t,x) fiir alle x € Q,_,,
u’(t,x) = g(t, x) fur alle x € (0, tenq) X 09, (4.18)
u°(0, x) = up(x) fur alle x € Q
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und ihre Lésung u° mit den in Gleichung (4.19) definierten Koeffizienten. Fiir diese gelten
folgende Aussagen:

u’ € L9(Qy,y) N (g +B),

ut — u° in L9(Qy ).

Vu¢ — vy in £%(Qy,.,)

be (x, uf) — b (x,u’) — 0 in LY Q)
b (x,u€) — b(u°) in L9(Q,,)-

Das zeigt, dass die Konvergenz von u€ stark, die des Gradienten lediglich schwach ist. Das
entspricht fiir ¢ = 2 den Ergebnissen des elliptischen Problems (4.8). Die homogenisierten
Koeffizienten in (4.18) werden als

b(s) == fy b(y, s) dy,

(4.19)

(6) = £ aty )i+, 9 dy
definiert. Dabei sind a(-,s) und b(-,s) die nac@eﬁnition 2.1 zu a®(+, s) und b¢(-,s) geho-
rende Y-periodischen Koeffizienten, w;(-,s) € ‘Wpléf(Y), vergleiche Gleichung (2.6), 16st das
Mikroproblem

f a(y.$)Vwi(ys) - Va(y) dy =
Y (4.20)

- f a(y,s)ei(y) - Vz(y) dy fur alle z € ‘@éi(Y)
Y

und ]‘S(yis)(y, s) ist analog zu Gleichung (4.12) definiert. Da in Gleichung (4.20) die Nicht-
linearitat nur als Parameter auftritt und a® die notigen Voraussetzungen erfiillt, hat das
Mikroproblem (4.20) analog zu (4.10) nach dem Satz von Lax-Milgram (2.4) eine eindeutige
Losung in (%éi(Y). Die Formeln in Gleichung (4.19) zeigen einerseits, dass b das arithmetische
Mittel von b€ iiber eine Periode ist und andererseits, dass a® dhnlich wie im rein elliptischen
Fall, hier mit dem zusatzlichen Parameter s, berechnet werden kann. Auflerdem missen auch
hier punktweise Mikroprobleme gel6st werden. Diese sind aber trotz der Nichtlinearitit von
a® linear und enthalten s nur als Parameter. Das ist eine Folge der Quasilinearitat des Problems.
Dies vereinfacht die numerische Behandlung im nachsten Kapitel, da nur das Makroproblem
nichtlinear sein wird.

Analog zum elliptischen Problem hat der homogenisierte Koeffizient a° #hnlichen Eigen-
schaften wie a®. So gelten nach [77, Kap. 2] fiir eine positive Konstante  und fiir alle s, s1, s, € R
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und x, §, € R4

a’(s)¢ - & > pIEI*,
|a’(s)él < 71 (1 +[s| + 1£]),
|a°(s1) = a(s2)I€ < 7 (1 + [su] + [sz] + €.

Fall die Koeffizienten a¢ und b° nicht global, sondern nur lokal periodisch sind, hdngen die
homogenisierten Koeffizienten a° und b° auch von der Makrovariablen ab. Beispiele dafiir
sind die Testprobleme in Kapitel 6.1.2.

In Kapitel 6 wird gezeigt, dass das Batterieproblem (3.1) die Bedingungen (4.15)—(4.17) nur
teilweise erfiillt und die obigen Ergebnisse deshalb nicht direkt anwendbar sind. Daher konnen
diese nur als Grundlage fiir die dort vorgestellte Methode verwendet werden.

4.3. Numerische Homogenisierung quasilinearer Probleme mit
FE/DG-HMM

In Kapitel 4.2 wurden fiir elliptische und parabolische Probleme die Bedingungen fiir die
Existenz des homogenisierten Problems und die analytische Berechenbarkeit der dazugehori-
gen homogenisierten Koeffizienten vorgestellt. Es wurde festgehalten, dass Letzteres aufler
im 1D-Fall nur fiir (lokal) periodische Koeffizienten mit Hilfe zusétzlicher Mikroprobleme
moglich ist. Um diese Schwierigkeiten bewaltigen zu konnen, wird das Konzept der nume-
rischen Homogenisierung eingefiihrt. Dieses wird in diesem Kapitel vorgestellt. Wie es in
Kapitel 1 erwahnt wurde, werden in dieser Arbeit zwei solche Methoden, die FE-HMM und die
DG-HMM benutzt. Aus diesem Grund werden hier auch nur diese beiden diskutiert. Es wird
dabei ein quasilineares elliptisches Problem betrachtet. Diese Wahl lasst sich damit begriinden,
dass die Warmeleitfahigkeit des Batterieproblems (3.1), welche dem Diffusionskoeffizienten
des quasilinearen Problems entspricht, zeitunabhangig ist und in solchen Féllen nach [13,
14, 20, 86, 85, 109] die auftretenden Mikroprobleme genauso elliptisch sind wie bei einem
rein elliptischen Problem. Deshalb ist folgendes Problem fiir die Vorstellung der Methoden
ausreichend.

4.3.1. Problemstellung

Es wird das Problem

=V (a®(x,u)Vu(x)) = f(x) fiir alle x € Q,

4.21
u(x) =0 fur alle x € 9Q (4.21)
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auf einem beschrinkten Gebiet Q c R? mit dem Tensor a€ : Q X R — R4 _der rechten Seite
f € H1(Q) und der Losung u¢ € H1(Q) betrachtet. Gesucht ist die Losung u® € H(Q) des
zu diesem Problem gehdrenden homogenisierten Problems

~V-(a®(x, u®) V' (x)) = f(x) fiir alle x € Q,

. (4.22)
ui(x)=0 fur alle x € 9Q

mit dem unbekannten homogenisierten Koeffizienten a® : Q xR — R4 Es werden, wie
auch in Kapitel 4.2.2, zur Vereinfachung wieder homogenene Dirichlet-Randbedingungen
betrachtet. Die folgenden Aussagen iiber die Existenz und Eindeutigkeit der Losung von
Gleichung (4.21) gelten nach [88] auch fiir andere, wie Neumann-, Robin- oder gemischte,
Randbedingungen. Nach [52, Satz 11.6] hat Gleichung (4.21) fiir jedes festes € > 0 eine
eindeutige schwache Losung u€ € 7‘{01(9) mit ||u€||ﬂ1(Q) < c||f||(H_1(Q). Falls a¢ messbar und
eY-periodisch in der ersten Variable ist, existieren OKonstanten 0,0,0;,0,,Cr > 0 so, dass
a® € M(Q,0,0) gilt und a° stetig, beschrankt und fiir fast jedes x € Q Lipschitz-stetig in der
zweiten Variablen ist, d.h. fur alle s, s1, s, € R

0; < a(x,s) < O fiir alle x € Q (4.23)
und
|a®(x, s1) — a®(x,s2)| < Crlsy — 2l ffaxeQ (4.24)

gelten. Zusammengefasst bedeuten die Bedingungen a¢ € M(Q, 0,0) und (4.23), dass a®
auf Q X R beschrankt ist. In diesem Fall existiert nach [77, Satz 3.1] fir das homogenisierte
Problem (4.22) mit dem homogenisierten Koeffizienten a° eine Losung u° € H; (Q) so, dass
einerseits u¢ — u° in 7-(01(9) fiir e — 0, andererseits a° € M(Q,0,0) und a° bzgl. der
zweiten Variablen Lipschitz-stetig ist. a® ist aber, wie in Kapitel 4.2 auch, nur fiir (lokal)
periodisches a explizit berechenbar.

In der folgenden Diskussion, die hauptséachlich auf [19], [3] und [5] basiert und teilweise in
[136] verdffentlicht wurde, wird erklart, wie u® mit FE- und DG-HMM approximiert werden
kann. Wie bereits in der Einleitung erwiahnt, sind beide Methoden aus dem allgemeinen
HMM Framework entstanden. Bei diesem werden die Daten auf der Makroskala, um die
Losung des homogenisierten Problems zu bestimmen, {iber Losungen von Problemen auf der
Mikroskala berechnet. Auf den verschiedenen Skalen konnen unterschiedliche numerische
Methoden benutzt werden. Da sowohl bei der FE- als auch bei der DG-HMM auf der Mikroskala
die FEM angewendet wird, werden erst die Komponenten auf dieser Skala, also der Mikro-
Finite-Elemente-Raum und das Mikroproblem, und dann die auf der Makroskala, also die
Quadraturformel, der Makro-Raum und das Makroproblem, beschrieben. Dort werden alle
zu der jeweiligen Methode zusammengefiigt und ihre Vorteile inklusive Fehlerabschiatzung,
vorgehoben.

31



4. Homogenisierung

4.3.2. Mikroskala

Auf dieser Skala wird ein Gebiet Ks(xx,;) C Q mit xx; € Q und § > 0 betrachtet. Wie dieses
definiert wird, wird spéter bei der Diskussion iiber die Makroskala in Kapitel 4.3.3 erlautert. 7-
ist mit der Mikro-Gitterweite h eine zuldssige Triangulierung von Ks(xx j) im Sinne von [43,
Kap. 2.5]. Aus Griinden der Ubersicht wird im Weiteren h fir h verwendet. Um die e-Skala
auf diesem Gebiet aufzulosen, wird h < € gewédhlt. Das ist, wie es in Kapitel 4.1 gezeigt wurde,
notig, um die richtige Losung einer PDGI mit einem e-abhéngigen Koeffizienten auf K;s(xx ;)
zu erhalten. Dann wird der Mikro-Finite-Elemente-Raum als

VIU(Ks(xkj), Tr) = {z" € W(Ks(xx)) | 2"|r € RUT) fiir alle T € T3} (4.25)

mit g € N definiert. Dabei bezeichnet R?(K) den Raum aller Polynome tiber T € 7, die in
jeder Komponenten einen Maximalgrad von g haben. Auierdem ist ‘W (Ks(xx ;)) der Sobolev-
Raum mit entweder periodischen oder homogenen Dirichlet-Randbedingungen, also es gilt
entweder

W (Ks(x.1)) = Hir (K5 (xx.))
oder
W (Ks(xk,)) = Hy (Ks(xk,5)).

In dieser Arbeit wird die erste Variante gewéhlt. Das liegt an den a-priori Fehlerabschatzungen
die spéter in diesem Kapitel vorgestellt werden. Laut denen ist der Fehler fiir den periodischen
Fall unabhéngig von § und besitzt somit fiir die FEM erwartbare optimale Konvergenzordnung.
Zusétzlich wird diese Wahl des Mikro-Raumes in Kapitel 5 mit numerischen Ergebnissen
untermauert. Dort wird auch der Parameter q fiir die Implementierung bzw. die Anwendung
gewahlt und die Wahl begriindet. In diesem Raum wird die Losung wﬁsj des Mikroproblems

/ a(x, s)VwI]?Sj (x) - Vz"(x)dx = 0 fiir alle 2" € VUKs(xk,), Tn) (4.26)
Ks(xk.j) ’

fiir einen Parameter s € R und mit wﬁsj - ng K€ V4(Ks(xk,;), Tn) gesucht. Dabei ist

WliHn,K,j(x) = w(xg ) + (x = xxj) - Vw' (xk ;) (4.27)

H H

die Linearisierung von einer Funktion w* in xg, ;. Was genau fiir w" eingesetzt wird, wird in

Kapitel 4.3.3 spezifiziert. Da die periodische Randbedingung nicht direkt fiir wﬁsj gilt, wird auf
beiden Seiten von Gleichung (4.26) -/K5 (xxc)) ac(x, s)thbi1 K (x) - Vz"(x)dx substrahiert, die

h,s H

Kj ~ Wink,; gesetzt. Dann wird aus der Losung

Linearitat des Integrals benutzt und Wﬁsj =w
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des Mikroproblems

/ a*(x, $)Viwg', (x) - V2" (x) dx =
Ks(xx,j) ’ (4.28)

/ a®(x, s)lelilKj(x) .VZ'(x)dx fiir alle 2" € V(K (xx.j), Tn)
Ks(xk ) o

die Losung wI}és] von Gleichung (4.26) als wﬁsj = wil K
chung (4.28) wird in Kapitel 5 implementiert. Es kann festgehalten werden, dass Gleichung (4.28)
genauso ein lineares Problem ist wie Gleichung (4.20) bei der analytischen Homogenisie-
rung in Kapitel 4.2. Die Nichtlinearitit von Gleichung (4.21) kommt hier ebenfalls nur als

Parameter vor. Da auflerdem a® € M(Q, 0, ©) gilt, folgt die Existenz der eindeutigen Losung

des Mikroproblems (4.26) w;s] € VI4(Ks(xk,j), 7y) mit analogen Argumenten wie bei den
Problemen (4.10) und (4.20). Damit wurden alle Komponenten auf der Mikroskala vorgestellt
und jetzt konnen die auf der Makroskala betrachtet werden.

+ Vvl}ésj berechnet werden. Glei-

4.3.3. Makroskala

Analog zur Mikroskala in Kapitel 4.3.2 wird auch hier eine zulissige Triangulierung 7y
betrachtet, dieses mal aber von dem Gebiet Q@ ¢ R? und mit der Makro-Gitterweite H.
Wichtig ist hier, dass H > € gilt, also die Mikroskala mit diesem Gitter nicht aufgeldst wird.
Uber 75 werden die Makro-Riume fiir die Methoden definiert. Fiir die FE-HMM wird

VE(QT) = {o" € H} (Q) | v"|x € RP(K) fiir alle K € Tiy}
und fiir die DG-HMM
VE(Q Th) = {0 € L2(Q) | v"|x € RP(K), fiir alle K € Ti}

jeweils mit p € N gesetzt. Diese entsprechen den Rdumen, die im Anhang B bei der Herleitung
der jeweiligen Methoden fiir das Losen von PDGIn benutzt werden. Der Grund dafiir ist,
dass die FEM und die DG, wie es in der Einleitung erwahnt wurde, die auf der Makroskala
eingesetzten Methoden sind. Diese sind im HMM Framework unabhéngig von den anderen
Komponenten. In diesen Rdumen wird die Losung des homogenisierten Problems gesucht.
Wie das funktioniert, wird jetzt getrennt fiir die zwei Methoden vorgestellt.
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FE-HMM

Gesucht wird die Losung u'! € (V & (Q, 7g) von Gleichung (4.22). Dazu wird erst die schwache
Formulierung des Problems (4.22) in FE(Q, 1)

Bre(u'l, z) = /ao (x, uH(x))VuH(x) -Vz(x) dx

Q (4.29)

= / F(x)2" (x) dx =: F(z") fiir alle z'7 € (Vp (2, 7q)
Q

mit der wie im Anhang B.1 hergeleiteten Bilinearform Bgg und der Linearform Fp betrachtet.
Das Integral in F wird mit der im Anhang B.3 diskutierten Quadraturformel berechnet. Jetzt
wird das Integral der Bilinearform tiber Q zerlegt, die Linearitdt des Integrals benutzt und die
in Anhang B vorgestellte Quadraturformel auf den einzelnen Vierecken angewendet. Damit

folgt

J
Bre(uf, 2) ~ Z Z wk ;a’ (xx j, uH(xK,j))VuH(xK,j) . VZH(XKJ) dx. (4.30)
KeTq j=1

Die genaue Wahl der Quadratur und somit auch die von J hdangt von dem Raum (VIfE(Q, Tr) ab
und wird fiir die Implementierung in Kapitel 5 diskutiert. Jetzt werden um die Quadraturpunkte
xx,j € K die in Kapitel 4.3.2 schon eingefiihrten Mikro-Gebiete als

Kg(xK)j) =XK,jt oY

definiert, wobei Y der in Kapitel 2 Vorgestellte Einheitswiirfel ist und § > € gilt. Im Folgenden
K] o (cs) bzw. ’J”; (H1) deg Mikroproblems (4.26) zu wfl = 2z €

FE(Q,’E{) bzw. wH = 2 ¢ (VE(Q 7h) und mit dem Parameter s = o/ (xx ;) fiir o €
(Vlf;:(Q, 7rr) benutzt. Mit ihnen wird Gleichung (4.30) modifiziert, indem der Teil

werden die Losungen Z"

a’ (xx j, u (xx ;) ) VUl (xx ) - V27 (xx )
ersetzt wird. Somit wird die Makro-Bilinearform als

BFE,H(UH'~H 2y =

2, Z IKs(xK )|-/K( ) (0" (i) VB ) () - Ve 8 () dx
J 5(XK.j

KeTgy j=1

(4.31)

definiert. Diese Umformung zeigt wie die Mikro- und die Makroskala gekoppelt werden.
Dies geschieht iiber die Randbedingung der Mikroprobleme, die iiber eine Makro-Funktion
definiert ist. Diese Kopplung ist eine wichtige Komponente der HMM, die in Kapitel 5 mit
den Mikroproblemen der analytischen Homogenisierung (4.20) in Verbindung gebracht wird.
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Damit wurden alle Komponenten von der FE-HMM vorgestellt. Sie werden in Abbildung 4.3
beispielhaft dargestellt. Im linken Teil wird die Makro-Triangulierung 77, im mittleren und
rechten jeweils ein Element K € 7y bzw. T € 7, mit seinen Quadraturpunkten und im
Makro-Fall die dazugehorigen Mikro-Gebiete inklusive ihrer Triangulierungen 7j, dargestellt.

0
° ° ° o OKO H Kg(ij)
° ° ° ° o | o 7.h h
TK:
= T
0 ® ®

TH [ [ J

Abbildung 4.3.: Geometrische Komponenten der FE-HMM [136]: Das Makro-Gebiet Q inklu-
sive der Makro-Triangulierung 7g und den Quadraturpunkten (links), ein
Mikro-Gebiet Ks(xk;) inklusive der Mikro-Triangulierung 7, (mitte) und ein
Mikro-Element inklusive den Quadraturpunkten (rechts).

Nun kann die FE-HMM definiert werden: Finde u'* € (V}fE(Q, T5) so, dass mit der in Glei-

chung (4.31) definierten Bilinearform und mit der Linearform aus Gleichung (4.29)
Brg i (uf;ul?, 27 = Fy(2H) fur alle 2 € (Vé(Q, Tr) (4.32)

gilt. Da a® € M(Q,6,0) vorausgesetzt wurde, womit die Koerzivitiat von Bpgp gezeigt
wird, hat das nichtlineare Problem (4.32) nach [19, Satz 2.2] fir alle H, h > 0 eine Losung
ufl e (VF%(Q, Tr), falls f € WPK(Q) mit pk > d gilt. Diese Losung ist nach [19, Satz 3.3] nur
unter zusitzlichen Bedingungen und Annahmen an u°, a° und H eindeutig.

Eine Folge von Gleichung (4.32) mit der Bilinearform (4.31) ist, dass u*’ ohne der expliziten
punktweise Berechnung des homogenisierten Koeffizienten a° bestimmt werden kann. Aufler-
dem folgt aus der Wahl h < € in Kapitel 4.3.2 und aus H > € in Kapitel 4.3.3, dass die e-Skala
nur in den Mikro-Gebieten K;(xk ;) aufgelost werden muss. Dadurch ist die Auflosung des
gesamten Gebietes im Gegensatz zur in Kapitel 4.1 gezeigten Anwendung der Standard-FEM,
nicht notig.

DG-HMM

Jetzt wird analog zu der FE-HMM die DG-HMM vorgestellt. Ihr Aufbau und ihre Struktur sind
gleich, der Unterschied liegt nur in der benutzten Bilinearform. Deshalb wird hier die Losung
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ull e (VgG(Q, Tr) gesucht. Es wird wieder die schwache Formulierung von Gleichung (4.22)
in V3, (Q, Tr)

Bpg (ufl, 2 = / a° (x, uH(x))VuH(x) - V2 (x) dx
Q

- (;Q / ({e'C.uvu"hy @[271(@) + {02V @[ Te@) da

# Y [rld @I 4 = Foan() farallez € Vo0,
BES\aQN €

mit der wie im Anhang B.2 hergeleiteten Bilinearform Bpg, Linearform FDG,H(zH ) und der
Straf-Funktion p, betrachtet. 9Qy bezeichnet den Neumann-Rand, der bei Problem (4.21)
die leere Menge ist. Fiir den ersten Term der Bilinearform werden analoge Umformungen
wie bei der FE-HMM vorgenommen. Da es auch den unbekannten Koeffizienten a° enthiilt,
sollte auBBerdem auch der Ausdruck { a (-, oMVl } fur o, ol € VP (2, Tr) mit Hilfe von
Losungen von Mikroproblemen ersetzt werden. D1eser stellt den mit der Gewichtsfunktion
y gewichteten Mittelwert des Flusses tiber die Kante e dar. Auf den dazugehoérigen Zellen
werden aber abhiangig von der Quadraturformel mehrere Mikrol6sungen in den Gebieten
um die Quadraturpunkte berechnet, die keine Werte an den Kanten besitzen. Deshalb ist die
Behandlung dieses Terms nicht analog zu der FE-HMM moglich und wird auf Kapitel 5.3 ver-
schoben. Dort wird {ao (-, 0 ) voH }; durch den gewichteten Mittelwert des Multiskalenflusses

H
iiber Kante e, {H {f;,’ }e, ersetzt und entsprechend definiert. Damit wird die Bilinearform als

Bpgu (o, 2M) =

Z Z|K5(XK )|</K( )a (XZ) (xK])) ~hv (ij)( ) Vzp hot! (xKJ)( ) dx
J s(xXK,j

KeTg j=1

a3y /{H§ @l"]e@ + i };(a)[[b‘H]]e(a))da

ecE\oON
£ / g5 (@)[2"].(a) da
ecE\oQy v ¢

definiert. Dabei wird die Wahl der Straf- und der Gewichtsfunktion auch in Kapitel 5.3 disku-
o (xk ) d ho' (xx. )
und z;

(4.34)

tiert. Die M1krolosungen i sind als Losungen des Mikroproblems (4.26)
mit entsprechenden Parameter definiert, wie ebenfalls bei der FE-HMM. An der Bilinearform
(4.34) kann festgestellt werden, dass bei der DG-HMM, im Gegensatz zum im Anhang B.2
vorgestellten Standard-DG-Verfahren, der Koeflizient a® an den Kanten nicht definiert sein
muss. Damit kann die DG-HMM wie folgt definiert werden: Finde ufl e "VSG(Q, T5) so, dass
mit der Bilinearform (4.34) und der Linearform (4.29)

Bpou(u'su 2" = Fpgp(2")  firalle 27 € VP (Q 75) (4.35)
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4. Homogenisierung

gilt, wobei die Linearform Fpgy im Anhang B.2 definiert wird. Nach [3, Satz 4.4] ist die
Bilinearform Bpg g fir e > pmin > 0 und fiir eine Zerlegung des Gebietes in Dreiecke
gleichméaflig elliptisch und koerziv. Dabei hangt pi,i, nur von 6, ©, 75, d und p ab. Fiir eine
Zerlegung in Vierecke, wie das in dieser Arbeit der Fall ist, gilt die gleichmaflige Elliptizitat
und die Koerzivitat nach [3, Lemma 5.18]. Dabei wird noch zusétzlich vorausgesetzt, dass a*
lokal e-periodisch und iiber Y in der Makrovariablen konstant ist. Die Existenz der Losung

ull € (VSG(Q, Trr) von Gleichung (4.35) folgt dann analog zu deren von Gleichung (4.32).

4.3.4. Fehleranalyse fiir die FE-HMM

Wie bereits in der Einleitung erwéhnt, bietet das HMM Framework eine a-priori Fehlerana-
lyse. Fiir lineare elliptische Probleme wird diese unter anderem in [4, 1, 116, 68] und fiir
quasilineare Probleme in [21, 18] behandelt. Fiir Erstere gelten dieselben Abschatzungen
unter schwécheren Voraussetzungen als die, welche hier vorgestellt werden. Im Folgenden
werden die Fehlerabschatzungen fiir die FE-HMM diskutiert. Sie basieren auf [19, 5]. Das Ziel
besteht darin, den Fehler |u® — u"|| in der £?(Q)- und in der H'(Q)-Norm abzuschitzen.
Solange die Betrachtung unabhingig von der Norm ist, wird |u® — u!!| verwendet. Erst bei
den konkreten Abschatzungen wird sie spezifiziert. Fiir die DG-HMM existieren analoge Ab-
schiatzungen, jedoch wird dabei neben der £2(Q)- eine Energienorm statt der ' (Q)-Norm
verwendet. Diese werden im Falle einer Zerlegung des Gebiets Q in Dreiecke in [3] diskutiert.
Fiir eine Triangulierung in Vierecke lassen sich die dort vorgestellten Ergebnisse mit Hilfe
der in Kapitel 5.3 gegebenen Definition des Multiskalenflusses analog tibertragen. Dies ist in
dieser Arbeit aufgrund der Implementierung in deal.ll der Fall. Im Folgenden wird einerseits
auf die Zusammensetzung des Fehlers eingegangen und andererseits werden die konkreten
Abschatzungen prasentiert. Allerdings sind fiir Gultigkeit der Abschatzungen aufler den in
Kapitel 4.3.1 geforderten Bedingungen weitere Annahmen notwendig. Zunachst werden diese
zusammengefasst:

« Die fir die Berechnung der Integrale verwendete Quadraturformel soll die Bedin-

gung (B.4) aus Anhang B.3 erfiillen.
« Fiir die rechte Seite f wird

f e Wrk(Q) (4.36)

mit p > d/k vorausgesetzt.
« Fiir die Losung des homogenisierten Problems (4.22) wird

u’ € HPH(Q) N WE(Q) (4.37)

angenommen.
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4. Homogenisierung

« Fiir den homogenisierten Koeffizienten sollen
a® € WP (Q xR) N C’(Q xR),
9sa° € W (Q xR), (4.38)
95a°, 9550’ € LZ(QAXR)NC*(Q xR)
gelten, wobei 9;a° und d;;a° die erste und zweite Ableitung von a° nach der zweiten

Variable sind.
« Fiir den e-abhédngigen Koeflizienten soll die Abbildung

seR > a(s) € (L2(Q)™ (4.39)

von der Klasse C! sein. Dabei sind die Normen von af, d;a¢(+, s) € £*(Q) unabhingig
von s und e.
« Fiir jedes s € R und jedes K € 7y wird aulerdem

a (-, s)|x € WH*(K), 4.40)
4.40
-1

”ae('5 S) ||(W1,00(K) < Ce

angenommen.
+ Der Koeffizient a® wird als lokal eY-periodisch vorausgesetzt und die Abbildung

(x,5) > a(x,-s) (4.41)

soll Lipschitz-stetig und beschrankt von Q x R nach W;éio (Y) sein.

Falls diese Bedingungen erfullt sind, gilt nach [19, Satz 3.7] fir die analytische Losung u® und
der FE-HMM-Losung u” des Problems (4.22) fiir W (Ks(xk ;) = Wﬁer (Ks(xk ;) mit g eN

2
4 — 4] o < C(HP+1 + (h/e) q),

(4.42)
| = uly ) < C(HP + (h/€)*)
und fiir W (Ks(xk ;) = Hy (Ks(xk ;)
lu® = u) g < C(HP* + (fe)" +5+ ),
[u° = w0 < C(HP + (hfe)* + 8+ :63) 449

Wie Abschitzung (4.43) zeigt, besteht der Fehler aus drei Teilen. Wie diese zustandekommen,
wird als Nachstes diskutiert. Dazu wird der Fehler mit Hilfe der Dreieicksungleichung als

lu® — u|| < enac + emic + emop (4.44)
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4. Homogenisierung

aufgeteilt. Dabei werden der Makrofehler eygac, der Modellierungsfehler eyop und der Mi-
krofehler ey im Folgenden genauer vorgestellt.

Der Makrofehlers, also der Fehler der zwischen der analytischen Lésung und der Losung
mit numerischer Quadratur in (V]fE(Q, Tr) des homogenisierten Problems (4.22), wird nach
[19, Satz 3.1] in der H'-Norm durch CH? und in der £?-Norm durch CHP*! abgeschitzt.
Dazu werden die Bedingungen an die Quadraturformel, an die rechte Seite und an die homo-
genisierte Losung (4.37) bzw. die Koeffizienten (4.38) verwendet. Der Beweis basiert auf den
Ergebnissen in [18].

Als Nichstes wird der Mikrofehler betrachtet. Dieser stellt dar, wie der Fehler, der beim
Loésen der Mikroprobleme auf der Mikroskala entsteht, sich auf die Makroskala auswirkt.
Dazu wird die Bilinearform (4.31) mit analytischen Losungen der Mikroprobleme definiert
und die Bedingungen (4.39) und (4.40) verwendet. Nach [19, Lemma 4.6] ist dieser Fehler fiir
die betrachtete £2- und H'-Normen unabhingig von der Norm und kann durch

h\*
emic < C(—)
€

abgeschiatzt werden. Es ist wichtig darauf hinzuweisen, dass fiir die in Kapitel (4.3.3) bei der
FE-HMM bei der Losbarkeit von Gleichung (4.32) erwahnte Eindeutigkeit der Losung nach
[19, Satz 3.3] die hier verwendeteten Bedingungen (4.39) und (4.40) vorausgesetzt werden
miissen.

Zuletzt wird der Modellierungsfehler charakterisiert. Dieser entsteht aufgrund der Kopplung
der Makro- und Mikroprobleme iiber die Randbedingungen. Deshalb ist er fiir die Dirichlet-
und die periodische Kopplung unterschiedlich. Um die fiir die Betrachtung dieses Fehlers
geforderte lokale e-Periodizitat auszunutzen, wird die Makrovariable in den Quadraturpunkten
kollokiert und so die modifizierte Bilinearform

H) —

EFEH(UH'~H z

v (xk,j ol (xk (4.45)
Z Z|K5(xK])|/K§(xK1)“ (fo’x v (XKJ)) Vi, ( '(x) - Vz,/ " ( ) (x) dx

KeTq j=1

definiert. Nach [19, Lemma 4.7] gilt unter denselben Bedingungen wie beim Mikrofehler und
unabhingig von der Norm

o+ %, falls (W(K(s(xKJ)) (Kg(ij))
emop < 19, falls W (Ks(xk ;) = per (Ks(xx)) und eN, (4.46)

0, falls (W(K(g(xK])) per (K(g(xK])) und eN

falls fiir den letzten Fall Gleichung (4.45) statt der Bilinearform (4.31) benutzt wird. Diese
Abschétzung zeigt, dass fiir Probleme mit lokal periodischen Tensoren die periodischen

39



4. Homogenisierung

Randbedingungen bessere Ergebnisse liefern. Das wird auch in Kapitel 5 an numerischen
Beispielen gezeigt. Werden diese drei Komponenten des Fehlers zusammengefiigt, folgen die
Fehlerabschatzungen (4.42) und (4.43).

Aus den Abschétzungen (4.42) konnen ebenfalls die optimalen Verfeinerungsstrategien fiir
den periodischen Fall fiir die verschiedenen Normen bestimmt werden. Entscheidend ist dabei,
die Mikro- und Makro-Gitterweiten in Abhangigkeit voneinander so zu wahlen, dass die
Komponenten des Gesamtfehlers ausgeglichen werden. Somit ergeben sich

h/e = HP/ (20 (4.47)
fiir die H'(Q)-Norm und
h/e = gD/ (29) (4.48)

fiir die £2(Q)-Norm. In Kapitel 5.2 werden diese Zusammenhinge an numerischen Beispielen
verifiziert.

4.3.5. Adaptives FE-HMM

Als Abschluss dieses Kapitels wird basierend auf [16] und [1] die adaptive FE-HMM vorgestellt.
Das Losen von Mikroproblemen, wie es in Kapitel 5.1 gezeigt wird, macht einen Grof3teil der
Rechenzeit der Methode aus. Bei der Fehleranalyse wurde festgestellt, dass eine simultane
Verfeinerung des Makro- und Mikro-Gitters noétig ist, was die Rechenzeit weiter erhoht.
Aus diesen Griinden ist bei Multiskalenproblemen ein adaptiver Losungsalgorithmus noch
wichtiger als bei Problemen auf einer Skala. Im Folgenden wird die adaptive Verfeinerung des
Makro-Gitters vorgestellt. Da die Mikro-Gebiete eine einfache Struktur haben und sie simultan
zu dem Makro-Gebiet verfeinert werden, ist das nach [16, Kap. 4] fir diese Betrachtung
ausreichend. Falls bei den Mikroproblemen Singularitaten auftreten, konnen die zugehorigen
Gebiete mit Standard a-posteriori Methoden verfeinert werden. Der Algorithmus ist wie bei
Einskalenproblemen aufgebaut und beinhaltet deshalb die vier Schritte Losen, Abschitzen,
Markieren und Verfeinern, die im Folgenden diskutiert werden.

Beim Losen wird Gleichung (4.22) mit der FE-HMM auf dem gegebenen, eventuell schon
verfeinerten, Makro-Gitter gelost. Um den Fehler auf den einzelnen Zellen abschétzen zu
konnen, wird ein lokales Merkmal benétigt. Dafiir wird folgender flussbasierter Indikator

1

hufl hutl 2
mu(K)' = BRI 4 VI g + 5 ) HAlIIEE Ll (449)

eCoK,e¢oQ

definiert. Dabei ist u" die Losung von Gleichung (4.26) mit w! = 4 und mit dem Parameter
s = uf (xk ;). Der Sprung iiber die Kante e wird analog zu dem bei der DG-HMM auftretenden

Mittelwert mit Hilfe des Multiskalenflusses II {5; "in Kapitel 5.3 und Kapitel 5.4 definiert.
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Auferdem ist I die stiickweise konstante Approxmiation von f auf K. Da der Koeffizient des
homogenisierten Problems a° unbekannt ist und somit das Residuum f + V- (a®(uf) Vut)
nicht explizit berechnet werden kann, muss dieser auch mit Hilfe das Multiskalenflusses

II §:’;H berechnet werden. Fiir Q = UL, Kic QmitK; € Jgfuri=1,...,n wird ryH(ﬁ) als

1(9)* = ) nu(Ky)? (4.50)
i=1

definiert.

Die Berechnung von 7y (K)? ist mit keinem zusétzlichen Rechenaufwand verbunden, da sie
nur aus Losungen von Mikroproblemen, die bereits berechnet wurden, ausgefithrt werden
kann. Dies wird in Kapitel 5.4 gezeigt. Dort wird auch auf die effiziente Berechnung von u”
im nachsten Schritt eingegangen. Nach [16, Satz 2, 3] kann mit diesem Indikator sowohl eine
untere als auch eine obere Schranke fiir den Fehler |u® — u”| H1(Q) hergeleitet werden. In [1,
Kap. 4] wird sogar gezeigt, dass ny(K)?* der entsprechenden Grofie bei der Anwendung der
Standard-FEM entspricht und so konsistent mit der klassischen Theorie ist. Damit kénnen
die Zellen zur Verfeinerung markiert werden. Diese erfolgt nach dem Dérfler-Marking [64].
Das Ziel dabei ist, fiir einen gegebenen Parameter 0 < ¢ < 1 die kleinste Teilmenge 75 C Ty
zu finden, so, dass

> an(K)? 2 9u(Q)? (4.51)

Ke;I'f{

Die Elemente in 75 werden verfeinert. Bei den zu diesen gehorenden Mikro-Gebieten wird
nach der optimalen Verfeinerungsstrategie, vergleiche Gleichung 4.47, vorgegangen, weshalb

die Mikro-Gitterweite h wird als h = H gesetzt wird. Einen solchen Verfeinerungsschritt zeigt
Abbildung 4.4.

Damit wurden die Grundlagen aller Komponenten, die fiir die Homogenisierung des Batte-
rieproblems (3.1) notig sind, vorgestellt. Die analytische und numerische Homogenisierung
wurde eingefiihrt und ausfiihrlich erklart. Weitere Erklarungen konnen bei den entsprechen-
den Literaturhinweisen gefunden werden.
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Abbildung 4.4.: Ausgangsgitter (links) und einmal adaptiv verfeinertes Makro-Gitter (rechts).
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In diesem Kapitel wird die Implementierung der zwei, in Kapitel 4.3 vorgestellten Methoden,
der FE- und der DG-HMM, vorgestellt. Dabei ist das Ziel diese beziiglich Rechenzeit so zu
optimieren, dass die optimalen Konvergenzordnungen aus Kapitel 4.3.4 erreicht werden.

Wie schon in der Einleitung erwéhnt, wird die Implementierung in der Finite-Elemente-
Bibliothek deal. Il umgesetzt. Sie wurde gewahlt, weil sie auch fiir spezielle Probleme, wie
das Multiskalenproblem in dieser Arbeit, einsetzbar ist. Der Grund dafiir ist, dass sie einen
einfachen Zugriff auf einzelne Komponenten eines Finite-Elemente-Codes, wie z.B. die Qua-
draturpunkte einer Triangulierung oder einzelne Elemente der System-Matrix, erméglicht.
Diese sind fiir die Implementierung der FE- bzw. der DG-HMM wichtig und sind bei anderen
Simulationssoftware, wie z.B. bei OpenFOAM, nicht zuganglich. Trotz dieser Flexibilitat bleibt
der Code dank vieler deal.II-internen Routinen iibersichtlich. Aufierdem besitzt die Bibliothek
eine ausfithrliche und sehr viele Standard-Beispiele umfassende Dokumentation, die dank
einer aktiven Benutzer-Community standig wachst.

Die optimierte Implementierung, die in Kapitel 5.2 vorgestellt wird, und ihre numerische
Effizienz werden mit Hilfe der method of manufactured solutions (MMS) [125] an einem
quasilinearen, elliptischen Testproblem, welches auf [19, Kap. 5] basiert, validiert. Mit diesem
gewihlten Testproblem lassen sich alle wichtige Besonderheiten der Umsetzung der Methoden
und dessen Optimierung zeigen. Deshalb ist ein solches Problem, wie es auch im Kapitel 4.3
war, ausreichend. Bei der MMS wird das Testproblem so aufgestellt, dass die betrachtete
PDGI eine bestimmte, vorgegebene Losung besitzt. Diese wird in dieser Arbeit als konstruierte
Losung bezeichnet. Hier wird das Konzept der MMS so modifiziert, dass nicht die urspriinglich
zu losende, e-abhiangige PDGI diese besitzt, sondern die nach Kapitel 4.3 zu dem Problem
gehorende homogenisierte Gleichung. Der Grund dafiir ist, dass die FE- bzw. die DG-HMM
nach Kapitel 4.3 gegen deren Losung konvergiert und der Fehler bzw. dessen Ordnung somit
bzgl. der homogenisierten Losung berechnet werden soll. Um die MMS auf das homogenisierte
Problem anwenden zu kdnnen, muss aufler der konstruierten Losung auch der Koeffizient der
dazugehérigen PDGI bekannt sein. Deshalb muss a¢ so gewihlt werden, dass a° mit Hilfe der
in Kapitel 4.2.1 fiir das 1D-Problem hergeleiteten Formel explizit berechnet werden kann. Um
das zu ermdglichen, miissen ihre Komponenten nach [95, Kap. 1.2] spezielle Bedingungen
erfilllen. Eine solche Moglichkeit ist der in Kapitel 4.2.1 vorgestellte Fall der geschichteten
Materialien. Eine andere ist, dass die Eintrdge von a® nur von jeweils einer Komponente
der Makrovariablen abhingen. Diese zweite Moglichkeit wird hier benutzt. Deshalb wird

43
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a€: QxR — R¥2 fiir e = 107 als

1 ((z+sm<zzi>)<z+x1 ) : | o

as(x,s) = — 0 (2 +sin (2’”‘2)) (2 + arctan(s))

\& e
definiert. Daraus wird a° : Q X R — R?*? nach Kapitel 4.2.1 als

2 + x1 sin(7s) 0 ) (5.2)

0 —
a (x,s):= ( 0 2 + arctan(s)

berechnet. So ergibt sich fiir Q = (0, 1)? folgendes Problem: Finde u€ : QxR — R,u¢ € H(Q)
so, dass

=V (a®(x,u)Vu(x)) = f(x) fiir alle x € Q,

53
u(x) =0 fir alle x € 0Q (5-3)

gilt. Das dazugehérige homogenisierte Problem ist: Finde u® : Q X R — R, u® € H1(Q) so,
dass

~V-(a®(x, u®) V' (x)) = f(x) fiir alle x € Q, (54)
u’(x) =0 fir alle x € 9Q '
gilt. Die dafiir konstruierte Losung ist nach [19, Kap. 5]
u°(x) = 8sin(mxy)x2(1 — x32). (5.5)

Um die rechte Seite f von der PDGI (5.3) bzw. (5.4) zu bestimmen, werden (5.2) und (5.5) in
Gleichung (5.4) eingesetzt und der Term -V - (a°(x, u°) Vu®(x)) mit Hilfe der Produkt- und
Kettenregel berechnet. So ergibt sich

f(x)=- ( sin (ﬂuo (x)) + x17 cos (ﬂuo (x)) )u(l) (x)Vud (x) + ﬂza(l)’l (x, u° (x))u0 (x)

B m(vug(m)z ¥ 16ag,2 (x, uo(x)) sin(7x1),

wobei
Vul(x) = (Vu(l)(x) Vu(z)(x)) = (87 cos(x1)x2(1 — x2) 8sin(zxy)(1 — 2x32))
und

0
0 _ (414 (x,5) 0
a(x,s) = 0 ay,(x,s)

ist. Dabei bezeichnet fiir i € {1,2} Vu! die i-te Komponente des Gradienten Vu’.
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Anhand dieses Problems werden in Kapitel 5.1 die wesentlichen Komponenten der Imple-
mentierung der FE-HMM in deal.Il vorgestellt. Diese basiert auf der Theorie aus Kapitel 4.3,
genauer auf der Bilinearform (4.31) und auf dem Mikroproblem (4.26). Fiir Letzteres wer-
den verschiedene Randbedingungen implementiert und verglichen. Die Ergebnisse werden
zusammen mit einer Analyse der Rechenzeit des kompletten Algorithmus vorgestellt und
diskutiert. Anhand deren werden Stellen identifiziert, fiir die eine Optimierung nétig und
moglich ist. In Kapitel 5.2 werden diese Optimierungsmoglichkeiten mit Hilfe mathemati-
scher Konzepte untersucht und der Algorithmus verbessert. Es wird gezeigt, dass auch bei
der deutlich geringeren Rechenzeit die erwartete Konvergenzordung erreicht wird. Da die
verwendeten Konzepte und die damit verbundenen Optimierungsschritte sich auch auf die
DG-HMM iibertragen lassen, werden sie in Kapitel 5.2 nur fir die FE-HMM diskutiert.

Um zu wissen welche Konvergenzordnung beim Testproblem (5.4) nach den Fehlerabschit-
zungen (4.42) und (4.43) erwartet werden kann, wird im Folgenden gepriift, welche der in
Kapitel 4.3.4 gestellten Forderungen die Tensoren a und a°, die rechte Seite f und die Lésung
u° erfiillen. Da

271X
132+sin( 1)S3 fir alle x; € R
€

und
1 <2+x;sin(xs) <3, 0.1 <2+arctan(s) <4 fur alle x; € (0,1) unds € R

gelten, ist a® € M(Q, 07%, %), wobei M(Q, %, %) in Definition 2.3 definiert wurde. Aus der
Beschranktheit und der Lipschitz-Stetigkeit von sin : R — R und arctan : R — R folgt, dass
a‘ in der zweiten Variablen fiir jedes x € R beschrankt und Lipschitz-stetig ist. Da diese
Funktionen tiber R beliebig oft stetig differenzierbar mit beschrankten Ableitungen sind
sind, ist Bedingung (4.39) erfiillt. Die Definition von a¢, Gleichung (5.1), zeigt, dass a® lokal e-
periodisch ist. Damit gilt mit der Lipschitz-Stetigkeit und der Beschrinktheit von sin : R — R
Bedingung (4.41). Da auflerdem a®(-,s) fur alle s € R stetig differenzierbar und sowohl die
Funktion als auch die Ableitung beschrankt sind, gilt fiir eine zuldssige Triangulierung 75

von Q2
a€(-,s)|lxk € WE°(K) und |a(,s) "WW(K) < Ce™' firalleK € 7, s € R.

Damit ist die Voraussetzung (4.40) erfiillt. Aus den oben genannten Eigenschaften von
sin: R — Rundarctan : R — R folgt fiir den homogenisierten Koeffizient a° die
Bedingung (4.38). Da f als Summe und Produkt von C*(Q)-Funktionen geschrieben wer-
den kann, gilt f € WP**(Q) mit pk > d und d = 2. Mit einem analogen Argument
folgt u® € HPT(Q) N WL®(Q) fir p > 1. Damit sind alle Voraussetzungen fiir die
Fehlerabschatzungen aus Kapitel 4.3.4 erfiillt und es werden beim Testproblem die in den
Abschitzungen (4.42) und (4.43) vorgestellten Konvergenzordungen erwartet.

Diese Konvergenzordnungen werden auch fiir die DG-HMM gezeigt, deren Implementie-
rung in Kapitel 5.3 diskutiert wird. Der Schwerpunkt liegt dabei, wegen der vorher erwihnten
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Analogie zu der FE-HMM, auf den dort nicht vorhandenen Komponenten. Diese sind die in
Kapitel 4.3 nicht genauer definierten Multiskalenfliisse tiber die Kanten, die mit Hilfe von
Mikrolosungen berechnet werden sollen, sowie die Gewichts- und Straf-Funktion der Biline-
arform Bpg . Dieser Teil der Arbeit basiert auf der vom Autor betreuten Masterarbeit von
Martin Gontscharow [79]. Mit Hilfe der Definition des Multiskalenflusses wird in Kapitel 5.4
analog zum Mittelwert der Sprung tiber die Kanten definiert. Damit kann der Fehlerschatzer
berechnet und der adaptive Algorithmus vervollstindigt werden. Ersteres wird anhand des
Testpoblems (5.3) validiert. Um die Effizienz des adaptiven Algorithmus zu zeigen, wird das
Testpoblem (5.3) abschlieflend so modifiziert, dass eine adaptive Verfeinerung benétigt wird.

5.1. Implementierung anhand der FE-HMM-Bilinearform

Die Implementierung der FE-HMM wurde schon in verschiedenen Verdffentlichungen mit
unterschiedlicher Software vorgestellt, unter anderem in [116] mit DUNE [36] oder in [15] mit
MATLAB. Der grofite und fiir diese Arbeit wichtigste Unterschied zwischen diesen und deal Il
liegt in der Art wie das Gebiet zerlegt wird. In DUNE und MATLAB erfolgt die Zerlegung
in Dreiecke (in 2D) bzw. Tetraeder (in 3D), wogegen dafiir in deal.ll und somit in dieser
Arbeit Vierecke (in 2D) bzw. Quader (in 3D) benutzt werden. Diese Tatsache wird einerseits
bei der Anzahl der Quadraturpunkte, bzw. bei der Wahl der Quadraturformel und somit bei
den zu losenden Mikroproblemen, andererseits bei der Definionen des Multiskalenflussen in
Kapitel 5.3, eine relevante Rolle spielen.

Um die Auswirkung der Quadraturformel untersuchen zu kénnen, wird Gleichung (4.32)
mit dem Newton-Verfahren [130, Kap. 14.2.7] gelost. Dafiir wird erst auBFE(ukH, z7) als die
Ableitung von u — Bgg(u, z7) aus Gleichung (4.29) bzgl. u an der Stelle ukH und 9;a°(x, ukH (x))
als die Ableitung von s — a’(x,s) an der Stelle ukH (x) definiert. Dabei bezeichnet ullj die
aktuelle Newton-Iterierte. Damit wird mit Hilfe der Ketten- und Produktregel

0y BrE (ukH,zH) [5ukH+1] =

/ [ao (0, w (x)) Vu. | + 95a® (o, uy (x)) Suyl | (x) Vuf(x)] V2 (x) dx
Q

mit dem Newton-Update 5ukH+ | berechnet. Mit analogen Umformungen wie in Kapitel 4.3.3

wird aus 8uBFE(ukH ,z1) der Ausdruck fiir 8uBFE,H(ukH ; ukH ,z1), die Ableitung von
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u > Brgy(u;u, z7) aus Gleichung (4.31) bzgl. u an der Stelle ukH , hergeleitet. Dieser wird als

17 BFEH(uk 5 uk s ) [5ukH+1] =

h“ (xx.5) (XK])
Z Z|Ka(XKJ)|/K§(xK,>[ (s o) VOt () vz i @) (5.6)

KeTg j=1

o (G )0t Va0 - Tk ()| de

definiert. Damit kann das Newton-Verfahren fiir die Losung von Gleichung (5.4) formuliert
werden: Zu uH finde 5uk+1 € (Vp (Q, Tr) so, dass

6uBFE,H(uk ,uk, ) [5uk+1] = —BFE,H(ukH;ukH, 2 + Fy(zf)  fiir alle 27 € (VFPE(Q, T) (5.7)

gilt. Dabei wird Fy in Gleichung (4.29) definiert. Setze ”k+1 = ukH + 5u£ﬂ ,und ufl = ukH+ - falls

5uk+1 ausreichend klein ist.

Wie schon bei der Herleitung der Standard-FEM im Anhang B.1, wird die Lésung u® von
Gleichung (5.7) als Linearkombination der Basisfunktionen (p ,i=1...,N,von YV, E( Q, Tx)

entwickelt. Die Testfunktion z/! € (Vp (Q, ) wird als qo € (Vp (Q Ta), i = 1,...,N,
gewahlt. Damit werden die Elemente Al,m, Ilm=1,...,N, der System -Matrix A € RN XN als

J

—OJK,]' H ha (xk.j) hut! (xk ;)
Apm = § E / [ae(x, u (xK,-))V<p LX) Vg ok (x)
; |K5 (xk,) | Ks(xkj) / mK.j LK.j

KeTy j=1 (5.8)

huf i
+ a0 (et (), ™ Vg ™ () - Vs ™ ()] dx

und furl =1,..., N die der rechten Seite F als

P

KeTy j=1 |K5(x1<])| Ks(xx.j)

/ FE0l (x) d

u' (x hu XK, j
(e, ufl (e ) Va7 () - Vgt () dlx

berechnet.

Somit wurden die zu implementierenden Terme aufgestellt und der Raum (V;)E(Q, Tr) bzw.
daraus folgend die benutzte Quadraturformel kénnen konkretisiert werden. In dieser Arbeit
werden sowohl auf der Makro- als auch auf der Mikroskala stiickweise lineare Elemente, d.h.
p = q = 1, gewiahlt. Damit folgt aus der Fehlerabschatzung (4.42) die optimale Verfeinerungs-
strategie fiir das Makro- und Mikro-Gitter, namlich h/e = H fiir die £2- und h/e = VH fiir die
H'-Norm. Aus der Wahl p = 1 folgt nach Anhang B.1 wegen der Zerlegung von Q in Vierecke,
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dass eine Quadraturformel benétigt wird, die Polynome, die in jeder Variablen die Ordnung
o = 2 haben, exakt integriert. Deshalb wird die Gaufi-Quadratur mit zwei Stiitzstellen pro
Raumrichtung gewahlt. Daraus folgt, dass fiir die Anzahl der Quadraturpunkte J = 4 in 2D
und J = 8 in 3D gilt.

Mit dieser Wahl wird nun die FE-HMM fiir das Problem (5.4) nach Gleichung (5.7) mit
a® aus Gleichung (5.1) implementiert. Das Makro- und das Mikro-Gitter werden simultan
verfeinert, es gilt also h/e = H. Aulerdem wird § = € = 107 fiir die periodischen Randbe-
dingungen gewahlt. Fiir den Dirichlet-Fall werden verschiedene § > € = 107> benutzt, die
bei der Vorstellung der Ergebnisse konkretisiert werden. Zur Vereinfachung und weil sich
fiir den 3D-Fall analoge Resultate ergeben, werden in diesem Kapitel nur Ergebnisse fiir den
2D-Fall préasentiert. Zum 3D-Fall werden lediglich weiterfithrende Bemerkungen getroffen. Da
sowohl das Makro- als auch das Mikroproblem in den betrachteten Fallen wenige (ungefahr
10%) Freiheitsgrade hat, werden beide mit einem direkten, auf der LR-Zerlegung basierenden
deal .II-internen Loser mit SparseDirectUMFPACK [29, 35], geldst. Da die optimale Konver-
genzordnung wegen h/e = H nach der Fehlerabschétzung (4.42) fiir den £%-Fehler erwartbar
ist, wird in Abbildung 5.1 dieser fiir die oben beschriebenen Falle gezeigt. Fiir die Falle mit
Dirichlet-Randbedingungen wird § = ¢, 2¢, 10e gewahlt. Es ist zu erkennen, dass das Ergebnis
in jedem betrachteten Fall den Abschatzungen (4.42) und (4.43) gentigt. So wird bei Ersterem
die optimale Konvergenzordnung aus (4.42) erreicht, bei Letzterem hangt der Fehler stark von
der Wahl von § ab. Da das Minimum des in Gleichung (4.47) im Dirichlet-Fall im Vergleich
zum periodischen Fall zusitzlichen Terms § + §/¢ bei § = v/e angenommen wird, wird der
Fehler im Dirichlet-Fall fiir § = v/e minimal. In Kapitel 7 wird gezeigt, dass der Koeffizient des
Batterieproblems (3.1) alle Voraussetzungen aus Kapitel 4.3.4 und aus Kapitel 4.3.1, die fiir die
Giiltigkeit der Abschétzung (4.42) notwendig sind, erfiillt. Deshalb werden ab jetzt die Mikro-
probleme mit periodischen Randbedingungen gelost. Der Fall der Dirichlet-Randbedingungen
wird in Kapitel 5.2 dazu dienen, Erkenntnisse fiir die Optimierung der Implementierung zu
gewinnen.

Als Nachstes wird die Rechenzeit der FE-HMM fiir die oben beschrieben Falle untersucht.
Da sich fiir die drei untersuchten §-s im Dirichlet-Fall sehr dhnliche Ergebnisse ergeben und
hier der Unterschied zwischen den verschiedenen Randbedingungen fiir die Mikroprobleme
hervorgehoben werden soll, werden diese nur fiir § = € prasentiert. Alle in diesem und
in den spateren Kapiteln diskutierte Simulationen wurden auf dem BwUniCluster 2.0 [46]
durchgefiihrt. Die Tabellen 5.2a und 5.2b zeigen fiir verschiedene Gitterweiten H die gesamte
Rechenzeit und den Anteil der wichtigsten und zeitaufwandigsten Komponenten der FE-HMM
fiir verschiedene Randbedingungen fiir die Mikroprobleme. Dabei steht die Abkiirzung Ass. fiir
Assemblieren und Mikro. bzw. Makro. fiir die Mikro- bzw. Makroprobleme. Dabei wird beim
Assemblieren des Makroproblems die Aufstellung der Makro-System-Matrix mit Hilfe der
Losungen der Mikroprobleme, aber nicht das Assemblieren und Losen dieser beriicksichtigt. Es
kann festgestellt werden, dass fiir beide Randbedingungen der Grof3teil der Rechenzeit fiir das
Assemblieren und Losen der Mikroprobleme benétigt wird, wahrend die Berechnungen auf der
Makroskala kaum Zeit kosten. Das entspricht auch den Erwartungen, da das Makroproblem
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Abbildung 5.1.: Der Fehler |u® — uf|| £2(Q) fiir die Losung des Problems (5.4) mit der FE-HMM

fiir verschiedene Randbedingungen fiir die Mikroprobleme iiber die
Gitterweite H.

wegen h/e = H dieselbe Komplexitit wie ein Mikroproblem hat, es aber nur einmal assembliert
und geldst wird. Allerdings lasst sich ein grofier Unterschied bei der gesamten Rechenzeit, was
hauptséchlich durch die Differenz beim Losen der Mikroprobleme verursacht wird, feststellen.
Die Ursache dafiir wird in Kapitel 5.2 untersucht, erlautert und fiir die Optimierung des
periodischen Falls verwendet. Es wird festgestellt, dass es ein Design-Fehler im deal.Il-Code
ist, was durch eine ungliickliche Wahl der Datenstruktur verursacht wird.

Bevor genauer untersucht wird, wie der von den Mikroproblemen stammende Anteil der
Rechenzeit genau zustande kommt, ist noch eine Bemerkung bzgl. den in den Tabellen 5.2a
und 5.2b aufgefithrten Komponenten der FE-HMM angebracht. Wie das Makro-, wird auch
das Mikro-Gitter, nur einmal, um den Ursprung als Referenz-Mikro-Gitter Kg = [-8/2,6/2]?,
erzeugt. Um Integrale iber K;(xk ;) mit K € 7 und xk j € K zu berechnen, wird eine lineare
Transformation verwendet, d.h. das Gitter Kg wird um xg,; verschoben. Damit gilt

Kg(xK,j) = Kg + XK,j-

Somit wird vermieden, dass das Mikro-Gitter immer neu erzeugt und gespeichert werden muss.
Wegen der geringen Anzahl der Zellen nimmt das Erzeugen beider Gitter kaum Rechenzeit in
Anspruch. Aus diesem Grund ist das in den Tabellen 5.2a und 5.2b nicht aufgefiihrt.

Wie bei anderen FEM-Implementierungen auch, wird in deal.Il die System-Matrix des zum
Problem gehorigen linearen Gleichungssystems (LGS) zellweise berechnet und dann zusam-
mengesetzt. Deshalb wird, um die Rechenzeit fiir die Mikroprobleme genauer untersuchen zu
konnen, der Beitrag Ak einer Zelle K € 75 zu dieser Matrix betrachtet. Aus der Zerlegung von
Q c R? in Vierecke folgt, dass es fiir jede Zelle K € T genau vier Makro-Basisfunktionen ¢,
i=1,...,4, gibt, die auf diesem einen nichtleeren Trager haben. Somit wird mit der obigen
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Tabelle 5.1.: Rechenzeit (in Sekunden und ihre Zusammensetzung (in Prozent) fiir die Losung
des Problems (5.4) mit der FE-HMM fiir verschiedene Randbedingungen fiir die
Mikroprobleme.

(a) Periodische Randbedingungen fiir die Mikroprobleme.
H | Zeit (ges.) | Ass. Mikro. | Losen Mikro. | Ass. Makro. | Losen Makro.

272 0.69 11.11 53.02 2.19 0.82
273 4.21 29.70 64.47 4.95 0.12
274 227.68 20.13 78.15 1.58 0.00
27> | 39350.05 11.12 88.69 0.15 0.00

(b) Dirichlet-Randbedingungen fiir die Mikroprobleme.
H | Zeit (ges.) | Ass. Mikro. | Losen Mikro. | Ass. Makro. | Losen Makro.

272 1.08 6.21 9.85 10.83 0.80
273 1.43 49.99 32.58 14.07 0.45
274 23.05 47.50 34.86 16.89 0.06
27> 388.61 40.39 43.93 15.34 0.01

Wahl der Quadraturformel

4
WK, hag (xx.j) had (xx )
Z —1/ [ae (x, uf(xK’j))Vgomle",ij’ (x) - V(pl;kj M (x)
Ks(xk,j) o

A =
K j=1 |K5(xK,j)|
, (5.9)

h’ H( ,') h, H j h: H( ,')
+ dsa (x, ullj(xK,j))qamflK"’ij’ (x)VukJu(’j(xK’f)(x) . qul,[?,kj K (x)] dx)

I, m=1

berechnet. Anhand dieser Formel kann festgestellt werden, dass pro Zelle insgesamt 20
Mikroprobleme gelost werden miissen. Vier mal vier gehdren zu den Makro-Basisfunktionen
und die weiteren vier zu der alten Newton-Iterierten. In 3D ergibt sich mit der analogen
Uberlegung, dass sogar 72 Mikroprobleme geldst werden miissen. Gleichung (4.26) sieht fiir
jedes, Giber K;(xk ;) zu losende Mikroproblem identisch aus. Allerdings zeigt Gleichung (4.28),
dass jedes Problem unterschiedlich ist. Daher lassen sich die Mikroprobleme trotz identischer
Form nicht zusammenfassen und ihre Anzahl lasst sich ohne weitere Uberlegungen nicht
verringern. Diese Tatsache zeigt einen Nachteil von deal Il im Vergleich zu Software, bei der
in 2D das Gebiet in Dreiecke zerlegt und fiir p = ¢ = 1 eine Quadraturformel mit einem
Quadraturpunkt pro Zelle gew#hlt wird. In diesem Fall miissen pro Zelle nur insgesamt vier
Mikroprobleme geldst werden, drei mit den Makro-Basisfunktionen und eines mit der alten
Newton-Iterierten. Fiir jedes dieser Probleme muss zusatzlich die System-Matrix und die rechte
Seite des dazugehorigen LGS aufgestellt werden, was sich im grofien Anteil der Rechenzeit
fiir die Assemblierung der Mikroprobleme in Tabelle 5.2a und 5.2b wiederspiegelt. Damit
lassen sich zwei Stellen fiir die Optimierung der Implementierung identifizieren. Einerseits
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sollte die Anzahl der Mikroprobleme verringert, andererseits ihr Losen effizienter gestaltet
werden.

Ein weiterer Aspekt, der anhand Formel (5.9) festgestellt werden kann, ist, dass die Mikropro-
bleme sowohl innerhalb der Zellen als auch in verschiedenen Zellen unabhangig voneinander
sind. Das deutet eine gute Skalierbarkeit bei Parallelisierung an. Auch das wird, neben den
zwei oben erwihnten Aspekten, in Kapitel 5.2 untersucht.

5.2. Optimierung der Implementierung der FE-HMM

In Kapitel 5.1 wurden die Anzahl der Mikroprobleme und ihr Losen als wichtigste Stellen fiir
die Optimierung der Implementierung der FE-HMM in deal.Il identifiziert. Diese werden in
diesem Kapitel adressiert. Dabei wird zunachst mit Hilfe eines Lemmas aus der Literatur, [19,
Lemma 2.3], die Anzahl der Mikroprobleme reduziert, dann mit der Anderung des Mikro-
Finite-Elemente-Raumes, V9(Ks(xxk j), 74), ihr Losen verbessert. Als Abschluss wird die
Skalierbarkeit der Methode bei der Parallelisierung untersucht.

Um das oben erwahnte Lemma verwenden zu konnen, wird eine Variante des Mikropro-
blems (4.26) betrachtet. Mit den in Kapitel 2 eingefithrten Einheitsvektoren, e;, i = 1,...,d,
und den in Kapitel 4.3 um die Makro-Quadraturpunkte, xx ; € K, definierten Mikro-Gebieten
Ks(xk ;) C K, werden die Losungen w;{h]s € V4(Ks(xk,j), Tn), i =1,...,d, von

/ a(x, s)Vw}éh}s(x) V2 (x) dx =
Ks(xk.j) ) (5.10)

/ a(x,s)e; - VzI(x) dx fiir alle 2" € V(K5 (xx ), Tr)
Ks(xk.,j)

fur einen Parameter s € R gesucht. Dann lasst sich nach [19, Kap. 2.2] durch Einsetzen in
Gleichung (4.26) unter Ausnutzung der Eigenschaften der Linearisierung von w¥, genauer
mit

leIi-{l,K,j (x) = Vw'(xx;) und aiwﬁmK)j (x) = ¢; - Vw (xx ) fir alle x € Ks(xk,;)

zeigen, dass die Losung wl}és] von Gleichung (4.26) als

d

h, H i,h, H -

waj (%) = Wy (%) + E w}(’js(x)aiwhn,K,j (x) fur alle x € Ks(xk ;) (5.11)
i=1

geschrieben werden kann. Damit wird analog zu den Definitionen (4.11) und (4.12) fiir s € R

ag ;(s) ‘=fK( | a*(x, ) (H+]",, (x.5))dx (5.12)

Wi (s)
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und furi,l=1,...,d

(Ths o (0:9)), = @y (x) (5.13)
YK.j
definiert. Falls die Tensoren a€ und a° die Bedingungen a® € M(Q, ¥, G)) und a° € C° (5 X R)
aus Kapitel 4.3.4 erfiillen, gilt damit nach [19, Lemma 2.3] fiir alle w/, w!l € V. E(Q Tr), fir
alle Mikro-Gebiete K;5(xx ;) € K um die Quadraturpunkte xx; € K, j = 1,..., ], und fiir alle
seR

—|K5(31€K,j)| /I<5(xK,,) a(x, S)V~hs (x) - ths (x)dx = aK (5)VW (xxj) - Vw (xg ). (5.14)

Dabei sind w w K * und w * die zu w!l und wf gehorenden Losungen des Mikroproblems (4.26).
Das Lemma lasst 51ch durch Einsetzen von Gleichung (5 11) in die linke Seite von Glei-

chung (5.14) beweisen. Dabei wird die Definition von aKJ., Gleichung (5.12) und die Tat-

sache, dass fiir den Gradienten der Linearisierung von w¥ wegen ihrer Definition (4.27)

Vwiinkj = wi (xk ;) gilt, ausgenutzt. Mit Hilfe dieses Lemmas kann die Bilinearform (4.31)
als

J
Bre (097, 2) = Y N ok jay (0 (k) VO (xi ) - V2 () (5.15)

KeTq j=1

geschrieben werden. Das bedeutet, dass diese als Anwendung der Standard-FEM mit Gitter-
weite H und mit dem modifizierten Tensor a%’j interpretiert werden kann. Allerdings muss
dieser nicht im Voraus punktweise bestimmt werden, wie es bei der analytischen Homogeni-
sierung, wenn moglich, der Fall ist. Er kann auf der jeweiligen Zelle in den Quadraturpunkten
wihrend der Assemblierung des Beitrages Ak, d.h. ,on the fly, berechnet werden. Das ist ein
grofler Vorteil der FE- und auch der DG-HMM. Somit kann die fiir das Newton-Verfahren (5.7)

benotigte Ableitung o, Brg H(uH H zH) aus Gleichung (5.6) als

J
duBrep (s, 2 [Sul ] = ZwKJ[ (1 (i ) VOugl G ) - V2 (i )
KeTy j=1 (5.16)

+ 8sa?<,j (! (xk ) Sug Vi (xc ;) - V27 (xk )

geschrieben werden. Dabei bezeichnet 8sa(1)(,j (u,lj (x)) die Ableitung von s a?(’j(s) an der
Stelle ukH (x). Da a?cj (ukH (x)) im Allgemeinen nicht wie a®(x,s) explizit bekannt ist, kann
s a?()j (ukH (x)) nicht wie d;a®(x, s) explizit berechnet werden kann. Deshalb wird sie mit Hilfe
eines Differenzenquotienten als

. a?(’j (s+€)— a?c]. (s)
asaK,j(s) ~ z
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approximiert. Dabei ist € > 0 und wird bei der Implementierung in der Gréflenordnung der
Quadratwurzel der Maschinengenauigkeit gewahlt, um eine bestmogliche Approximation der
Ableitung zu erhalten. Mit diesen Umformulierungen wird der Beitrag einer Zelle K € 7y zu
der System-Matrix aus Gleichung (5.9) als

4
Ag = (Z WK, j [a?(,j (i (xx1)) Voo (x) - Vo (x)
J=1 (5.17)

4
+ asa?(’j (ukH (xK,j))q),Z(x) VukH+1 (x) - Vq)lH (x)] dx)
I,m=1

geschrieben. Aus der Definition von aj ;in Gleichung (5.12) folgt dass fiir dessen Berechnung
das Losen von d Mikroproblemen notlg ist. Um daraus d;ay, K, U erhalten, wird nochmals

die gleiche Anzahl an Mikrolosungen benétigt. Mit denen wird a K, an der Stelle (x,s + €)
berechnet. Wird diese Aussage mit Formel (5.17) kombiniert, folgt, dass pro Zelle in 2D
1nsgesamt 16 Mikroprobleme, je vier pro Quadraturpunkt und davon je zwei um a% bzw

osay, K, U berechnen, gelost werden miissen. Auf den ersten Blick scheint das kelne grofSe
Veranderung im Vergleich zu der Implementierung in Kapitel 5.1 mit den 20 Problemen pro
Zelle zu sein, jedoch gibt es zwei wichtige Aspekte die dabei zu beachten sind. Erstens ergibt
sich in 3D fiir diese Anzahl der Wert 48, was im Vergleich zu 72 in Kapitel 5.1 eine grof3ere,
genauer eine Reduzierung um ein Drittel bedeutet. Zweitens miissen in diesem Fall keine
Mikroprobleme mit der Makrolosung aus dem alten Newton-Schritt berechnet werden. Das
wird, wie wie spater in diesem Kapitel gezeigt wird, beim Losen dieser eine wichtige Rolle
spielen wird.

Bei die in dieser Arbeit vorgestellten Anwendung der FE-HMM wird nur auf der Makro-
skala ein nichtlineares Problem mit dem Newton-Verfahren nach Gleichung (5.7) geldst.
Auf der Mikroskala sind wegen der Quasilinearitat des Problems méglichen Linearisierung
der Mikroprobleme lineare Probleme der Form (5.10) ausreichend. Falls auf beiden Skalen
nichtlineare Probleme geldst werden miissen, kann die sehr dhnlich aufgebaute FE2-Methode
verwendet werden. Die algorithmische Umsetzung dieser fiir lineare elastische und inelastische
Probleme wurde in [113] vorgestellt. Fiir die dort gezeigten Ergebnisse wurde die Methode in
der parallelen Finite-Elemente Software M++ [142] implementiert.

Eine weitere Moglichkeit zur Reduzierung der Rechenzeit wird bei der genaueren Be-
trachtung der linken Seiten der Mikroprobleme (5.10), die fiir die Berechnung von Ak in
Gleichung (5.17) benétigten werden, ersichtlich. Diese sind unabhingig von den Makro-
Basisfunktionen und hangen nur vom Parameter s = ukH (xkj) bzw. s = ukH (xk,j) + €,
j = 1,...,4, ab. Deshalb ist es ausreichend, die System-Matrix pro Quadraturpunkt nur
je einmal mit diesen zu assemblieren. Dieses Vorgehen reduziert die benoétigte Zeit fiir das
Assemblieren der linken Seiten der Mikroprobleme auf die Hélfte.

Bis jetzt konnte die Anzahl der zu l6senden Mikroprobleme und die Zeit fiir das Assemblie-
ren der dazugehdrigen Matrizen reduziert werden. Desweiteren wird untersucht, warum das
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Losen der Mikroprobleme bei der Anwendung von Dirichlet-Randbedingungen im Vergleich
zum periodischen Fall deutlich weniger Zeit beansprucht. Dazu wird die zum Problem gehori-
ge, in deal Il benutzte, Besetzungsstruktur (sparsity pattern) angeschaut. Diese hat dieselbe
Dimension wie die dazugehorige System-Matrix und stellt dar, welche Eintrage nicht-null
Werte annehmen kénnen. Sie wird in Abbildung 5.2 erst fiir die Mikro-Gitterweiten h/e = 273
und h/e = 27* fiir Mikroprobleme mit Dirichlet-Randbedingungen gezeigt. Aus den Werten
von h/e folgt, dass die dazugehorigen Mikro-Gitter 8 bzw. 16 Zellen pro Dimension besitzen
und die System-Matrizen somit 81 X 81, bzw. 289 X 289 Matrizen sind. Anhand dieser und
nicht anhand des tatsachlichen nicht-null Musters 16st der direkte Loser in deal.ll das Problem.
In Abbildung 5.2 ist zu erkennen, dass beide Besetzungsstrukturen zu einer diinn besetzten
Matrix und damit zu den kurzen Rechenzeiten fiir das Losen fiihren, die in Tabelle 5.2b gezeigt
werden.

(a) h/e = 273, (b) h/e =274,

Abbildung 5.2.: Besetzungsstruktur der Mikroprobleme mit Dirichlet-Randbedingungen fiir
verschiedene Mikro-Verfeinerungen h/e bei der Losung des Problems (5.4)
mit der FE-HMM.

Dagegen wird bei Mikroproblemen mit periodischen Randbedingungen eine fast komplett
volle Besetzungsstruktur erzeugt. Dies zeigt Abbildung 5.3 fiir dieselben Mikro-Verfeinerungen
und somit Matrix-Dimensionen wie in dem in Abbildung 5.2 dargestellten Dirichlet-Fall.

Diese fast komplett volle Besetzungsstruktur fithrt mit dem direkten Loser zu den sehr
langen Losungszeiten, die in Tabelle 5.2a dargestellt wurden. Der Grund fiir die nahezu volle
Besetzungsstruktur ist eine Folge der periodischen Randbedingungen, ndmlich die Bedingung,
dass die Losung Vvl}és] von Gleichung (4.28) im Raum V (Ks(xk ;), 74) liegen soll. Damit wird

nach der Definition (4.25) auch w™*, € !

I}é’j per (Ks(xx,j)) gefordert. Fiir Elemente dieses Raums

54



5. Implementierung in deal.Il

(a) hfe = 273 (b) h/e = 27

Abbildung 5.3.: Besetzungsstruktur der Mikroprobleme mit periodischen Randbedingungen
fir i = 3 fur verschiedene Mikro-Verfeinerungen h/e bei der Losung des
Problems (5.4) mit der FE-HMM.

gilt, dass ihr Mittelwert tiber das Gebiet null ist, also

1

~h,s
- W () dx = 0. (5.18)
IKs (e jl Jrsae )

~h,s ~hs )

—h,
Diese Bedingung wird fiir den w w K ° darstellenden diskreten Vektor w Ks] = (w Wi Wi N

wie sie in Anhang B.1 beschrieben und definiert wird, als

N mic

1/~vh,s

K.ji =0
i=1

umgesetzt. Dabei bezeichnet Ny die Anzahl der Mikro-Freiheitsgrade. In deal Il wird diese
Bedingung als

mlC

~hs _ ~hs
Z W= e (5.19)

i=1,i#l

gespeichert. Das bedeutet, dass ein Freiheitsgrad mit Hilfe aller anderen ausgedriickt wird.
Dieser Zusammenhang wird beim Erzeugen der Besetzungsstruktur benutzt. Dabei werden,
im Gegensatz zu LGS, nicht gewisse Zeilen bzw. Spalten daraus entfernt, sondern Stellen
von moglichen nicht-null Eintragen hinzugefiigt, die spéter bendtigt werden, um den durch
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die anderen ausgedriickten Freiheitsgrad, in Gleichung (5.19) der I-te Freiheitsgrad, zuriick-
gewinnen zu konnen. Als Folge dessen entsteht hier wegen einem sogenannten fill-in das
in Abbildung 5.3 gezeigte Muster. Dieses ist fast unabhingig von der Wahl des constrained,
also des eingeschrankten, Freiheitsgrades. Nur die Position der fast leeren Zeile dndert sich
mit [, die Tatsache, dass die Besetzungstruktur fast komplett voll ist, nicht. Das liegt an der
Implementierung der entsprechenden deal.ll-internen Funktionen und ist ein Designfehler
im Code der Bibliothek, welcher durch eine ungliickliche Wahl der Datenstruktur verursacht
wird. Das ist ein Nachteil der Bibliothek gegeniiber z.B. MATLAB, wo mit der geschickten
Wahl von i = Np;. ein komplettes fill-in vermieden werden kann.

Das Ziel ist es deshalb, die Besetzungsstruktur so zu gestalten, dass sie weniger Eintra-
ge hat und ihre Struktur in etwa der Bandmatrix ist. Dazu wird Gleichung (5.16) genauer
betrachtet. Bei dieser miissen, im Gegensatz zur Gleichung (5.6), keine Mikroprobleme zu
der Makrolosung aus dem alten Newton-Schritt berechnet werden. Das hat zur Folge, dass
fir die Berechnung von Ak, also des Beitrags einer Zelle K € 7y zur System-Matrix A, in
Gleichung (5.17) nur noch Gradienten von Mikrolésungen benétigt werden. Deshalb kénnen
zu diesen, ohne Ak zu dndern, Konstanten addiert werden;Das wird ausgenutzt, indem Bedin-
gung (5.18), die nur fiir die Eindeutigkeit der Losung in H,, (K5(x,j)) sorgt, gedndert wird.
So wird der modifizierte Mikro-Finite-Elemente-Raum als

V(Ks(xk ), Tn) =

{2" € Hpor (Ks(xk ) | 2"(xcj) = 0, 2"|7 € RI(T) fiir alle T € 5}

(5.20)

definiert. Diese Anderung ist zulissig, da wegen z"|; € RY(T) fiir alle T € 75, die Punkt-
auswertung z" (xx. ;) definiert ist. In diesem Raum wird nun das Mikroproblem (4.26) gelost.
Die Bedingung z"(xx ;) = 0 garantiert, wie vorher die Mittelwert-Bedingung, die eindeutige
Losbarkeit des Problems. Da sich die Losungen von dem Mikroproblem in vV (Ks(xx,j), Tn)
und in V (Ks(xxk j), 75) nur um eine additive Konstante voneinander unterscheiden, besitzen
sie denselben Gradienten. Deshalb wird a?cj und somit die Losung von (5.4) nicht durch
diese Anderung des Mikro-Finite-Elemente-Raumes beeinflusst. Somit wird ab jetzt dafiir
YV (Ks(xk,j), Tn) benutzt. Die fiir das Mikroproblem (4.26) in diesem Raum resultierende Be-
setzungsstruktur fiir dieselben Mikro-Verfeinerungen wie bei Abbildung 5.2 und 5.3 werden
in Abbildung 5.4 gezeigt. Sie haben fast dieselbe Struktur wie die in Abbildung 5.2 mit den
Dirichlet-Randbedingungen fiir die Mikroprobleme. Das tragt zu einem deutlich schnelleren
Losen der Mikroprobleme bei, wie spater in diesem Kapitel gezeigt wird.

Da nun die Besetzungsstruktur der Mikroprobleme optimiert wurde, kann jetzt das Losen
der auftretenden LGS verbessert werden. Bisher wurde dafiir, wie es in Kapitel 5.1 beschrieben
wurde, ein direkter Loser verwendet, da dieser laut [29] fiir Probleme mit Freiheitsgraden in
der Groéflenordnung von 10° — 10° die bessere Wahl ist. Das trifft fiir die hier auftretenden
Mikroprobleme wegen der Wahl von h/e im Bereich 2% bis 27 zu. Méglichkeiten fiir die
Verbesserung konnten z.B. das in [49, Kap. 5] ausfiihrlich diskutierte Matrix-freie Losen der
Probleme oder die Speicherung der LR-Zerlegung der System-Matrix von Gleichung (5.10)
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e N e -
iy RGNS

. :=E;E = . ':EE;%
(a) h/e = 273, (b) hje = 24,

Abbildung 5.4.: Optimierte Besetzungsstruktur der Mikroprobleme mit periodischen Rand-
bedingungen fiir i = 3 fiir verschiedene Mikro-Verfeinerungen h/e bei der Lo-
sung des Problems (5.4) mit der FE-HMM.

sein. Die Implementierung von dem Ersteren in deal.ll wird in Tutorial-Step-66 von der
deal.II-Dokumentation [61] beschrieben. Das Matrix-freie Losen ist aber hauptsachlich fir
zeitabhangige oder nichtlineare Probleme geeignet, was fiir die Mikroprobleme nicht zutrifft.
Die System-Matrix von Gleichung (5.10) ist von a®(x, u®(xg,;)) abhéngig und somit fiir jeden
Quadraturpunkt anders. Deshalb und da die LR-Zerlegung sich in deal.Il nicht direkt speichern
lasst, ist die zweite Moglichkeit auch nicht realisierbar.

Wegen der speziellen Struktur von Gleichung (5.10) bietet sich hier allerdings eine andere
Moglichkeit an. Anhand der Struktur kann festgestellt werden, dass die Mikroprobleme, die zu
demselben Einheitsvektor e; auf verschiedenen Zellen gehdren, sich wegen der Periodizitat von
a® und wegen der Wahl H = ke mit k € N nur im zweiten Argument von a® unterscheiden.
Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von a® im zweiten Argument sind ihre Losungen dhnlich.
Deshalb wird fiir das Losen der Mikroprobleme statt eines direkten Losers das Verfahren
der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren) verwendet. Dabei wird fiir den dazu benétigten
Startvektor auf der ersten Zelle der Nullvektor und auf allen anderen die Losung auf der
vorherigen Zelle zum selben Einheitsvektor e;, benutzt. Abgesehen von der ersten Zelle
fuhrt diese Wahl zu einer geringeren Anzahl an CG-Schritten beim Losen der einzelnen
Mikroprobleme und damit zu einer Reduzierung der Rechenzeit. Damit ist ein weiteres Ziel
erreicht. Mit denselben Argumenten lasst sich begriinden, dass fiir alle Mikroprobleme ein
einziger Vorkonditionier, der Jacobi-Vorkonditionierer [129, Kap. 10.2], benutzt wird. Dieser
wird auf der ersten Zelle nur einmal berechnet und dann fiir alle Zellen verwendet.
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Es ist wichtig zu erwahnen, dass hier nur die wichtigsten und fiir die mathematische Be-
trachtung interessantesten Implementierungs- und Optimierungsschritte vorgestellt wurden.
Tabelle 5.3 und Abbildung 5.5 stellen allerdings die Rechenzeit und den Fehler der optimierten
Methode dar, wobei auch andere Schritte ausgehend von der Implementierung in Kapitel 5.1
durchgefithrt wurden. Dazu gehéren unter anderem eine bessere Speicherverwaltung und
eine effizientere Berechnung des LGS fiir die Mikroprobleme. Die optimierte Methode wird
auch in den spateren Kapiteln verwendet. In Vergleich zu der in Tabelle 5.2a dargestellten
Rechenzeit wird diese fiir die Makro- und Mikro-Gitterweite H = h/e = 27* um mehr als
eine und fiir H = h/e = 27> um zwei Gréflenordnungen reduziert. Diese Tatsache wird
bei der Anwendung auf das zeitabhingige Batterieproblem (3.1) eine entscheidende Rolle
spielen. In Abbildung 5.5 ist zu sehen, wie fiir die simultane Verfeinerung des Makro- und
Mikro-Gitters die gewiinschte und erwartete Konvergenzordnung in der £2-Norm, wie auch
in Abbildung 5.1, erreicht wird. In Kapitel 6.1.2 wird fiir das dort behandelte Problem, welche
eine Erweiterung von Problem (5.3) ist, gezeigt, dass um die optimale Ordnung zu erreichen
die aus der Fehlerabschétzung (4.42) hergeleitete simultane Verfeinerung tatséchlich nétig ist.

Tabelle 5.3.: Rechenzeit (in Sekunden und ihre Zusammensetzung (in Prozent fir die Losung
des Problems (5.4) mit der optimierten Implementierung der FE-HMM mit perio-
dischen Randbedingungen fiir die Mikroprobleme.

H | Zeit (ges.) | Ass. Mikro | Losen Mikro | Ass. Makro | Losen Makro
272 0.07 27.43 25.90 15.12 6.24
273 0.43 44.45 17.20 27.94 1.06
274 5.91 48.56 15.44 33.62 0.14
273 93.47 44.30 20.01 34.55 0.04

Als Abschluss dieses Kapitels wird die Skalierbarkeit der FE-HMM beziiglich Parallelisierung
gezeigt. Da die Mikroprobleme (5.10) auf verschiedenen Zellen unabhéngig voneinander sind,
bietet sich eine Parallelisierung an und lasst gute Ergebnisse erwarten. Da das Makroproblem
nur ~ 10* — 10> Zellen hat, ist eine Aufteilung des Makro-Gitters unter den Prozessoren nicht
zielfilhrend, weil es zu langen Kommunikationszeiten zwischen diesen fithren wiirde. Deshalb
wird hier die shared memory Parallelisierung gewahlt. Dabei wird das Gitter von jedem
Prozessor komplett gespeichert und nur die Berechnungen werden unter diesen aufgeteilt.
Abbildung 5.6 zeigt die Rechenzeiten der optimierten Implementierung fiir H = h/e = 276, die
auf N = 1,2,4,...,32 Prozessoren ausgefithrt wurde. Dabei wurde das Assemblieren und das
Losen des Makroproblems parallelisiert, aber nicht das Erzeugen des Makro-Gitters und die
graphische Ausgabe. Der Grund dafiir ist, dass Letztere, wie es Tabelle 5.3 zeigt, wegen der
geringen Anzahl an Zellen (~ 10* — 10°) kaum Rechenzeit in Anspruch nehmen und sie sich
somit nicht effektiv parallelisieren lassen. Die graphische Ausgabe wurde in den Rechenzeiten
auch nicht beriicksichtigt, da sie nicht unmittelbar zum Lésen des Problems gehort. Wie
zu sehen ist, sorgt die Parallelisierung fiir die zu erwartende Abnahme der Rechenzeit. Das
bedeutet, dass bei einer Verdopplung der Anzahl der Prozessoren die Rechenzeit fast halbiert
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L£2-Fehler

1073 E

102 101 100

Abbildung 5.5.: Der Fehler |u’ — 1| £2(Q) fir die Losung des Problems (5.4) mit der opti-
mierten Implementierung der FE-HMM bei simultaner Verfeinerung des
Makro- und Mikro-Gitters und mit periodischen Randbedingungen fiir die
Mikroprobleme.

wird. Das liegt daran, dass die Komponenten auf der Makroskala wegen der geringen Anzahl
an Zellen, bzw. Freiheitsgraden sich nicht perfekt parallelisieren lassen. Ein dhnliches Ergebnis
liefert die Parallelisierung der Standard-FEM, wie es vom Autor in [136, Abbildung 8a)] gezeigt
wurde. Damit wurde die in Kapitel 5.1 vorgestellte Implementierung soweit wie moglich
optimiert und somit die Rechenzeit deutlich reduziert.

5.3. DG-HMM

In diesem Kapitel wird der in Kapitel 4.3.3 in Gleichung (4.34) auftretende und dort nicht
diskutierte gewichtetete Mittelwert des Multiskalenflusses iiber eine Kante e, {H g%hﬁH};,
definiert. Ebenfalls wird seine Implementierung vorgestellt. Dabei wird auch auf die Gewichts-
und Straf-Funktion eingegangen. Der hergeleitete Ausdruck wird dann in Kapitel 5.4 fiir den
Sprung iiber die Kanten im Fehlerschatzer (4.49) verwendet. Damit die Berechnung mit kaum
zusatzlichen Rechenaufwand verbunden ist, sollen dafiir nur die zur Verfiigung stehenden
Mikrolésungen benutzt werden. Wie das fir lineare Probleme funktioniert, wurde fiir eine
Zerlegung des Gebiets Q in Dreiecke in [3] und in [12] diskutiert und im Falle von Vierecken
in der vom Autor betreuten Masterarbeit von Martin Gontscharow [79, Kap. 4] behandelt. Die
folgende Diskussion basiert auf den Ideen beider Arbeiten und erweitert sie auf nichtlineare
Probleme.

Wie bei der FE-HMM in Kapitel 5.1, wird auch fir die DG-HMM p = q = 1 gewahlt. Das
bedeutet, dass die Lésung des Makroproblems im Raum V5, (Q, 7x) und die der Mikropro-
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Abbildung 5.6.: Die Rechenzeit der optimierten Implementierung des Problems (5.4) fir
H=h/e=2"Cundfir N=1,2,4,...,32Prozessoren.

bleme wieder in V (Ks(xx,j), Tn), welcher in Gleichung (5.20) definiert wurde, gesucht wird.
Daraus folgt nach Anhang B.3 analog zu der FE-HMM, dass sowohl auf der Makro- als auch
auf der Mikroskala wieder die Gauf3-Quadratur mit zwei Stiitzstellen pro Raumrichtung
gewahlt wird, es also in 2D J = 4 Quadraturpunkte pro Zelle gibt. Diese Tatsache ist der
Grund dafiir, warum die in [3] und in [12] gegebene Definition von {H {;;H}; hier nicht
anwendbar ist. Dort kann wegen der Zerlegung in Dreiecken eine Quadraturformel mit nur

einem Quadraturpunkt pro Zelle gewéhlt werden. Somit wird dort der Multiskalenfluss tiber
eine innere Kante e = K* N K~ konstant als

gy, =

1 (x,0 (xK+))VU " (xK+)(x) dx

|K+(XK+)| ./ (xK+)
1

H U(XK)
+ a(x,0" (xk-) (x) dx
K5 (k=) Jis (o) k Vo
mity = 1 definiert. Dabei ist K (xx+) bzw. K (xx-) das einzige Mikro-Gebiet in K* bzw. K~

und Z)KU (xK+) bzw. 4}20 ) gie Mikrolésung auf diesem zu o7 mit Parameter s = o (xg+)

bzw. s = o (xk-). Hier gibt es allerdings nach der Begriindung in Kapitel 5.1 auf jeder Zelle
J = 4 Quadraturpunkte und somit genauso viele Mikro-Gebiete bzw. zu einer gegebenen
Makrofunktion gehorige Mikroldsungen. Damit wére hier obige Definition nicht eindeutig
und kann daher nicht angewendet werden.

Den Ansatz fiir die Losung dieses Problems liefert die Betrachtung des Terms, der mit dem
Multiskalenfluss ersetzt werden soll. Der numerische Fluss

a (-, o) Vo
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ist auf jeder Zelle eine bilineare Funktion, falls die Funktion o zellweise konstant ist. Der
Grund dafiir folgt aus den in Kapitel 4.3.3 fiir die Existenz der Losung von Gleichung (4.35)
gestellten Bedingungen. Dies ist die Voraussetzung, dass a® €Y-periodisch und iiber K € 75
in der Makrovariablen konstant ist. Daraus folgt nach [3, Kap. 5], dass auch a® tiber K € 75
konstant ist. Somit ist das Produkt von diesem konstanten Koeffizienten mit dem Gradienten
von 0| € RY(K) auf K € 7g eine bilineare Funktion. Deshalb ist die Idee auch den
Multiskalenfluss I1 g”uflj’li auf einer Zelle K € 7y, als eine bilineare Funktion mit Hilfe von
Mikrolésungen zu definieren. Die Grundlage dafiir bietet ein Lemma aus [121, Kap. 3.6],
wonach es fiir die in R? rechteckig angeordnete Stiitzstellen

P, = (P1,1,P2,1), P, = (P1,1,P2,2), P; = (P1,2,P2,1), Py = (P1,2,P2,2)

mit p1.1, p2.1, P12, P22 € R sowie mit zugehorigen Stiitzwerten fi, f2, f3, fa € R eine eindeutige
bilineare Interpolation, IIf : R? — R, mit

nfp;) =f;  fir j=1,....4

existiert. Diese wird fiir x = (x1, xy) € R? als

Hf(x) = C1 + CaX1 + C3X9 + C4X1X2 (5.21)

mit den Koeffizienten
1

C1 = — —_ + ,

' (p1.2 — p1.1) (P22 — P2.1) ( prepe2fi P12p21 f2 Prip22 f3 P1.1P21 f1)
1

cy = _ + N _ ,

27 (pr2 = pu1) (Pa2 — p21) ( P22 i P fo P22 f3 P21 f1)
1

c3 = _ + 4 _ ,

S ) =y L TPefi pefe s —pufi)
1

Cq : ﬁ —fz —fé +ﬁ)

- (P12 — P1,1) (P22 — p21) (

definiert. Der zu ersetzende numerische Fluss ist allerdings vektorwertig. Fiir diesen Fall
wird die tiber Gleichung (5.21) definierte bilineare Interpolation in jeder Komponente ange-

wendet. Somit wird sie fiir die vektorwertigen Stiitzwerten f, f,, f, f, € R* mit denselben
Stiitzstellen Py, Py, P5, Py € R? als

Inf = Hlj_r

I, f

definiert. Dabei werden Hlj_f und HZJ_” nach Gleichung (5.21) aus den ersten bzw. zweiten

H
Komponenten der Stiitzwerte berechnet. Damit wird II {;; o fur K € 7g, als die bilineare

Interpolation (5.21) mit den Quadraturpunkten der Zelle K als Stiitzstellen, also mit

PJ'ZXK,]', j=1,...,4,
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und mit den Stiitzwerten

1
IKs () |

~h,0

Hxe
gj /K( )ae(x, Z)H(XK,]'))VUKJ C)xydxe  j=1,...,4
S\XK,j

H .
definiert. Dabei ist 5”?(‘; (xk.1)

s = vl (xk ;). Damit gilt

die Losung des Mikroproblems (4.26) zu o7 mit dem Parameter

1

h,ot! _
sJ

Hixp :
/ a(x, UH(xK,j))V’zFI}?} (xK”)(x) dx j=1,...,4.
Ks(xk,j) ’

Der gewichtete Mittelwert des Multiskalenflusses iiber einer inneren Kante e = K* N K~ wird
als

Z}H Z)H Z)H
MG} @) = pe G () + e T (x) (5.22)

mit yx++yx- = 1 definiert. Abbildung 5.7 zeigt schrittweise die Konstruktion dieser Definition.

Analog wird fiir eine Randkante e € K N 9Q
hoH hot
"y () = L ()

definiert. In [3] wird die Gewichtsfunktion y konstant als y = % definiert. Diese Wahl ist in
dieser Arbeit wegen den Unstetigkeiten des Koeffizienten a¢, die beim Batterieproblem (3.1)
auftreten, nach [62, Kap. 4.5] nicht geeignet. Es wiirde zu keinem stabilen Verfahren fithren. Um
dieses Problem zu 19sen, also um ein stabiles Verfahren zu erhalten, wird die Gewichtsfunktion
y in Abhéngigkeit des unstetigen Koeffizienten a fiir eine innere Kante e = K* N K~ als

€ €

= == (5.23)
YK’e'_ai+ai’ YK’E'_ai+aE_ ‘
mit
a :==nl,a|4n (5.24)
g = My @ e :

fiir § € {+, —} definiert. Falls a¢ stetig iber die Kante e ist, wie es z.B. beim Testproblem (5.3)
der Fall ist, gilt a$ = a¢ und somit y = % Somit ist Definition (5.23) konsistent mit der in [3].

Damit ist die Definition der Bilinearform (4.34) und somit die der DG-HMM in (4.35) fast
vollstandig. Die letzte, noch nicht diskutierte Komponente ist die Straf-Funktion f,. Diese

wird, wie die Gewichtsfunktion y auch, abhangig vom Koeffizienten a° fiir eine innere Kante
e=K*NK als

€ €
2a5a-

_ 5.25
“He(aS +ac) (5:25)

He =
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mit a§ bzw. a¢ aus Definition (5.24) und dem Kantenmaf} aus Definition (2.7) definiert. Dabei
ist k der Straf-Parameter und muss fiir die Stabilitdt hinreichend grof3 gewahlt werden. Fiir
weitere Details wird auf [62, Lem. 4.12, 4.51] verwiesen. Seine genaue Wahl in dieser Arbeit
wird bei der jeweiligen Anwendung angegeben. Diese Definition von f, entspricht dem durch
k gewichteten harmonischen Mittel des Koeflizienten a® auf den zu der Kante e angrenzenden
Zellen K* und K.

Jetzt muss noch p, fir eine Randkante e = K N 9Q definiert werden. Diese ist
He = knpa®|gng, (5.26)

also der durch k gewichtete Wert von a an der Kante. Damit ist die Definition der Bili-
nearform (4.34) und somit die der DG-HMM in (4.35) vollstandig und es kann ihre genaue
Implementierung betrachtet werden.

Wird dafiir analog wie in Kapitel 5.1 bei der FE-HMM vorgegangen, treten hier erneut
dieselben Schwierigkeiten auf. Diese sind ebenfalls, dass die Besetzungsstruktur fast komplett
voll ist und in 2D 20 Mikroprobleme pro Zelle gelost werden miissen. Deshalb soll die Bilinear-
form (4.34) mit Hilfe des in Gleichung (5.12) definierten Koeflizienten a?cj so umgeschrieben
werden, dass nur Losungen der Mikroprobleme (5.10) verwenden werden. Der erste Term
wird wie in Kapitel 5.2 behandelt. Um den gewichteten Multiskalenfluss umzuschreiben, wird
[3, Lemma 5.5] benutzt. Dieses liefert die zu [19, Lemma 2.3] analoge Aussage fiir Fliisse: Fir
alle o € (VgG( Q,7g), alle K € 7y, alle Mikro-Gebiete Ks5(xk j) C K um die Quadraturpunkte
xk,j €K, j=1,...,],und fiir alle s € R gilt

1 € h,s 0 H
(TZARYl a®(x,5) Vo’ (x) dx = ay ;(s) Vo' (xk ;). (5.27)
K5 (xx. ;)] n/](g(xK’j) K.j Kj J

Dabei ist 01}?5., wie auch in Gleichung (5.14), die zu 0" mit Parameter s gehérende Losung des

Mikroprobfems (4.26). Mit diesem Lemma kann der Multiskalenfluss, beziehungsweise die
dazugehorigen Stiitzwerte, umformuliert werden. Es gilt

g = ag (0" (xx ) VO (xk ), J=1.4
und damit nach Anwendung der Definition (5.21)
hot! ~ :
Hé‘%:’K(xK,j) = a%,j(UH(XK,j))VUH(XK,j) j=1....4

Dieser Ausdruck wird bei linearen Problemen in die Bilinearform (4.34) eingesetzt.
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Y

(a) Die vektorwertigen Stiitzwerte {; fiir die Interpolation an den Quadraturpunkten mit Hilfe der
Mikrolésungen berechnen.

T« »r X e TN S.
e Nl
SO NN A\ NS
’/JK_\\\/7/1\\§\_>_’
C LN N NN T
‘“¢¢¢¥\ l/&lx\\"’_)"
AR 2 = | \ 2 T =
(b) Zellweise Multiskalenfliisse IT §~H bestimmen.
“T L G T NN TS T
g\ VN \?9—/71 \ N \,S >
SO NN AN
v v Ko\ N BT T
¥ v i 34 4 \//J I \\\—> —
CL Y YN N’/{tl VAT 5T
A 2R wyla— , v T -

(c) Gewichteten Mittelwert an Kante e bilden.

Abbildung 5.7.: Schema zur Berechnung der mittleren Mehrskaleninterpolation {IT (;;H}; an
einer inneren Kante e [79].
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5. Implementierung in deal.Il

Um mit der DG-HMM, wie mit der FE-HMM in Kapitel 5.2, nichtlineare Probleme l6sen zu
konnen, wird die Ableitung der Bilinearform (4.33) nach u berechnet.

auBDG(”k ’”k» )[5”kH+1] =
Z ZwKJ[ (uy (xKJ))VéukH(xKJ) vz (xk )
KeTg j=1
+ 95a° (ukH(ij))(SukHHVukH(ij) . VzH(ij)]

—Z/ {a Sud ) Vul + 9a’ (- ull) 5uk+1VukH} (@)[z"].(a)

ee&
+ {8 a(, ukH)éukHHVzH}e(d)ﬂzH]] (a) + {ao( ug )VZH} (a)[[5uk+1]] (a))

+Z'/‘ue|[5uk+1]] (a)[ZH]] (a)da

ecE

Diese Bilinearform zeigt, dass bei der Anwendung der DG-HMM nicht nur {ao(-, o) Vol };,
o+ 0sa’ (L u )5uk+1VuH} {o,a°(., uH)5uk+1VzH}; und

{ao(-, ukH YV }; durch Multiskalenfliisse ersetzt werden miissen. Dabei wird analog zu dem

sondern auch {ao )V5u

linearen Fall vorgegangen. Das bedeutet, dass die Multiskalenfliisse fiir diese Terme als
bilineare Interpolationen berechnet werden konnen. Dabei werden die Stiitzstellen mit Hilfe
von Gleichung (5.27) fiir j = 1,...,4 als

Hy\s, H v, H
Jin = aK]( ”k)V5”k+1+aaK]( we ) duy, Vu,
gng—aaK]( uk)éukHVz

(3= aKJ( u; )Vz
berechnet.

Ein wichtiger und zusétzlicher Aspekt dabei ist, dass von den Kantentermen nur die gewich-
teten Mittelwerte der Multiskalenfliisse unter den Zellen aufgeteilt werden. Weiter werden
die Straf-Funktion und die Spriinge mit einem Faktor % auf beiden Zellen, zu denen die Kante
gehort, implementiert. Der Grund fiir diese Wahl ist, dass fiir die gewichteten Mittelwerte
der Multiskalenfliisse die Losungen von Mikroproblemen auch auf der Nachbarzelle benotigt
werden und mit der Aufteilung vermieden wird, dass diese iber Zellen gespeichert werden
miissen. Dagegen sind fiir die Straf-Funktion und die Spriinge von der Nachbarzelle nur In-
formationen auf der Makroskala notwendig, die aber mit internen deal.Il-Funktionen einfach
abrufbar sind. Abbildung 5.8 zeigt, dass die mit dieser umformulierten Bilinearform imple-
mentierte DG-HMM fiir das Testproblem (5.4) in der .£?-Norm fiir die simultane Verfeinerung
des Makro- und Mikro-Gitters die optimale und erwartete Konvergenzordnung liefert.
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107t

102

Abbildung 5.8.: Der Fehler |u’ — u!| £2(Q) fir die Losung des Problems (5.4) mit der opti-
mierten Implementierung der DG-HMM mit simultaner Verfeinerung des
Makro- und Mikro-Gitters und mit periodischen Randbedingungen fiir die
Mikroprobleme.

5.4. Adaptives FE-HMM

Als Abschluss des Kapitels iiber die Implementierung der FE- und der DG-HMM wird hier
die Umsetzung des in Kapitel 4.3.5 vorgestellten adaptiven Algorithmus in deal Il diskutiert.
Dafiir wird erst der fiir den Fehlerschatzer (4.49) benétigte Sprung des Multiskalenflusses
iiber eine Kante e, [II é’f;‘H ¢, fur viereckige Elemente definiert. Dann wird diskutiert, wie
dieser ohne Losung zusatzlicher Mikroprobleme implementiert werden kann. Anhand des
Testproblems (5.3) bzw. (5.4), bei dem keine adaptive Verfeinerung nétig ist, wird gezeigt, dass
sowohl der Fehlerschéatzer als auch der Fehler mit der gewiinschten und erwarteten Ordnung

gegen null konvergieren.

Der Multiskalenfluss wurde in Kapitel 5.3 zellweise als die bilineare Interpolation aus
den an den Quadraturpunkten der Zelle aus den Losungen der Mikroprobleme berechneten
Stiitzwerten berechnet. Der Sprung iiber eine inneren Kante e = K* N K~ wird analog zu dem
Mittelwert (5.22) als

[ () = (n SRCT i (x)) g (5.28)

definiert. Dabei wurde der Zusammenhang ng- = —ng+ ausgenutzt. Fir eine Randkante
e € KN oQp wird

[ o) =0

gesetzt. Der Multiskalenfluss IT {:;H iiber ein Element K € 7 ist Uiber die bilineare Interpo-
lation auf dieser Zelle gegeben, vergleiche Gleichung (5.21). Die Stiitzwerte werden analog
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5. Implementierung in deal.Il

wir fiir den Sprung berechnet. Damit ist die Definition des Fehlerschatzers ny(K) aus Kapi-
tel 4.3.5, Gleichung (4.49) vollstandig. Um dessen Wert auf einer Zelle K € 75 zu bestimmen,
ist nach den Definitionen (4.49) und (5.28) neben der stiickweise konstanten Approximation
von f auf K € 7y wegen der Definition des Multiskalenflusses auch der Koeffizient a?cj an

der Stelle s = uff (xk,j), j = 1,...4, notwendig. Von diesen beiden Komponenten bereitet
Letztere Schwierigkeiten, da dafiir das Mikroproblem (5.10) mit s = ufl (xxj), J =1,...4,
gelost werden muss. Diese Parameter sind aber erst nach Losung der Gleichung (4.32) mit
dem Newton-Verfahren verfiigbar. Das steht aber im Widerspruch zu dem an Anfang des
Kapitels formulierten Ziels, den Fehlerschatzer nur aus vorher berechneten Mikrolésungen
zu bestimmen.

Die Losung dieser Problematik wird in [16] fiir lineare Koeffizienten diskutiert. Dort wird
ausgenutzt, dass a(I)( - konstant auf der Zelle K € 7 ist und somit fiir den Fehlerschétzer keine
zusatzlichen Mikrolésungen notwendig sind. Dieser Ansatz kann hier wegen der Nichtlinea-

ritat von a%j nicht angewendet werden. Abhilfe schafft die genauere Betrachtung der linken

Seite von Gleichung (5.16) der Vorschrift (5.7) fir die Berechnung der Newton-Iterierten 5“/€I+1
Diese wurde in Kapitel 5.2 als

J
duBee,m(usuy, 2) [Sufl || = Z ZwK’j [a?()j (! (xk ;) Voug  (xk ;) - V2 (xk ;)

KeTgh j=1

+ 8sa?<,j (ukH (xK,j))SukHﬂVukH(xK,j) . VzH(xK,j)

umgeschrieben. Dabei wird a -an den Stellen s = u; H(xg i), J= ,4, ausgewertet. Das
bedeutet, dass der Koeffizient an Punkten, die mit Hllfe der alten N ewton Iterierten berechnet
wurden, zur Verfiigung steht. Diese Tatsache wird ausgenutzt, um den Fehlerschatzer nur aus
bekannten Daten zu berechnen. Nach Gleichung (5.7) wird u” = ukH+ | mit uk+1 Ay 5uk+1
gesetzt, falls 5ukH+1 hinreichend klein ist. Das k, bei dem dieser Fall eintritt erd mit k*

bezeichnet. Damit wird die Definition des Fehlerschitzers modifiziert und zu

hutl 1 hutl 1o
pa(K) = B+ v o D S B L, 629
eCoK

geindert. Hier wird fiir den Multiskalenfluss der Koeffizient a% K, an den Stellen s = ”k* (xxj),
j=1,...,4, ausgewertet. Da diese wegen des Newton-Verfahrens bekannt sind, wurde das
am Anfang des Kapitels formulierte Ziel erreicht und g (K)? nur aus fiir die Bilinearform
benotigten Mikrolosungen berechnet. Abbildung 5.9 zeigt fiir das Testproblem (5.4) den
L?- und den H'-Fehler der FE-HMM sowie den Wert des anhand Gleichung (4.50) mit
der Definition in Gleichung (5.29) kalkulierten Fehlerschitzers ng(Q)? fiir die simultane
Verfeinerung des Makro- und Mikro-Gitters. Es ist zu erkennen, dass Letzterer mit einer
Ordnung zwischen eins und zwei gegen null konvergiert. Somit wurde dieser numerisch
validiert.
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Abbildung 5.9.: Der |u” — u”| 22" der u” —u”|,, ( Q)-Fehler sowie der Fehlerschatzer

n(Q)? fiir die Losung des Problems (5.4) mit der optimierten
Implementierung der FE-HMM mit simultaner Verfeinerung des Makro- und
Mikro-Gitters und mit periodischen Randbedingungen fiir die
Mikroprobleme.

Als Abschluss des Kapitels wird kurz der Speicherbedarf des Fehlerschatzers diskutiert. Der
Koeffizient a(I)Cj muss fiir jede Zelle K € 75 und jeden Quadraturpunktxg; € K, j =1,...,4,in
jedem Newton-Schritt gespeichert werden. Der Grund dafiir ist, dass es zum Zeitpunkt dessen
Berechnung noch nicht bekannt ist, ob die Werte wirklich fiir den Fehlerschatzer benoétigt
werden. Allerdings konnen die nicht benétigten im néchsten Newton-Schritt iiberschrieben
werden. Da fiir die Anzahl der Quadraturpunkte pro Zelle J = 4 gilt, bewegt sich der fiir den
Fehlerschétzer notwendige Speicher in der gleichen Gréflenordnung wie der Losungsvektor
des Makroproblems und stellt somit keinen grofien Speicheraufwand dar.

Somit ist Bearbeitung des ersten der drei in der Einleitung 1 formulierten Ziele dieser Arbeit
abgeschlossen. Die FE-HMM und die DG-HMM wurden in der Finite-Elemente-Bibliothek
deal Il effizient implementiert. Im nichsten Kapitel wird der zweite Punkt der Zielsetzungen
bearbeitet.
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6. Parabolische Probleme mit nichtlinearen
Multiskalen-Koeffizienten

Das Ziel dieses Kapitels ist es, der Homogenisierung des in Kapitel 3.3 vorgestellten Bat-
terieproblems (3.1) ndher zu kommen. Da dieses eine dhnliche Form wie die quasilineare
parabolische Gleichung (4.13) in Kapitel 4.2.3 hat, wird diese nun fiir Koeffizienten, die schw-
chere Bedingungen als (4.15), (4.16) und (4.17) in Kapitel (4.2.3) erfiillen, betrachtet. Um zu
bestimmen, wie diese Bedingungen genau aussehen sollen, wird untersucht, welche dieser
von den Koeffizienten, bzw. der rechten Seite des Batterieproblems (3.1) nicht erfiillt werden.
Dies wurde auch schon in Kapitel (4.2.3) angesprochen.

Da die spezifische Warmekapazitat, die Warmeleitfahigkeit und der Quellterm abhangig von
den Schichten sind, sind sie in der Ortsvariable unstetig. Auflerdem hiangen alle polynomiell
und/oder exponentiell von der Temperatur ab. Daraus folgt, dass sie in T stetig sind und dass
die spezifische Warmekapazitit c, in T nicht {iber ganz R monoton wachsend ist. Da das
Problem in Kapitel 6.1 und 6.2 mit der FE-HMM gel6st wird, wird dementsprechend auch der
Losungsraum angepasst.

Somit wird die Losung u€ € LZ(O, tend;ﬂol(Q)) mit 9,;b¢ (x, u¢) € LZ(O, tend;ﬂ_l(Q)) von

b (x,uf) = V- (a®(x,u®)Vus(t, x)) = f(x,u) fur alle (t,x) € Q;_,,
u(t,x) =0 fur alle (¢, x) € (0, teng) X 9Q,  (6.1)
u€(0,x) = up(x) fiir alle x € Q

mit den Koeffizienten a¢ : Q xR — R%9_den Funktionen u€ : Qend @ R, b€ : Q XR — R,
f @ QxR — Runduy: Q — R gesucht. Fir die Koeffizienten gelten jetzt folgende
Bedingungen:
« afist eY-periodisch in der ersten und stetig in der zweiten Variable. Aulerdem existieren
Konstanten 0, O, @, Cr > 0 so, dass a® zuldssig ist, also gilt

a® € M(Q,0,0) und

6.2
|a®(x, s1) — a®(x,s2)| < Crlsy — 2] ffa. x € Q, fiir alle 51,55 € R ©2)

erfiillt ist. Die letzte Bedingung bedeutet, dass a® gleichmaflig Lipschitz-stetig in der
zweiten Variablen ist.
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6. Parabolische Probleme mit nichtlinearen Multiskalen-Koeffizienten

+ Die Funktion b€ ist €Y-periodisch in der ersten und stetig in der zweiten Variablen.
Auflerdem ist b€ von der Form

b€(x,s) = b°(x, s)s. (6.3)

Dabei existieren fiir b€ : Q x R — R Konstanten A1, Ay > 0 so, dass fur alle x € Q und
seR

Al < Ee(x, S) < Az, (64)

gilt und be (x, s) fur alle x € Q monoton wachsend in s ist.

« Die rechte Seite f* ist, wie auch b® und a®, eY-periodisch in der ersten und stetig in der
zweiten Variablen. Auflerdem gelte fiir alle s € R

ug € L7(Q),
feos) € LHQ).

Die Beschrianktheit der Koeffizienten wird, wie es in Kapitel 6.1.1 gezeigt wird, fiir die
Existenz des homogenisierten Problems benétigt. Aus der Monotonie von be folgt die Po-
sitivitat von 9;b¢. Das garantiert die Parabolizitat des Problems. Unter welchen Annahmen
auf die globale Beschréinktheit und Monotonie verzichtet werden kann wird am Ende von
Kapitel 6.1.2 und in Kapitel 6.2 diskutiert.

(6.5)

Im Vergleich zu den Bedingungen in Kapitel 4.2.3 sind die grofiten Anderungen, dass der Ko-
effizient b€ nicht mehr stetig in der ersten Variable sein muss und die rechte Seite /€ e-abhangig
und nichtlinear ist. Aulerdem entspricht Bedingung (6.3) auch der Form des entsprechenden
Terms des Batterieproblems (3.1), wie es in Kapitel 7 gezeigt wird. Wie in den vorherigen
Kapiteln werden auch hier zur Vereinfachung homogene Dirichlet-Randbedingungen gewahlt.
Die Ergebnisse lassen sich aber analog auch fiir andere Randbedingungen herleiten.

Fiir die Homogenisierung des Problems, die in mehreren Schritten erfolgen wird, werden
die in Kapitel 4 vorgestellten Ergebnisse der analytischen und numerischen Homogenisierung
verwendet. Es werden auch Fehlerabschatzungen hergeleitet. Die homogenisierte Gleichung
wird mit dem in Kapitel 5.2 vorgestellten optimierten Algorithmus gelost. Anhand diesem
werden die Fehlerabschatzungen numerisch validiert.

Als Vereinfachung der Notation werden im ganzen Kapitel bei der Diskussion der Ergebnisse
periodische Koeffizienten betrachtet. Diese gelten aber analog fiir lokal-periodische Koefizi-
enten. In diesem Fall hangt der homogenisierte Koeffizient auch von der Makrovariablen ab.
Beispiele werden dafiir bei den Testproblemen in Kapitel 6.1.2 und Kapitel 6.2 gezeigt.
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6.1. Homogenisierung der erweiterten nichtlinearen
elliptischen Gleichung

Im ersten Schritt der Homogenisierung von Gleichung (6.1) wird ein erweitertes elliptisches
Problem homogenisiert, da dieses in jedem Zeitschritt des parabolischen Problems auftreten
wird, wie es in Kapitel 6.2 gezeigt wird. Fiir das so erhaltene homogenisierte Problem werden
Fehlerabschatzungen hergeleitet, die mit Hilfe der MMS numerisch validiert werden. Das
in diesem Kapitel betrachtete und zu homogenisierende elliptische Problem lautet: Finde
u® € Hy (Q) mit

b (x,u®) — V- (a(x,u)Vus(x)) = f(x) ffaxe Q. (6.6)

Dabei gelten fir die Koeffizienten a® und b€ mit b€ (x,5) = be (x, s)s die Bedingungen (6.2), (6.3)
und (6.4). Da es sich um ein elliptisches Problem handelt, wird die an die Zeitableitung der
Losung gestellte Bedingung ;¢ (x, u€) € L2(0, tena; H ' (Q)) weggelassen und die Monotonie
von b muss hier nicht vorausgesetzt werden. Auflerdem wird hier nur eine lineare e-abhéngige
rechte Seite ¢ € H~1(Q) betrachtet. Ein nichtlineares f¢ wird in Kapitel 6.2 diskutiert.

Aus diesen Bedingungen folgt mit Hilfe des Satzes von Lax-Milgram, Satz 2.4, die Existenz
der Losung von Problem (6.6) mit dem Koeffizienten a®(-, s) fiir einen festen Parameter s € R.
Aus dem Fixpunktsatz von Schauder [138, Satz IV.7.16] folgt dann analog zu [52, Satz 11.5]
die Existenz einer Losung von Gleichung (6.6). Aus diesem Satz folgt auch, dass die Losung
u® fiir jedes € > 0 in der H*-Norm beschrinkt ist. Daraus folgt

140 120y < 18Ny gy < CUf sy < € (6.7)

6.1.1. Aufstellung des homogenisierten Problems

Nachdem die Existenz der Losung von Gleichung (6.6) festgestellt wurde, soll die dazugehérige
homogenisierte Gleichung aufgestellt werden. Dabei wird der Vorgehensweise in [111] gefolgt.
Es werden erst mit Hilfe der Abschatzung (6.7) a-priori Schranken fiir die verschiedenen
Terme von Gleichung (6.6) bewiesen. Danach werden die homogenisierten Koeffizienten
bestimmt. Dadurch wird die homogenisierte Gleichung vervollstindigt. Dafiir wird fiir alle
€ > 0 die Beschranktheit der Losung, also

"uE"_EOO(Q) <M<oo (6.8)

angenommen. Diese Annahme ist ausreichend, um die Existenz des homogenisierten Problems
zu zeigen. Um die Fehlerabschétzungen fiir das homogenisierte Problem zu beweisen, werden
in Kapitel 6.1.2 weitere Annahmen an dessen Losung gestellt.

Da die Beschrinktheit von Vu€ in der £2(Q)-Norm fiir die weiteren Abschitzungen benétigt
wird, wird erst dieser Term abgeschéatzt. Mit Hilfe der Koerzivitat von a¢, der Beschranktheit
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beider Koeffizienten und mit der Wahl der Testfunktion z = u€ in der schwachen Formulierung
von Gleichung (6.6), die analog zu der Formulierung in Anhang B aufgestellt wird, wird

H/Q [Vus(x) ]2 dx < /Qae(x, u(x)) Vu(x) - Vus(x) dx
< '/Al(ue(x))2 dx + / a®(x,uf (x)) Vus(x) - Vu(x) dx
Q Q
< / b (x,u(x)) (ue(x))2 dx + / a®(x,u®(x)) Vus(x) - Vu(x) dx
Q Q
= / be (x, uf (x))u(x) dx + / a®(x, uf(x)) Vus(x) - Vu(x) dx
Q Q

= /Q FEGOUE () dx < 1FN gugoy 160 gy < ColF<l g 198 gy

hergeleitet. Fiir die letzten beiden Abschédtzungen wurden die Holder- und die Poincaré-
Ungleichung [33, Satz 1.2.8] verwendet. Aus dieser Abschiatzung folgt

If<l
C L£2(Q) < C

€
IVu "LZ(Q) <Cp ) = (6.9)

also ist Vu€ in der £2(Q)-Norm gleichmifig in € beschrinkt. Aus der Beschrinktheit von a¢
und aus Abschéatzung (6.9) folgt

@2
la® (2 () Vil o ) = / 0 (x, u (%)) Vu ()| dx < ©° / Vut (0)* dr < Cy. (6.10)
Q Q

Damit ist auch a (-, u¢(-)) Vu€ in der £*(Q)-Norm beschrénkt. Mit der Abschétzung (6.7) und
den Bedingungen (6.3) bzw. (6.4) wird die Beschrinkheit von b¢(-, u¢()) in der £*(Q)-Norm
als

||b€(.,u€(.))"£2(g) = (/lee(x,ue(x))lzdx)z _ (/Q|E€(x,u€(x))|2|u5(x)|2dx 2 ( )
6.11

1
2
SAZ(/Iue(x)lzdx) < CA;
Q

hergeleitet. Die Abschitzungen (6.7), (6.9), (6.10) und (6.11) zeigen, dass u¢, Vu¢, a* (-, u®(-)) Vu*
und b¢(-,u¢(+)) in der £L*(Q)-Norm unabhingig von € beschrinkt sind. Daraus folgt, dass
Teilfolgen existieren, die wieder mit dem Index e bezeichnet werden, so, dass

a‘Vut — A° b — b°, ff—=f inL3Q) und u—u’inHY(Q)
fir e —» 0 mit 4’ € H;(Q) gilt. Die letzte Konvergenz folgt aus der schwachen Konver-
genz von u¢ und Vu€ in £2(Q). Fiir u° gilt insbesondere mit der Wahl der Testfunktion
z=u —u e L32Q)

/ (u(x) —u’(x))°dx — 0 fiire — 0,
Q
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also
u® -1’ in L2(Q) fire — 0. (6.12)

Diese Konvergenzen zeigen, dass die Losung des nicht homogenisierten Problems in der
H'(Q)-Norm nur schwach gegen die des homogenisierten Problems konvergiert. Sie stimmen
auch mit den Ergebnissen aus der Literatur zusammen, die in Kapitel 4 zitiert wurden. Nach
denen ist die Konvergenz in der H*(Q)-Norm auch nur schwach. Als Nichstes werden die
Koeffizienten b°, A° und die rechte Seite f° mitsamt ihrer Abhiingigkeiten identifiziert und
die homogenisierte Gleichung aufgestellt.

Der Koeffizient A° wird analog zu Gleichung (4.19) nach [111, Satz 2.3] als
A% = a%(s)Vu°
mit
a(s) := /Ya(y, s) (Id+]vTv(y’s) (x,)) dy (6.13)

bestimmt. Dabei wird T r () Wie in Gleichung (4.12) mit den entsprechenden Mikrolésungen

von Gleichung (4.20) definiert und a(-, s) ist der nach Definition 2.1 zu a®(-, s) gehorende
Y-periodische Koeffizient. Analog zu Kapitel 4.2.2 und 4.2.3 erfiillt a° dieselben Eigenschaften
wie af. Da a° im Allgemeinen analytisch nicht berechnet werden kann, wird fiir diesen Teil
der homogenisierten Gleichung bei der Losung in Kapitel 6.1.2 die in Kapitel 4.3 vorgestellte
FE-HMM mit der in Kapitel 5.2 diskutierten Implementierung verwendet.

In Kapitel 4.2.3 wurde der Koeffizient b° nach Gleichung (4.19) bestimmt. Das Ziel besteht nun
darin, ihn hier genauso zu berechnen. Allerdings gilt Gleichung (4.19) nur im zeitabhangigen
Fall mit der Bedingung (4.16) an b¢. Da zentrale Bestandteile des Beweises dieser Gleichung
die Stetigkeit von b° in der ersten und ihre Monotonie in der zweiten Variablen sind, kann
dieser nicht analog im hier betrachteten elliptischen Fall durchgefithrt werden. Es wird in
Satz 6.1 trotzdem gezeigt, dass der homogenisierte Koeffizient die Form

bO(s) = b(s) = ]f b(y,s)dy (6.14)
Y

mit dem nach Definition 2.1 zu b¢(-, s) gehdrenden Y-periodischen Koeffizient b(,s) hat.
Wegen Bedingung (6.3) folgt dann

b0(s) = bO(s)s,
wobei

BO(s) = ]{ b(y,s) dy (6.15)

gilt.
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Satz 6.1 Unter den Voraussetzungen (6.2), (6.3) und (6.4) hat der Koeffizient b° von Glei-
chung (6.21) die Form von Gleichung (6.14), es gilt also

b(s) = b(s) = 4 b(y,s) dy.
(s) = B(s) ]£ (5.5) dy

Der Beweis von Satz 6.1 basiert auf den Beweis von [111, Prop. 4.3] und wird analog zu
dessen Beweis in zwei Schritten erfolgen. Der Unterschied zu [111, Prop. 4.3] ist, dass hier die
Stetigkeit von b€ in der ersten Variable nicht vorausgesetzt wird.

Beweis: Im ersten Schritt wird
16° (-, uc(-)) = ¢ (-, u°(-))||£2(Q) —0 fire—o0 (6.16)
gezeigt. Wird b€ dann als
be(x,uf(x)) = (be(x, u(x)) — b¢(x, uo(x))) +b¢(x, u’(x)) (6.17)

geschrieben, folgt aus Gleichung (6.16) und Lemma 2.2 die gewiinschte Aussage. Um Glei-
chung (6.16) zu beweisen, wird erst die Beschranktheit von u¢ aus Abschatzung (6.8) ausge-
nutzt. Daraus folgt, dass es ausreichend ist, b€ auf Q x [—C, C] zu betrachten. Dabei gilt C> M,
mit M aus Abschatzung (6.8). Da stetige Funktionen auf beschrankten Gebieten gleichmaflig
stetig sind, gilt das fiir b¢ auf Q x [-C, C] in der zweiten Variablen. Somit existiert fiir jedes
feste ¢ > 0 ein 8; > 0 so, dass falls |s; — so| < &7 erfiillt ist,

|b€(x,81) — b°(x,82)| < €1 (6.18)

fiir jedes x € Q gilt. Da nach Gleichung (6.12) u¢ — u® in £2(Q) gilt, existiert eine Teilfolge,
die wieder mit dem Index € indiziert wird, so, dass

u¢(x) - u’(x) ffaxeQ

gilt. Das bedeutet, dass u¢ punktweise gegen u’ in Q konvergiert. Daraus folgt mit dem Satz
von Egorov [96, Kap. 15, Satz 1], dass es fiir ein gegebenes €; > 0 eine Teilmenge Q; C Q mit
|Q;| < €, existiert, so, dass u¢ auf Q, := Q \ Q; gleichmifig gegen u° konvergiert. Damit
existiert € > 0 so, dass

sup [uf(x) —u’(x)| < & (6.19)

xeQ,
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fur alle € < € erfillt ist. Mit Hilfe dieser Abschiatzungen kann nun die Konvergenz (6.16)
gezeigt werden. Es gilt

[5°( u () = (1 () U
- / b€ (3, u (x)) = b° (x, u”(x)) |* dx
Q
:/ b€ (x, u(x)) — b (x, uO(x))lzdx+/ b€ (x, uf (x)) — b°(x, u’(x))|* dx
Qq =

W o~ _
;‘/§;I |b€(x,u€(x))u€(x)+b€(x,u0(x))u0(x)|2dx+/ €2 dx

Q,

2 € 0(\[2 2

< Aj lu®(x) +u (x)|° dx + | Q€]
Q

3)
< A32°CH Q1| + | Q€]

(é) N32%CPey + |Qy€l.

Dabei wurden bei Ungleichung (1) die Bedingungen (6.3) und Bedingung (6.18) verwendet.
Letzteres konnte benutzt werden, da nach Ungleichung (6.19) die Bedingung |s; — s;| < ;
von Ungleichung (6.18) mit s; = u¢(x) und s; = u’(x) erfiillt ist. Die Ungleichungen (2) und
(3) gelten wegen Bedingung (6.4) und der Abschatzung (6.8), da aus der Beschréanktheit von
u¢ mit der Konvergenz (6.12) auch die Beschrinktheit von u° folgt. Da €, > 0 und e, > 0
beliebig gew&hlt werden konnen, folgt nun die Konvergenz (6.16). Wie es schon erwéhnt
wurde, folgt damit aus Gleichung (6.17) mit Lemma 2.2 die Aussage iiber den homogenisierten
Koeffizienten b° in Gleichung (6.14). O

Anhand Gleichung (6.14) lisst sich herleiten, dass b° stetig ist und
;\TSEO(S) <A, fir alles € R
gilt. Damit erfiillt b° dieselben Eigenschaften wie b¢.

Zur Vollstandigkeit des homogenisierten Problems fehlt noch die Definition der rechten
Seite f°. Da nach Voraussetzung f€ eY-periodisch ist, kann wieder Lemma 2.2 verwendet
werden. Mit dem nach Definition 2.1 zu ¢ gehérenden Y-periodischen Funktion f gilt

ﬂ=ﬁﬂw@ (6.20)

Damit wurden beide Koeflizienten und die rechte Seite der zu Gleichung (6.6) gehérenden
homogenisierten Gleichung bestimmt. Diese wird wie folgt definiert: Finde u° € H; (Q) mit

bo(uo(x)) -V. (ao(uo(x))Vuo(x)) =0 fir alle x € Q. (6.21)

Dabei sind die Koeflizienten in den Gleichungen (6.14), (6.13) und die rechte Seite in Glei-
chung (6.20) definiert.
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6.1.2. Losen des homogenisierten Problems

In Kapitel 6.1.1 wurde das zu Problem (6.6) geh6rende homogenisierte Problem aufgestellt. Hier
soll es mit Hilfe der FE-HMM gel6st werden. Dabei wird zunachst der Losungsalgorithmus
vorgestellt, wofiir dann Fehlerabschatzungen hergeleitet werden. Diese werden in Kapitel 6.1.3
an geeigneten Testproblemen numerisch validiert.

Um die FE-HMM anwenden zu kénnen, wird ebenso wie in Kapitel 4.3.3 eine zulassige
Triangulierung 75 von Q betrachtet. Die Losung u!! von Problem (6.21) wird in dem in
Kapitel 4.3.3 definierten Raum V. (Q, 75) gesucht. Es wird die schwache Formulierung von
Gleichung (6.21)

/ b° (uH(x))zH(x) dx + / a® (W (x))Vul (x) - V2 (x) dx
Q

Q

= / P2 (x)dx  fiiralle 2 € VL (Q, Tn)
Q

betrachtet. Da der Koeffizient b° und die rechte Seite f° explizit nach den Gleichungen (6.14)
und (6.20) berechnet werden kénnen und sie nicht mehr von dem Parameter € abhéngen, wird
fiir die entsprechenden Terme die Standard-FEM auf der Makroskala verwendet. Dagegen wird
der Term mit a® analog zu Kapitel 5.2 umgeformt. Das fiihrt zu der Linear- und Bilinearform
dieses Problems, die als

Fg(zH) = /fo(x)zH(x) dx
Q
und als

By (o0, 2 = /Q B (UH(x))EH(x)ZH(x) dx
(6.22)

J
+ Z Z a)K,ja?(’j (0" (xxj)) Vo (xx ) - VZH(XK’J'))
KeTy j=1
definiert werden. Dabei ist a?(j wie in Gleichung (5.12) mit den Lésungen der Mikroproble-

me (5.10) im Raum 4% (Ks(xx,j), Ty) definiert. Das Integral in FQI wird, wie auch in Kapitel 4.3.3,
mit der im Anhang B.3 diskutierten Quadraturformel berechnet. Damit wird die Losung des
homogenisierten Problems u'? € Ve (2, ) als Losung von

B (uf;ufl, 2 = Fg(zH) fiir alle 27 € (V}%(Q, TH) (6.23)

gesucht. Dieses Problem wird mit dem in Kapitel 5.2 vorgestellten Algorithmus gelost. Somit
wird auf der Makroskala das Newton-Verfahren verwendet und auf der Mikroskala werden
lineare Mikroprobleme geldst. Die Existenz der Losung kann dhnlich zu der von Problem (6.6)
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am Anfang von Kapitel 6 gezeigt. Der einzige Unterschied besteht darin, dass, um die Existenz
der Losung mit dem Satz von Lax-Milgram, Satz 2.4, fiir ein festes ufl e (Vlf;z(Q, Tq) zu
zeigen, neben den Bedingungen an a® die Eigenschaften der Mikrolosungen benétigt werden.
Aus diesen folgt nach [5, Lemma 3] und [5, Lemma 5] die fiir die Anwendung des Satzes
notwendige Beschranktheit und Koerzivitat der Bilinearform. Somit gilt wieder

16100 < -

Um die Fehlerabschétzung herzuleiten, wird der Fehler wie in Kapitel 4.3.4 mit Hilfe der

Dreieicksungleichung als

0

lu® — u®|| < enac + enmop + ewmc,

aufgeteilt. Dabei sind die einzelnen Komponenten wie in Kapitel 4.3.4 definiert. Der Mikrofeh-
ler entsteht beim Losen der Mikroprobleme auf der Mikroskala und der Modellierungsfehler
bei der Kopplung dieser mit dem Makroproblem iiber die Randbedingungen. Da der erste
Term der Bilinearform (6.22) mit dem Koeffizienten b° keine Mikroldsungen enthilt, treten
diese Fehler nur fiir den zweiten Term mit a?c -auf. Deshalb konnen sie analog zu Kapitel 4.3.4
abgeschatzt werden. Dementsprechend werden an den Koeffizienten a¢ die Bedingungen aus
Kapitel (4.3.4), also die Bedingungen (4.39), (4.40) und (4.41), gestellt. Somit wird hier nur der
Makrofehler ey;ac des homogenisierten Problems (6.21) in der £%(Q)- und der H*(Q)-Norm
abgeschatzt.

Satz 6.2 Fiir den Makrofehler, also den Fehler zwischen der analytischen und der FEM-Losung
mit numerischer Quadratur, ué{ € (VI}E(Q, Trr), des homogenisierten Problems (6.21) gelten

"uO - U(I)_I"?_{I(Q) < CH,
"uO - u(I){||£2(Q) < CHZ,
falls zusdtzlich zu den Bedingungen an die Koeffizienten aus Kapitel 6.1 die folgende Bedingungen

erfiillt sind:
e Die verwendete Quadraturformel erfiille die in Anhang B.3 angegebene Bedingung (B.4).

« Die rechte Seite f° erfiille Bedingung (4.36).
e Fiir die Losung von Gleichung (6.21) gelte

u’ € HA(Q) N W2 (Q). (6.24)
e Fiir die homogenisierten Koeffizienten gelte
a®, b’ € W (QxR),
9sa’ € WE(Q xR), (6.25)
3sa°, 9550’ € LZ(QAXR) N C*(Q xR),

wobei d;a° und d55a° die erste und zweite Ableitung von a° nach der zweiten Variable sind.
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o B0 sei Lipschitz-stetig, d.h es gelte

|E°(sl) - Eo(sz)l < Cls1 — s3] fiir alle sy, s5 € R. (6.26)

Die Bedingungen an die Lésung u° und an den homogenisierten Koeffizienten a° entsprechen
den Bedingungen (4.37) und (4.38) aus Kapitel 4.3.4 fiir den in diesem Kapitel betrachteten
Fall p = 1. Weiter ist Bedingung (6.24) an die Losung u° in den Anwendungen in der Regel
nicht erfillt, sie ist jedoch notwendig um die Fehlerabschdtzungen zu zeigen.

Beweis: Der Beweis der Abschitzung in der H'-Norm erfolgt analog zu dem Beweis von
[18, Lemma 4], bei welchem das Problem fiir b° = 0 diskutiert wird. Somit wird hier der
Beweis aus [18] fiir den Fall b° # 0 erweitert. Nach dem Beweis von [18, Lemma 4] wird e/ :=
ufl —of € VL (Q, T5) mito! = Iu® definiert. Dabeiist 7y : C°(Q) — VL (Q, 75) die nodale
Interpolation. Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz [23, Satz 4.12] wird H?(Q) stetig in
C°(Q) eingebettet. Daher kann 7y auf u® angewendet werden. Mit der Dreicksungleichung

gilt
0lu’ - u6{||(H1(Q) < 0lu’ - IHuoll(Hl(Q) + 0||eH||7{1(Q). (6.27)

Mit den Bedingungen (6.2) und (6.4) fiir a°, der Abschatzung (2.2) sowie fiir e € (VF};(Q, Tr)
aus der Elliptizitatsbedingung (B.4) an die Quadraturformel folgt

Hy2 Hy2
Ole™ 151 () < CIVer |

(@) (Q)

J
<C Z Z wi ;@ (xx j ug (xxcj)) Ve (xx ) - Vel (xx )
KeTg j=1

J
<C Z Z a)K,jaO (xk.j, uf){(xK,j))VeH(xK,j) . VeH(xK,j)
KeTy j=1

J _
+C Z Z k.0 (xx . () (xx ) (€7 (xx )
KeTn j=1

H. H_ _H H
= CBrgou(ug suy —07,e")

b

wobei die Bilinearform Bggo g die iiber numerische Quadratur definierte Bilinearform des
homogenisierten Problems ist und als

J
Brgop (oo, 2) = Z Z wi ja° (xx j, 0™ (xx ;) Vo (xx ;) - V27 (xk ;)
KeTqy j=1

J
+ Z ZwK,jbO(xK,j, o (xx )0 (xx j) 2" (xxc )

KeTg j=1
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definiert wird. Analog zu [18, Lemma 4] wird BFE,O)H(uéJ ; ugl — o, ) mit der zum homogeni-

sierten Problem (6.21) gehdrenden Bilinearform By, als

Brron(uy'suf — o, e) =[Brpon(ugsug, e) — Bo(u®su®, )]
+ [Bo(uo;uo —of eh)]
+ [BO(uO;UH, efl) — By (o™ 0", eH)] (6.28)
+ [BO(UH; o, e) — Brg o u (050", €H)]

+ [ Brgo.u (07507, ™) — Brgom (ug s 07, )]

aufgeteilt. Jetzt werden alle fiinf Terme von Gleichung (6.28) abgeschitzt. Fiir den ersten Term
gilt wegen e!? € (Vlf;:(Q, Tu) € H, (Q) nach Gleichung (15) aus [18, Kap 2.2]

| B, (ud's ug' ) — Bo(u®; u®, e)| = [Fl(e™) — F(e™)| < CH||eH||rH1(Q)-

Dabei ist F die zu der rechten Seite des homogenisierten Problems (6.21) gehdrende Linearform.
Bei der Abschiatzung wurde Abschétzung (B.6) aus Anhang B.1 verwendet. Da alle anderen
Terme der rechten Seite von Gleichung (6.28) als Summe und Differenz von Termen, die die
Koeffizienten a° und b° enthalten, geschrieben werden kénnen, werden fiir diejenigen mit a®
die Abschétzungen aus [18, Lemma 4] benutzt. Daher ist es ausreichend, hier nur die, die b0
enthalten, abzuschatzen. Das Ergebnis folgt am Ende als Summe der einzelnen Abschiatzungen.
Somit gilt fiir den noch zu betrachtenden Teil des zweiten Terms

/ E(x’ uo(x))(uo - UH) (x)eH(x) dx < KZ ”uO - UH"rHl(Q) "eH"ﬂl(Q) < KZH"eH"q{l(Q)-
Q

Hierbei wurden fiir die erste Ungleichung die Holder-Ungleichung und Abschétzung (2.1)
und fiir die zweite die Eigenschaften der nodalen Interpolation o’ = Izu®, [18, Kap. 3.2],
fiir u’ € H2(Q) verwendet. Fiir den dritten Term folgt aus der Lipschitz-Stetigkeit von 5°,
vergleiche Ungleichung (6.26), und der zweifachen Anwendung der Hélder-Ungleichung mit

Expontenten 2, 3 und 6

/Q (B°(6°(0) = B (0" (0)) o™ ()€ () dx < Clu® = 0] s 10 s g I o

< Clu® = 0"y o 10 Ny e g )
< CHlle" |4

Dabei folgt die Abschitzung |u®—o™| @ S Clu®—o™| 1 () AUS der zweifachen Anwendung

der Holder-Ungleichung und anschlieBenden Anwendung der Poincaré-Ungleichung sowie
der stetigen Einbettung H'(Q) ¢ £°(Q) fiir Q ¢ R? mit d < 3. Werden zudem wieder die
Eigenschaften der nodalen Interpolation und u° € H?(Q) verwendet, folgt damit die letzte
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Ungleichung. Die H6lder-Ungleichung ist nach [18, Kap. 3.1] auch fiir den Raum (Vlj%(Q, Ta),
1 < p < oo, mit dem diskreten Skalarprodukt

J
(21, Zg)qﬁ(g,fz;,) = Z Z wk g2y (X )7y (xkj), 2.2y € VE(Q. Th),
KeTy j=1
giltig. Mit Ungleichung (29) in [18],

die bei der Ungleichung (x) fiir p = 2,3 und 6 angewendet wird, mit der Lipschitz-Stetigkeit
von b°, mit den Eigenschaften der nodalen Interpolation und mit u° € H?(Q) gilt damit fiir

den fiinften Term, analog zum dritten,

'] g —_~
Z Z WK, j (bo (UH(XK)J')) -p° (uéi(xK)j)))UH(xK,j)eH(xK,j)
KeTy j=1
< Cle”|

(%)
<

H H
| I

lo le

V& @71 My ml® oz 7m)

Cle™ g 10™ oo 1™ gz
< Clel gy 0 Loy by o

< Cle™l ol s o

Dabei wurde fir die letzte Ungleichung die Ungleichung (38) aus [18, Kap. 3.2] fiir ot = Tzu®

und u° € H?(Q) verwendet. Als letztes wird der vierte Term abgeschitzt. Da b° € W2 (Q x
R) vorausgesetzt wurde, kann [18, Prop. 1] angewendet werden. Danach gilt

—~ ] —~
| /Q B (0" ()0 (x)e" (x) dx = D" > i b (0 (i )0 (e e (e )| < CHIeM Ly -

KeTy j=1

Damit wurde jeder Term auf der rechten Seite von Gleichung (6.28) abgeschéatzt. Werden die
hier hergeleiteten Abschitzungen und die aus dem Beweis von [18, Lemma 4] zusammengefiigt,

ergibt sich
1€ L1y < CCH + 1] 13 q):

Wird der Zusammenhang H!(Q) ¢ £%(Q) fir Q ¢ R? mit d < 3 verwendet, folgt analog
zum Beweis von [18, Lemma 4] aus der Cauchy-Schwarz-, der Holder- und der Young’schen-

1 1
Ungleichung [102, Satz B.79] mit p = g = 2 fiir ||eH||2£2(Q)/\/E und ||eH||;{1(Q)/\/E mit € > 0

1 1 .
IIeHIIg(Q) < IIeHIIj;Z(Q)IIeHII(i,l(Q) <Ce 1IIeHIILZ(Q) +C'6"||eH||(H1(Q).
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Als Nachstes wird € klein genug gew#hlt und diese Abschétzung in Gleichung (6.27) eingesetzt.
Mit der Dreiecksungleichung in der £2?(Q)- und der H*(Q)-Norm folgt mit den Eigenschaften
der nodalen Interpolation
01’ — ufl sy < Ou° = Tl ) + 1€ Ly
< 01 — Tt )+ OCCH + 1™ 12 )

(6.29)
< 0"1’[0 - IHuOH«Hl(Q) + QC(H + ”uO - u(I)JHLZ(Q) + "UH - uOHLZ(Q))
< C(H + "u0 - uoHHLZ(Q))-
Mit dhnlichen Argumenten lasst sich basierend auf [18, Lemma 6] die Abschitzung
14’ = ug' | oy < CCH? + 16’ = g 151 ) (6.30)

zeigen. Allerdings wird dabei statt der nodalen Interpolation die globale £?-Projektion auf
den Raum Vi, (Q, 7g) und ihre Eigenschaften verwendet. Wird die Abschitzung (6.30) in die

Abschitzung (6.29) eingesetzt, alle Terme mit |u® — ugl l H(Q) auf die linke Seite gebracht und

dort [u® — uf| HI(Q) ausgeklammert, folgt
(1= Clu® =t s )1 = 45 I yr ) < CH.
Da |u’ - uéi"LZ(Q) — 0 fir H — 0 folgt aus Abschitzung (6.29) |u’ — ué{"?{l(g) — 0 fir

H — 0. Somit existiert ein H; > 0 mit 1 — C||u°® —
Abschitzung

uoHll(Hl(Q) > 0.5. Daraus folgt dann die

0

u" — uéillﬂl(g) < CH.

Wird diese Ungleichung in Abschétzung (6.30) eingesetzt, folgt
Ju® — ué{"ﬁ(Q) < CH?.

O

Damit wurde der Makrofehler in den verschiedenen Normen abgeschétzt. Werden diese zwei
Abschétzungen mit den Abschiatzungen des Mikro- und Modellierungsfehlers aus Kapitel 4.3.4
kombiniert, folgen fiir das Problem (6.23) dieselben Fehlerabschéatzungen wie in Kapitel 4.3.4
fiir den Fall p = g = 1. Es gelten also

(H2 + (h/e)z),
(1! + (nre)?).

0 H
"u —u ".EZ(Q) <C (6 31)
"uO - uH"«]_{l(Q) <C
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6.1.3. Validierung der Fehlerabschatzungen

Die Fehlerabschétzungen (6.31) fiir die Losung von Gleichung (6.23) mit der FE-HMM werden
im Folgenden anhand von zwei Testproblemen mit Koeffizienten a¢ und b€, die verschiedene
Bedingungen erfiillen, mit Hilfe der MMS numerisch validiert. Bei beiden wird die Losung
u® : QxR — R, uf € H;(Q), einer Gleichung der Form (6.6) gesucht. Dabei ist die Losung
des homogenisierten Problems, wie auch in Kapitel 5, durch

u’(x) = 8 sin(mwx;)x2(1 — x3)

gegeben. Die rechte Seite f wird bei beiden Testproblemen entsprechend der MMS analog zu
Kapitel 5 bestimmt, also so, dass u° die Losung des homogenisierten Problems ist.

Das erste Testproblem ist eine Erweiterung des Problems (5.3). Somit wird Gleichung (6.6)

bzw. das dazugehérige homogenisierte Problem (6.21) mit a aus Gleichung (5.1) bzw. a° aus

Gleichung (5.2) und fiir y := Z mit

b 3 <YLY <0,
bi(x,y.5) = L+y+sin(2ryy)x, -3 <y <0<y <
> Y, cos(s)xz, _% <y <0<y < %’
32 sin(s), 0<yLy <3,

betrachtet. 51 (+, -, s) ist die nach Definition 2.1 zu Ef gehorender Y-periodischer Koeffizient und
wird Y-periodisch auf Q fortgesetzt. Der homogenisierte Koeffizient wird nach Formel (6.15)
als

oo =Rt [ B (2,1 N
bi(x,s) =bj(x,s)s = sfyb(x, y,s)dy = 8(16 + 2 cos(s)xy + P + T s1n(s))

berechnet. Da diese Koeffizienten und die Losung u° alle in diesem Kapitel gestellten Bedin-
gungen erfiillen, wird bei einer simultanen Verfeinerung des Makro- und Mikro-Gitters die
optimale Konvergenzordnung in der £2(Q)-Norm erwartet. Diese wird auch erreicht, wie es
in Abbildung 6.1 gezeigt wird.

Fiir das zweite Testproblem werden diese Koeffizienten so modifiziert, dass sie unbeschrankt

in s sind. Es werden fiir y = %

1 ((2+sin(27y;)) (2 + exp(s))

a(x,4,5) = @ 0 (2 +sin(27yz)) (2 + x2(s + s%)) (632)
und
1, —% <ynLy2 <0,
~ 1+ y; +sin(2 , 1<y <0<y, <3
by(ys) =1 5 0" sin(27y2)x, —3 <un 2= (6.33)
$7X2, —33Y250<y; <3,
3!-/2 eXp(s): 0 < yla y2 < %5

82



6. Parabolische Probleme mit nichtlinearen Multiskalen-Koeffizienten

107"y /‘
: * O(HQ)

102 E .

L£2-Fehler

.
Lol

—e— Testproblem 1
1073 Testproblem 2

101 100
H

Abbildung 6.1.: Der Fehler |u’ — 1| £2(Q) fir die Losung des Problems (6.6) mit den
entsprechenden Koeffizienten der Testprobleme mit der FE-HMM mit
simultaner Verfeinerung des Makro- und Mikro-Gitters, also mit h/e = H.

definiert. Dabei werden ay (-, -, s) und 52(-, -,s) analog zum ersten testproblem definiert. Aus
diesen Koeffizienten werden a® und b° analog wie in Kapitel 5 bzw. bei Testproblem 1 als

. (2 + exp(s)) 0
ay(x.s) := ( 0 (2 + xa2(s +52)))

und als

~ ~ 9 1 1 3
bg(x, s) = b(l’(x, s)s=s /Y b(x,y,s)dy = S(E + Zszxz + gxl + T exp(s))

berechnet. Der £2-Fehler wird bei einer simultanen Verfeinerung des Makro- und Mikro-
Gitters in Abbildung 6.1 dargestellt. Die Notwendigkeit einer solchen Verfeinerung lasst sich
analog zu Kapitel 4.3.4 aus den Abschiatzungen (6.31) herleiten. Es ist zu erkennen, dass auch
bei diesem Problem, wo die Koeflizienten nur nach unten, aber nicht nach oben beschrankt
sind, die optimale Konvergenzordnung erreicht wird.

Der Grund der erreichten Konvergenzordnung ist in der Verwendung der Beschrankheit
zu finden. Fir die Existenz der Losung des nicht homogenisierten Problems wird nur die
Beschrankheit nach unten benoétigt, die auch beim zweiten Testproblem gegeben ist. Nach
Annahme (6.8) gilt [u€| o) S M. Da bei dem Beweis der Existenz der homogenisierten
Losung fiir den Parameter s immer u(x) fir x € Q verwendet wird, reicht es, wenn a¢ und
b€ nach oben auf [-M, M] in s beschréinkt sind. Das ist aber wegen der Stetigkeit der beiden
Koeflizienten in der zweiten Variablen iber R gegeben. Damit kann die Beschrankheit von
a® und b® nach oben durch die Annahme (6.8) ersetzt werden. Diese Aussage wird bei der
Behandlung des Batterieproblems (3.1) in Kapitel 7 eine wichtige Rolle spielen, da dessen
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Koeffizienten in der zweiten Variable iiber R unbeschrinkt sind. Da u¢ — u° fiir e — 0 punkt-
weise gilt, folgt aus Annahme (6.8), dass auch u° in der£*(Q)-Norm beschrinkt ist. Damit
wird mit der analogen Uberlegung ebenfalls die Beschrankheit der homogenisierten Koeffizi-
enten nach oben, welche aus der der e-abhédngigen folgt, im Beweis der Fehlerabschédtzung
nicht mehr benétigt. Somit kann auch bei Testproblem 2 die optimale Konvergenzordnung
bei der simultanen Verfeinerung des Makro- und Mikro-Gitters erreicht werden, wie es in
Abbildung 6.1 zu sehen ist. Abbildung 6.2 zeigt, dass diese Verfeinerung auch notwendig ist,
da sowohl bei fester Mikro-Gitterweite (Abbildung 6.2a) als auch bei fester Makro-Gitterweite
(Abbildung 6.2b) die optimale Ordnung nicht erreicht wird.

100 —————————— _ 100
-1] / 4 -1
10 g P " O(HQ) E _ 10 E
8 i R o &
s | o s
w I ot == =1/2 =
] i, ~ -2
Q1072 g h=1/4 <10 g
-5 =1/8 |
g =1, =1/16 -
1073 F h=1/32 o 1079
L Lol L L L I |
10~ 10°
H h
(a) H-Verfeinerung fiir festes h/e. (b) h/e-Verfeinerung fiir festes H.

Abbildung 6.2.: Der Fehler [|u® — 1| £2(Q) fir die Losung des zweiten homogenisierten
Testproblems mit der FE-HMM mit unterschiedlicher Verfeinerung des
Makro- und Mikro-Gitters.

6.2. Homogenisierung der parabolischen Gleichung

In Kapitel 6.1 wurde die erweiterte quasilineare elliptische Gleichung (6.6) unter der An-
nahme (6.8) mit unbeschrankten und nichtlinearen Koeffizienten homogenisiert und die
homogenisierte Gleichung (6.21) mit Hilfe der FE-HMM gelost. In diesem Kapitel werden die
dort hergeleiteten Ergebnisse verwendet, um die parabolische Gleichung (6.1) unter derselben
Annahme und unter den Bedingungen (6.2), (6.3), (6.4) und (6.5) zu behandeln. Dabei ist im
Gegensatz zu Kapitel 6.1 auch die rechte Seite nichtlinear.

Mit derselben Uberlegung wie bei der Beschrinktheit der Koeffizienten in Kapitel 6.1.2 kann
auch die Monotonie von b€ in der zweiten Variablen iiber R abgeschwiacht werden. Wird
fur x € Q M; < |u®(x)| < M, fur My, M, € R angenommen, ist es ausreichend, wenn b€ im
Intervall [M;, M;] monoton wachsend ist. Da die spezifische Warmekapazitét c, nicht global
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monoton wachsend ist und sie, wie es in Kapitel 7 gezeigt wird, be entspricht, wird dieser
Zusammenhang in Kapitel 7 beim Batterieproblem (3.1) verwendet. Dort wird auch begriindet,
dass eine Annahme der Form von (6.8) den physikalischen Prozessen entspricht.

Gleichung (6.1) wird mit der Rothe-Methode [126] erst in der Zeit und dann im Raum
diskretisiert. Somit wird bei dieser Methode in jedem Zeitschritt eine PDGI gelost, weshalb sie
sich gegentiber der vertikalen Linienmethode (method of lines) [131] fiir diese Arbeit anbietet.
Fir die einzelne PDGI konnen die Ergebnisse aus Kapitel 6.1 verwendet werden.

Fiir die zeitliche Diskretisierung wird das implizite Euler-Verfahren verwendet. Dabei wird
das Zeitintervall [0, tenq] in N € N Intervalle mit den Zeitpunkten 0 = t* < --- < tN = tond
aufgeteilt und die Losung der Gleichung in diesen in der Form

u(t", x) ~ u®"(x), n=1,...,N,

mit u®" € Hy (Q) fir n = 1,..., N gesucht. Die Zeitpunkte werden dquidistant gewéhlt, d.h.
es gilt t" = ntepg/N, fir n = 0,..., N. Somit wird die Zeitschrittweite als

Tend
N

At =

definiert, woraus t" = nAt fir n = 0,..., N folgt. Ein Vorteil des Verfahrens besteht darin,
dass es fiir jedes At > 0 ein stabiles Verfahren ist. Mit dieser Zeitschrittweite wird fiir
n € {1,...,N} die Zeitableitung als

be (x, ue"(x)) — b(x, u& (=1 (x))
At

abe (x, u®"(x)) ~

approximiert. Wird dieser Zusammenhang in Gleichung (6.1) eingesetzt, fithrt das fir alle
x € Qundn € {1,...,N} zu der semidiskreten Gleichung

be (x, us™(x)) — b€ (x, u®""V (x))
At

-V (a®(x,u")Vu"(t,x)) = f(x,u"). (6.34)
Fiir n = 0 wird der Anfangswert
u®%(x) = up(x) fur alle x € Q

definiert. Wird Gleichung (6.34) mit At multipliziert und die Terme abhangig von der enthal-
tenen zeitdiskreten Losung sortiert, folgt fiir alle x € Qund n € {1,..., N}

(b (x, u®"(x)) — Atf(x,u™)) — AtV - (a®(x, u")Vu"(t, x)) = be(x, &1 (x)).  (6.35)
Mit der Definition

be(x,s) == b(x, ) — AtF(x,s) (6.36)
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wird Gleichung (6.35) in die Form von Gleichung (6.6) gebracht. Falls b¢ und die rechte Seite
die in Kapitel 6.1 gestellten Bedingungen erfiillen, kann Gleichung (6.35) homogenisiert und
mit der FE-HMM gelost werden.

Nach der Abschitzung (6.11) gilt b¢(-,u¢(+)) € £L*(Q) und somit b¢(-, u(-)) € H(Q).
Da auflerdem b€ eY-periodisch in der ersten und stetig in der zweiten Variablen ist, erfillt
die rechte Seite fur jedes n € {1,..., N} Bedingung (6.5). Aus Voraussetzung (6.8) folgt
ug € L7(Q). Da aufler b€ auch f€ nach Voraussetzung eY-periodisch in der ersten und stetig

in der zweiten Variablen ist, gilt dies auch fiir b°. Somit muss nur noch vorausgesetzt werden,
dass

be(x, s) == b*¢(x, 5)s
mit
0 < Ao < b™(x,5)

gilt. In Kapitel 7 wird gezeigt, dass diese Bedingung fiir die Koeffizienten bzw. die rechte Seite
des Batterieproblems (3.1) erfullt ist.

In diesem Fall kann Gleichung (6.35) mit den Ergebnissen aus Kapitel 6.1.1 homogenisiert
werden. Mit Hilfe von Formel (6.14) und der Linearitat das Integrals folgt fiir jedes x € Q und
ne{1,...,N}

(B° (x, u®" (x)) — AtFO(x,u®™)) = AtV - (a® (x, u®™) Vo (£, x)) = b°(x, u® " V(x)).  (6.37)
Dabei wird analog zum nicht homogenisierten Problem der Anfangswert fiir n = 0 als
u®(x) = ug(x) fur alle x € Q
definiert. Mit Umformung der Gleichung (6.37) und der Naherung

b0 (x, u®(x)) — b°(x, u%(n=1) (x))
At

ab (x, u®"(x)) ~

folgt die mit dem impliziten Euler-Verfahren in der Zeit diskretisierte semidiskrete homogeni-
sierte Gleichung

ab° (x,u®") = V - (a®(x, u®)Vu®"(x)) = f°(x,u®") fir alle x € Q.

Diese wird in der Form von Gleichung (6.37) in jeden Zeitschritt mit der FE-HMM geldst, wie
es in Kapitel 6.1.2 beschrieben wurde.
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6.2.1. Validierung der Konvergenzordnung in der Zeit

Um zu zeigen, dass die in Kapitel 6.2 berechnete Losung mit der fiir das implizite Euler-
Verfahren erwarteten Konvergenzordnung eins gegen die Losung des kontinuierlichen homo-
genisierten Problems

b’ (x,u’) -V - (ao(x, u”)vu(t, x)) = FO(x,u°) fir alle (t,x) € Q;_,
u’(t,x) =0 fir alle (¢, x) € (0, tend) X 9Q, (6.38)

u°(0, x) = up(x) fur alle x € Q

in der Zeit konvergiert und eine optimale Verfeinerungsstrategie fiir die Ort- und Zeit-
diskretisierung zu finden, wird wieder die MMS verwendet. Dabei wird Problem (6.1) auf
Q. = (0, tend) X Q mit tepg = 0.04 und den unbeschrankten Koeffizienten (6.32) und (6.33)
aus Kapitel 6.1.2 betrachtet. Die rechte Seite wird so gew4ahlt, dass

u’(t,x) = e 2t sin(7rxy) sin(7x;)
die analytische Losung des homogenisierten Problems (6.38) ist. Auflerdem wird
uo(x) == u®(0, x) = sin(7xy) sin(7x;)

gesetzt. Um den Zeitfehler untersuchen zu kdnnen, wird die Ortsdiskretisierung so gewabhlt,
dass der Ortsfehler im Gesamtfehler vernachlassigt werden kann. Da das Verfahren bzgl. des
L%(Q)-Fehlers Ordnung zwei im Ort hat, wird H = h/e = 27> gewihlt. Daraus folgt, dass fiir
den normierten Zeitschritt

— At
At =

lend

(6.39)

der Grofle 27" firn = 0,...,6 der Zeitfehler dominieren wird. Abbildung 6.3 zeigt, dass das
Verfahren fiir kleinere At sogar mit einer Ordnung grofler eins in der Zeit konvergiert. Das
ist besser als die fiir das implizite Euler-Verfahren erwartete Ordnung eins.

Als Nachstes wir das Verhaltnis des Fehlers im Zeit und Ort betrachtet. Abbildung 6.4 zeigt
den L£2-Fehler |u® — uf| £2(Q) fur die Losung des homogenisierten Testproblems (6.38) mit
der FE-HMM einerseits mit fester Orts- und variierender Zeitdiskretisierung, Abbildung 6.4a,
andererseits mit fester Zeit- und variierender Ortsdiskretisierung, Abbildung 6.4b. Es ist zu
erkennen, dass wegen der in Abbildung 6.3 zu sehenden zeitlichen Konvergenzordnung, die
grofler als eins ist, ist nicht wie erwartet At = H? = (h/e)? die optimale Verfeinerungsstrategie.
Diese ist ungefihr At ~ H'2 = (h/e)*2.

Damit wurde die zu der quasilinearen parabolischen Gleichung (6.1) gehorende, mit dem im-
pliziten Euler-Verfahren in der Zeit diskretisierte und mit Hilfe analytischer und numerischer
Homogenisierung hergeleitete semidiskrete homogenisierte Gleichung mit der FE-HMM
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Abbildung 6.3.: Der Fehler |u’ — 1| £2(Q) fir die Losung des homogenisierten Testprob-

lems (6.38) mit der FE-HMM mit H = h/e = 27> sowie verschiedenen
Zeitschritten At.

gelost. Es wurde gezeigt, dass sowohl im Ort aus als auch in der Zeit die bewiesenen bzw.
erwarteten Konvergenzordnungen, fiir das in deal.Il mit dem in Kapitel 5.2 vorgestellten Al-
gorithmus implementierte Verfahren, erreicht werden. Damit ist die Bearbeitung des zweiten
Punktes der in der Einleitung erwahnten Zielsetzungen dieser Arbeit, also die Erweiterung der
FE-HMM auf Probleme mit mehreren unstetigen und nichtlinearen Multiskalen-Koeffizienten,
vollendet. Es bleibt somit nur der dritte Punkt, die Anwendung der entwickelten Methode auf
thermische Simulationen in LIB, {ibrig. Dieser wird im nachsten Kapitel bearbeitet.
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(a) At-Verfeinerung fiir festes H = h/e. (b) H = h/e-Verfeinerung fiir festes At.

Abbildung 6.4.: Der Fehler |u® — u|| £2(Q) fur die Losung des homogenisierten Testprob-
lems (6.38) mit der FE-HMM mit fester Orts- und variierender Zeitdiskre-
tisierung, Abbildung 6.4a, sowie mit fester Zeit- und variierender Orts-
diskretisierung, Abbildung 6.4b.
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7. Numerische Ergebnisse - Losung des
Batterieproblems

In diesem Kapitel wird mit Hilfe der in Kapitel 6 vorgestellten Methode das Batteriepro-
blem (3.1) aus Kapitel 3 homogenisiert und die homogenisierte Gleichung fiir verschiedene
Randbedingungen und rechte Seiten gelost. Um diese Methode anwenden und die homogeni-
sierte Gleichung mit der FE-HMM nach dem optimierten Algorithmus aus Kapitel 5 16sen zu
konnen, wird in Kapitel 7.1 zunachst identifiziert, welcher physikalischer Parameter welchen
Koeffizienten der Methode entspricht. Fiir die nach Anhang A entdimensionalisierten Koeffi-
zienten wird gezeigt, dass sie die fiir die Existenz des homogenisierten Problems notwendigen
Bedingungen aus Kapitel 6, die Bedingungen (6.2)—(6.5), erfiillen und die Annahme (6.8) iiber
die Beschranktheit der Losung gerechtfertigt ist. Nachdem die Anwendbarkeit der Methode
gezeigt wurde, wird in Kapitel 7.2 an einer vereinfachten Geometrie untersucht, inwieweit
eine Multiskalen-Methode fiir das Batterieproblem von Vorteil ist. Als Abschluss der Arbeit
werden Ergebnisse fiir die vollstandige 2D- und 3D-Geometrie prasentiert. Dabei werden
ausgewahlte Anwendungsfille simuliert, die die vielseitige Einsetzbarkeit der Methode zeigen.

Um die Diskussion iiber das Batterieproblem zu erleichtern, wird es an dieser Stelle kurz
wiederholt. Gesucht ist die zeit- und ortsabhangige Temperatur T, die

p(x) 8t(cp (x,T)T) =V-(A(x,T) VT) + Qse(x,T) fiir alle (t,x) € Q,_, (7.1)

erfiillt. Dabei ist Q die in Kapitel 3.2 vorgestellte, in Abbildung 3.4 gezeigte und im Anhang A,
in Gleichung (A.2) definierte Geometrie der Batterie. Im Kapitel 7.2 wird das in Gleichung (A.1)
definierte vereinfachte Gebiet, welches den Stack darstellt, verwendet. p ist die Dichte, c,
die spezifische Wirmekapazitit, A die Warmeleitfihigkeit und Qg der Warmequellterm.
Diese Koeffizienten und ihre Abhéngigkeiten wurden in Kapitel 3.3 diskutiert. Die Mafle
der Batterie, bzw. ihrer Komponenten, sowie die Werte der Koeffizienten und die Parameter
des nichtlinearen Quellterms sind im Anhang A in Tabelle A.1, Tabelle A.2, Tabelle A.3 und
Gleichung (A.4) angegeben. Die nichtlinearen Ausdriicke fiir A und ¢, sind in Gleichung (3.4)
aufgefiihrt. Diese werden wihrend des ganzen Kapitels verwendet. Alle Koeffizienten hangen
von den Schichten bzw. von den Komponenten der Batterie ab und sind somit unstetig in der
Ortsvariable. Auflerdem sind alle aufier p nichtlinear in der Temperatur. Der Warmequellterm
Qgre Wird im Aktivmaterial entweder durch den Ausdruck (3.5) oder durch den Ausdruck (3.6)
beschrieben. Im ersten Fall wird er als Ql,src, M und im zweiten als Qz,src, AM bezeichnet. Falls
nicht explizit erwahnt ist welches erc, am im betrachteten Anwendungsfall verwendet wird,
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wird Q3 ¢re am benutzt. Der Grund dafiir ist, dass Qy grc oM nur unter den in Kapitel 3.3 disku-
tierten speziellen Rand- und Anfangsbedingungen giiltig ist, Q1 s;c am aber auch fiir andere
verwendet werden kann. Die zu Gleichung (7.1) gehdrende Anfangs- und Randbedingungen
werden immer bei der konkreten Anwendung angegeben.

Es ist wichtig zu wiederholen, dass, wie es in Kapitel 4.2.1 diskutiert wurde, der Parameter
der kleinen Skala € als die Dicke der Einheitszelle (Abbildung 3.4 rechts) der Batterie definiert
wird.

7.1. Homogenisierung und Losung der Gleichung

Bevor gezeigt wird, dass die Koeflizienten die Bedingungen aus Kapitel 6 erfiillen, wird zu-
nachst Annahme (6.8) fiir die Losung von Gleichung (7.1) gerechtfertigt. Wie es im Anhang C
gezeigt wird, kann die Losung des Batterieproblems (7.1) in der £*(Q)-Norm mit Hilfe des
Vergleichsprinzips nach oben und unten beschriankt werden. Es ergibt sich abhangig von
dem genauen Anwendungsfall, also abhédngig von der Wahl des Quellterm, der Simulati-
onszeit sowie der Rand- und Anfangswerte, nach Anhang C fiir T in der £*-Norm eine
untere Schranke M; € (259.5,262] und eine oberen Schranke M, € (298.15.5,343.15]. Diese
entsprechen den in Kapitel 3.3 erwahnten realen Bedingungen, unter denen LIB verwendet
werden sollen. Somit konnen die Bedingungen an den Koeffizienten unter dieser Annahme
gepriift werden. Hier wird nur der Stack, also der Fall wo Q tiber Gleichung (A.1) definiert
ist, betrachtet. Der Grund dafiir ist, dass nur in diesem Teil der Batterie die Koeffizienten,
die die Materialeigenschaften beschreiben, einen Multiskalencharakter aufweisen und somit
eine Multiskalen-Methode nur hier notwendig ist. Wie das Problem fiir die komplette Geome-
trie, also wo Q iiber Gleichung (A.2) definiert wird, gelost werden kann, wird in Kapitel 7.3
diskutiert.

Zunachst wird der Fall Ql,src, am betrachtet, bei dem Qg im Aktivmaterial in T konstant
ist. Damit folgt aus dem Vergleich von Gleichung (7.1) und Gleichung (6.1), dass sich die
Produkte p(x) ¢, (x, T) T und p(x) cp(x, T) als b(x, T) und be (x,T) sowie A(x, T) als a®(x, T)
und Qg (x) als f€(x) identifizieren lassen.

Mit dieser Identifizierung kénnen nun die Bedingungen (6.2)-(6.5) tiberpriift werden. Da
die nichtlinearen Koeffizienten stetig in T sind, ist auch das Produkt p(x) ¢, (x, T) stetig in T.
Somit ist sowohl A als auch pc,, iiber Q X [Mj, My] beschréankt. Es bleibt noch A € M(Q,0,0)
fir 0 < 6 < ©, die Lipschitz-Stetigkeit in T von A, die Beschrankheit nach unten sowie die
Monotonie von pcp, tiber [M;, Ms] fiir jedes x € Q in der zweiten Variable zu zeigen. Da in
den Ableiterschichten alle Koeffizienten konstant sind, sind dort alle Bedingungen erfiillt. Da
sowohl Aan 1 als auch Ay im Aktivmaterial fir T € [M;, M;] monoton fallend sind, gilt fiir
£ e RY

min{Aan ) (Mz), Aam,L (M2) HE? < Aani(x, T)E - € < max{Aawm ) (Mr), Aam,o (M) }EP.
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Daraus folgt A € M(Q, 6, ©) mit
6 = min{Aan | (Mz), Aam, 1 (M2), Acce, Aacc} = 1.
und
© = max{Aanm, (M), Aam L (M1), Acce, Aacc} = 400.
Auflerdem gelten fiir T, T, € [M;, M,] wie im Anhang C
|Aan ) (%, Th) = Aamy (x, T2)| = | = 0.0015(T; — T3)| < 0.0015|T; — T
und mit
Aamt (6 T7) = Aama (%, )| = | — 1.4425 - 1074(Ty — To)| < 1.4425-107*|T; — Ty.

Somit ist A in jeder Komponente Lipschitz-stetig in T mit Lipschitz-Konstante C;, = 0.0015 und
Bedingung (6.2) ist erfiillt. Fiir die Ableitung von pc, nach T gilt fiir x € Q nach Gleichung (3.4)
analog zu Anhang C

%(p(x) cp(x,T)) = p(x)(1.0257 - 107*T +2.5216).

Da p > 0 gilt, ist dieser Ausdruck fiir T € [My, M,] fir jedes x € Q positiv. Somit ist das
Produkt pcy, iiber [Mi, M;] in der zweiten Variable monoton wachsend. Daraus folgt, dass das
Minimum von pc;, in M; und das Maximum in M, angenommen wird. Somit gilt

1.87 - 10° & pam cp(x, 259.5) < p(x) cp(x, T) < pam cp(x, 343.15) ~ 2.4 - 10°, (7.2)
Daraus folgt, dass A; < pc, < Ay mit

A1 = min{1.87 - 10°, pcceep cec, paccepace} ~ 1.87 - 10°

und mit

A, = max{2.4 - 10°, pcceepcec, paccepace} & 3.4 - 10°

gilt ist und die Bedingungen (6.3) und (6.4) erfillt sind. Da Ql,src, am schichtweise konstant ist
und als Anfangsbedingung in dieser Arbeit entweder konstante oder polynomielle Tempera-
turverldufe gewihlt werden, ist auch Bedingung (6.5) erfillt.

Falls der Warmequellterm Qz,src, am betrachtet wird, also falls Qg nichtlinear in T ist, wird
wieder p(x) cp(x,T) T als b¢(x, T) und A(x, T) als a®(x, T) identifiziert. Jedoch wird nach Glei-
chung (6.36) das Produkt (p(x) cp(x, T) — AtQzsre.am(x, T) T) als b€ (x, T) und (p(x) cp(x, T) -

%Qg,src,AM (x, T)) als b*€ (x,T) bestimmt. Dabei ist At der beim impliziten Euler-Verfahren
verwendete Zeitschritt. Wie es im Fall von Q'l,src, Am gezeigt wurde, erfiillt A die notwendigen
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Bedingungen und pc;, ist monoton wachsend iiber [M;, M;]. Es bleibt noch die Beschrénktheit

von b*€ nach unten und nach oben fiir T € [Mi, M;] und x € Q zu zeigen. Abbildung 7.1
zeigt fiir beide in dieser Arbeit betrachteten Fille Q; s;c oM mit den Parametern aus Anhang A.
Es wird festgestellt, dass Qs e am iiber [My, M,] fiir beide Fille nach unten durch 100 und
nach oben durch 1.5 - 10° beschrinkt ist. Diese Tatsache lisst sich auch mit Hilfe von Ex-
tremwertberechnungen nachpriifen. Abbildung 7.1 zeigt die Notwendigkeit des nichtlinearen
Quellterms, da dieser fir niedrigere Temperaturen ungefiahr um den Faktor zwei grofier ist als
fiir hohere Temperaturen. Da nach Gleichung (7.2) pe, sowohl nach unten durch 1.87 - 10° als
auch nach oben durch 8.4 - 10° beschrinkt ist, ist auch pep — %Qz,src, am sowohl nach unten
als auch nach oben fir jedes hinreichend kleine At > 0 beschrankt. Eine obere Schranke fiir
At ergibt sich dann aus der Bedingung pc, — %QZSR,AM > 0. Daraus folgt At < 10°. Damit
sind Bedingungen (6.3) und (6.4) auch fiir diesen Fall fiir 0 < At < 10° erfiillt. Somit wurden
alle fiir die Existenz des homogenisierten Problems notwendigen Bedingungen aus Kapitel 6
an die Koeffizienten nachgepriift und die Methode aus Kapitel 6 kann angewendet werden.

104 -10*
T T
1F | 1h
e 08| e 08|
~ ~
= =
= 0.6F = 0.6F
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g 0.4+ g 0.4+
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260 280 300 320 340 260 280 300 320 340
T/K T/K

(a) Qz,src, am(T) fir homogene Dirichlet-Rand- (b) Qz,src,AM(T) fiir inhomogene Dirichlet-Rand-
bedingungen. bedingungen.

Abbildung 7.1.: Der Warmequellterm Qg,src, aMm fur die beiden in dieser Arbeit betrachteten
Dirichlet-Randbedingungen.
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Um die semidiskrete homogenisierte Gleichung aufstellen zu konnen, werden die homoge-
nisierten Koeffizienten berechnet. Nach Gleichung (6.15) und Gleichung (6.14) gilt

(o)1) f p()cyloT) d

1 hacc hacc+ham
=- / paccep.acc dx + / pamcpam(x, T) dx
0

€ hacc
hacc+ham+hcce € (7.3)
+ / pcecep,cce dx + / pAMCp,AM(xs T) dx)
hacctham hacc+ham+hece
1
== haccpaccep.acc + hecepeccepcee + 2hampamep am(T) |-
Analog werden
Q?,src(T) = f Ql,src(x’ T) dx
€Y
hacctham 0 € .
- / Ot sre,am (6, T) dx + / Qtsream (%, T) dx (7.4)
hacc hacc+ham+hcce
1 . 6 ham
= —2hamO1,srcam(T) = =
€ € [Vam|
und
Q(z),src(T) = QZ,src (x’ T) dx
€Y
hacctham 0 € "
= / Q2,src,AM (x’ T) dx + / QZ,src,AM (x9 T) dx (7‘5)
hacc hacc+ham+hcce
1 .
= EZhAMQZ,src,AM(T)

berechnet. Fiir die letzten Gleichheit bei der Berechnung von Q?)m wurde Gleichung (3.6)
verwendet. Die Ausdriicke in den Gleichungen (7.3), (7.4) und (7.5) konnen fiir ein gegebenes
€, wie es beim Batterieproblem (7.1) der Fall ist, explizit berechnet werden. Damit kann
die semidiskrete homogenisierte Gleichung fiir n € {1,..., N} analog zu Kapitel 6.2 unter

Verwendung des impliziten Euler-Verfahrens mit der Naherung

(pcp)O(TO,n)TO,n _ (pcp)O(TO,(n—l))TO,(n—l)

1 ((pey) " (1°")T°") =

mit

T%(x) := Ty(x) fur alle x € Q
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als
at((pcp)o(To’”)TO’”) — V- (A(T*VT") = Q2. (T fir alle x € Q (7.6)

geschrieben werden. Dabei ist, wie auch in Kapitel 6.2, A° der homogenisierte Koeffizient,
der analytisch im Allgemeinen nicht berechnet werden kann. Um Gleichung (7.6) in jedem
Zeitschritt mit der FE-HMM zu l6sen, werden analog zu Kapitel 6.1.2 fiir He (VFlE(Q, Tr) die
Linearform

Fyypa(2) = / (pep)* (T (x)) T (x) 2 (x) dx
Q
und die Bilinearform

Bua 0572 = [ ((pep)" (07005 () = Q8 @) )
(7.7)

J
0> o (07 (e ) VI (e ) - V2 (g )
KeTg j=1

definiert. Dabei wird /110<j nach Gleichung (5.12) berechnet. Damit wird in jedem Zeitschritt,
also fir n € {1,..., N}, die Losung von

By pat(TOM T 2 = Flp (Z7) fiir alle 27 € Vi (Q, Tn) (7.8)

gesucht. Falls fiir Qg der konstante Ausdruck Q; ¢ verwendet wird, ist in Gleichung (7.4)
der Term QY konstant und kann statt der Bilinearform der Linearform zugeordnet werden.

7.2. Ergebnisse - Stack

In diesem Kapitel wird untersucht, ob es von Vorteil ist, die in den Kapiteln 5 und 6 entwickel-
te Methode auf das Batterieproblem (7.1) anzuwenden. Dazu wird zunéchst festgelegt, in
welchem Sinne die Anwendung sich lohnen soll und die Kriterien dafiir definiert. Danach
wird nur der Stack der Batterie, also der Teil der Batterie, in dem sich die verschiedenen
Schichten befinden, mit verschiedenen Randbedingungen nach den festgelegten Kriterien
untersucht. Es werden drei Methoden verglichen: Die Standard-FEM mit Ordnung p = 1,
die FE-HMM und die layered Battery FOAM (LBF). Letztere ist im Rahmen einer vom Autor
betreuten HiWi-Tatigkeit entstanden, basiert auf der FVM, wurde in OpenFOAM entwickelt
und in [136] fiir den Fall von linearen Koeffizienten vorgestellt. Fiir den Vergleich wird die
Schichtzahl bei derselben Hohe der Zelle variiert. Es werden aufler der realen Zelle mit
N = 133 Schichten, die Schichtzahlen N = 73 und N = 265 betrachtet. Das bedeutet eine

94



7. Numerische Ergebnisse — Losung des Batterieproblems

Anderung der Parameters ¢, die der Dicke der Einheitszelle der Batterie entspricht. Aus den
Werten aus Anhang A kann dieser als

€73 = 0.000463694,
€133 = 0.0002255, (7.9)
€265 = 0.000112917

berechnet werden. Fiir die reale Zelle, also im Fall N = 133, wird auflerdem das Konvergenz-
verhalten fiir verschiedene Verfeinerungen des Mikro- und Makro-Gitters untersucht. Es wird
der Frage nachgegangen, ob fiir das Batterierproblem (7.1) auch die simultane Verfeinerung
des Mikro- und Makro-Gitters, in einem noch zu definierenden Sinne, die beste Resultate
liefert. Dies war in Kapitel 5.2 und Kapitel 6.1.3 fiir die Testprobleme, dessen Losung und
Koeffizienten die gestellten Bedingungen erfiillten, der Fall.

In den Kapiteln 5 und 6 wurden Testprobleme, deren homogenisierte Gleichungen eine
analytische Losung besitzen, betrachtet. Anhand diesen wurde das Konvergenzverhalten der
entwickelten Methoden untersucht. Fiir das Batterieproblem (7.1) existiert das homogenisierte
Problem explizit nicht, d.h. die Koeffizienten konnen nicht explizit angegeben werden. Somit
existiert auch keine dazugehorige analytische Losung. Deshalb ist das in den Kapiteln 5 und 6
angewendete Vorgehen hier nicht anwendbar. Aus demselben Grund lasst sich auch keine
numerische Referenzlosung fiir das homogenisierte Problem berechnen. Allerdings gilt nach
[95, Kap. 1.4] im elliptischen Fall unter Regularitatsvoraussetzungen an die Losung des nicht
homogenisierten, T¢, und des homogenisierten Problem, TO,

|T€ - T°||£2(Q) < Ce.

Diese Aussage lasst sich mit Hilfe einer asymptotischen Entwicklung, wie es in Kapitel 4.2.2
vorgefiihrt wurde, zeigen. Falls die Bedingungen (4.36)—(4.41) aus Kapitel 4.3.4 erfiillt sind,
folgt daraus mit der Dreiecksungleichung und den in Kapitel 4.3.4 vorgestellten Fehlerab-
schitzungen (4.42) fiir p = ¢ = 1 und fiir die Losung des homogenisierten Problems T

"TG - TH"_EZ(Q) = "Te ~T0+T° - Th"£2(Q)
(7.10)

< "Te - TOHLZ(Q) + "TO - THHLZ

@ < C(6+H2 +h/€2).

Wie auch schon die fiir die erste Abschéatzung notwendige Bedingungen, beinhalten auch die
Bedingungen (4.36)-(4.41) Regularitiatsbedingungen an die homogenisierte Losung und an die
homogenisierten Koeffizienten, die in den Anwendungen in der Regel nicht erfiillt sind. Somit
kann die Ordnung zwei aus der Ungleichung (7.10) nicht erwartet werden. Allerdings bedeutet
diese Ungleichung, dass die mit der FE-HMM berechnete Losung T und die Losung des nicht
homogenisierten Problems T¢ fiir €, H, h/e — 0 gegeneinander konvergieren. Da auch die mit
der Standard-FEM in deal.ll und der FVM in OpenFOAM berechneten Losungen des nicht
homogenisierten Problems fir H < € und H — 0 gegen T¢ konvergieren, wie es in Kapitel 4.1
gezeigt wurde, konnen diese drei Losungen anhand des £2-Fehler beziiglich T¢ verglichen
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werden. Der Grund fiir die Wahl der £2-Norm ist, dass fiir die H'-Norm T€ — T° fire — 0
nicht gilt, da die Gradienten der Oszillation auf der feinen Skala von TO nicht erfasst werden.
Um diese auch zu erfassen und somit eine starke Konvergenz in der HH'-Norm zu erreichen,
werden sogenannte Korrektoren benétigt. Diese beinhalten Informationen iiber die feine Skala
und kénnen mit demselben Rechenaufwand wie die homogenisierte Losung berechnet werden.
Sie werden unter anderem in [5, Kap. 3.3.3] diskutiert, wo auch ihre Definition gegeben und
aus Folge dessen der genannte Rechenaufwand begriindet wird. Da das Ziel dieser Arbeit die
effiziente Berechnung der homogenisierten Losung des Batterieproblems (7.1) ist, werden
diese Korrektoren hier nicht beriicksichtigt und somit wird der Fehler beziiglich der £2-Norm
betrachtet.

Die Idee fiir den Vergleich von T¢ und T° im elliptischen Fall wird auf das Batterieproblem
iibertragen. Da dieses ein zeitabhangiges Problem ist, wiirde in der Fehlerabschatzung auch
der Fehler des in Kapitel 6.2 diskutierten Impliziten-Euler-Verfahren vorkommen. Allerdings
ist hier hauptsachlich der raumliche Fehler von Interesse. Deshalb wird fiir die zeitliche
Diskretisierung aller drei Methoden ein solcher Zeitschritt verwendet, dass der Fehler vom
raumlichen Fehler dominiert wird. Wie dieser gew#hlt wird, wird nachdem die Fehlergrenze
fir den rdaumlichen Fehler festgelegt wurde, bestimmt. Da neben dem homogenisierten
auch das nicht homogenisierte Problem keine bekannte analytische Losung besitzt, wird als
Referenzlosung eine hochaufgeldste Standard-FEM-Losung hoherer Ordnung verwendet. Um
bei jeder betrachteten Zelle, also mit N = 73, N = 133 und N = 265 Schichten, jede Schicht
aufzulsen, wird fiir die Referenzlosung das Gitter in beide Raumrichtungen elfmal halbiert,
woraus sich die normierte Gitterweite

hRef

—=¢ o (7.11
dlam(QStack) )

hRef,norm =
mit der Gitterweite der Referenzlosung hger und dem Durchmesser des Stacks diam(Qgack)
ergibt. Dabei wird das Gebiet Qs,ck in Gleichung (A.1) definiert. Auflerdem wird als Finite-
Elemente-Ordnung p = 3 verwendet.

Es ist wichtig zu erwahnen, dass die Konvergenz in Gleichung (7.10) unter den notwendigen
Bedingungen nur fiir €, H, h — 0 gilt. Deshalb wird der Fehler fiir ein festes € > 0, wie es z.B.
beim Batterieproblem (7.1) gewahlt wird, nicht beliebig klein. Allerdings wird das auch nicht
benotigt, da der Fehler nur eine gewisse Schranke unterschreiten soll. Diese wird anhand
der Anwendungen bestimmt. Am TVT am KIT, auf dessen Arbeiten das Batteriemodell aus
Kapitel 3 basiert, werden zur Messung der Temperatur der Batterien oft Thermoelemente vom
Typ K [135, Kap. 1-2] verwendet. Diese sind nach [135, Tabelle 12] bis auf 1.5 K genau. Sie
werden am TVT so kalibriert, dass sie eine Genauigkeit von anndhernd 0.1 K erreichen [118].
Wird dieser Wert als Fehlerwert iber den ganzen Stack angenommen, ergibt sich daraus
mit der Raumtemperatur 298.15K (25 °C), der in vielen Anwendungsfillen als Anfangswert
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dienen wird, als Referenzwert ein relativer Fehler von

( fQStack 0.1 dx) E

eIt r2 o) = - = 0.00033. (7.12)
( ]Qsmk 298.15 dx)

Mit der Betrachtung des relativen Fehlers wird erreicht, dass der Fehler unabhangig von der
genauen Geometrie ist. Da in den Anwendungen der maximale Fehler auch von Interesse
ist und dieser bei einem kleinen relativen £2-Fehler beliebig grofi werden kann, wird zu-
sitzlich zum relativen £2-Fehler auch der £®-Fehler betrachtet. Dieser soll kleiner als die
Messgenauigkeit der Thermoelemente sein, also kleiner als 0.1 K. Somit gilt

err o := 0.1. (7.13)

Das bedeutet, dass punktuell grofle Abweichungen vermieden werden. Somit ist das am
Anfang des Kapitels erwihnte Kriterium: Ein relativer £2-Fehler kleiner als 0.00033, vergleiche
Gleichung (7.12), und ein £*-Fehler kleiner als 0.1, vergleiche Gleichung (7.13), beztiglich der
Referenzlosung. Die Losungen der drei Methoden werden beziiglich der Rechenzeit verglichen,
die benotigt wird, um dieses Kriterium zu erreichen. Um nur dem raumlichen Fehler betrachten
zu konnen, wird der Zeitschritt so gewahlt, dass der Gesamtfehler, mindestens so lange bis
dieses Kriterium nicht erreicht wird, vom Ersteren dominiert wird. Somit wird hier der
normierte Zeitschritt At = teA_ntd = 107*, vergleiche Gleichung (6.39), gewihlt. Sie wird wihrend
des ganzen Kapitels verwendet. Mit diesem Zeitschritt wird sowohl die Referenzlosung, als
auch die Losungen der drei Methoden berechnet. Es wird ein Zeitraum von 10 s simuliert,
es gilt also tepng = 10s. Das Im Folgenden wird fiir zwei verschiedene Kithlmoglichkeiten,
die iiber die Randbedingungen umgesetzt werden, untersucht ob sich die Anwendung der
FE-HMM fiir das Batterieproblem (7.1) lohnt. Da bei diesen nur der Quellterm Qz,src, AM aus
Gleichung (3.6) giiltig ist, wird in dem ganzen Kapitel dieser verwendet.

In diesem Kapitel werden Punkte in R fiird = 2 alsx = (X, Y) und fiird = 3als x = (X, Y, Z)
dargestellt.

7.2.1. Bodenkiihlung

Als erstes wird der Fall der Bodenkiihlung des Stacks durch eine Kiihlplatte untersucht. Dies
entspricht am ganzen unteren Rand, d.h. bei Y = 0, konstanten Dirichlet-Randbedingungen
und an allen anderen Teilen des Randes homogenenen Neumann-Randbedingungen, verglei-
che Abbildung 7.2. Die Anfangstemperatur Tj betragt konstant 298 K, was einer Raumtempe-
ratur von 24.85 °C entspricht. Somit gelten fiir das betrachte Gebiet Qs;,ck aus Gleichung (A.1)

aQD,Boden,Stack = [0’ 0~112] X {O}:

(7.14)
aQN,Boden,Stack = 0Q \ aQD,Boden,Stack
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sowie
TBC(t’ x) =293.15 fiir alle (t» x) € (0, tend) X aQD,Boden, Stacks
QBC(t, X) =0 fiir alle (ta X) € (0: tend) X aQN,Boden, Stacks (7-15)
To(x) = 298 fur alle x € Qgtack.
0.0074639 OO Boden, Stack
aQN,Bod(—:‘n,Stack QStaCk aQN,Boden,Stack

0 0.112

89D,Boden,Stack
Abbildung 7.2.: Das Gebiet Qg mit dem entsprechend fiir den Fall der Bodenkiihlung
aufgeteilten Rand.

Gleichung (7.15) zeigt, dass die Anfangsbedingung die Randbedingungen nicht erfillt. Um
dies zu gewdhrleisten wird die Anfangsbedingung modifiziert. Es wird in einer € hohen
Schicht durch ein Polynom dritten Grades ersetzt. Somit wird

To(x) +cY2+dY3, Y <e,

TO,Boden(x) = { To(x), sonst,

(7.16)

mit ¢ = 3W und d = —ZM definiert. Dieser Anfangswert erfiillt die Rand-
bedingungen, ist stetig und seine Normalenableitung am Dirichlet-Rand ist gleich Null. Die
letzte Tatsache wird in Kapitel 7.3 verwendet, wo nicht am kompletten unteren Rand Dirichlet-
Randbedingungen aufgeprigt werden.

Abbildung 7.3 zeigt die Referenzlosung fiir den Stack mit 133 Schichten nach t = 10 s mit dem
normierten Zeitschritt At = 107 und soll als Veranschaulichung des Abkiithlungsprozesses
dienen. Dabei wurden die Rand- und Anfangsbedingungen aus den Gleichungen (7.15) und
(7.16) verwendet.

293 294 295 296 297 298

Abbildung 7.3.: Referenzlésung mit At = 10~* und Agegnorm = 27! des Batterieprob-
lems (7.1) fiir den Stack mit N = 133 Schichten, d.h. €133 = 0.0002255 und
Qstack, fur die Bodenkiithlung, d.h. 9Qp = dQp poden stack und
OQN = 9N Boden Stack aus Gleichung (7.14) sowie die Rand- und Anfangs-
bedingungen aus den Gleichungen (7.15) und (7.16) bei t = 10s.
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Abbildung 7.4a zeigt den Verlauf der Referenzlosung in der Mitte des Stacks in Y-Richtung.
Es ist zu erkennen, dass der Stack ausgehend von dem unteren Rand abkiihlt, wobei die
Abkiihlung durch den Quellterm, also der Warmeerzeugung in der Batterie, verlangsamt
wird. Wie grof der Einfluss des Quellterms ist, wird in Kapitel 7.3 untersucht. Der Verlauf der
Referenzlosung in der Mitte der Batterie wird in Abbildung 7.4b niaher angeschaut. Dort sind
die wegen der Schichten, bzw. wegen der unterschiedlichen Materialeigenschaften dieser,
auftretenden Oszillationen zu erkennen. Die Warmeleitfahigkeit, vergleiche Tabelle A.2 und
Formel (3.4), ist in den diinneren Ableiterschichten deutlich grofler als im Aktivmaterial.
Deshalb wird dort die Warme besser geleitet. Aus diesem Grund bildet sich dort kein bzw.
nur ein kleiner Temperaturgradient, was in diesen Schichten zu einer nahezu konstanten
Temperatur fithrt. Diese Oszillationen werden zwar von der FE-HMM-Ldsung, wie es in
Abbildung 7.5 zu sehen ist, nicht abgebildet. Jedoch wird der Verlauf, also die Losung des
homogenisierten Problems, unter Beriicksichtigung der Warmeleitfahigkeit der verschiedenen
Schichten durch die Mikrolosungen wiedergegeben. Die FE-HMM-L6sung wurde mit der
Makro- und Mikro-Gitterweite, die fiir das Unterschreiten der Fehlerschranken notwendig ist
und im nichsten Abschnitt diskutiert wird, berechnet.

298 : 297.8
297 |
297.6
N
= 297.4
295 |
294 8 297.2 | |
| | | |
203 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4
8 Y/m ,10—3

Y/m .10—3

(b) Der Ausschnitt Y € [0.001 m,0.002 m] der
(a) Referenzlosung bei X = 0.056 m.

Referenzlosung bei X = 0.056 m.

Abbildung 7.4.: Die in Abbildung 7.3 dargestellte Referenzlosung des Batterieproblems (7.1)
in Y-Richtung fiir Bodenkiihlung bei t = 10 s fiir den Stack mit N = 133
Schichten bei X = 0.056 m, Abbildung 7.4a, und der Ausschnitt
Y € [0.003m,0.004 m], Abbildung 7.4b, davon.

Tabelle 7.1 zeigt die durchschnittliche Gesamtrechenzeit pro Zeitschritt, die Anzahl der
Freiheitsgrade (Dofs), im Falle der FE-HMM die Anzahl der Makro-Freiheitsgrade, und die
durchschnittliche Anzahl der CG-Schritte pro Newton-Iteration, die bei den verschiedenen
Methoden, um die genannten Fehlergrenzen aus den Gleichungen (7.12) und (7.13) beztiglich
der Referenzlosung bei t = 10 s mit einem normierten Zeitschritt At = 1074, zu unterschreiten,
benoétigt werden. Fir die FE-HMM wurde fiir die Verfeinerung des Makro- und Mikro-Gitters
die simultane Verfeinerung, also h/e = H, gewahlt, da dies fiir die Testprobleme in Kapitel 5.2
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298

294

293

Abbildung 7.5.: Die mit At =104 und h /€ = Hyorm = 2”* homogenisierte Losung des
Batterieproblems (7.1) in Y-Richtung fiir Bodenkiihlung bei t = 10 s fiir den
Stack mit N = 133 Schichten, d.h. €133 = 0.0002255, bei X = 0.056 m.

optimale Ergebnisse geliefert hat. Ob mit einer anderen Verfeinerungsstrategie bessere Ergeb-
nisse erreicht werden konnen, wir spater in diesem Kapitel untersucht. Um die Fehlergrenzen
zu unterschreiten, wurden bei der Standard-FEM- und der LBF-Losung bei N = 73 Schichten
8, bei der Standard-FEM bei N = 133 Schichten 9 und bei N = 265 Schichten 10 Halbierungen
des Gitters benétigt, bei der FE-HMM-Losung immer nur 4. Dies entspricht bei den Ersteren
Verfahren der normierten Gitterweite, vergleiche Gleichung (7.11), Anorm = 272, hnorm = 27°
und Aporm = 2719, beim Letzteren Hy oy = 274, Daraus folgen die Anzahl der Freiheitsgrade die
in Tabelle 7.1 zu sehen sind. An der Tabelle ist es erkennen, dass sogar bei einer Schichtzahl
von N = 73 die FE-HMM-Losung ungefihr genauso schnell wie die Standard-FEM-Lésung zu
berechnen ist. Bei einer hoheren Schichtzahl ist die FE-HMM schneller. Im Vergleich dazu ist
die LBF fiir N = 73 Schichten schneller als die anderen Loser. Das liegt daran, dass bei der
LBF nichtlineare Probleme linearisiert werden und damit kein Newton-Verfahren zum Lisen
des nichtlinearen Problems verwendet wird. Das fihrt einerseits zu der kurzen Rechenzeit die
bei N = 73 zu beobachten ist, andererseits dazu, dass in den anderen Fallen die vorgegebene
Fehlerschranken, vergleiche Gleichung (7.12) und Gleichung (7.13), auch mit einer héheren
Auflésung des Gitters nicht unterschritten werden konnen. Dieses Problem konnte mit der
Wahl von kleineren Zeitschritten umgangen werden. Dies wird aber in dieser Arbeit nicht
betrachtet.
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Tabelle 7.1.: Benotigte durchschnittliche Gesamtrechenzeit pro Zeitschritt in Sekunden sowie
Anzahl der CG-Schritte pro Newton-Iteration (CG) und Anzahl der Freiheits-
grade (Dofs), um bei verschiedenen Methoden den vorgegebenen £2- und
L*-Fehler, vergleiche Gleichung (7.12) und Gleichung (7.13), beztiglich der
Referenzlosung des Batterieproblems (7.1) bei gegebener Schichtzahl N und
Bodenkiihlung zu erreichen.

N=73 N=133 N=265

Methode | Zeit | Dofs | CG | Zeit Dofs | CG | Zeit Dofs | CG

LBF 0.416 | 65536 | 16 - - - - - -
FEM 2.255 | 66049 | 27 | 14.707 | 263169 | 64 | 89.312 | 1050625 | 123
FE-HMM | 2.11 289 2 2.262 289 2 3.11 289 2

Zwei wichtige Aspekte, die die Rechenzeit der Methoden beeinflussen sind die Anzahl
der benétigten Newton-Iteration und die Anzahl der benoétigten CG-Schritte um in einem
Newton-Schritt das LGS zu l6sen. Die Anzahl der Newton-Schritte ist bei der FEM und bei der
FE-HMM iiber die Zeit konstant drei, abgesehen von der FE-HMM im Fall N = 265, dort ist
sie konstant vier. Das fithrt auch zu der etwas ldngeren Rechenzeit der FE-HMM bei N = 265
im Vergleich zu den anderen beiden Féllen. Aus dieser Anzahl lasst sich die quadratische Kon-
vergenz des Newton-Verfahrens folgern. Die Anzahl der CG-Schritte wird vom verwendeten
Vorkonditionierer beeinflusst. Wie es in Kapitel 5.2 diskutiert wurden, wird fiir die Mikropro-
bleme ein einziger Jacobi-Vorkonditionierer verwendet. Da das Makroproblem nur wenige
Freiheitsgrade hat, fithrt die Verwendung eines Vorkonditionierers nur zu einer minimalen
Reduzierung der Rechenzeit. Der Grund dafiir ist, dass die Rechenzeit, die tiber die reduzierten
Anzahl der CG-Schritte gewonnen wird, iiber die zur Berechnung des Vorkonditionierers
bendtigten Zeit fast ausgeglichen wird, da das Makroproblem im Gegensatz zu den Mikropro-
blemen nur einmal gelost wird. Die in der Tabelle 7.1 dargestellten Werte wurden mit einem
Jacobi-Vorkonditionierer fiir das Makroproblem berechnet. Dabei wurden im Durchschnitt
zwei CG-Schritte pro Newton-Iteration benétigt. Diese Zahlen werden auch in Tabelle 7.1
dargestellt. Bei der Standard-FEM wurde auch ein Jacobi-Vorkonditionierer verwendet. Die
daraus resultierende Anzahl an CG-Schritten ist auch in Tabelle 7.1 zu sehen. Bei der LBF
wurde der Precondtioned Diagonal Incomplete Cholesky (DIC) Vorkonditionierer verwendet
[81]. Dessen Anwendung fithrt im Vergleich zu der Standard-FEM zu einer geringeren Anzahl
an CG-Schritten.

Die in Tabelle 7.1 dargestellten Ergebnisse bedeuten, dass obwohl die Oszillationen von der
FE-HMM-L6sung nicht explizit abgebildet werden, die Losung des nicht homogenisierten
Problems im Sinne der Anwendungen hinreichend gut approximiert wird. Der Grund dafiir
ist, dass bei der Standard-FEM und bei dem LBF auch die diinnen Ableiterschichten mit dem
Gitter aufgelost werden miissen, was zu einer hohen Anzahl an Freiheitsgraden und somit zu
langeren Rechenzeiten fiihrt.
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Nachdem festgestellt wurde, dass die Anwendung der FE-HMM fiir das reale Batterieproblem,
also fiir N = 133 Schichten und €33 = 0.0002255, sich lohnt, wird das Konvergenzverhalten
der Methode fiir diesen Fall untersucht. Das Ziel ist dabei nach Moglichkeit eine bessere
Verfeinerungsstrategie fiir die Verfeinerung des Mikro- und Makro-Gitters zu finden als die
in Kapitel 4.3.4 anhand der Fehlerabschétzung (4.42) festgestellte und fiir Testprobleme in
Kapitel 5.2 verifizierte simultane Verfeinerung. Abbildung 7.6 zeigt den relativen £-Fehler
IT<, — TH| L2(Q)rel’ also den Fehler der FE-HMM-Lo6sung beziiglich der Referenzlosung fiir
verschiedene Makro- und feste Mikro-Gitterweiten, Abbildung 7.6a und umgekehrt, Abbil-
dung 7.6b. Es wird festgestellt, dass die theoretisch erwartete Konvergenzordnung zwei in
keinem der Félle erreicht wird. Das liegt daran, dass diese Ordnung nur unter Annahmen an
die homogenisierte Losung und an den nicht explizit bekannten homogenisierten Koeffizien-
ten gilt. Diese sind in dieser Anwendung nicht erfiillt. Weiter zeigt Abbildung 7.6a, dass bei
gegebener Mikro-Gitterweite die Verfeinerung des Makro-Gitters zu kaum einer Reduzierung
des Fehler fithrt. Im Gegensatz dazu reduziert sich fiir feste Makro-Gitterweiten Hy o, ab-
gesehen von einem Ausreifler bei Hyor = 272, der Fehler mit einer Ordnung die ungefihr
eins ist. Das zeigt, dass der Ortsfehler von dem Mikrofehler, also dem Fehler der beim Losen
der Mikroprobleme entsteht, dominiert wird. Es ist wichtig zu erwdhnen, dass der Fehler bei
diesem konkreten Anwendungsfall, also fiir €133 = 0.0002255 und der normierte Zeitschritt
At = 107*, fiir die Verfeinerung des Mikro- und Makro-Gitters in keinem der Félle gegen Null
konvergiert. Das liegt daran, dass der Fehler sowohl einen € als auch einen At = 10"*-Term
enthilt, die fiir kleinere Hyorm und h/e den Fehler dominieren werden. Somit wird hier, wie es
auch schon fiir die Berechnung fiir Tabelle 7.1 der Fall war, die Verfeinerung H = h/e = 2™*
als optimal fiir den Anwendungsfall identifiziert. Eine konkrete Verfeinerungsstrategie lasst
sich nicht herleiten.

7.2.2. Tabkiihlung

In dieser Arbeit wird neben der Boden- auch die Tabkiihlung der Batterie untersucht. Dabei
bildet sich der Temperaturgradient nicht wie bei der Bodenkiihlung senkrecht, sondern haupt-
sachlich parallel zu den Schichten. Aus diesem Grund wird untersucht, ob und welche Aus-
wirkung dies auf die Rechenzeiten hat, die um die Fehlergrenzen, Vergleiche Gleichung (7.12)
und (7.13), zu unterschreiten benétigt werden. Die Tabkithlung fiir den Stack, also fiir Qgack,
entspricht konstanten Dirichlet-Randbedingungen am linken und rechten Rand, also bei
X =0und X = 0.112, sowie homogenen Neumann-Randbedingungen an den anderen Teilen
des Randes, vergleiche Abbildung 7.7. Der Grund dafiir ist, dass der in Abbildung 3.4 auf der
linken Seite der Zelle zu sehende Tab eine viel hohere Warmeleitfahigkeit als die anderen
Komponenten der Batterie hat, vergleiche Tabelle A.2, und somit die an den Tabs aufgepragte
Temperatur iber die Ableiterschichten sich direkt auf die Seite des Stacks tibertragen lasst.
Die Anfangstemperatur Ty betragt, wie auch in Kapitel 7.2.1 bei der Bodenkiihlung, konstant
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== Hporm = 273

- /e =273 Lot O(Hporm)
L hle= 2-4 L*° Re O(Hr%orm) sl Hporm =274 |
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*
\
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. . IR
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Hnorm

(a) H-Verfeinerung fiir festes h/e. (b) h/e-Verfeinerung fur festes Hyorm-

£2-Fehler
L2-Fehler

1072 1071
h/e

Abbildung 7.6.: Der Fehler | T, — TH| L2 Qe fir die Losung des Batterieproblems (7.1) mit
der FE-HMM mit unterschiedlicher Verfeinerung des Makro- und Mikro-
Gitters fiir die Bodenkithlung des Stacks mit N = 133 Schichten, d.h.
€133 = 0.0002255, 0Qp = aQD,Boden,Stack und 9Qy = aQN,Boden,Stack aus
Gleichung (7.14) sowie die Rand- und Anfangsbedingungen aus den
Gleichungen (7.15) und (7.16) bei t = 10 s mit At =107

298 K. Somit gelten fiir das betrachte Gebiet Qstack aus Gleichung (A.1)

OO Tabstack == {0} X [0,0.0074639] U {0.112} x [0, 0.0074639], (717

aQN,Tab,Stack =99 \ aQD,Tab,Stack

sowie
TBC(ts x) =293.15 fir alle (t’ x) € (0’ tend) X aQD,Tab,Stacka
QBC(t’ x)=0 fur alle (t,x) € (0, teng) X aQN,Tab, Stacks (7.18)
To(x) = 298 fur alle x € Qgiack.
0.007 4639 OIN, Tab,Stack
082D, Tab,Stack Ostack OS2, Tab,Stack
0 OIN,Tab, Stack 0112

Abbildung 7.7.: Das Gebiet Qgt,ck mit dem entsprechend fiir den Fall der Tabkiithlung
aufgeteilten Rand.
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Die Anfangswerte werden analog zu Kapitel 7.2.1, Gleichung (7.15) so modifiziert, dass sie
die Randbedingung erfiillen. Somit wird

_ To(x) + cX? + dX3, X <e
Torab(x) =3 To(x) +¢(0.112 — X?) +d(0.112 = X)3, X > 0.112 — ¢, (7.19)
To(x), sonst,

mit ¢ = SW und d = —Zw definiert. Dabei ist 0.112 die in Tabelle A.1
aufgefiithrte Lange des Stacks. Dieser Anfangswert erfiillt die Randbedingungen und ist stetig.

Abbildung 7.8 zeigt, analog zu Abbildung 7.3, im Falle der Tabkiihlung, die Referenzlosung
fiir den Stack mit 133 Schichten nach t = 10s mit dem Zeitschritt At = 107* s und soll
wieder als Veranschaulichung des Abkiithlungsprozesses dienen. Dabei wurden die Rand- und
Anfangsbedingungen aus den Gleichungen (7.18) und (7.19) verwendet. Die Batterie kiihlt in
diesem Fall erwartungsgemaf} in X-Richtung ab.

203 204 295 296 297 298
E e

X
4

Abbildung 7.8.: Referenzlosung mit At =10"* und hrefNorm = 27! des Batterieproblems (7.1)
fur den Stack mit N = 133 Schichten, d.h. €133 = 0.0002255 und Qs;ack, fiir die
Tabkﬁhlung, d.h. 3QD = aQD’Tab’StaCk und 3QN = aQN,Tab,Stack aus Gleichung
(7.17) sowie die Rand- und Anfangsbedingungen aus den Gleichungen (7.18)
und (7.19) beit = 10s.

Wie es bei der Bodenkiihlung in Tabelle 7.1 dargestellt wurde, approximiert die FE-HMM-
Losung die Losung des nicht homogenisierten Problems auch fiir den Fall der Tabkiihlung
hinreichend genau. Das zeigt Tabelle 7.2, die wie Tabelle 7.1 im Falle der Bodenkiihlung, die
Gesamtrechenzeit pro Zeitschritt, die Anzahl der Freiheitsgrade (Dofs) und die Anzahl der
CG-Schritte (CG) pro Newton-Iteration der Methoden, um die vorgegebene Fehlerschranken,
vergleiche Gleichung (7.12) und Gleichung (7.13), bei der Tabkiihlung beziiglich der Refe-
renzlosung zu unterschreiten, fiir verschiedene Schichtzahlen N des Stacks zum Zeitpunkt
t =10s mit At = 1074 s, darstellt. Dafiir wurden fiir die jeweiligen Methoden Gitter, die
dieselben Gitterweiten wie bei der Bodenkiihlung besitzen, benotigt. Deshalb stimmt die
Anzahl der Freiheitsgrade mit denen aus Tabelle 7.1 iberein. Fiir die jeweiligen Methoden
wurden dieselben Vorkonditionierer wie bei der Bodenkiihlung in Kapitel 7.2.1 verwendet,
also Jacobi-Vorkonditionierer fiur die FEM und die FE-HMM und DIC-Vorkonditionierer fiir
die LBF. Wird die Anzahl der CG-Schritte fiir die zwei Félle verglichen, wird festgestellt,
dass diese dieselbe Groflenordnung haben, die genaue Anzahl ist bei der Tabkiihlung etwas
hoher. Daraus resultieren die etwas hoheren Rechenzeiten der FEM bei N = 265. Auch die
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durchschnittliche Anzahl der Newton-Schritte pro Zeitschritt bei der FEM und FE-HMM
mit dem konstanten Wert drei ist gleich zu dem in Kapitel 7.2.1. Mit der LBF lassen sich bei
den Schichtzahlen N = 133 und N = 265 die Fehlergrenzen, vergleiche Gleichung (7.12) und
Gleichung (7.13), wieder nicht unterschreiten. Die Argumente dafiir sind dieselben wie in
Kapitel 7.2.1. Aus diesen Ergebnissen folgt, dass sich die Anwendung der FE-HMM auch fiir
die Tabkiihlung lohnt.

Tabelle 7.2.: Bendtigte durchschnittliche Gesamtrechenzeit pro Zeitschritt in Sekunden sowie
Anzahl der CG-Schritte pro Newton-Iteration (CG) und Anzahl der Freiheits-
grade (Dofs), um bei verschiedenen Methoden den vorgegebenen £2- und
L-Fehler, vergleiche Gleichung (7.12) und Gleichung (7.13), beztiglich der
Referenzlosung des Batterieproblems (7.1) bei gegebener Schichtzahl N und
Bodenkiihlung zu erreichen.

N=73 N=133 N=265
Methode Zeit Dofs | CG | Zeit Dofs | CG Zeit Dofs CG
LBF 0.42705 | 65536 | 24 - - - - -
FEM 2.544 66049 | 33 | 16.773 | 263169 | 79 | 104.451 | 1050625 | 144
FE-HMM 2.19 289 2 2.439 289 2 2.45 289 2

Analog zu der Bodenkiihlung wird auch fiir die Tabkiihlung, also Qstack, QD = QD Tab Stack
und QN = QN TabStack aus Gleichung (7.17) sowie die Rand- und Anfangsbedingungen aus
den Gleichungen (7.18) und (7.19), der realen Zelle, also N = 133 Schichten und e = 0.0002255,
das Konvergenzverhalten der FE-HMM untersucht. Abbildung 7.9 stellt den relativen
L%-Fehler | T, — TH| LEQ)rel’ also den Fehler der FE-HMM-Losung beziiglich der Referenzlo-
sung fiir verschiedene Makro- und feste Mikro-Gitterweiten, Abbildung 7.9a und umgekehrt,
Abbildung 7.9b dar. Es wird festgestellt, dass im Vergleich zu der Bodenkiihlung in diesem
Fall die betrachteten Mikro-Gitterweiten h/e keinen Einfluss auf den Fehler haben, vergleiche
Abbildung 7.9b. Dagegen reduziert sich der Fehler des Verfahrens fiir jedes betrachtete h/e
mit einer Ordnung zwischen eins und zwei. Das zeigt, dass in diesem Fall der Ortsfehler von
dem Makrofehler, also dem Fehler der auf der Makroskala beim Losen des homogenisierten
Problems mit numerischer Quadratur entsteht, dominiert wird. Somit ergibt sich die Verfei-
nerungsstrategie in diesem Fall die Mikro-Gitterweite fest zu wahlen und das Makro-Gitter
zu verfeinern. Analog zum Fall der Bodenkiithlung in Kapitel 7.2.1 l4sst sich begriinden, dass
der Fehler trotz der in Abbildung 7.9a zu sehenden Fehlerreduktion bei diesem konkreten
Anwendungsfall, also fiir €133 = 0.0002255 und dem Zeitschritt At = 1074, fiir die Verfeinerung
des Mikro- und Makro-Gitters in keinem der Falle gegen Null konvergiert.
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—.— /e =273 oo O(Hlym) —8— Hyom =273 -~ O((h/e)h)
L hje=2"4 .° Re O(Hzorm) sl Hiporm = 27* .t |
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£2-Fehler
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Hnorm h/€

(a) H-Verfeinerung fiir festes h/e. (b) h/e-Verfeinerung fur festes Hyorm-

Abbildung 7.9.: Der Fehler |T¢, — TH| L2 Qe fir die Losung des Batterieproblems (7.1) mit
der FE-HMM mit unterschiedlicher Verfeinerung des Makro- und Mikro-
Gitters fiir die Tabkiihlung des Stacks mit N = 133 Schichten, d.h.
€133 = 0.0002255, 9Qp = 9Qp Tab stack Und 0QN = IQN Tab stack aus Gleichung
(7.14) sowie die Rand- und Anfangsbedingungen aus den Gleichungen (7.18)
und (7.19) bei ¢t = 10 s mit At = 1074,

Die Ergebnisse zu den zwei Kithmdoglichkeiten der Batterie zeigen, dass mit der FE-HMM
nicht nur die homogenisierte Losung des Batterieproblems (7.1) approximiert werden kann,
sondern sogar mit einer fiir die Anwendungen ausreichenden Genauigkeit die Losung des
nicht homogenisierten Problems. Somit ist die Anwendung der Methode gerechtfertigt und
ab einer entsprechenden Schichtzahl, unter anderem fiir die in dieser Arbeit zu simulierenden
Kokam SLPB 8043140H5 Zelle mit 133 Schichten, vorteilhaft. Allerdings ist zu beachten, dass
in den beiden betrachteten Féllen verschiedene Verfeinerungen das Mikro- und Makro-Gitter
die besten Ergebnisse beziiglich der Losung des nicht homogenisierten Problems liefern.

7.2.3. Adaptive Gitterverfeinerung

Im Folgenden wird wiederholt der Fall der Bodenkiihlung fiir den Stack der realen Zelle
untersucht. Somit gelten N = 133, also €133 = 0.0002255, 0Qp = IQp Boden Stack Und QN =
0 QN Bodenstack aus Gleichung (7.14) sowie Tpc(t,x) = 293.15K und Qpc(t, x) = 0. Fiir die
Anfangstemperatur wird T aus Gleichung (7.16) verwendet. Die bei der FE-HMM benétigte
und in Tabelle 7.1 dargestellte Rechenzeit kann mit dem in Kapitel 4.3.5 vorgestellten und in
Kapitel 5.4 implementierten adaptiven Algorithmus reduziert werden. Der Grund dafiir ist,
dass, wie es sich zeigen wird, der Fehler nahe am Rand wegen den Dirichlet-Randbedingungen
grofler ist. Es wird ein Zeitschritt auf dem Gitter mit der normierten Gitterweite Hyorm = 273
ausgefiihrt und dann der adaptive Algorithmus angewendet. Dabei wird erst der Fehlerschétzer
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aus Gleichung (4.49) verwendet um den Fehler auf den einzelnen Zellen abzuschitzen. Dann
wird mit Hilfe der Abschéatzung (4.51) mit Parameter J = 0.3 die zu verfeinernde Menge der
Zellen bestimmt. Diese werden anschlieffend verfeinert, also in beide Koordinatenrichtungen
einmal halbiert. Abbildung 7.10 zeigt das zweimal adaptiv verfeinerte und in X-Richtung
halbierte Gitter. Nach Auswertung des Fehlers nach 10 s mit dem Zeitschritt At =107 auf
dem so erhalteten Gitter wird festgestellt, dass sogar ein adaptiver Schritt ausreichend ist, um
die vorgegebenen Fehlerschranken beztiglich der Referenzldsung, vergleiche Gleichung (7.12)
und Gleichung (7.13), zu erreichen. Das resultiert im Vergleich zum Gitter mit normierter
Gitterweite Hyorm = 2% in einer Reduzierung der Anzahl der Freiheitsgrade von 289 auf 189
und der durchschnittlichen Gesamtrechenzeit pro Zeitschritt von 2.262 s auf 1.692s.

Z

Abbildung 7.10.: Das zweimal adaptiv verfeinerte und in der X-Richtung halbierte Gitter fiir
den Fall der Bodenkiihlung.

7.3. Ergebnisse - Vollstandige 2D-Geometrie

In diesem Kapitel wird die makroskopische Temperaturverteilung, also die homogenisierte
Losung der Gleichung (7.1), in der Batterie mit Hilfe der FE-HMM betrachtet, nachdem in
Kapitel 7.2 die Rentabilitat der Methode gezeigt wurde. Somit wird hier die in Kapitel 3.2,
Abbildung 3.4 vorgestellte vollstandige Geometrie der Batterie in 2D verwendet. Das bedeutet,
dass nicht nur der Stack wie in Kapitel 7.2 betrachtet wird, sondern auch die Teile mit Argon,
sowie die Ableiterschichten an den Seiten, die Ableitertabs und die alles aufier den Tabs um-
gebende dufiere Hiille. Dieses Gebiet Q,p wird in Gleichung (A.2) definiert. Der Stack besteht,
wie bei der betrachteten Kokam-Zelle, aus 133 Schichten, es gilt also €;33 = 0.0002255. Die
genauen Parameter der Geometrie sind wieder im Anhang A aufgelistet. Es werden zunachst
verschiedene Kithlmoglichkeiten der Batterie verglichen, die iiber die Randbedingungen umge-
setzt werden. Es wird bei einem konstanten Warmequellterm untersucht, wie sich die mittlere
und die maximale Temperatur iiber die Zeit bei einer Boden- oder Tabkiihlung entwickelt.
Danach wird der nichtlineare Warmequellterm mit den Randbedingungen betrachtet, unter
denen er nach Kapitel 3.3 giiltig ist. Es soll identifiziert werden, welchen Temperaturanstieg
er verursacht.
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7.3.1. Vergleich der Boden- und der Tabkihlung

Bei dem Vergleich der Boden- mit der Tabkiihlung wird eine Kiihlplatte an die untere Seite des
Stacks bzw. der Tabs gelegt. Diese Art von Kithlung wird tiber Dirichlet-Randbedingungen
modelliert. Da bei der Bodenkiithlung die Kithlplatte nur mit dem Stack in Berithrung kommen
soll, wird die Dirichlet-Randbedingung nicht auf der ganzen unteren Seite der in Abbildung 3.4
dargestellten Geometrie angewendet, sondern nur an der Lange des Stacks. Sowohl bei der
Boden- als auch bei der Tabkithlung gelten an den Teilen des Randes, wo keine Dirichlet-
Randbedingungen verwendet werden, homogene Neumann-Randbedingungen. Die Anfangs-
und Randtemperatur betragen, wie auch in Kapitel 7.2, in beiden Fallen T, = 298K bzw.
293.15 K. Fir die Anfangstemperatur werden Tb,Boden,Z p und i),Tab,Z p analog zu Gleichung (7.16)
konstuiert. Diese erfiillen deshalb die Randbedingungen. Somit gelten bei der Bodenkiihlung

9D Boden.2d = [0.0013938, 0.1133938] x {0},

(7.20)
aQN,Boden,ZD = 0Q2 \ aQD,Boden,ZD

sowie Tgc (t,x) = 293.15K und Qpc(t,x) = 0. In diesem Fall ist es wichtig, dass T(),Boden
so konstruiert wurde, dass sie auch auf dem ganzen unteren Rand eine Normalenableitung
gleich Null hat, da hier der Dirichlet-Rand nicht die komplette untere Seite beinhaltet. Bei der
Tabkiihlung gelten entsprechend

0D Tab2D = [—0.0271062, 0] x {0.00382575} U [0.1147876,0.1418938] X {0.00382575},

QN Tab2D = 0 \ QD Tab 2D
(7.21)

sowie wie bei der Bodenkiihlung Ty (t, x) = 293.15K und Qpc(t, x) = 0. Der Grund warum die
hier vorgestellte Tabkithlung aus Sicht des Stacks sich mit dem aus Kapitel 7.2.2 vergleichen
lasst ist, wurde in Kapitel 7.2.2 gegeben. Hier wird wieder der Quellterm Qs s am aus Glei-
chung (3.6) verwendet, da unter den in Gleichung (7.20) und in Gleichung (7.21) vorgestellten
Randbedingungen nach der Begriindung zu Gleichung (3.6) in Kapitel 3.3 nur dieser giiltig
ist. Da in Kapiteln 7.2.1 und 7.2.2 festgestellt wurde, dass die optimale Wahl des Makro- und
Mikro-Gitters von der genauen Anwendung, bzw. Randbedingung abhingt, werden diese
Erkenntnisse hier beriicksichtigt. Deshalb werden die Simulation der Bodenkiithlung mit
Hyorm = h/€ = 27* und die der Tabkithlung mit Hyorm = 274 und h/e = 272 ausgefiihrt. Es ist
wichtig zu erwéhnen, dass die in den Kapiteln 5 und 6 entwickelte Methode nur in dem Teil
der Batterie angewendet wird, wo sich die Schichten befinden, also im Stack. Der Grund dafiir
ist, dass sich die Koeffizienten, die die Materialeigenschaften beschreiben, nur dort einen
Multiskalencharakter aufweisen und somit eine Multiskalen-Methode nur dort notwendig ist.
In den anderen Teilen der Batterie wird die Standard-FEM mit einer Gitterweite die gleich
der Gitterweite des Makro-Gitter im Stack ist, verwendet. Diese Aufteilung wird tiber die
Aufteilung der zugrunde liegenden Linear- und Bilinearform erreicht. Es wird mit dem Ziel
den Temperaturverlaf bis einem nahezu stationiaren Zustand zu betrachten eine Gesamtzeit
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von 5 Minuten simuliert, es gilt also te,g = 300s. Dass diese Wahl dafiir ausreichend ist,
wird durch die nachfolgenden Ergebnisse gerechtfertigt. Der Zeitschritt wird, wie auch in
Kapitel 7.2, als At =10"* gewdhlt. Damit wird gewahrleistet, dass der Fehler vom Ortsfehler
dominiert wird.

Abbildung 7.11 stellt den Verlauf der Maximaltemperatur Tp,,x, Abbildung 7.11a, und der
Mitteltemperatur T,yg, Abbildung 7.11b, des Stacks, also nicht der gesamten Zelle, bei Boden-
und Tabkiithlung tber die Zeit dar. Der Grund fiir die Fokussierung auf den Stack besteht
darin, dass sich in diesem die elektrochemischen Prozesse abspielen und die Temperatur
somit hauptsachlich in diesem relevant ist. Es ist zu erkennen, dass sowohl die Mittel- als
auch die Maximaltemperatur bei der Bodenkiihlung am Ende des betrachteten Zeitintervalls
um ungefidhr 1K niedriger ist als bei der Tabkithlung. Ein Grund dafiir ist, dass bei der
Bodenkiihlung die gekiihlte Flache grofier und die Transportpfade kiirzer sind, was zu einem
besseren Warmetransport fiihrt. Bei beiden Kithlmoglichkeiten ist in den ersten 20 Sekunden
ein Anstieg der Maximaltemperatur zu erkennen. Dies ist eine Folge der Warmeerzeugung
durch den Warmequellterm, dessen Effekt mit der Zeit durch die Kithlung entgegen gewirkt
wird.

300 300

299 |- .
208 : 298
x X 297
Hé 296 . 5 296
295

204 |- —— Bodenkihlung | 204 |- —— Bodenkiihlung |

Tabkihlung Tabkiihlung
0 50 100 15;0 260 250 300 0 5‘0 160 150 2(50 250 300
Zeit/s Zeit/s
(a) Maximaltemperatur Tp,a. (b) Mitteltemperatur T,y,.

Abbildung 7.11.: Vergleich des Verlaufs der Maximaltemperatur T,,,y, Abbildung 7.11a, und
der Mitteltemperatur T,,s, Abbildung 7.11b, des Stacks iiber die Zeit bei
Boden- und Tabkiihlung, vergleiche Gleichung (7.20) und Gleichung (7.21).

Auflerdem spielt die Richtungsabhangigkeit der Warmeleitfahigkeit A eine Rolle. Diese ist
nach Formel (3.4) im betrachteten Temperaturbereich parallel zu den Schichten gréfier. Das
hitte zur Folge, dass die Batterie bei einer Kithlung, die parallel zu den Schichten ablautft,
schneller abkiihlt als bei einer, die senkrecht dazu ist. Ersteres ist bei der Tab-, Letzteres bei der
Bodenkiihlung der Fall. Somit waren die Unterschiede in Abbildung 7.11 bei einer isotropen,
also nicht richtungsabhangigen, Warmeleitfahigkeit noch grofler. Da die Warmeleitfahigkeit
des Anodenableiters (rechter Tab) grofier als die des Kathodenableiters (linker Tab) ist, kiihlt
die Batterie an der rechten Seite etwas mehr ab. Das ist auch in Abbildung 7.12 an der
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dunkleren blauen Farbe an der rechten Seite (rechter Tab) zu erkennen. Diese stellt die
Temperaturverteilung bei der Tabkithlung nach 5 Minuten dar. Sowohl die Maximal- als auch
die Mitteltemperatur in Abbildung 7.11 sind nach ungefahr 250 Sekunden annéhernd konstant.
Somit ist die gewahlte Simulationszeit von 5 Minuten ausreichend um sowohl den Verlauf
der Mittel- und Maximaltemperatur als auch den nahezu stationdren Zustand beobachten zu
konnen.

293 294 295 296 297 298

s

Abbildung 7.12.: Losung des Batterieproblems (7.1) fiir To = 298 K nach 5 Minuten (t =300s
und At = 10~* mit der FE-HMM mit h /€ = Hxorm = 2™* bei Tabkiihlung,
also 9Qp = dQpTap 2p Und QN = IQNTab 2D aus Gleichung (7.21) sowie
Tac(t, x) = 293.15K und Qgc(t, x) = 0.

7.3.2. Bodenkiihlung unter Robin-Randbedingungen

Wie eben erlautert, zeigt Abbildung 7.11, dass die Bodenkiihlung bei derselben Randtempe-
ratur zu einer niedrigeren Maximal- und Mitteltemperatur fithrt. Deshalb wird als nachstes
diese bei Robin-Randbedingungen untersucht. Diese Art von Randbedingung modelliert den
Anwendungsfall, bei dem die Batterie an einem Teil des Randes zwar gekiihlt wird, aber
die Warmetbetragung nicht perfekt ist. Das ist z.B. der Fall, falls statt einer Kithlplatte eine
Flussigkeit oder ein Gas zum Kiihlen verwendet wird. Wie es in Kapitel 3.3 erlautert wurde,
wird eine Robin-Randbedingung tiber den Zusammenhang

—A(x, T)onT (t,x) = a(T(t,x) — Tnc(t, x)) fur alle (t,x) € (0, teng) X QR

dargestellt. Fiir den Warmetibergangskoeflizienten o werden bei einer Kithlung durch Gase ty-
pischerweise Werte zwischen 25 W/m?K und 250 W/m?K verwendet [93, Kap. 2.2]. Hier wird
a € {100,150} gewahlt und mit der Bodenkithlung mit einer Kiihlplatte verglichen, die in Ab-
bildung 7.11 dargestellt wurde. An den Teilen des Randes wo keine Robin-Randbedingungen
angewendet werden, gelten homogene Neumann-Randbedingungen. Es wird dieselbe Anfangs-
bedingung wie beim Vergleich der Tab- und Bodenkiihlung gewahlt, es wird also i),Boden,ZD ver-
wendet. Aufierdem wird Tzc = 293.15K gesetzt. Das enstpricht der Dirichlet-Randbedingung
vom vorherigen Vergleich. Somit gelten

OQR Boden 2D = [0.0013938,0.1133938] x {0},

(7.22)
aQN,Boden,ZD = 0Q \ aQR,Boden,ZD

sowie Tpc (t,x) = 293.15K und Qgc(t, x) = 0. Es wird weiterhin der Quellterm Qy g am
aus Gleichung (3.6) verwendet. Wie zuvor, werden wieder 5 Minuten mit dem Zeitschritt
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At = 1074 simuliert. Da es sich um eine Variante der Bodenkiithlung handelt, wird Hnorm =
h/e = 27* gewahlt. Abbildung 7.13 zeigt, dass in diesem Anwendungsfall keiner der angewen-
deten Robin-Randbedingungen, also keiner der gewahlten Warmetibergangskoeffizienten, zu
einer Senkung der Maximal- und Mitteltemperatur fithrt. Das bedeutet, das bei den gewéhlten
Bedingungen die Robin-Randbedingungen mit diesen Warmeiibergangskoeffizienten nicht
ausreichend sind, um die Batterie abzukiihlen. Moglicherweise reicht es jedoch um die Batterie
in einem fiir die Anwendungen guten Temperaturbereich zu halten. Eine Besserung liele sich
mit kleinerem Tpc oder groflerem « erzielen.

300 - . 300 | .

298 y 298

Tax / K
Tog / K

296 - . 296

—— Dirichlet —— Dirichlet
294 Ropin o — 150 ] 204 pogin. o 150 ]
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Zeit/s Zeit/s
(a) Maximaltemperatur Tp,a. (b) Mitteltemperatur T,y,.

Abbildung 7.13.: Vergleich des Verlaufs der Maximaltemperatur Tp,,x, Abbildung 7.13a, und
der Mitteltemperatur T,,s, Abbildung 7.13b, des Stacks tiber die Zeit bei Bo-
denkiithlung, vergleiche Gleichung (7.20), bei Robin- und Dirichlet-Randbe-
dingungen.

Obwohl die gewahlten Robin-Randbedingungen nicht zu der Abkithlung der Batterie fithren,
senkt sich bei @ = 150 die Temperatur am Rand, an welchem diese angewendet werden
(Y = 0m). Im Gegensatz dazu erhoht sich diese bei @ = 100 sogar um ungefihr 1K. Das zeigt
Abbildung 7.14, welche den Verlauf der Temperatur in der Mitte des Stacks nach 5 Minuten
in den betrachteten Fillen darstellt.

7.3.3. Nichtlinearer Warmequellterm

Als letztes Anwendungsbeispiel werden in diesem Kapitel im Gegensatz zu den in Kapitel 7.2,
Kapitel 7.3.1 und Kapitel 7.3.2 verwendeten Quellterm aus Gleichung (3.6), nichtlineare Quell-
terme der Form von Gleichung (3.5) betrachtet. Da diese nur unter einer Anfangsbedingung
die die Randbedingung erfiillt giiltig ist, muss Ersteres, um die Randbedingung zu erfiillen, im
Gegensatz zu den anderen betrachteten Fallen nicht modifiziert werden. Es werden zwei Fille
untersucht: Erstens der Fall, bei dem die Dirichlet-Randbedingung tiber die Lange des Stacks
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302
300 |- B
« 208 / ]
&~
296 - B
—— Dirichlet
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294 —— Robin, a = 150 |
| | |
0 2 4 6 8
Y/m .10—3

Abbildung 7.14.: Verlauf der Temperatur in der Mitte des Stacks, also bei X = 0.056 m, nach 5
Minuten (¢t = 300 s) bei den betrachteten Robin- und Dirichlet-Randbedin-
gungen.

konstant 298.15 K (25 °C) betragt, also
Tac(t, x) = Ty(x) = 298.15K (7.23)

gilt. Zweitens, bei dem iiber die Lange des Stacks ein linearer Gradient zwischen 273.15K
(0°C) und 323.15K (50 °C) angelegt wird. In diesem Fall gilt
273.15 + (X — 0.0013938) - 2%=, X € [0.0013938,0.1133938],
Toc.ograd(t; X) = { 273.15, X < 0.0013938, (7.24)
323.15, X > 0.1133938

und Ty g grad (x) = Tpc,Q,grad (0, x). Fiir die Teile des Randes an denen keine Dirichlet-Randbedin-
gungen angewendet werden, gelten in beiden Féllen wieder homogene Neumann-Randbedin-
gungen. Fiir beide nichtlineare Quellterme sind die Parameter des Quellterms in Tabelle A.3
im Anhang A zu finden. Es wird wieder die Maximal- und Mitteltemperatur untersucht.
Allerdings betrégt hier die Simulationszeit nur 2.5 Minuten (¢ = 150 s), da sich schon frither
ein stationdrer Zustand einstellt, vergleiche Abbildung 7.15 und Abbildung 7.16. Es wird
mit derselben Begriindung wie in Kapitel 7.3.1 und in Kapitel 7.3.2 der Zeitschritt At =107
und Hyorm = h/e = 27* gewihlt. Es wird untersucht, wie weit sich die Temperatur erh6ht
und welche Auswirkung auf die Temperaturerh6hung die Anwendung des Gradienten und
die Aufpragung der Randbedingungen auch an den Ableitertabs haben. Falls die Tabs nicht
temperiert werden gilt

dQpg = [0.0013938,0.1133938] x {0} U [0.0013938,0.1133938] x {0.0078515}  (7.25)
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und falls sie temperiert werden gilt

dQp oab =[0.0013938,0.1133938] x {0} U [0.0013938,0.1133938] x {0.0078515} U

[—0.0271062, 0] X {0.00382575} U [0.1147876,0.1418938] x {0.00382575}.
(7.26)

In beiden Fillen gilt 0Qn = 9Q \ 9Qp, wobei 0Qp entweder tiber Gleichung (7.25) oder iiber
Gleichung (7.26) definiert wird.

Abbildung 7.15 zeigt die Maximal- und Mitteltemperatur des Stacks iiber die Zeit im Fall
der konstanten Randbedingungen, also falls die Rand- und Anfangsbedingungen iiber Glei-
chung (7.23) definiert werden. Es wird festgestellt, dass der Quellterm in diesem Fall eine
vernachlassigbare Temperaturerhdhung von weniger als 0.1 K, sowohl im Mittel als auch beim
Maximum verursacht. Der Anstieg ist bei der zusatzlichen Anwendung der Randbedingungen
an den Tabs sogar noch niedriger, da dadurch die Batterie auch von der Seite gekiihlt wird.

298.2 N 298.2 - N

298.18 |- /"“'—’—' . 298.18 |- .
X
208.16| / | 208.16 |- / .

—— Mit Temperierung der Tabs

Tax / K

Tog /

—— Mit Temperierung der Tabs

298.14 298.14 -

Ohne Temperierung der Tabs ) Ohne Temperierung der Tabs |
1 1 1 | | | | | | | | | | |
0 20 40 60 8 100 120 140 160 0 20 40 60 80 100 120 140 160
Zeit/ s Zeit/s
(a) Maximaltemperatur Tp,a. (b) Mitteltemperatur T,y,.

Abbildung 7.15.: Vergleich des Verlaufs der Maximaltemperatur Tp,.x, Abbildung 7.15a, und
der Mitteltemperatur T,,s, Abbildung 7.15b, des Stacks iiber die Zeit bei kon-
stanten Dirichlet-Randbedingungen von Tpc, vergleiche Gleichung (7.23),
am Stack mit, vergleiche Gleichung (7.25), und ohne Aufpragung, vergleiche
Gleichung (7.26), der Randbedingung an den Tabs.

Bei der Anwendung des Gradienten im zweiten Fall, also falls die Rand- und Anfangsbedin-
gungen Uber die Gleichung (7.24) definiert werden, ist der Anstieg der Mitteltemperatur etwas
grofler als bei dem konstanten Fall, bei der Temperierung der Tabs deutlich grofler, sogar
um 0.3 K. Dies zeigt Abbildung 7.16b. Der groflere Anstieg lasst sich durch den Quellterm
begriinden. Dieser ist nach Abbildung 7.1 fiir niedrigere Temperaturen deutlich héher und
somit wird im Fall mit dem Gradienten insgesamt mehr Warme freigesetzt als im Fall eines
konstanten Quellterms. Somit hat die Verwendung des Gradienten im Vergleich zu dem Fall
mit der konstanten Mitteltemperatur einen negativen Effekt auf die Mitteltemperatur. Dieser
ist aber nahezu vernachléassigbar. Die Auswirkung des Gradienten wurde in [119] genauer
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untersucht. Was in diesem Fall jedoch nicht mehr vernachlassigbar ist, ist die Senkung der
Maximaltemperatur. Der Unterschied fiir diesen betragt ohne Temperierung der Tabs ungefahr
5K, wie es Abbildung 7.16a zeigt. Dieses Verhalten wird aber hauptsachlich nicht durch den
nichtlinearen Quellterm, sondern durch den Gradienten tiber die Lange des Stacks verursacht.
Das zeigt auch Abbildung 7.17, welche die Temperatur nahe an den Enden des Stacks darstellt.
Es ist zu erkennen, dass sich die Temperatur nahe am linken Ende des Stacks (X = 0.0022 m)
im Vergleich zu der Anfangstemperatur erhoht, wahrend sie sich nahe am rechten verringert.
Allerdings ist der Anstieg links hoher als die Abnahme rechts. Das wiederum ist auf den
nichtlinearen Quellterm zuriickzufiihren, der nach Abbildung 7.1 fiir niedrigere Temperaturen
héhere Werte annimmt und somit im linken Teil mehr Warme freigesetzt wird als im rechten.
Die in Abbildung 7.17a oben und in Abbildung 7.17b unten zu sehenden Oszillationen werden
durch das grobe Makro-Gitter verursacht.

Damit wurden an verschiedenen Anwendungsfillen die Moglichkeiten und das vorhandene
Potential der entwickelten Methode an der 2D-Geometrie gezeigt. Als Abschluss der Arbeit
wird noch der 3D-Fall fiir ausgewahlte Anwendungen untersucht.

T T T T T T -
393 L —— Mit Temperierung der Tabs | 298.5
| Ohne Temperierung der Tabs
|
322 L : 298.4 .
< 501 | X
3 > 298.3 8
& =
320 8
298.2 b
319+ s . )
—— Mit Temperierung der Tabs
Ohne Temperierung der Tabs
318 | | | | | | | 298 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 0 20 40 60 80 100 120 140 160
Zeit/s Zeit/s
(a) Maximaltemperatur Tp,a. (b) Mitteltemperatur T,y,.

Abbildung 7.16.: Vergleich des Verlaufs der Maximal-, Tray, und der Mitteltemperatur, Ty,
des Stacks tiber die Zeit bei Dirichlet-Randbedingungen mit einem linearen
Gradienten, vergleiche Gleichung (7.24), am Stack mit, vergleiche Gleichung
(7.25), und ohne Aufpriagung, vergleiche Gleichung (7.26), der Randbedin-
gung an den Tabs.

7.4. Ergebnisse - 3D

In diesem Kapitel wird das Batterieproblem (7.1) auf der in Abbildung 3.2 zu sehende und
analog zu Abbildung 3.4 in deal.ll umgesetzte kompletten 3D-Geometrie simuliert. Diese
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Abbildung 7.17.: Verlauf der Temperatur bei nichtlinearem Quellterm mit Gradienten, ver-
gleiche Gleichung (7.24), an den Seiten des Stacks (links: Abbildung 7.17a
und rechts: Abbildung 7.17b) im Vergleich zu der Anfangstemperatur (rote
Linie).

wird in Gleichung (A.3) definiert. Es werden wieder die Maximal- und die Mitteltemperatur
bei der Boden- und der Tabkiihlung untersucht. Analog zum 2D-Fall gelten somit

OQD Boden 3D = [0.0013938,0.1133938] x {0} x [0.0013938, 0.0386558],

(7.27)
aQN,Boden,3D = 9 \ aQD,Boden,ZD

sowie

dQpTab3n =[—0.0271062, 0] X {0.00382575} X [0.00382575, 0.00402575] U
[0.1147876, 0.1418938] X {0.00382575} X [0.00382575, 0.00402575], (7.28)
QN Tab3D =0 \ 0Qp Tab,3D-

Weiter wird die konstante, 298 K betragende Anfangsbedingung analog zu Gleichung (7.16)
so modifiziert, dass sie die Randbedingungen Tpc (£, x) = 293.15K und Ogc(t, x) = 0 erfiillt.
Es werden wieder t.nq = 5 Minuten mit dem normierten Zeitschritt At = 10~ simuliert.

Der Unterschied im Vergleich zum 2D-Fall in der Geometrie ist, dass sich die Ableitertabs
an den Seiten in Z-Richtung nicht tiber die ganzen Seitenflachen erstrecken. Das zeigt Ab-
bildung 3.2. Die Schichten der Batterie sind neben der X-Richtung auch zu der Z-Richtung
parallel. Deshalb ist die Komponente der Warmeleitfahigkeit in der dritten Raumrichtung
identisch zu der in der ersten, wie es auch Gleichung (3.3) zeigt. Deshalb wére zu erwarten,
dass sich die Maximal- und die Mitteltemperatur dhnlich zu dem 2D-Fall verhalten.

Diese Erwartung wird auch bestatigt, wie es Abbildung 7.18 zeigt. Diese stellt den Verlauf der
Maximaltemperatur T,y und der Mittel T,y des Stacks tiber die Zeit bei Boden- und Tabkiih-
lung fiir die 2D- und 3D-Geometrie dar, vergleiche Gleichung (7.20), Gleichung (7.21) sowie
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Gleichung (7.27) und Gleichung (7.28). Einerseits wird festgestellt, dass die Bodenkiihlung
auch im 3D-Fall zu niedrigeren Temperaturen als die Tabkiihlung fithrt. Dies kann analog zum
2D-Fall begriindet werden. Andererseits ist zu erkennen, dass bei beiden Kithlmdoglichkeiten
der 2D- und 3D-Fall zu dhnlichen Verlaufen fithren. Das bestatigt die wegen der Struktur
der Batterie und der Warmeleitfahigkeit formulierte Erwartungen. Allerdings kann sowohl
bei der Tab- als auch bei der Bodenkiihlung ein Unterschied zwischen dem 2D- und 3D Fall
festgestellt werden. Im Letzteren sind die Temperaturen etwas niedriger. Da der Unterschied
maximal 0.3 K betragt, ist er fiir beide Kithlmoglichkeiten in den Anwendungen vernachlas-
sigbar. Somit ist es fiir die in dieser Arbeit betrachteten Anwendungsfillen ausreichend die
Batterie in in 2D zu simulieren. Die komplette 3D-Simulation wird erst bendtigt falls entweder
die Warmeleitfahigkeit in allen drei Raumrichtungen verschiedene Komponenten hat oder
sich die Rand- und Anfangsbedingungen nicht in 2D abbilden lassen. Letzteres wére z.B. der
Fall, falls bei der Bodenkiihlung die Kiihlplatte nicht unter der kompletten Batterie lage.

300 T T T 300 T T T
—— Tabkuhlung - 2D —— Tabkuihlung - 2D
209 |- Tabkihlung -3D | 209 |- Tabkihlung - 3D i
—— Bodenkihlung - 2D —— Bodenkdihlung - 2D
208 —— Bodenkilhlung - 3D | 208 | —— Bodenkihlung - 3D |
X X \
% 297 2 207
& =
296 296
295 B 295 -
L | | | | 2 4 1 1 | | |
2940 50 100 150 200 250 300 9 0 50 100 150 200 250 300
Zeit/s Zeit/s
(a) Maximaltemperatur Tp,a. (b) Mitteltemperatur T,y,.

Abbildung 7.18.: Vergleich des Verlaufs der Maximaltemperatur T,,,y, Abbildung 7.18a, und
der Mitteltemperatur T,,s, Abbildung 7.18b, des Stacks iiber die Zeit bei
Boden- und Tabkiihlung fiir die 2D-, vergleiche Gleichung (A.2), und
3D-Geometrie, vergleiche (A.3), unter denselben Anfangs- und Randbe-
dingungen.

Damit wurde die in Kapitel 5 und 6 entwickelte Methode auf das Batterieproblem (7.1) fiir
verschiedene Anwendungsfille fiir die 2D- und 3D-Geometrie angewendet. Es wurde unter
anderem festgestellt, dass sich die Anwendung in einem tiber die praktische Anwendungen
definierten Sinne lohnt. Somit wurde auch der dritte Punkt in der Einleitung formulierten
Ziele der Arbeit, also die Anwendung der entwickelten Methode auf thermische Simulationen
in LIB, bearbeitet.
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In dieser Arbeit wurde eine numerische Homogenisierungsmethode, die FE-HMM, in der
Finite-Elemente-Bibliothek deal.Il implementiert und auf eine nichtlineare PDGI angewendet,
die thermische Prozesse in grofiformatigen Lithium-Ionen-Batterien zu beschreibt. Damit
konnte die homogenisierte Losung dieser nichtlinearen PDGI effizient numerisch berechnet
und das makroskopische Verhalten der Temperaturverteilung in der Batterie untersucht
werden.

Die Notwendigkeit der Anwendung numerischer Homogenisierung folgt aus der inneren
Struktur und aus den Materialeigenschaften der betrachteten Batterie. Wegen der hohen
Anzahl der sich abwechselnden Ableiter- und Aktivmaterialschichten muss die Mikrostruktur
mit dem Gitter aufgeldst werden, was eine Simulation der nicht homogenisierten Gleichung
mit Standardmethoden, wie z.B. der FEM, zeit- und speicheraufwendig macht. Somit werden
Multiskalen-Methoden benoétigt. Die Nichtlinearitdt der Warmeleitfahigkeit im Aktivmaterial
lasst eine explizite Berechnung des homogenisierten Koeffizienten nicht zu und schliefit somit
die vollstandige analytische Homogenisierung des Problems aus.

Um die Herausforderungen bei der Anwendung der Methode zu identifizieren, wurden
Ergebnisse sowohl aus der numerischen als auch aus der analytischen Homogenisierung
wiederholt. Damit konnten die Stellen, fur die die existierende FE-HMM weiterentwickelt
werden musste, identifiziert werden. Bisher wurde die FE-HMM noch auf keine quasilineare
parabolische Probleme angewendet, bei denen die Zeitableitung im Zusammenhang mit
nichtlinearen, im Ort unstetigen Multiskalen-Koeffizienten verbunden ist und der Quellterm
der Gleichung ebenfalls nichtlinear und unstetig Ort ist. Da das Batterieproblem genau
ein solches Problem ist, wurde die Methode fiir solche erweitert. Dazu wurde die Methode
in mehreren Schritten ausgehend von der analytischen Homogenisierung einer einfachen
quasilinearen parabolischen Gleichung auf entsprechende Probleme erweitert. Wahrend der
homogenisierte Koeffizient der Zeitableitung analytisch berechnet wurde, wurde fiir den
Diffusionsterm der Gleichung die FE-HMM verwendet. Das bedeutet, dass fiir die Anwendung
der Methode die analytische und numerische Homogenisierung kombiniert wurden. Da diese
Methode zunéchst nur fiir Probleme mit global beschrankten Koeffizienten giiltig war, wurde
sie unter gewissen Annahmen fiir unbeschrankte erweitert. Dafiir wurde die Beschranktheit
der Losung angenommen, die im Falle des Batterieproblems mit Hilfe eines Vergleichsprinzips
verifiziert wurde. Unter zusatzlichen Annahmen an die homogenisierten Koeffizienten und
die Losung konnten fir die erweiterte Methode dieselben Fehlerabschéatzungen wie bei der
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FE-HMM gezeigt werden. Diese wurden an geeigneten Testproblemen mit Hilfe der MMS
verifiziert.

Das FE-HMM-Framework wurde in der Finite-Elemente-Bibliothek deal.Il implementiert.
Dabei wurde erst die iibliche Bilinearform verwendet. Es wurde festgestellt, dass diese Wahl
wegen einer ungliicklichen Wahl der Datenstruktur in deal.Il zu vollen Besetzungsstrukturen
und damit zu langen Rechenzeiten fiithrt. Deshalb wurde sowohl die Bilinearfom als auch der
Mikro-FE-Raum umformuliert. Damit konnte bei einem identischen Konvergenzverhalten
die Rechenzeit deutlich reduziert werden. Um die Methode auch im Ort adaptiv verwenden
zu konnen, wurde ein Fehlerschatzer implementiert. Dieser wurde bis jetzt nur fir Triangu-
lierungen in Dreieckselemente umgesetzt wurde, was in deal Il nicht moglich ist. Die dafiir
benotigten Mehrskalenfliissen wurden ausgehend von der DG-HMM als bilineare Interpolati-
on auf den Viereckselementen definiert. Fiir die Verifizierung der adaptiven Methode wurde
wieder die MMS verwendet.

Die so verbesserte Methode wurde schlief8lich auf das Batterieproblem angewendet. Es
wurde gezeigt, dass im Sinne von tiber die Anwendungen definierten Fehlerschranken, die
Anwendung dieser im Vergleich zum Standard-FEM und zu der in OpenFOAM entwickelten
LBF lohnt. An verschiedenen Anwendungsbeispielen, die verschiedene Kithlmoglichkeiten
der Batterie unter unterschiedlichen Randbedingungen modellieren, wurde das Potential der
Methode an dem zwei- und dreidimensionalen Batteriemodell gezeigt. Dabei wurden wichtige
Kenngroflen, wie die Maximal- und Mitteltemperatur betrachtet.

Ein wichtiger Aspekt dieser Arbeit ist, dass die entwickelte Methode zwar tiber das Bat-
terieproblem motiviert und auf dieses angewendet wurde, sie ist aber allgemein formuliert
und implementiert. Das bedeutet, dass sie auf Multiskalenprobleme, die eine dhnliche Struk-
tur besitzen und deren Koeffizienten die entsprechenden Forderungen erfiillen, ebenfalls
anwendbar ist. Wird das zugrunde liegende Modell genauer betrachtet, werden auch die
potentiellen Entwicklungsmoglichkeiten der Methode hinsichtlich des Batterieproblems klar.
Um weitere wichtige die Prozesse in LIB abzubilden, sollte ein elektrochemisches Modell an
das thermische gekoppelt und somit ein System von PDGIn gelost werden. Dadurch wird auch
der Ladezustand der Batterie mit der Zeitvariablen verkniipft. Das fithrt zu der Betrachtung
von Lade-Entladenzyklen. Um die Betrachtung von Alterungsprozessen zu erméglichen, also
eine hohe Anzahl von solchen Zyklen zu simulieren, konnte die Methode um eine weitere Mul-
tiskalaritét in der Zeit erweitert werden. Dabei wire eine Zeitperiode ein Lade-Entladezyklus
der Batterie und die Koeffizienten wiirden neben dem Ort auch von dem Ladezustand und der
Anzahl an Zyklen abhéngen, also von unterschiedlichen Zeitskalen.
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A. Modellparameter

In diesem Anhang werden erst die Mafle der dieser Arbeit zu Grunde liegenden SLPB
8043140H5 Zelle von Kokam Co., Ltd. bzw. ihrer Komponenten und dann ihre Materialeigen-
schaften angegeben.

A.1. Modellparameter

Tabelle A.1 stellt die Mafle der Komponenten der Zelle dar. Es ist wichtig zu erwéhnen,
dass sowohl der dufiere Separator als auch die Aluminiumverbundfolie die Zelle, abgesehen
von den Ableitertabs, umhiillen. Auflerdem laufen die jeweiligen Ableiterschichten in einer
0.0002 m breiten Ableiterschicht an der Seite der Zelle zusammen. Die Hohe des Stacks ergibt
sich als Summe der Gesamthohe der Atktivmaterialschichten, hapgges := 0.005870 7 m, der
Anoden-, hacc,ges := 0.000 831 6 m, und Kathodenableiterschichten, hccc,ges := 0.000 761 6 m.
Um die Dicke einer einzelnen Schicht zu bekommen, werden diese Werte durch die Anzahl
der jeweiligen Schichten geteilt. Aus den Werten der Tabelle A.1 ergibt sich die Gesamtlange,
0.169 387 6 m, die Gesamthohe, 0.007 851 5 m, und die Gesamttiefe, 0.039 887 6 m, der Zelle.

Tabelle A.1.: Dimensionen der Komponenten Zelle.

Komponente Lange /m | Tiefe / m | Hohe /m
Stack 0.112 0.0395 0.0074639
Ableitertab 0.0273 0.02 0.0002
Zwischenraum am Kathodentab | 0.001 0.0395 0.0002031
Zwischenraum am Anodentab 0.001 0.0395 0.0002003
auflerer Separator 0.000038 0.000038 | 0.000038
Aluminiumverbundfolie 0.0001558 | 0.0001558 | 0.0001558

Aus den Werten von Tabelle A.1 kann das Gebiet Q fiir Gleichung (7.1) definiert werden.
Wird nur der Stack in 2D, wie es in Kapitel 7.2 der Fall ist, betrachtet, gilt

Qgtack = (0,0.112) X (0, 0.0074639).

(A.1)

Falls wie in Kapitel 7.3 die komplette 2D-Geometrie betrachtet wird, ergibt sich nach der
Beschreibung in Kapitel 3.2 Qg als die Vereinigung des mit dem &dufleren Separator und
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der Aluminiumverbundfolie umhillten Stacks und der zwei Ableitertabs. Somit gilt

Qp :=(0,0.1147876) X (0,0.0078515) U

(=0.0271062, 0] x (0.00382575,0.00402575) U (A.2)
[0.1147876,0.1418938) X (0.00382575, 0.00402575).
Analog zu Qyp kann auch Qsp als
Qsp :=(0,0.1147876) X (0,0.0078515) X (0, 0.0388876) U
(=0.0271062, 0] x (0.00382575,0.00402575) X (0.0094438,0.0294438) U (A.3)

[0.1147876,0.1418938) X (0.00382575, 0.00402575) X (0.0094438, 0.0294438).

definiert werden.

A.2. Materialeigenschaften

Die Materialeigenschaften der einzelnen Komponenten der Batterie werden in Tabelle A.2
gezeigt. Dabei steht die Abkiirzung AM fiir Aktivmaterial, ACC fiir Anodenableiter, CCC
fur Kathodenableiter, Al fir Aluminiumverbundfolie und Sep fiir &ufleren Separator. Die
nichtlineare Warmeleitfahigkeit und spezifische Warmekapazitiat im Aktivmaterial wurden
in Kapitel 3.3 in Gleichung (3.4) angegeben.

Tabelle A.2.: Konstante Materialeigenschaften.

Komponente | p /kg/m’ | ¢, /Jkg' K™ | A/ Wm 'K
AM 2094.302 | ¢p(T) M(T)

ACC 8710.2 384.65 398.71

CCC 2706.77 897.8 236.30

Argon 1.784 524 0.01772

Al 1452.5 1300.2 0.3442

Sep 1138.729 1699.897 0.2515

Tabelle A.3 stellt die Parameter des nichtlinearen Warmequellterms (3.5) dar, die von den
Randbedingungen und der Stromstédrke abhiangen, unter denen sie gemessen wurden. Fiir die
anderen, in Gleichung (3.5) vorkommenden Parameter, gilt

Reol =5.301 X 107> Q,

k =9.80x 10711 Q,

Ea =0.5¢€V, (A.4)
R =8.617 x 107> kg m*/(s*mol K),

81{90ch = 0.000173.
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A. Modellparameter

Tabelle A.3.: Parameter fiir den Warmequellterm.
Randbedingung a b c

hom.: 25°C 1.106 | 4.786 | 261.7
inhom.: 0°C-50°C | 1.150 | 5.781 | 259.5

Da das Problem keine speziellen Grof3en enthalt, werden fiir die Entdimensionalisierung alle
Referenzgroflen als eins gewahlt. Das resultiert in dimensionslosen Paramtern, die dieselben
Werte haben wie in den Tablellen A.1 und A.2 haben. Deshalb werden sie auch identisch
bezeichnet.
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In diesem Anhang wird die Herleitung der Finite-Elemente-Methode und Symmetric-Interior-
Penalty-Discontinuous-Galerkin-FEM fiir ein elliptisches Problem gegeben. Da in diesem
Anhang keine anderen Methoden vorkommen, werden fiir sie die Abkiirzungen FEM und
DG benutzt. Bei der Herleitung soll es hauptséachlich um die Ideen und um die Definition
der in den anderen Kapiteln verwendeten Linear- und Bilinearformen gehen. Auf diesen
basieren z.B. die in Kapitel 4.3 vorgestellten numerische Multiskalen-Methoden. Auflerdem
wird mit der FEM unter anderem die Referenzlésung in Kapitel (7.2) berechnet und mit der
FE-HMM-Losung verglichen.

Es wird das folgende lineare elliptische Problem mit Dirichlet-Randbedingungen behandelt:
Finde u € H(Q) so, dass

-V-(a(x)Vu(x)) = f(x) fiir alle x € Q,

B.1
u(x)=0 fur alle x € 9Q B

erfiillt ist. Dabei ist Q ¢ R? ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet. Nach dem Satz von Lax—
Milgram, Satz 2.4, hat dieses Problem eine eindeutige Losung u € H; (Q), falls f € H™'(Q)
und a die Voraussetzungen von Definition 2.3 erfiillt.

B.1. Kurze Herleitung der FEM

Die Diskussion der FEM basiert auf [43, Kap. 3]. Um mit der FEM Gleichung (B.1) zu 16sen,
wird zunéchst die schwache Formulierung der Gleichung betrachtet. Dazu wird sie mit einer
Testfunktion z € H, () multipliziert und abschlieSend wird partiell integriert. Es folgt

Bre(u,z) = F(z) Vze ‘7—(01(52),

wobei die Bilinearform als
Brg(u, z) = / aVu - Vzdx
0

und die Linearform als

F(2) ::/szdx
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definiert sind. Der nichste Schritt ist die Definition eines endlich dimensionalen Unterraumes
von H, (Q). Der FE-Raum wird als

VE(Q Th) = {0 € H (Q) | o |x € RP(K) fiir alle K € Ty} € Hy (Q)

definiert. Dabei ist 7y eine im Sinne von [43, Kap. 2.5] zulédssige Triangulierung von Q in
Vierecke in 2D, bzw. Quader in 3D und R?(K) der Raum aller Polynome iiber K € 7g, die in
jeder Komponenten einen Maximalgrad von p haben. Damit wird die Losung u'? € (Vé(Q, Tr)
von

Bee(u'l, 27) = F(z1) vzl e (VIfE(Q, i) (B.2)

gesucht. Nun wird u” in der Basis {¢1,...,¢n} C (Vé(Q, 75) mit N € N als

N
H— . .
u = E MJ(p]
j=1

entwickelt. Diese Entwicklung wird in Gleichung (B.2) eingesetzt und fiir die Testfunktion z
die Basisfunktion ¢; miti € {1,..., N} gewahlt. Es folgt

H

N
BFE( Z UjQjs G”i) = F(¢).

j=1

Wird diese Gleichung fir alle i € {1,..., N} aufgestellt, folgt fir den diskreten Vektor
u = (uy,...,uyn) das LGS

Bu =F.
Dabei wird die System-Matrix B € RVN*N als
Bij == Bre (@), ¢i)
und die rechte Seite F € RV als
Fi .= F(¢i) (B.3)

definiert.

Das LGS wird in dieser Arbeit entweder mit dem in Kapitel 5.1 kurz diskutierten direkten
deal Il-internen Loser SparseDirectUMFPACK [61] oder mit dem CG-Verfahren [130] gel6st.
Letzteres hat den Vorteil, dass durch die geeignete Wahl des Startvektors die Anzahl der CG-
Iterationen reduziert werden kann. Die fiir das CG-Verfahren verwendete Vorkonditionierer
werden an der Stelle der Verwendung kurz diskutiert.
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B. Numerische Methoden — FEM und DG

B.2. Kurze Herleitung der DG

Die Diskussion der DG basiert auf [62]. Anders als bei der FEM im Anhang B.1 wird hier das
elliptische Problem (B.1) statt mit homogenen mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen
betrachtet. Somit gilt fiir u® € H(Q) auf 9Q

u(x) = uP(x).
Hier wird der endlich dimensionale Raum als
VE(QTh) = {0 € L2(Q) | v"|x € RP(K), fiir alle K € Tir}

gewahlt. Dabei sind 7f und R (K) wie im Anhang B.1 definiert. Im Gegensatz zu der FEM
gilt hier (VgG(Q, Tr) ¢ HY(Q). Analog zum Anhang B.1 wird die schwache Formulierung
der Gleichung hergeleitet. Allerdings kommen in der Bilinearform wegen der Unstetigkeit
der Losung und der Testfunktionen an den Kanten der Triangulierung auch Kantenterme
vor. Wie es in der Einleitung 1 erwahnt wurde, wird in dieser Arbeit die Symmetric-Interior-
Penalty-Discontinuous-Galerkin-FEM verwendet. Dabei werden zu der Bilinearform Terme
hinzugefiigt, die ihre Symmetrie und die Stabilitit des Verfahrens garantieren sollen. Somit
wird die verwendete Bilinearform als

Bpg (ufl, 27 = / aVull - vz dx
Q

- /({aVuH};[[zH]]e + {aVzH};[[uH]]e) da

ecE\oQy ¥ ¢

+ Z /,ue[[uH]]e[[zH]]edd fiir alle z € V2 .(Q, Trr)

ecE\IQN €
und die Linearform als
FDG,H(ZH) = Z /fZHdX + Z /uD (,ueZH —aVz7. n) da
KeTn K EES\aQN €

definiert. Dabei bezeichnet dQy den Neumann-Rand, der bei Gleichung (B.1) die leere Menge
ist. Die Gewichtsfunktion ., die Straf-Funktion g, und der Straf-Parameter x werden in
Kapitel 5.3 diskutiert. Der Sprung [-]|e und der Mittelwert {-} tiber eine Kante e € & wurde
in Kapitel 2.1 in den Gleichungen (2.8) und (2.9) definiert. Die Losung von Gleichung (B.1)
mit der DG wird damit als u € (VlgG(Q, Trr) mit

Bpg(u, ") = Fpg u(z")

gesucht. Das Aufstellen der System-Matrix und des Vektor der rechten Seite und das Losen
des LGS erfolgt analog zum Anhang B.1.
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B.3. Quadraturformeln

Nachdem im Anhang B.1 und B.2 beschrieben wurde wie das zur FEM und der DG gehérende
LGS aufgestellt wird, wird hier die Berechnung der Elemente der System-Matrix und der
rechten Seite diskutiert. Dazu wird numerische Quadratur verwendet. Die folgende Diskus-
sion dariiber basiert auf [19, 5, 55]. Um eine Quadraturformel definieren zu koénnen, wird
das Referenzelement K der Triangulierung 7k betrachtet. Da in dieser Arbeit wegen der
Implementierung in deal.ll nur Triangulierungen in Vierecke bzw. in Hexaeder beriicksichtigt
werden, ist K das Einheitsquadrat bzw. der Einheitswiirfel. Eine Quadraturformel {x;, ®; }Ll
auf K ist durch die Quadraturpunkte X € K und die Quadraturgewichte & ; > 0 gegeben.
Diese sollen fiir A > 0 folgende Bedingungen erfiillen:

J
DoV 2 AVplg,  VHE) € RP(K),
= (B.4)

J
[z = Y oipti) Vi € ROK),
=1

wobei 0 = max(2p — 1,p + 1).

Um eine Quadraturformel fiir jedes Element K € 75 zu erhalten, wird fir jedes K €
T ein C!-Diffeomorphismus F, also eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung mit
stetig differenzierbarer Umkehrabbildung, mit K = Fx(K) betrachtet. Mit dieser Abbildung
wird die auf K gegebene Quadraturformel {%;, ®; }521 auf K € 7y abgebildet. Somit gelten
xkj = Fx (Xj) € Kund wg ; = ®j|det(dFk)|.

Die erste Bedingung von Gleichung (B.4) wird auch Elliptizitatsbedingung genannt, da
daraus die Elliptizitat der iiber diese Quadraturformel definierten Bilinearform

J
Bu(of,2) = " " wx jalx ) Vol (xk ) - V2 (xx ) (B.5)
KeTy j=1

gezeigt werden kann. Die zweite Eigenschaft in Gleichung (B.4) wird als Approximationsei-
genschaft bezeichnet, da daraus unter anderem nach [54, Kap. 29] die Fehlerabschatzung fiir

feH (Q)

|Fu(z") — F(z')| < CH||zH||7{1(Q) fiir alle 27 € (VF%(Q, Tr), p > 1 (B.6)

folgt. Dabei wurde die Linearform F in Gleichung (B.3) und Fy mit Hilfe der Quadraturformel,
die die Eigenschaften in Gleichung (B.4) erfiillt, als

J
Fu(") = ) D o if (e )2 ()

KeTy j=1
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B. Numerische Methoden — FEM und DG

definiert.

Ein Beispiel fiir eine Quadraturformel in 2D, welche die Bedingung (B.4) erfiillt und die auch
in dieser Arbeit verwendet wird, ist die Gau3-Quadratur mit je zwei Quadraturpunkten pro
Raumrichtung. Diese ist fiir K = [0, 1] durch {%}, c?)j}ji.zl mit Xx ; = (1/2 + V3/6,1/2 + V3/6)
und dk,; = 1/4 gegeben.
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C. Vergleichsprinzip fiir quasilineare
parabolische PDGIn

In diesem Anhang wird das Vergleichsprinzips aus [28] fiir das Batterieproblem (7.1) ange-
wendet und mit ihm fiir die Lésung von Gleichung (7.1) eine untere und obere Schranke in
der £%-Norm bestimmt. Das Ziel ist es zu zeigen, dass die Losung sich in dem Temperaturbe-
reich befindet, wo nach [104, Kap. 13] LIB benutzt werden sollen. Dafiir wird zunachst das
Vergleichsprinzips aus [28] zitiert und dann fiir Probleme, die die Form des Batterieproblems
haben, bewiesen. Anschlieffend werden mit Hilfe einer Sub- und Superlésung die gesuchte
Schranken bestimmt.

In [28] werden Probleme iiber ein beschranktes Lipschitz-Gebiet Q mit einen messbaren
Teil des Randes I'  9Q2 der Form

otb(u) — V-a(b(u), Vu) = f(b(u)) in Q;_,,
b(u) = b]()uo) auf {0} X Q, C1)
u=1u auf 0, tenq [ XT,
a(b(u),Vu) -n=0 auf |0, teng [X(0Q \ T)

betrachtet. Dabei wird die Losung u in dem Raum uP + & gesucht. Die Raume & und & werden
als

&= {v eW( Q)| v=0 aufaQ},

_ (C.2)
&= Lr(o’ fend; 8)

definiert. Sie entsprechen fiir den Fall r = 2 den in Kapitel 4.2.3, Gleichung (4.14) definierten
Riumen E und E. Die Voraussetzung an die Koeffizienten sind dhnlich zu denen in Kapitel 4.2.3
und sind Folgende:
« a(s, &) ist stetig in beiden Variablen. Auflerdem existieren Konstanten f > 0 und
1 <r < ooso,dass firalles € Rund &,& € R4

(a(?, &) — a(s, fz)) (& - &) 2 BlE - §2|r (C3)

erfullt ist.

127



C. Vergleichsprinzip fiir quasilineare parabolische PDGIn

« Die Funktion b ist monoton wachsend mit »(0) = 0 und es existiert eine konvexe C!
Funktion ® : R — R mit b = V®. Fiir s € R wird

B(s) = /O s (b(s) — b(8)) ds > 0 (C.4)

definiert.
« Die Wachstumsbedingung

la(b(s), E)| + £ (b(s))| < C(A+B(s)T + &™) (C.5)

soll fiir alle s € R und £ € R mit r aus Gleichung (C.3) erfiillt sein.

« Fiir die Anfangs- und Randwerte gelten

uP € L2(0, tent; WH(Q)) N LZ(Q,,0),

Bb() € L1(Q). (c6)

Falls ein u € uP + & mit b(u) € L%(0, tena; L1(Q)) und 3;b(u) € L7 (0, tena; E*) die

Bedingungen
tend tend
/ / ob(u)zdt + / / (b(u) - b(uo))atzdxdt =0 (C.7)
0 Q 0 Q

fir alle z € & N W0, teng; L2 (Q)) mit z(teng) = 0 und

/O - /Q arb(u)zdt + /0 . /Q a(b(w), Vu) - Vzdx dt = /0 - /Q Fb(w)zdxdt  (C8)

fiir alle z € & erfiillt, heiit u eine schwache Loésung von Gleichung (C.1).

Wird die Gleichung (C.7) in der Zeit partiell integriert, folgt mit z(tepng) = 0

[ bla0.9) - )20, axd <o C9)

Nach [28, Def. 2.1] heifit u € L7(0, tena; W' (Q)) eine Sub- bzw. Superlésung von Glei-
chung (C.1) falls u < uP bzw. u > uP auf |0, tenq [XT und die Gleichung (C.9) fiir z(0) < 0 mit
> bzw. mit < und die Gleichung (C.8) fiir z > 0 mit < bzw. mit > statt = gilt.

Nach dem Vergleichsprinzip, [28, Satz 2.2], gilt fiir eine Sublésung u_ und eine Superlésung
u, falls a Holder-stetig mit Exponent 1/2, f Lipschitz-stetig und 9, (b(u— — u,)) integrierbar
ist

Uu- < uy.
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Um mit diesem Prinzip eine untere und obere Schranke fiir die Losung von Gleichung (7.1)
finden zu konnen, miissten erst Entsprechungen fiir die Koeffizienten gefunden werden.
Beim parabolischen Teil entspricht b(u) dem Produkt pc,(u)u. Allerdings hdngen weder der
elliptische Teil noch die rechte Seite des Batterieproblems (7.1) von pcp,(u)u ab. Somit kann
das Vergleichsprinzip aus [28] nicht direkt auf das Batterieproblem (7.1) angewendet werden.

Im Folgenden wird bewiesen, dass das Vergleichsprinzip auch fiir Probleme, die die Form
des Batterieproblems haben, giiltig ist. Somit wird Problem (C.1) mit a(u)Vu statt a(b(u), Vu)
und mit f(u) statt f(b(u)) betrachtet, also Probleme der Form

orb(u) = V-(a(u)Vu) = f(u) in Q;_,
b(u) = bl()uo) auf {0} x Q, (C.10)
u=u auf 0, teng [ XT,
(a(u)Vu) -n=0 auf |0, teng[X(0Q \ T).

Satz C.1 (Variante des Vergleichsprinzips) Fiir das Gebiet Q gelten dieselben Voraussetzun-
gen wie bei Gleichung (C.1). Fiir die Koeffizienten werden folgenden Bedingungen vorausgesetzt:
e Fiir die Funktion b gelte die Bedingung (C.4) wie in [28].
e Der Koeffizient a sei zuldssig und Lipschitz-stetig. AufSerdem gelte fiir s; > s, die Abschdt-
zung

a(s1) — a(sz) < C(b(s1) — b(sz)). (C.11)

e Die rechte Seite f sei stetig und eine zu Ungleichung (C.11) analoge Abschdtzung gelte.
Fiir sy > s, gelte also

f(s1) = f(s2) < C(b(s1) = b(s2)). (C.12)

e Fiir die Anfangs- und Randwerte gelte Bedingung (C.6).
Analog zu [28] wirdu € uP+& mitb(u) € L%(0, teng; L' (Q)) und d;b(u) € L (0, tena; E*) mit
r = 2 schwache Losung von Gleichung (C.10) genannt, falls Gleichung (C.7) und Gleichung (C.8)
erfiillt sind. Weiter wird auch in der Definition der Sub- und Superlosung r = 2 gesetzt. Dann
gilt fiir eine Sublésung u_ und eine Superlosung u, von Gleichung (C.10) falls 3, (b(u- — uy))
integrierbar ist

U_ < Uy.
Beweis: Bei dem Beweis des Vergleichsprinzips fiir das Batterieproblem wird dem Beweis

von [28, Satz 2.2] gefolgt. Sei nun u_ eine Sub- und u, eine Superldsung von Gleichung (C.10).
Fiir ein kleines § > 0 wird

¥5(s) := min{1, max{s/5,0}} > 0
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definiert. Fiir die Ableitung von ¥ gilt

1
V¥s(s) = X{0<s<5}5- (C.13)

Es wird z := ¥s(u_ — uy) als Testfunktion fiir die Sub- und Superlésung in Gleichung (C.8)
verwendet. Damit gilt

/0 | /Q a1 (b(u-) — b(uy))z dx ds

y [t 1 [
<[ [atwr-bwnzacdss o [ ] roa sV - ards
0 Q
(2)
S/ /at b(u-) — b(uy))zdxds
0

Q

1
+3 / X< <5y @)V (- = 1) - V(u_ — ;) dx ds
0 Q

—~

3)
5/0 Qat b(u-) — b(uy))zdxds

+%/0 '/Q)({O<u_u+<5} [a(u_)Vu_ — a(uy)Vuy + a(uy)Vuy — a(u—)Vuy] - V(u- —uy) dxds
2/0 /Qat b(u-) — b(u+))zdxds+/ / a(u-)Vu_ — a(us)Vuy) Vz dx ds

& / [ / Koe sy |a(u) Vits — a(u >Vu+|] dx ds

© :
/ / (f(u) - f(u+))zdxds+—/ [/X{O<u_—u+<5}|u+—u_|2|VU+|2] dx ds
Q
(6) t 2
S C/ /(b(u_)—b(u+))zdxds+C/ [/X{o<u-u+<5}|Vu+|2] dx ds
0o Jo 0 Q
@ [ f :
< C/ /maX{O,b(u_)—b(u+)}dxds+C/ [/}({0<u_u+<5}|Vu+|2] dx ds.
0o Ja 0 Q

Dabei wurde bei Ungleichung (1) ein positiver Term addiert und bei Ungleichung (2) die
Zulassigkeit von a verwendet. Bei Ungleichung (3) wurden Terme, die in Summe Null ergeben
hinzugefiigt. Wegen u_, u; € L7(0, teng; W (Q)) mit r = 2 konnte bei Ungleichung (4) die
Hoélder-Ungleichung und Gleichung (C.13) benutzt werden. Ungleichung (5) folgt aus der
Definition der Sub- und Superlésung sowie aus der Lipschitz-Stetigkeit von a. Bei Unglei-
chung (6) wurde Bedingung (C.12) und y{o<y_-u,<s}|t- — us| < 8 verwendet. Zum Schluss
gilt Ungleichung (7) wegen der Monotonie von b und der Definition von z bzw. .

Der zweite Term bei der letzten Ungleichung konvergiert fiir § — 0 gegen 0. Auflerdem
gilt ¥5(s) — x{s>0y fir § — 0. Somit konvergiert die linke Seite der Ungleichungskette fiir
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d — 0 wegen der Monotonie von b gegen

/ [ ruadbtun) = biu) ax / [ avmax(0,bu) ~ bla).

Aus dem Gronwall-Lemma [30, Kap. 6] folgt b(u_) < b(uy) fir u— > u,. Daraus folgt b(u_) =
b(uy) fur u_ > u,. Wird dieser Zusammenhang in Ungleichung (1) sowie in Ungleichung (5)
mit Ausnutzung von Bedingung (C.11) eingesetzt, folgt fiir 0 < u_ —uy <48

V(u- —uy) =0.
Das bedeutet, dass
max{0, min{u_ — u;,8}} =C

mit einer Konstante C gilt. Da aber u_ < uy auf |0, tepg[XI und u_(0,-) < u4(0,-) wegen
Bedingung (C.9) gelten, folgt C = 0 und damit u_ < u,. O

Nun kann mit diesem Prinzip eine untere und obere Schranke fiir die Losung von Glei-
chung (7.1) gefunden werden. Dafiir miissen erst die Bedingungen (C.4), (C.11) und (C.12) iiber-
priift werden. Mit dem Vergleich der Koeffizienten folgen die Entsprechungen: b(u) = pcp(u)u,
a(u) = AM(u) und f(u) = Qgc(u). Fiir die Ableitung von pcp nach u gilt nach Gleichung (3.4)

a—au(p cp(u)) = p(1.0257 - 10~*u + 2.5216).

Da p > 0gilt, ist dieser Ausdruck fiir den Bereich, wo nach Kapitel 3.3 ¢, nicht konstant ist, also
von 233.15K bis 333.15K, positiv. Somit ist das Produkt pc,, dort streng monoton wachsend.
Daraus folgt mit der polynomiellen Form und der Stetigkeit von ¢, in u die Bedingung (C.4).
Da A monoton fallend ist, gilt

(A(u1)Vuy = A(uz)Vuy) - (Vuy — Vuy) > min{Aan(333.15), Aam, 1 (333.15) }[Vuy — Vuy|?
und
|/1AM,||(u1) - AAM,”(ug)l = | - 0.0015(111 — UZ)| < 0.0015|u1 - u2|. (C.14)

Fir Aam, gilt eine zu der Ungleichung (C.14) analoge Aussage. Aus diesen Ungleichungen
folgt, dass A zulassig und Lipschitz-stetig ist.

Die Aussagen iiber die Differenzen, Bedingung (C.11) und (C.12) werden tiber Widerspruchs-
beweise gezeigt. Hier wird nur der fiir Q. durchgefiihrt, der fiir A erfolgt analog. Falls die

Bedingung (C.12) nicht gilt, existieren s; und s, mit s; > s so, dass fiir eine beliebige Konstante
C

erc(sl) - erc(sz) 2 C(b(sl) - b(SZ)) (C-15)
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gilt. Da Qgc und b(u) = pc,(u)u beschrinkt und stetig sind und b streng monoton wachsend
ist, ist die Ungleichung (C.15) nur fiir Qg (s1) — Osre(s2) — 0 und b(s;) — b(sy) — 0 moglich.
Da b streng monoton wachsend ist, ist das genau dann der Fall, falls s; — s, gilt. Werden
beide Seiten von Ungleichung (C.15) durch s; — s; > 0 geteilt, folgt

erc(sl) - erc(SZ) > Cb(sl) - b(32).

(C.16)
S1— $S2 S1— 82
Fiir s; — s; ist Ungleichung (C.16) erfiillt, falls ein s mit
d . 0
—Qsrc(s) = C—b(s) (C.17)
os as

existiert. Da %erc von oben beschrankt und %b strikt positiv ist, kann kein solches s existieren.
Somit ist Ungleichung (C.12) erfiillt und das Vergleichsprinzip kann angewendet werden.

Das Ziel ist es zu der Losung u von Gleichung (C.10) eine Sublésung u_ und eine Superlésung
u4 zu finden. Nach dem Vergleichprinzips wiirde dann

u- <u < uy

gelten.

Als erstes wird eine Sublosung u_ fiir das Problem gesucht. Der Kandidat dafiir wird als
u_ := c + € definiert. Dabei ist ¢ der Parameter in Qg aus Gleichung (3.5) und wird in
Tabelle A.3 fiir die verschiedenen in dieser Arbeit betrachteten Falle angegeben. € > 0 wird so
gewahlt, dass u_ auf dem Dirichlet-Rand kleiner als die betrachteten Rand- und Anfangswerte
ist. Da dies fiir ¢ der Fall ist, ist eine solche Wahl moéglich. Somit ist u_ auf dem Dirichlet-Rand
kleiner als die Randwerte und auch kleiner als die Anfangswerte. Daraus folgt mit pc, > 0
und z(0) < 0 die Ungleichung ,>“ in Gleichung (C.9). Da 9;b(u-) = 0 und Vu_ = 0 gelten,
ist die linke Seite von Gleichung (C.8) gleich 0. Aus der Positivitit von Q. und z folgt die
Ungleichung , < in Gleichung (C.8). Somit ist u_ := ¢ + € eine Sublésung der Gleichung (7.1).

Der Kandidat fiir die Superlosung u, wird als u (t) := max,eq{uo(x), uP(x)} + Ct mit einer
noch zu bestimmenden Konstante C, , dem Anfangswert 1y und dem Randwert uP definiert.
Damit gilt direkt in Gleichung (C.9) die Ungleichung , <" Da u, im Raum konstant ist, ist der
elliptische Teil von Gleichung (C.8) gleich Null. Weiter gilt im Aktivmaterial (AM), also dort
w0 Ogre ungleich Null und ¢, nicht konstant ist, mit Hilfe der Monotonie von ¢, und deren
der Ableitung nach u an der Stelle u,, ¢, (us),

oib(uy) = pAM(cp(u+)(~?+ cI’)(u+)5u+)
= Cpam(cp(us) + ¢ (us)us)
> Cpam(cp(233.15) + ¢ (233.15) IIGII%)\(A{UO(X)}).
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C. Vergleichsprinzip fiir quasilineare parabolische PDGIn

Jetzt wird

maXxER{erc (X) }

C:=
pam(cp(233.15) + ¢} (233.15) maxyeam{uo(x)})

definiert. Damit gilt

Ab(uy) > Qsre(uy).

_Daauflerdem Vu, = 0 gilt, gilt Gleichung (C.8) mit ,>" und u4.(t) = maxyeq{uo(x), uP (x)}+
Ct ist eine Superlosung.

Mit dieser Sub- und Superlésung gilt nach dem Vergleichsprinzip fiir die Losung u von
Gleichung (C.1)

u- <u < Uy

Aus dieser Sub- und Superlosung kann nun eine untere und obere Schranke fiir die Losung
von Gleichung (7.1) bestimmt werden. Da die Sublésung konstant ist, gilt

min |u(x)| > ¢,
x€Q

wobei c der in Tabelle A.3 dargestellter Parameter ist. Weiter gilt

max |u(x)| < max{ug(x), uP (%)} + Clend.
x€Q x€Q
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