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Resumo

A solugdo de um sistema linear de equacdes Ax = b pode ser fortemente sensivel a pequenas perturba-
¢oes nos dados de entrada da matriz A e/ou do vetor b. Quando isso acontece, diz-se que o sistema € mal
condicionado. Essa sensibilidade estd associada ao nimero de condi¢éo da matriz A, cond(A). Quando
cond(A) =~ 1 o suficiente, o sistema linear ¢ bem condicionado e quando cond(A) > 1, o sistema é mal
condicionado.

No presente trabalho, apresentam-se limitadores superiores (reportados na literatura) para os erros re-
lativos a solucdo 7, quando: 1) a matriz A € perturbada; 2) o vetor bé perturbado; e 3) a matriz A e o
vetor b sdo perturbados; assim como todos os conceitos matematicos necessarios, tais como: vetores, ma-
trizes e normas, que levam a deducdo matematica desses limitadores. Os respectivos limitadores superiores

mostram que o erro relativo em &, depende do nimero de condi¢do da matriz A.
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Abstract

The solution of a linear system of equations Az = b can be strongly sensitive to small perturbations in
the input data of matrix A and/or vector b. When this happens, the system is said to be poorly conditioned.
This sensitivity is associated with the condition number of matrix A, cond(A). When cond(A) ~ 1 is
enough, the linear system is well conditioned and when cond(A) > 1, the system is poorly conditioned.

In the present work, upper limiters (reported in the literature) are presented for the errors related to
solution 7, when: 1) matrix A is perturbed; 2) vector b is perturbed; and 3) matrix A and vector b are
perturbed; as well as all the necessary mathematical concepts that lead to the mathematical deduction of
these limiters. These constraints indicate that the upper bound for the relative error in & depends on the

condition number of matrix A.
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Introducao

No ensino de Calculo Numérico, dos cursos de graduagio, poucas vezes € abordado o assunto do con-
dicionamento de matrizes. Mas condicionamento de matrizes € um tema muito importante, pois, na pratica,
uma matriz bem condicionada permite que a solucdo do sistema linear, onde ela aparece, nao seja forte-
mente distante da solucdo tedrica esperada. Mas por que a solucio do sistema linear poderia ser distante?
Porque na hora do processo de resolucdo do sistema linear Ax = b, resolve-se na verdade um sistema novo

Ax = b, onde A e b sdo aproximacdes para A e b, respectivamente, assim serd visto que dependendo das

caracteristicas da matriz A, as solu¢des ¥ e ¥ podem ou ndo ser bem distantes para pequenas diferencas

—
-,

entre os pares (A, b) e (A, b).
O estudo ora apresentado considera vetores e matrizes com entradas no conjunto dos nimeros reais. A

metodologia usada para o desenvolvimento deste trabalho consistiu em:

1. procurar outros TCC’s relacionados com nimero de condi¢do, para, assim, descobrir estudos que
pudessem ajudar a orientar e/ou mudar os objetivos de nossa pesquisa, mas pouco foi encontrado.

Contudo, essa busca proporcionou o conhecimento de vdrias referéncias de livros em inglés;

2. investigar o conceito de nimero de condicionamento em livros de calculo numérico e em materiais
disponiveis na internet, publicados na Lingua Portuguesa. Os materiais nos quais foram encontradas

as informacdes do nimero de condi¢do foram: [4, 6, 8] e [9];

3. estudar e/ou revisar conceitos referentes a vetores, matrizes, autovalores, normas, dentre outros as-

suntos para o entendimento do conceito de condicionamento e de suas propriedades;
4. explorar o conceito de nimero de condi¢do de uma matriz e suas propriedades, etc.
Os objetivos do presente trabalho sdo:

1. apresentar uma revisdo dos conceitos de vetores e matrizes e suas propriedades, autovalor e autovetor,

norma de vetores e matrizes;

2. apresentar o conceito de nimero de condi¢do de matrizes e exibir limitadores superiores para o erro
relativo em ¥ da solucdo exata do sistema linear A7 = b, em func¢do do nimero de condicionamento

da matriz e de seus erros relativos em seus dados de entrada A e b;



3. mostrar exemplos de matrizes bem condicionadas e mal condicionadas e um exemplo de matriz onde

vé-se que o nimero de condi¢dao depende da norma escolhida.

Para apresentar o conceito do nimero de condi¢do de uma matriz e suas propriedades € necessario
conhecer suas defini¢cdes e propriedades relacionadas a: vetores em R" e matrizes em R™*", aplicacoes de
matrizes e normas. Por conseguinte, este trabalho dividiu-se em quatro capitulos.

No Capitulo 1, apresentam-se dois elementos matematicos bastante usados na pratica: Vetores em R" e
Matrizes em R™*". Também apontam-se conceitos e propriedades relacionados a Autovalores e Autoveto-
res. Quase todas as propriedades apresentadas sao demonstradas.

No Capitulo 2, apresentam-se duas aplicacdes de matrizes, ambas associadas com o nimero de condi¢do
de uma matriz, sendo elas: Transformacdes Lineares e Sistemas Lineares.

Nocdes de normas de vetores e de matrizes, assim como propriedades e alguns exemplos, sdo apre-
sentados no Capitulo 3. E, finalmente, o Capitulo 4 refere-se ao nimero de condicionamento de matrizes,
demonstrando-se limitadores superiores para os erros relativos a solucio de A%¥ = b, quando: a matriz A €

perturbada, o vetor bé perturbado e a matriz A e o vetor b sdo perturbados.

Faculdade de Matematica



Capitulo 1

Vetores em R"” e matrizes em R

Neste capitulo sao apresentados dois elementos matematicos bastante usados na pratica: vetor em R” e
matrizes em R™*".

Embora a palavra vetor tenha um significado bem amplo em Algebra Linear, aqui ndo serd dado esse
enfoque; mas, um vetor serd entendido como uma lista de nimeros para a qual definem-se duas operagdes,
as quais verificam um conjunto de propriedades.

No caso de matrizes, estas serdo focadas em matrizes com elementos ou entradas em IR, nas suas ope-
racOes matriciais e suas respectivas propriedades.

Neste capitulo, serd também apresentado o conceito de autovalor e autovetor, assim como as proprieda-
des associadas aos autovalores e autovetores de matrizes de R"*".

Para o desenvolvimento deste capitulo, seguimos o apresentado em [1], [2] e [3].

1.1 Vetores do R"

Definicao 1.1.1. Um vetor do R" é uma lista ordenada de n niimeros reais. Dizemos que é uma n-upla de

numeros reais.

Neste texto, denotaremos vetores com letras mindsculas com uma setinha em cima, como em u, v, 0.
A notacao utilizada para representar um vetor é @ = (uy, usg, ..., U,_1,U,) com u; € R. Os nimeros
u;’s sao chamados de entradas do vetor .

O R™ € o conjunto de n-uplas ordenadas de niimeros reais.

7

2
Exemplo 1.1. Sdo vetores de R*: (—6,—8), (1,2); vetores de R*: (1,2,3,4), (—2, 7 —1, §> e, vetores

71
de R®: (—1,2,4,6,8), (1,2, —,—=.,3 ).
e ( 7’77)7(7’4’ 3’)

Observacao 1.1.1. Como um vetor é uma lista ordenada de niimeros, entdo sdo distintos entre si os vetores

(—1,2) e (—2,1) e também (1,2,3), (2,3,1) e (3,1, 2).



Vetores em R" e matrizes em R™*"

Definicdo 1.1.2. Se v = (vy,vq,...,v,) e W = (wy, Wa, ..., w,) sdo vetores de R"™ e se k é um niimero real
) ) b ) b )

qualquer, definimos as seguintes operagoes:

U4 W = (v1 + wy,va + wa, ..., v, +w,) (Soma de vetores)
kv = (kvy, kvg, ..., kv,) (Multiplicacdo de um vetor por um niimero real)
— U= (—v1,—va,...,—v,) (Vetor oposto de v)
W—U=w+(—-7) = (w; —vy,wy — vg,...,w, —v,) (Diferenga de vetores)

Exemplo 1.2. A soma dos vetores do R*

1 2 35 1 3 2 5
1,-1,-,-= —2,2,2 2 ) =(1-2,-1+2,-+2,-2+2) =(=1,1,1,1).
(7 747 3)+( 77473) ( 9 +?4+47 3+3) ( 777)

Exemplo 1.3. Se i = (—1, 3,1, -2, g), entdo

3
2 = 2 (—1,3, 1,-2, 5) — (~2,6,2,-4,3).
Considere W = (—4,6,1, —3). Entdo,

1 13
0=—=(—4,6,1,-3)=(2,-3,—=,2 ) .
w 2( 7677 3) (7 37 272)

Teorema 1.1.1. Se @, U e W sdo vetores de R™ e se k e m sdo niimeros reais, entdo:
(a) u+v=v+1u [Lei da comutatividade da adigcdo]

(b) (W+70)+W=u+ (U+ @) [Leidaassociatividade da adigdo]

(c) i+0=0+a=1u [Elemento neutro da adicdo]
(d) @+ (—@) =0 [Elemento oposto]
(e) k(U + W) = kv + ki [Lei da distributividade com relagdo a escalares]

[Lei da distributividade com relagdo a vetores]
(g) k(mu) = (km)ud [Lei da associatividade da multiplicacdo]

(h) 1u=u [Elemento neutro da multiplicacdo]

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

Faculdade de Matematica



Vetores em R" e matrizes em R™*" 5

Demonstracao. As provas dessas propriedades usam as propriedades de mesmo nome relativas aos nime-

ros reais. Temos,

(a) Sejam @ = (uy,us, ..., u,) eV = (vy,vs,...,v,). Entdo

U+T = (u,ug,...,u,) + (v1,02,...,0,)
(uy + vy, Ug + Vay ..o Uy + V)
= (v1 +up,ve + ug, ..., v, + up)
(01

V2, Up) + (Up, Ugy ooy Uy,

= U+
(b) Sejam @ = (uy, ug, ..., uy), ¥ = (v1,09,...,0,) e W = (wy,ws,...,w,). Entdo

(U1, us, ..., up) + (v1,02,...,0,)) + (W1, W, ..., wy)
Uy + U1, Ug + Vo, .o Uy + V) + (W1, we, .. W)

(uy 4+ v1) +wy, (us + va) +wa, ...y (Un + V) + wy)

(
(
(

= (up + (v +wy),us + (Vo + wa), ..., uy + (v, +wy))
(ug, ug,y ... uy) + (V1 + wy,v9 + we, . .., v, + Wy,
(1

Uy ey Up) F (01,09, 0,) + (W1, w2, .. wy))

(c¢) Sejam 4 = (uy,ug,...,u,)e0=1(0,0,...,0). Entao

a+0 = (uy,ug, ..., u,) +(0,0,...,0)
= (u1 +0,us+0,...,u,+0)
= (ug,ug,...,up)
= 1.
(d) Seja@ = (uy,us,...,u,). Entdo
U+ (=) = (up,ug,...,uy) + (—ug, —ug, ..., —uy,)
= (U1 — U, Ug — U, oo Uy — Up)
= (0,0,.. ,O)

Faculdade de Matematica



Vetores em R" e matrizes em R™*"

(e) Sejam U = (vq,va,...,0,), W = (wy,ws,...,w,) ek um escalar. Entdo
k(U4 @) = k((vy,ve,...,0,) + (Wi, wa, ..., wy,))
= k(v +w,vg+wa, ..., 0, +wy)

<k<vl + U}1>, k(UQ + w2>7 ) k(vn + wn))
(kvy + kwy, kve + kwa, . .., kv, + kwy,)
(kvy, kvg, ... kvy) + (kwy, kws, . .. kw,,)

= k(v1,v2,...,0,) + k(wy,wa, ..., w,)
= kU + kw.
(f) Seja v = (vy,vq,...,v,) um vetor de R™ e, k e m escalares. Entdo

(k+m)v = (k+m)(v1,0,...,0a)
= ((k+m)on, (b m)os, ., (b + m)on)
= (kvy + muy, kve + muy, ... kv, + mu,)
= (kvy, kve, ... kv,) + (moy, mug, ..., muv,)
= k(vi,ve,...,v) +m(vy,va,...,0,)
= kU4 mu.
(g) Sejam @ = (uq,uy,...,u,) ek, m escalares. Entdo
k(mu) = k(m(uy,us,...,u,))
= k(muy, mug,...,mu,)
= (k(mul)v k(mUQ)v R k(mun))
- ((km>u17 (km>u27 R (km)un)
= (km)(uy,uq,...,u,) = (km)d.
(h) Seja @ = (uy,us,...,u,). Entdo
i = 1(ug,ug, ..., up)

= (1 up, 1 ug, ..., 1 uy,)

Il
g1

= (ug,ug,...,up)

Faculdade de Matematica



Vetores em R" e matrizes em R™*" 7

Definicao 1.1.3. Dizemos que U é miiltiplo escalar de (ou paralelo a) W se existe um escalar t tal que

—

U = t.

1
Exemplo 1.4. Sdo paralelos entre si: (—2,4,—6,1) e (1, —2,3, —5) pois

1
(=2,4,-6,1) = —2 (1, —2,3, —5)

ou de forma equivalente
) » 2 - 2 ) ’ .

Exemplo 1.5. O vetor 0é paralelo ou miiltiplo de qualquer outro vetor, pois 0 = 0.

1.2 Matrizes em R™*"

Definicao 1.2.1. Uma matriz de ordem m X n é um arranjo de m - n niimeros, disposta em m linhas e n

colunas. Toda matriz tem associada um nome que pode ser representada com uma letra maitviscula, por

exemplo: A. Para representar os elementos de A escrevemos A = (a;;), onde a;; € R (i=1,....mej=
1,...,n)ou
ayjp a2 - Aip
Qg1 A2 -+ dgp
A= . (1.5)
_aml Am2 amn_

Embora a definicdo retrate de uma matriz especifica, matriz real, vale ressaltar que os elementos da
matriz podem ser elementos definidos no conjunto K, onde K = C (Conjunto dos nimeros complexos),
(Conjunto dos nimeros racionais), Z (Conjunto dos nimeros inteiros), etc.

Uma matriz com somente uma coluna é denominada matriz coluna, ou vetor coluna, e uma matriz
com somente uma linha é denominada matriz linha, ou vetor linha.

Quando for desejada uma notacao mais compacta, a matriz precedente pode ser escrita como
[aij]lmxn OU, simplesmente, [a;;].

A entrada na linha i e na coluna j de uma matriz A também é geralmente denotada pelo simbolo (A);;.

Assim, podemos simplificar a nota¢do da matriz (1.5) acima, como

(A)ij = aij.

Quando uma matriz contém o mesmo nimero de linhas e colunas, dizemos que ¢ uma matriz quadrada

Faculdade de Matematica



Vetores em R" e matrizes em R™*" 8

de ordem n, denotada por

aix a2 -+ Qip
Q21 Q22 -+ QA2p
A= . ] ] . (1.6)
[On1 Gn2 - " Qnn |

Chamamos de diagonal principal, as entradas destacadas na matriz (1.6) de A.

Vejam alguns exemplos de matrizes:

Exemplo 1.6. Considere as matrizes:

4 110
1 2 4

A= , B=15], 02[502}, D=0 11
01 -1

1 1 0 2

Note que, A é uma matriz 2 X 3, B € uma matriz coluna 3 x 1, C' é uma matriz linha 1 x 3 e D é uma matriz

quadrada de ordem 3.

Definicao 1.2.2. Duas matrizes sdo definidas como sendo iguais se tiverem o mesmo tipo e suas entradas

correspondentes forem iguais.

Em outras palavras, sejam A e B duas matrizes de ordem m x n entdo, (A);; = (B);; se, e somente se,

aij = by

para quaisquer valoresde:=1,...,mej=1,...,n.

Definicio 1.2.3. Se A for uma matriz quadrada, entdo o trago de A, denotado por tr(A), é definido pela

soma das entradas na diagonal principal de A. O traco de A ndo é definido se A ndo for uma matriz

quadrada.
1 26
Exemplo 1.7. Sendo A= |0 1 5|, entdo
2 37

tr(A)=14+147=09.

1.2.1 Operacoes matriciais

A seguir vamos apresentar algumas operacdes sobre matrizes que sdo bastante usadas.

Definicao 1.2.4. Se A e B sdo matrizes de mesmo tipo m X n, entdo a soma A+ B é a matriz m X n obtida
somando as entradas de B as entradas correspondentes de A, e a diferengca A — B ¢ a matriz m X n obtida

subtraindo as entradas de B das entradas correspondentes de A.

Faculdade de Matematica



Vetores em R" e matrizes em R™*" 9

Observe, da Defini¢do 1.2.4, que as operacdes de soma e subtracio ndo estdo definidas para matrizes de
tipos distintos.
Em notac¢do matricial, se A = [a;;] e B = [b;;] tém o mesmo tipo, as operagdes indicadas acima sdo

dadas por

(A+B)ij = (A)y + (B)ij = ai; +bi; e (A—DB)y = (A)ij — (B)ij = ai; — bi;.

210 320
Exemplo 1.8. Sendo A = e B = , entdo
1 21 010
2 10 320 24+3 142 0+0 5 3 0
1 21 010 140 241 140 1 31
210 320 2—-3 1—-2 0-0 -1 -1 0
A_B: — = fry
1 21 01 0 1-0 2—1 1-0 1 1 1

Definicao 1.2.5. Se A for uma matriz e c um escalar, entdo o produto cA é a matriz obtida pela multiplica-

¢do de cada entrada da matriz A por c. Dizemos que a matriz cA é um miiltiplo escalar de A.

Em notagdo matricial, se A = [a;;], entdo o elemento da posi¢do ij da matriz cA é dado por

(CA)Z']' = C(A)ij = CCLZ']'.

00 2
Exemplo 1.9. Sendo A = , entdo
6 4 2
0 0 2
1A2l002:§§§:001
20 216 4 2 6§ 4 2 321

Definicao 1.2.6. Se A for uma matriz do tipo m X r e B uma matriz do tipo r X n, entdo o produto AB
€ a matriz do tipo m X n cujas entradas sdo determinadas como segue. Para obter a entrada na linha i e
coluna j de AB, destacamos a linha i de A e a coluna j de B. Multiplicamos as entradas correspondentes

da linha e da coluna e entdo somamos os produtos resultantes.

Note que, a definicdo de multiplicacdo das matrizes A e B, exige que o nimero de colunas de A seja

igual ao ndmero de linhas de B, como descrito abaixo:

Faculdade de Matematica



Vetores em R" e matrizes em R™*" 10

A
m X r r

| Internos |

Externos

Figura 1.1: Esquema de multiplicagdo de matrizes [2].

Suponhamos que A = [a;;] é uma matriz m X r e B = [b;;] € uma matriz r X n. Entdo, na expressao
(1.7) ressalta-se que o elemento (AB);; desse produto vai combinar a linha ¢ de A com a coluna j de B,

como destacado:

ai; Gz - A1y
Qg1 Qg2 - QAo -bll b12 tee blj T bln-
ap- | R L A (1.7)
ai Qo - Ay : : : :
_brl br2 brj brn_
_aml Am2 am"_

Dessa forma, a entrada (AB);; é dada por
(AB);j = aitbij + aiobo; + -+ - + aipby; = Z @i,
k=1

onde o simbolo »  indica somatdrio.

1 2 4
Exemplo 1.10. Sendo A = umamatriz2x2e B = uma matriz 2 X 3, entdo devemos

4 5 01 -1

encontrar uma matriz AB do tipo 2 x 3. Assim,

1 2111 2 4
4 5110 1 -1

AB =
1-1+2-0 1-242-1 1-4+42-(-1)
4-145-0 4-245-1 4-4+45-(=1)

1+0 242 4-2
4+0 8+5 16—5

1 4 2
4 13 11

Faculdade de Matematica



Vetores em R" e matrizes em R™*" 11

Observacao 1.2.1. Sabe-se que no conjunto dos niimeros reais (R), a multiplicacdo tem a propriedade
comutativa, isto é, sempre vale que ab = ba. Mas, esse fato, ndo acontece necessariamente na multiplica-
cdo de matrizes, ou seja, AB nem sempre ¢ igual a BA. Vejamos trés razoes possiveis para que isso ndo

ocorra:

1. AB pode estar definida e BA ndo (por exemplo, se A é uma matriz2 x 3 e B é 3 X 4).

A B AB B A
2 x 3 3 x4 = 2x 4 3 x x 3
| Internos | | Internos |
Externos Externos

2. AB e BA podem ambas estar definidas, mas tém tamanhos diferentes (por exemplo, se A é uma

matriz2 X 3e B é 3 X 2)

A B AB B A BA

2 x 3 3 x 2 = 2 x 2 3 x 2 2 x 3 = 3 x 3
| Internos | | Internos |
Externos Externos

3. AB e BA podem ambas estar definidas e ter o mesmo tamanho, mas as matrizes podem ser diferentes

(conforme ilustrado no exemplo seguinte).

Exemplo 1.11. Considere as matrizes

-1 0 1 2
A= e B=
2 3 3 0
Multiplicando, obtemos
-1 0 |1 2 -1 -2
2 3113 0 11 4
1 2] [-1 0 3 6
BA = =
3 0 2 3 -3 0

Assim, AB # BA.

O exemplo nio proibe a possibilidade de AB e B A serem iguais em certos casos, somente que nao sao

iguais em fodos os casos. Se ocorrer que AB = B A, dizemos que as matrizes A e B comutam.
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Exemplo 1.12. Considere as matrizes

4 4 1 -1
A= e B=
0 4 0 1
Multiplicando, obtemos _ i _ _

4 41 |11 -1 4 0
AB = = )

0 4110 1 0 4

1 —1] 14 4 4 0
BA = =

0 1 0 4 0 4

Assim, AB = BA.
A seguir apresentam-se um conjunto de propriedades das operacdes matriciais.

Teorema 1.2.1. (Propriedades da aritmética matricial) Suponha que as matrizes que aparecem a seguir,
sejam tais que as operagoes indicadas possam ser feitas, e além disso, considere a e b niimeros reais. Entdo,

valem as seguintes propriedades.
(a) A+ B=B+ A [Lei da comutatividade da adigdo]

(b) A+ (B+C)=(A+B)+C [Leida associatividade da adicdo]

(c) A(BC) = (AB)C [Lei da associatividade da multiplicacdo]
(d) A(B+C)=AB+ AC [Lei da distributividade a esquerda]
(e) (A+ B)C = AC + BC [Lei da distributividade a direita]

(f) A(B—C)=AB— AC
(g) (B—C)A=BA—CA
(h) a(B+C) = aB + aC
(i) a(B - C) = aB — aC
() (a+b)C = aC +bC
(k) (a—b)C = aC — bC
() a(bC) = (ab)C

(m) a(BC) = (aB)C = B(aC)
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Demonstracao.

(a)

(b)

(0

Temos que,
(A+ B)ij = (A)ij + (B)ig = aij + bij e (B+A)ij = (B)ij + (A)ij = bij + ai;.
Como a;; € b;; sdo nlimeros reais, entao
a;j + bij = bij + a;j.

Logo, A+ B = B + A.

De um lado temos:
(A)ij=ai; e (B+C)y=(B)i+(C)ij = bi + cij.
Assim, (A + (B + ());; = a;; + (bi; + ¢5). Por outro lado,
(A+ B)ij = (A)y + (B)ij = ai + by e (C)i; = cy.
Logo, (A+ B) + C);j = (a;j + b;j) + ¢;j. Como a;j, b;; e ¢;; sdo nimeros reais, entdo
aij + (biy + ci) = (ai; + bij) + 5.

Portanto, A+ (B+C) = (A+ B)+C.

Seja D = BC'. Assim,
q
D)y =dij = > bucy, (1.8)
=1
p
(AD)y; = Z Wik j- (1.9)
k=1
Substituindo (1.8) em (1.9):
p q p q
(AD);; = Z @ik, Z bricyj = Z Z a;kbricy;.
k=1 i=1 k=1 l=1

Seja Z = AB, entio:

=1 I=1 \k=1 I=1 k=1

((AB)O)Z] = (ZC)U = Zzilclj = Z (Z aikbkl) Clj = Z Zaikbklclj = (AD)Z] = (A(BC))U
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(d)

(e)

Devemos mostrar que A(B + C') e AB + AC tém o mesmo tipo e que as entradas correspondentes
sdo iguais. Para formar A(B + ('), as matrizes B e C' devem ter o mesmo tipo, m X n, e entdo a
matriz A deve ter m colunas, de modo que seu tamanho é da forma r x m. Isso faz de A(B+ C') uma
matriz 7 X n. Segue que AB + AC também € uma matriz r X n e, consequentemente, A(B + C) e

AB + AC tém o mesmo tamanho.

Suponha que A = [a;x], B = [bx;] e C' = [ck;]. Queremos mostrar que as entradas correspondentes

de A(B+ C)ede AB + AC sao iguais, ou seja, que
para todos valores de 7 e j. Pela definicdo de soma e produto matriciais, temos

[AB+O)]i; = ainlby + cj) + ain(bay + c25) + - -+ + Qi (binj + Cmj)
= (anby; + ajcij + aiobaj + ancaj + - - - + Qimbimj + GimCmj)
= (anbi; + aiobaj + - - - + Gimbij) + (@inc1j + aioCoj + - - + Qi Crnj)
= [AB];; + [AC];
— [AB+ AC],.

Devemos mostrar que (A + B)C e AC' + BC tém o mesmo tipo e que as entradas correspondentes
sd0 iguais. Para formar (A + B)C, as matrizes A e B devem ter o mesmo tipo, m X p, e entdo a
matriz C' deve ter p linhas, de modo que seu tamanho é da forma p x n. Isso faz de (A + B)C uma
matriz m X n. Segue que AC' + BC também € uma matriz m X n e, consequentemente, (A + B)C' e

AC + BC tém o mesmo tamanho.

Suponha que A = [a;], B = [bix] € C' = [cx;]. Queremos mostrar que as entradas correspondentes

de (A + B)C e de AC + BC' sdo iguais, ou seja, que
para todos valores de 7 e j. Pela definicdo de soma e produto matriciais, temos

[(A+ B)Clij = (an +bir)ery + (ai + biz)egy + -+ + (aip + bip) ey,

= (anc1; + bircrj + aincaj + bincaj + - - - + QipCpi + bipCpj)

= (anciy + aipcj + -+ + aipCy;) + (bircry + biscaj + -+ - + bipcy;)
= [AC);; + [BC]y
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®

(2

Devemos mostrar que A(B — C') e AB — AC tém o mesmo tipo e que as entradas correspondentes
sdo iguais. Para formar A(B — ('), as matrizes B e C' devem ter o mesmo tipo, m X n, e entdo a
matriz A deve ter m colunas, de modo que seu tamanho é da forma r x m. Isso faz de A(B — C') uma
matriz 7 X n. Segue que AB — AC também € uma matriz r X n e, consequentemente, A(B — C) e

AB — AC tém o mesmo tamanho.

Suponha que A = [a;x], B = [bx;] e C' = [ck;]. Queremos mostrar que as entradas correspondentes
de A(B — C)ede AB — AC sido iguais, ou seja, que

[A(B = O)]i; = [AB — AC]y;
para todos valores de 7 e j. Pela definicdo de soma e produto matriciais, temos

[A(B=C)]i; = an(byy — c1j) + ai(by; — ) + -+ + Qim(bmj — Cmy)
(aibij — aincrj + aiobaj — ainCaj + -+ + Qimbmj — QimCmy;)
= (@nbij + aiobaj + - -+ + imbmy) — (airc1y + aincaj + -+ + AimCnj)
= [AB];; — [AC];
— [AB — AC);.

Devemos mostrar que (B — C')A e BA — C'A t¢ém o mesmo tipo e que as entradas correspondentes
sd0 iguais. Para formar (B — (')A, as matrizes B e C' devem ter o mesmo tipo, m X p, e entdo a
matriz A deve ter p linhas, de modo que seu tamanho é da forma p x n. Isso faz de (B — C')A uma
matriz m X n. Segue que BA — C'A também ¢ uma matriz m X n e, consequentemente, (B — C)A e

BA — C' A tém o mesmo tamanho.

Suponha que A = [ay;], B = [bix] € C = [c;]. Queremos mostrar que as entradas correspondentes
de (B — C)Aede BA — C'A sdo iguais, ou seja, que

[(B—C)Aj;; = [BA—CA];
para todos valores de 7 e j. Pela definicdo de soma e produto matriciais, temos

[(B—C)Aly; = (b — cin)arj + (bia — ciz)az; + -+ (bip — cip)ay;
(bilalj — 115 + bigagj — Cipagj + -+ + bipay; — Cipapj>
(birarj + bigagj + -+ + bipay;) — (cinary + cingj + - -+ + Cipy;)

= [BA];; — [CA];;
— [BA-CA),.
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(h) (a(B+ Q));; = albi; + ¢ij) = abij + aci; = (aB);j + (aC);j.
(i) (a(B = C))i; = alby; — ¢;3) = abij — acij = (aB)i; — (aC)y;.
() ((a+b)0)i; = (a+b)ey; = acij + beyj = (aC)yj + (bC);5.

k) ((a—0)C)i; = (a —b)cy; = acy; — bey; = (aC)i; — (0C)i;.

M (a(dC))ij = albeiy) = (ab)ey; = ((ab)C)i;.

P

(m) (a(BQC));; = CLZ birCrj = Z(abik)ckj = ((aB)C);;

k=1

— Zbik(ackj) = (B(aC));.

Na sequéncia, trés exemplos que ilustram algumas das propriedades demonstradas acima:

Exemplo 1.13. (Lei da associatividade da multiplicacdo) Considere as matrizes

31
3 —1 1 1 -3
A= , B=13 2| e C=
2 1 0 2 7
10
Multiplicando BC' e AB, respectivamente, temos
3 1 5 —2
1 -3
2 7
10 1 -3
31
3 —1 1 7 1
AB = 3 2| =
2 1 0 9 4
10
Assim, segue que
3 -1 1 2 9 —14
ABC)= | = T
2 1 0 17 1
1 -3
——
BC
7 1] |1 -3 9 -—-14
(AB)C = =
9 4| |2 7 17 1
—_——
AB
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Portanto, A(BC) = (AB)C.

Exemplo 1.14. (Lei da distributividade a esquerda) Considere as matrizes

Somando as matrizes B + C, e multiplicando AB e AC, respectivamente,

5 —1 1 -3 6 —4

B+C = + = ,
1 4 4 1 5 5
2 1 11 2
5 —1
AB=1|1 3 =18 11},
1 4
-1 0 -5 1
2 1 6 -5
1 -3
AC=11 3 =13 0
4 1
-1 0 -1 3
Assim, temos
2 1 17 -3
6 —4
AB+C)=1]1 3 . =21 11},
-1 0]. , —6 4
B+C
1 2 6 -5 17 -3
AB+AC=1|8 11|+ |13 0| =121 11
-5 1 -1 3 —6 4
AB AC
Portanto, A(B+ C) = AB + AC.
Exemplo 1.15. (Item m) Considere a = 3 e as matrizes
3 1
3 —1 1
B = e C=13 2
2 1 0
10
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Assim,
31 .
3 -1 1 71 21 3
a(BC)=3- 3 21| =3 =
2 1 0 9 4 27 12
10 -
3 1 31
3 -1 1 9 -3 3 21 3
(aB)C' = |3 3 = 3 2| =
2 1 0 6 3 0 27 12
1 10
1 9 3
3 -1 1 3 -1 1 21 3
B(aC) = 313 2| | = 9 6| =
2 1 0 2 1 0 27 12
10 3 0

Portanto, a(BC') = (aB)C = B(aC).

Proposicao 1.2.1. Se A e B sdo duas matrizes tais que AB = BA, entdo
(i) B¥A = ABF
(ii) (AB)k = AkB*

Demonstracao.

(i) Para k = 1, temos por hipdtese:
AB = BA.

Suponha que é verdade que B"A = AB™. Vejamos o que acontece com B"1 A,
B""'A = (B"B)A = B"(BA) = B"(AB) = (B"A)B = (AB")B = A(B"B) = AB""!.
Logo, B¥A = AB* paratodo k € N.
(ii) Para k = 1, AB = BA, por hipétese. Suponhamos que (AB)" = A" B". Entio,
(AB)""!' = (AB)"AB = (A"B")AB = A"(B"A)B = A"(AB™)B = (A"A)(B"B) = A""'B"1,

Logo, é verdade que (AB)* = A*B*, para todo k € N.

Em seguida, apresentaremos nesta secao alguns tipos principais de matrizes e suas propriedades para

que possamos exemplificar no decorrer dos demais capitulos.
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1.2.2 Matriz nula e matriz identidade

Definicao 1.2.7. A matriz nula, também conhecida como matriz zero, denotada pela letra O, é aquela

matriz cujas entradas sdo todas nulas. Isto é,

(0)i; =0

para quaisquer valores de i e j.
Uma matriz nula m x n é denotada por O, .

Exemplo 1.16. Alguns exemplos sdo:

0
00 0
00 000 0 o
. 1o 0 of. [o}
0 0 0O 0 0 O 0
0 0 0 0

Definicao 1.2.8. A matriz identidade, denotada pela letra I, é uma matriz quadrada com entradas 1 na

diagonal principal e demais entradas nulas.

Se for importante enfatizar seu tamanho, escrevemos /,, para a matriz de tamanho n x n. Vejamos

alguns exemplos:

Exemplo 1.17. As matrizes I, 15, I3 e 1, sdo representadas, respectivamente, por:

1000
100

10 0100
[1], ;101 07,

01 0010
001

0001

Em geral, se A for uma matriz m x n, entdo vale que,

Al,=A e [,A=A.

A seguir, um exemplo para ilustrar esta propriedade.

2 =3 4
Exemplo 1.18. Sendo A = , entdo
6 2 1

1 012 =3 4 2 =3 4
[2A = = = A,
0 16 2 1 6 2 1
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100
2 -3 4 2 -3 4
Aly = 01 0|= =A
6 2 1 6 2 1
001

1.2.3 Matriz transposta

Definicdo 1.2.9. Se A for uma matriz m x n qualquer, entdo a transposta de A, denotada por AT, é definida
como a matriz n X m que resulta da troca das linhas com as colunas de A; ou seja, a primeira coluna de

AT é a primeira linha de A, a segunda coluna de A™ é a segunda linha de A, e assim por diante.

Usando notacdo matricial, a definicdo acima pode ser matematicamente escrita como segue:

(AT = (A)ji.

3 6 12
Exemplo 1.19. Sendo A = , entdo
0 3 -3
3 0
A'=16 3
12 -3

Agora vejamos os seguintes resultados sobre matriz transposta:

Teorema 1.2.2. Se os tamanhos das matrizes sdo tais que as operagoes indicadas podem ser efetuadas e

tomando k um niimero real, entdo
(a) (A1) =A
(b) (A+ B)T = AT + BT
(c) (A— B)T = AT — BT
(d) (KA)T = kAT
(e) (AB)T = BT AT
Demonstracao.

(a) Os elementos da matriz A de tamanho m X n sdo dados por

(A)ij = aij,
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ondei=1,2,...,mej=1,2,...,n. Oselementos da matriz A” de tamanho n x m sdo dados por
(AT)ij = (A)zi-
Assim, podemos concluir que os elementos da matriz (A”)? serdo dados por
(AT = ((A);)" = (A)y = ayy.
Isto é, (AT)T = A.
(b) Seja c;j, elemento de (A + B)7T, entdo:

¢ = (A+B)ji
= CLji + bji
= (AN + (B

Logo,
(A+B)" = AT + BT,

(¢) Seja c;j, elemento de (A — B)T, entdo:

¢j = (A—=B)ji

= aji— by
= (A — (B)y
= (AT BT)ZJ

Logo,
(A-B)T =A" - B”.

(d) Sejak € Re A = [a;;]. Vejamos que,
(kA)T = (kaij)T = k(aij)T = kaﬂ- = k’AT VZ,j

Portanto, (kA)T = kAT,

(e) Sejam A = [a;;]mxn € B = [bjklnxp. Logo, AT € M, y., e BT € M,,,. Seja c;; elemento de (AB)7,
J J p p J
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entao:
n n

Cij = Z(AB)iTj = Z(AB)ﬂ = Zajkbki-
k=1

k=1 k=1
Considere d;; elemento de BT AT, entdo:
dij =Y (BN)a(Arg =) biaje = > ajuby.
k=1 k=1 k=1
Logo,

cij = dij,

paratodo: =1,2,...,pej=1,2,...,m. Entdo,

(AB)" = BT AT,
i
Na sequéncia, um exemplo que ilustra a propriedade do item (e) do Teorema 1.2.2.
31
3 -1 1
Exemplo 1.20. Sejam A = e B= |3 2|. Entdo,
2 1 0
10
31
3 -1 1 71
AB = 3 2| =
2 1 0 9 4
10
79
Logo, (AB)T = . Por outro lado,
1 4
3 31 79
BT AT = ~1 1| =
120

Portanto, (AB)T = BT AT,

1.2.4 Matriz invertivel

Definicao 1.2.10. Se A for uma matriz quadrada e se existir uma matriz B de mesmo tamanho tal que
AB = BA = I, entdo diremos que A é invertivel (ou ndo singular) e que B é uma inversa de A. Se ndo

puder ser encontrada tal matriz B, diremos que A é ndo invertivel ou singular.
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Exemplo 1.21. Considere as matrizes

2 1 3 -1
A= e B=
5 3 -5 2
Multiplicando, obtemos ) i} _ i
2 1 3 -1 10
AB - = )
5 3 |-5 2 01
3 —1] 12 1 10
BA = =
-5 2 5 3 01

Assim, concluimos que a matriz B é a inversa da matriz A e que A é ndo singular.

Note que a relacio AB = BA = [ permanece inalterada pela troca de A por B, de modo que se A for

invertivel e B uma inversa, entdo também vale que B ¢ invertivel e que A é uma inversa de B. Assim, se
AB=BA=1

dizemos que A e B sdo inversas uma da outra. Agora observe o resultado a seguir:
Teorema 1.2.3. (Unicidade da matriz inversa) Se B e C' sdo ambas inversas da matriz A, entdo B = C.

Demonstracao. Como B ¢ uma inversa de A, temos BA = I. Multiplicando ambos os lados a direita por
C,da
(BA)C = IC. (1.10)

Pela lei da associatividade da multiplica¢do (Teorema 1.2.1 item (c)), (BA)C = B(AC'). Assim, da equa-
¢do (1.10) resulta
B(AC) = C. (1.11)

Como C' também ¢é uma inversa de A, segue que AC' = I. Logo, da expressdo (1.11),
BI =C,
o que leva a
que € o que queriamos provar. |

Como uma consequéncia desse importante resultado, podemos agora falar da inversa de uma matriz

invertivel. Se A for invertivel, entdo sua inversa € tnica e serd denotada pelo simbolo A~ Assim,

AA =T e A'A=1.
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Teorema 1.2.4. Se A e B sdo matrizes invertiveis de mesmo tamanho, entdo AB é invertivel e
(AB)™'=pBtA™"

Demonstracdo. Podemos mostrar a invertibilidade e obter a férmula enunciada a0 mesmo tempo mos-

trando que
(AB)(B'A™') = (B'A™Y)(AB) = I.
Vejamos,
(AB)(B'A™) = A(BB YA ' = ATA™' = AA =1,
(B'A™YAB)=B Y A'A)B=B"'IB=B"'B=1.
Assim, AB é invertivel e (AB)™! = B~1A™L. i

Teorema 1.2.5. Se A for uma matriz invertivel e n um inteiro ndo negativo, entdo
(a) A7! éinvertivel e (A~1)~! = A.
(b) A" éinvertivel e (A™)~! = (A71)",
(c) kA é invertivel com qualquer escalar ndo nulo k e (kA)™' = k1AL,
Demonstracao.

(a) Por hipétese, A é uma matriz invertivel, entdo existe A=, A~! & invertivel se podemos encontrar
uma matriz B tal que

A'B=BA'=1,.

Tomando B = A, segue que A}, de fato, € invertivel e A € a inversa de A~*. Portanto,
(AH™t = A
(b) Podemos mostrar a invertibilidade e obter a férmula enunciada ao mesmo tempo mostrando que
AM(ATH = (AThHrAr =11,
Como A e A~! comutam entre si, pela Proposicdo 1.2.1, segue que,
AMAH = (AATHY =T1" =1,

(A)rA" = (AT A" =" = 1.

Assim, A™ é invertivel e (A")~! = (A~
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(¢) Das propriedades (1) e (m) do Teorema 1.2.1 implica que
(KA EPA™Y) = kY (RA)A™ = (K 'R)AA = ()T =1,

(A Y RA) = (AT kA = A A=A MA=AT"A= T

Assim, kA é invertivel e (kA)™! = k71A™L

i

Teorema 1.2.6. Se A for uma matriz invertivel, entdo AT também é invertivel e

(AT = (A"
Demonstra¢io. Considerem os produtos AT (A™1)T e (A~1)T AT, Entdo temos,
ATA Y =AM =1"=1T ¢
(AHTAT = (AA Y =TT =1.

Logo, (A7)t = (A=H)T.

i

1.2.5 Matriz diagonal

Definicao 1.2.11. Uma matriz quadrada em que todas as entradas fora da diagonal principal sdo zero é

denominada matriz diagonal.

Exemplo 1.22. Alguns exemplos de matrizes diagonais de ordem 2, 3 e 4:

6 0 00
1 00
0 0 2 0 0 -4 00
5 ;101 074,
0 0 0 =5 0 0 0O
0 01
0 0 0 8

dy 0 0
0 dy --- 0

p—| . T (1.12)
00 dy |
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Uma matriz diagonal € invertivel se, e s6 se, todas as suas entradas na diagonal sdo ndo nulas; neste caso a

inversa de (1.12) é

De fato,

DD ! =

D7'D =

1/, 0 - 0
0 1/dy -+ 0
D= /_2 o (1.13)
00 1/d, |
(d, 0 o] [1/d; o o] Jro 0]
0 d 0| 0 1/dy o o1 ol _,
0 0 0 0 1/d,] |0 0 1]
[1/d; 0 0] [a 0 o] [1 0 0]
0 1/ds 0[]0 d 0| o1 0| _,
00 1/d.] |0 0 d.] |00 1]

1.2.6 Matriz triangular

Definicao 1.2.12. Uma matriz quadrada com todas as entradas acima da diagonal principal nulas é deno-

minadas triangular inferior, e uma matriz quadrada com todas as entradas abaixo da diagonal principal

nulas é denominada triangular superior. Dizemos que uma matriz triangular inferior ou triangular supe-

rior é triangular.

Exemplo 1.23. Matrizes triangulares superiores e inferiores

ay;
0 a,
] {0
0 0

!

Uma matnz tnangular
superior 4 ¥ 4 arbitrira.

ty; gy, e, 0 0 0
gy Oy Ay Gy U 0
fyy gy ay  dy  dy
0 a, Gy G Gy Oy

Uma matnz tniangular
inferior 4 < 4 arhitrina.

Figura 1.2: Exemplos genéricos de matrizes triangulares de tamanho 4 x 4 [2].

Observacao 1.2.2. Observe que matrizes diagonais sdo triangulares inferiores e superiores, pois tém ape-

nas zeros acima e abaixo da diagonal principal.
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1.2.7 Matriz simétrica
Definicfio 1.2.13. Uma matriz quadrada A é dita simétrica se A = AT

Em outras palavras, uma matriz quadrada A = [aij] ¢é simétrica se, € sO se,

com quaisquer valores de i e 7.

Exemplo 1.24. As seguintes matrizes sdo simétricas, jd que cada uma delas é igual a sua transposta.

d 0 0 O
1 4 5
7T =3 0 d 0 O
) 4 -3 0|,
-3 5 0 0 d3 O
5 0 7
0 0 0 dy

E f4cil reconhecer visualmente a simetria de uma matriz: as entradas na diagonal principal ndo t€m
restri¢cdes, mas as entradas que estdo posicionadas simetricamente em relacdo a diagonal principal devem
ser iguais. Toda matriz diagonal, como a terceira matriz do Exemplo 1.24, t€ém essa propriedade.

O teorema seguinte lista as principais propriedades algébricas das matrizes simétricas.
Teorema 1.2.7. Sendo A e B matrizes simétricas de mesmo tamanho e k um escalar qualquer, entdo
(a) AT é simétrica.
(b) A+ Be A — B sdo simétricas.
(c¢) kA é simétrica.
Demonstracao.
(a) Segue direto da defini¢do, se A é simétrica, entdo A = AT. Logo, AT também é simétrica.

(b) Sejam A e B duas matrizes simétricas de mesmo tamanho. Desse modo, AT = A e BT = B. Assim,
(A+B)T"=A"+B"=A+B.

Analogamente,

(A-B'=A" - B"=A-B.

Logo, A+ B e A — B s@o simétricas.
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(c) Se A é simétrica, entdo A = AT, Assim, segue que
(kAT = k(AT) = kA.

Logo, kA é simétrica.

Nao ¢ verdade, em geral, que o produto de matrizes simétricas resulta em uma matriz simétrica. Para

ver porqué isso ocorre, segue o seguinte resultado.

Teorema 1.2.8. O produto de duas matrizes simétricas é uma matriz simétrica se, e so se, as matrizes

comutam.

Demonstracao. Sejam A e B matrizes simétricas de mesmo tamanho. Temos
(AB)T = BT AT = BA.

Assim, (AB)T = AB se, e s6 se, AB = BA, isto é, se, e s6 se, A e B comutam. |
Em geral, uma matriz simétrica ndo precisa ser invertivel; por exemplo, uma matriz diagonal com um
zero na diagonal principal € simétrica, mas ndo € invertivel. Contudo, o proximo teorema mostra que se

ocorrer que uma matriz simétrica € invertivel, entdo sua inversa também € simétrica.
Teorema 1.2.9. Se A for uma matriz simétrica invertivel, entdo A~' é simétrica.

Demonstra¢io. Suponha que A seja simétrica e invertivel. Pelo Teorema 1.2.6 € pelo fato de que A = A7,

decorre
(Afl)T — (AT)fl — Afl

provando que A~! ¢ simétrica. i

Observacio 1.2.3. Numa variedade de aplicagées, surgem produtos matriciais da forma AAT e AT A. Se
A for uma matriz m x n, entdo AT é uma matriz n x m, de modo que ambos produtos AAT e AT A sdo
matrizes quadradas, a matriz AAT de tamanho m x m e a matriz AT A de tamanho n x n. Esses produtos

sdo sempre Simétricos, pois
(AAT)T = (AT)TAT = AAT e (ATA)T = AT(AT)T = AT A.

No caso especial em que A é quadrada, temos o seguinte resultado.
Teorema 1.2.10. Se A for uma matriz invertivel, entdo AAT e AT A também serdo invertiveis.

Demonstracio. Como A é invertivel, pelo Teorema 1.2.6, AT também & invertivel. Assim, segue do

Teorema 1.2.4, AAT e AT A sdo invertiveis, por serem produtos de matrizes invertiveis. |
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1.2.8 Matriz ortogonal

Definicao 1.2.14. Dizemos que uma matriz quadrada A é ortogonal se sua transposta for sua inversa, ou

seja, se
At =47
ou, equivalentemente, se
AAT = ATA=1. (1.14)
Exemplo 1.25. A matriz
3 2 6
T 7 7
— 6 3 2
A= T 77
2 6 _ 3
7 7 7
€ ortogonal, pois
3 _6 2 3 2 6
(A I I S 100
TA_— |2 3 6 6 3 2 —
Ad=12 7 || 7 F|=[010
6 2 3 2 6 _ 3
7 7 Al L7 o7 % 001

Na sequéncia, alguns resultados das matrizes ortogonais:
Teorema 1.2.11. Sobre matrizes ortogonais, temos:
(a) A inversa de uma matriz ortogonal é ortogonal.
(b) Um produto de matrizes ortogonais é ortogonal.
(c) Se A for ortogonal, entdo det(A) = 1 ou det(A) = —1.
Demonstracao.

(a) De fato, se A é ortogonal, entdo A7 também é. Além disso, segue da definicdo que A~! = A7, entdo

basta observar que (AT)™! = (A71)~1 = A.
(b) Sejam A e B duas matrizes ortogonais. Pelo Teorema 1.2.2 item (e), temos
(AB)(AB)" = (AB)BT A" = A(BBT)A" = AIA"T = AAT = 1.

Fato que demonstra a propriedade.

(c) Para provar a afirmacdo usamos o Teorema de Binet e lembramos que A7 e A tém o mesmo de-

terminante e que o determinante da identidade € igual a 1. Essas informacdes se encontram mais

Faculdade de Matematica



Vetores em R" e matrizes em R™*" 30

aprofundadas no Apéndice 1, sobre Determinantes. Logo,

det(AAT) = det(])
det(A) - det(AT) = det([)
det(A)? = 1
det(A) = 1.

1.3 Autovalores e autovetores de matrizes

Definicao 1.3.1. Se A for uma matriz n x n, entdo um vetor ndo nulo ¥ em R"™ é denominado autovetor de

A se AZ for um muiltiplo escalar de T, isto é,
AT =\

com algum escalar \. O escalar )\ é denominado autovalor de A, e dizemos que T é um autovetor associado

al.

1
Exemplo 1.26. O vetor ¥ = € um autovetor de A = associado ao autovalor \ = 3, pois
2 8 —1
. 3 0 1 3 1 .
8 —1f |2 6 2

L3x

(8]
|
N
-
P

Figura 1.3: Expansao do vetor & [2].

Proposicao 1.3.1. Seja \ um autovalor de A, entdo X é autovalor de A™.

Faculdade de Matematica



Vetores em R” e matrizes em R™*" 31
Demonstracio. De fato, seja A um autovalor de A, entdo existe & £ 0, tal que:
AZ = \T. (1.15)
Multiplicando (1.15) por A a esquerda, temos:
AAZ = A(ND)
A%Z = \AZD)
A7 = M\D)
AT = N7
Por inducdo matematica, pode-se provar que:
AT = \"E, (1.16)

isto é, \™ € o autovalor de A™ associado ao autovalor Z.

Em geral, seja P(z) = ap+a1x+asx?+- - - +a,z". Define-se P(A) = apl + a1 A+as A%+ - -+a, A™.

Se 7 € autovetor de A e A o correspondente autovalor, entdo:
P(\) = ag + ai A + ao)? + - - + a, \"

€ o autovalor de P(A) associado ao autovetor 7.
De fato,
P(A)Z = (Z akA’“> z,
k=0

onde A° = I. Usando (1.16) no lado direito de (1.17), tem-se que:

P(A)7 =

(1.17)

Definiciio 1.3.2. Uma matriz simétrica A em R™" é denominada definida positiva, se 77 AT > 0, para

todo T # 0, & em R".

Proposicao 1.3.2. Os autovalores de toda matriz simétrica definida positiva sdo positivos.
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Demonstracao. Seja A uma matriz simétrica definida positiva e # um autovetor associado ao autovalor ),
entao

Ar = 7. (1.18)

Multiplicando ambos os lados de (1.18) & esquerda por Z7, temos

AT = T (\F)

— APt 442 (1.19)

Como A é simétrica definida positiva, entdo pela Defini¢do 1.3.2, #7 A7 > 0 para todo Z # 0. Como 7 é

autovetor, entdo ¥ # 0. Dai, de (1.19) implica

A > 0.

Proposicio 1.3.3. Seja B = AT A. Logo, os autovalores de B sdo niimeros reais ndo negativos.

Demonstracio. A matriz B = AT A é simétrica. Seja \ autovalor de A e 7 # 0, o respectivo autovetor de
B, entdo
B = \7.

Multiplicando ambos os lados & esquerda por 77, temos
' B = 7 (\T).

Como B = AT A, segue que
T (AT Az = \i'Z (1.20)

Note que, do lado esquerdo de (1.20), temos
7T (AT Az = (7T AT (AZ) = (AZ)T (AD).

Fazendo A7 = i segue de (1.20) que,

o que implica em

(1.21)
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G=vi+yi+-+y>>0edT=ai+23+ - +22>0,seguede (1.21) que

A>0.
i
Definicao 1.3.3. O raio espectral da matriz A é denotado por p(A) e definido como:
p(A) = max{|\|, onde X\ é autovalor de A}.
Proposicao 1.3.4. Seja A uma matriz ndo singular, entdo:
(a) Zero ndo é autovalor de A;
1
(b) X é autovalor de A se, e somente se, " é autovalor de A™1;
(c) [p(A)]* = p(A%);
(d) AT A e AAT sdo matrizes simétricas e possuem os mesmos autovalores;
1
AL T A = .
(e) p((A7) ) min{|\|; A € autovalor de AT A}
Demonstraciao. Vejamos
(a) Suponha que 0 é autovalor de A, entdo existe & £ 0, tal que:
Axr = 07
Az = 0. (1.22)
Multiplicando (1.22) por A~! a esquerda,
AT'Az = A0
i =0
Z = 0,
que é uma contradi¢do.
(b) Como )\ é autovalor de A, entdo existe &' # 6, tal que:
AZ = M2 (1.23)
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Multiplicando (1.23) a esquerda por A~!, temos:

AT'AZ = ATH(OD)

Iz = MNA'7
7 = N7
Logo,
A‘lf—lf
=37

1
Entao, " ¢ autovalor de A~!. A demonstragio da reciproca € semelhante. Por outro lado, temos que:

p(A™1) = max{|\|; A é autovalor de A~}
1
min{|\|; A é autovalor de A}

(c) Sabe-se que:

— Se \ é autovalor de A, entdo \? é autovalor de A? (Proposi¢do 1.3.1);
- p(A) = max{|A|; A é autovalor de A}, onde | - | ¢ 0 médulo do nimero \;

— p(A?) = max{|y|;y é autovalor de A?}.

Por outro lado, se v é autovalor de A2, entdo
|4 —~I| =0

(A= VAD(A+ AT =0
A= VATl A+ V31| =0
A= 71| =0 ou |A+ 7| =0
A= AT =0 ou |A—(—y7)I|=0.

Logo, /7 ou —,/7 € autovalor de A.

Considere-se os conjuntos:
Aut(A) = {\; A éautovalorde A} e

Aut(A?) = {v;  é autovalor de A*}.

Afirmacio: Se v € Aut(A?), entdo existe A € Aut(A) tal que v = 2.
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De fato, suponha que existe um v, € Aut(A?) tal que
Yo # N, YA € Aut(A)

Por hipétese, 7o € Aut(A?), logo /7 ou —/7 ¢ autovalor de A. Entdo, existe Ay = /7 ou
Ao = —y/70 tal que
)\g = Y-

Contradi¢do. Portanto, a afirmacao € verdadeira.

Assim,

p(A?) = max{|y|;v é autovalor de A%}
= max{|\?|; \ é autovalor de A}
= max{|A*; A é autovalor de A}

= (max{|\]; X é autovalor de A})?

= (A
(d) Seja \ autovalor de AT A, ento existe Z # 0, tal que
AT Az = M7 (1.24)
Multiplicando A de ambos os lados a esquerda de (1.24), temos:

A(ATAT) = ANT
AAT(AT) = MNAZ. (1.25)

Fazendo A7 = i/ em (1.25):
AATG = \y.

Mas ¢ # 0, pois A é ndo singular. Ento, \ é autovalor de AA”. Logo:

p(ATA) = p(AAT).

(e) Sabe-se que
(A)T(A™) = (AT) A = (A4T) .
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Logo, p((A~1)T A7) = p((AAT)~1). Usando-se o resultado (b), tem-se que:

1

min{|A[; A é autovalor de AAT}
1

min{|A|; A é autovalor de ATA}"

p(ATTAY)

Definicao 1.3.4. Se A e B forem matrizes quadradas, dizemos que B é semelhante a A se existir alguma

matriz invertivel P tal que B = P~ AP.

Definicao 1.3.5. Uma matriz quadrada A é dita diagonalizdvel se for semelhante a alguma matriz diagonal,
ou seja, se existir alguma matriz invertivel P tal que P~* AP é diagonal. Nesse caso, dizemos que a matriz

P diagonaliza A.

Definicao 1.3.6. Um conjunto {i;, s, ..., Uy} de m vetores de R™ é linearmente independente se a tinica
solugdo possivel da equagdo

a1ty + agtiy + -+ - + ap iy, =0,

seja a solugdo nula. Isto é: a; = as = -+ = a,, = 0.
Proposicdo 1.3.5. Seja A = {uy,us, - ,u,} um conjunto de vetores de R". O conjunto de vetores A é
linearmente independente se, e somente se, det[uy, us, - -, u,| # 0.

A demonstragdo desse resultado pode ser vista em [2].
Teorema 1.3.1. Se A for uma matriz n X n, sdo equivalentes as afirmacdes seguintes.
(a) A é diagonalizavel.
(b) A tem n autovetores linearmente independentes.

Demonstracao. (a) = (b) Como estamos supondo que A é diagonalizdvel, existem uma matriz invertivel

P e uma matriz diagonal D tais que P~*AP = D ou, equivalentemente,

AP = PD. (1.26)
Denotando os vetores coluna de P por p1,pa, ..., D, € supondo que as entradas diagonais de D sejam
A1, A2,y ...y Ay, segue que o lado esquerdo de (1.26) pode ser expresso por
AP=AlG py .. )= |45 AR .. AP,
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e o lado direito de (1.26) pode ser expresso por
PD=[\py A oo M)
Assim, segue de (1.26) que
Apy = Mp1,  Aps = Xaps, ..., Apn = \iDn- (1.27)

Como P é invertivel, entdo |P| # 0. Assim, nenhuma coluna de P é combinagdo linear das outras. Logo,

{P1, P2, ..., Pn} é linearmente independente.
Logo, de (1.27), tem-se que 0s p1, Pa, - - - , P, $30 ndo nulos. Entdo, A possui n autovetores linearmente
independentes.
(b) = (a) Suponha que A tenha n autovetores linearmente independentes py, po, . . . , P, com autovalores
associados A\, Mg, ..., A,. Escrevendo
P = [ﬁl P2 ﬁni|
e denotando por D a matriz diagonal de entradas diagonais sucessivas A, Ao, . . ., A,,, obtemos
AP = A[ﬁ1 P2 .- ﬁn]
= 45 AR .. Aj
M dafe o M)
= PD.

Como os vetores coluna de P sdo linearmente independentes, segue que P € invertivel, de modo que essa

tiltima equagio pode ser reescrita como P~ AP = D, mostrando que A é diagonalizdvel. i
Teorema 1.3.2. Se v, ¥, . .., U} forem autovetores de uma matriz A associados a autovalores distintos,
entdo {U1, Vs, ..., U} € um conjunto linearmente independente.

A demonstragdo desse resultado pode ser vista em [2].

Teorema 1.3.3. Se uma matriz A de tamanho n x n tem n autovalores distintos, entdo A é diagonalizdvel.

Demonstracao. Se v, Us, . . ., v, sdo autovetores associados aos autovalores distintos A\j, Ao, . .., A, entdo,
pelo Teorema 1.3.2, ¥, Us, . . ., U, s@0 lincarmente independentes. Assim, A € diagonalizavel pelo Teorema
1.3.1. |

Teorema 1.3.4. Se A for uma matriz simétrica real, entdo A tem autovalores reais.
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Demonstracao. Sejam A\ um autovalor de A e ¥ um autovetor associado, sendo que A\ pode ser complexo

e @ pode estar em C". Assim,
AZ = A7, (1.28)

onde ¥ # 0. Dai,
(A7)" = (\)"
AT = AT
Como A é simétrica, segue que
ZTA =\, (1.29)
Multiplicando ambos os lados a esquerda de (1.28) por E’T, temos

T

—

FAZ=F A\ = AT £=2Y_ |a.f" (1.30)

=1

Por outro lado,

T AT=T A7
Como A é uma matriz real, A = A. Logo,
FAT=7TAF "2 NTTF =0 Jal (1.31)

=1

Os dois lados de direito de (1.30) e (1.31) s@o iguais. Logo,

= ., =T,
T AZ =1 AT

=T L, , £
e, ¥ A é um nimero real. De (1.30), obtém-se:

:T —
T AZ
A= —
2
E |z
i=1
quociente de dois nimeros reais. Logo, A € um nimero real. i

Definicao 1.3.7. Sejam A e B matrizes quadradas. Dizemos que A e B sdo ortogonalmente semelhantes

se existir alguma matriz ortogonal P tal que PT AP = B.

Se A for ortogonalmente semelhante a matriz D, isto &,

PTAP =D,
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onde D é uma matriz diagonal, entdo dizemos que A é ortogonalmente diagonalizavel ¢ que P diagona-

liza A ortogonalmente.

Teorema 1.3.5. Se A for uma matriz n X n, entdo as afirmacoes sdo equivalentes.
(a) A é ortogonalmente diagonalizdvel.
(b) A tem um conjunto ortonormal de n autovetores.
(c¢) A é simétrica.

Demonstracao. (a) = (b) Como A é ortogonalmente diagonalizdvel, existe alguma matriz ortogonal
P tal que P~'AP ¢ diagonal. Como mostramos na prova do Teorema 1.3.1, os n vetores coluna de P
sdo autovetores de A. Como P € ortogonal, esses vetores colunas sdo ortogonais, de modo que A tem n
autovetores ortonormais.

(b) = (a) Suponha que A tenha um conjunto ortonormal {py,ps,...,p,} de n autovetores. Como
mostramos na prova do Teorema 1.3.1, a matriz P que tem esses autovetores como colunas diagonaliza A.
Como esses autovetores sdo ortogonais, P € ortogonal e, assim, diagonaliza A ortogonalmente.

(a) = (c¢) Na prova de (a) = (b), mostramos que uma matriz quadrada A de ordem n ortogonalmente
diagonalizdvel é ortogonalmente diagonalizada por uma matriz P de tamanho n X n cujas colunas formam

um conjunto ortogonal de autovetores de A. Seja D a matriz diagonal
D = PTAP.
Multiplicando ambos os lados da igualdade por P a esquerda e por PT a direita, temos
PDP" = ppTAPP"

do que segue que

A= PDPT.

Assim,

AT = (PDP")" = (P")"D"P" = PDP" = A

o que mostra que A é simétrica.

(c) = (a) Veja [2].
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Capitulo 2

Aplicacoes de matrizes

As matrizes t€ém muitas aplicagdes praticas. Aqui serdo apresentadas duas dessas aplicacdes, ambas
associadas com o nimero de condi¢do de uma matriz: transformacdes lineares de R™ em R" e sistemas de
equagoes lineares.

Embora tenha sido apresentado o conceito de vetor em R™ (Capitulo 1) como uma lista ordenada de n

numeros, do tipo:

U= (1)17,027"'7071)7

aqui e nos préximos capitulos um vetor deve ser entendido como uma matriz coluna ou vetor coluna, assim

o vetor ¥ serd entendido como:

U1

V2

<y
Il

Un

As principais referéncias que utilizamos como base para este capitulo estdo em [2] e [3].

2.1 Transformacoes lineares

Antes de seguirmos com o assunto em questao, apresentaremos algumas defini¢des.

Definicao 2.1.1. Um sistema matemdtico constituido de um conjunto ndo vazio K e um par de operagoes
sobre K, respectivamente uma adig¢do (x,y) — x + y e uma multiplicacdo (x,y) — xy (ou x - y), é

chamado corpo se:
(a) a,b,c € K, entdoa+ (b+c¢) =(a+0b)+c [associatividade da adi¢do];
(b) a,be K, entdoa+b=b+a  [comutatividade da adi¢do];

(c) Existe um elemento O € K tal que, qualquer que seja a € K, a + 0 = a [existéncia de

elemento neutro];
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(d) Qualquer que seja a € K, existe um elemento em K, indicado genericamente por —a, tal que

a+ (—a) =0k  [existéncia de opostos];
(e) a,b,c € K, entdo a(bc) = (ab)c  [associatividade da multiplicdo];
(f) a,b,c € K, entdo a(b+ c) = ab+ ace (a+ b)c =ac+bc  [distributividade];
(g) a,be K, entdo ab=ba  [comutatividade da multiplicacdo];

(h) Existe um elemento 1 € K tal que, qualquer que sejaa € K, a-1x = 1x-a=a  [existéncia

da unidade];
(i) Paratodo a € K — {0k}, existe b € K tal que ab =1  [existéncia do inverso].

Exemplo 2.1. O conjunto dos niimeros racionais Q, o conjunto dos niimeros reais R e o conjunto dos

niimeros complexos C sdo exemplos de corpos.

Definicao 2.1.2. Seja K um conjunto de escalares e seja V' um conjunto ndo vazio qualquer, cujos elemen-
tos sdo denominados vetores. Se em V estiver definida duas operacéoes, a adigdo que associa a cada par
de vetores i, v em V um vetor i + v em V e a multiplicacd@o por escalares, que associa a cada escalar k
em K e cada vetor i em V um vetor kil em V', entdo V' é um espago vetorial sobre K, em relacdo a essas
operagoes, se as seguintes condicoes estiverem satisfeitas:

1. U+ U=+ U, com qualquer i, v em V.

2. U+ (V+ W) = (4 + V) + W, com qualquer i, v, em V.

3. Existe um tinico vetor 0 em V', denominado vetor nulo de V', ou vetor zero, tal que O+ =ad+0= g

com qualquer i em V.

4. Dado qualquer @ em V', existe um tinico vetor —i em V', denominado oposto de 1, tal que i+ (—u) =

(=) + i = 0.
5. k(U + V) = ki + kv, com qualquer k em K e 4,7 em V.
6. (k+ m)d = ki + mu, com qualquer k,m em K e @ em V.
7. k(mi) = (km)d, com qualquer k,m em K e i em V.
8. 14 = u, com qualquer i em V.

Observacao 2.1.1. Note que, pela Definicdo 2.1.1, temos associado a todo espago vetorial um conjunto
de escalares K, sendo K um corpo. Pelo Exemplo 2.1, tal conjunto pode ser considerado o conjunto
dos niimeros reais R ou conjunto dos niimeros complexos C. Porém, no decorrer deste trabalho vamos

estabelecer K como sendo o conjunto dos niimeros reais R.
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A seguir apresentam-se alguns exemplos de espacgos vetoriais:

Exemplo 2.2. Seja V = {0} com as operagdes
0+0=0 e k=0
com escalares k quaisquer. E fdcil verificar que todas as condi¢ées da Definicdo 2.1.1 sdo satisfeitas.

Dizemos que este é o espacgo vetorial nulo.

Exemplo 2.3. O conjunto dos niimeros reais V = R munido das operagoes usuais de adicdo e multiplica-

cdo é um espaco vetorial.

Exemplo 2.4. (R™ é um espaco vetorial) Seja V= R" e defina as operagdes de espaco vetorial em V' como

as operagoes conhecidas de adicdo e multiplicacdo por escalar de n-uplas, ou seja,
U+ U= (ug, U, ..., Up) + (V1,02,...,0,) = (U1 +v1,us + Vo, ..., Uy + V)

ki = k(uy,us, ... u,) = (kuy, kua, . .., kuy,).

Pelo Teorema 1.1.1, estd provado que as condi¢coes da Definicdo 2.1.1 sdo satisfeitas.

Exemplo 2.5. Definimos M,, ., o conjunto formado pelas matrizes do tipo m X n, cujos elementos estdo

em R. Pelo Teorema 1.2.1, estd provado que as condi¢coes da Definicdo 2.1.1 sdo satisfeitas.

Uma vez que entendemos o conceito de espacos vetoriais, partimos para a transformagao linear propri-

amente dita.

Definicao 2.1.3. Sejam V e W espagos vetoriais sobre R. Uma fungdo T' : V. — W é denominada
transformacdo linear de Vem W se as duas propriedades seguintes forem vdlidas com quaisquer vetores

uevemV equalquer escalar k em R.
(i) T(kv) = kT (7) [Homogeneidade]
(ii) T(Z+ 0) = T(u) + T(?) [Aditividade]

No caso especial em que V= W, a transformacdo linear é denominada operador linear do espaco vetorial

V.

A homogeneidade e a aditividade de uma transformacdo linear 7' : V' — W pode ser usada em combi-
nagdo para mostrar, de maneira mais geral, que, se v, Us, . . . , U, forem vetores em V e ky, ko, . . . , k, forem

escalares em R, entdo
T(k1Uy + koo + - - - + k0y) = kg T(01) + koT(02) + - - - + k. T(0,.). 2.1

O préximo teorema lista duas propriedades basicas de transformacao linear.
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Teorema 2.1.1. Se T : V. — W for uma transformagdo linear, entdo
(a) T(0) = 0.
(b) T(d — V) =T(u) — T(V), para quaisquer que sejam i e ¥ em V.
Demonstracao.

(a) Seja « um vetor qualquer em V. Como 0t = 0, segue da homogeneidade na Defini¢do 2.1.2 que

=,

T(0) = T(0@) = 0T (i) = 0.

(b) Temos que,

Observacao 2.1.2. Com as duas partes do Teorema 2.1.1, podemos mostrar que
T(—v) = =T(?)

com qualquer v em V.

De fato,
T(~3) =70 - 9) L 70) - 7(7) L0 - 7(5) = —T(%).

Vejamos alguns exemplos de transformacao linear.

Exemplo 2.6. (O operador identidade) Seja V um espaco vetorial qualquer. A aplicacdo [ : 'V — V
definida por 1 (V) = U é denominada operador identidade de V. I é um operador linear. De fato, para U e

vemV ek em R, temos
(i) I(kv) = kI(V) = kv,
(ii) I(u+v) = I1(0) + [(V) = u + v.

Exemplo 2.7. (Transformagaes de espacos matriciais) Seja T’ : M, <, — M, xn, definida por

T(A) = AT. T é uma transformagdo linear. De fato, segue das partes (b) e (d) do Teorema 1.2.2 que

(i) T(kA) = (kA)T 2 kAT = kT(A),
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(i) T(A+ B) = (A+ BT Y AT © BT — 7(A) + T(B).

Exemplo 2.8. SejaV =R3 e W = R? tal que T : R® — R? definida por T'(x,vy, 2) = (v — 22, —x + 3y),
entdo temos,

T(x,y,2z) = (r —2z,—x + 3y) = z(1,—1) + y(0,3) + 2(—2,0).

1 0 -2
Assim, podemos reescrever T'(x,y,z) = AX, onde A = ¢ uma matriz denominada matriz
-1 3 0

T

de transformagao linear e X = |y | um vetor em R,

z
Este exemplo mostra como uma transformagdo linear pode ser escrita usando matrizes.

Exemplo 2.9. Seja A uma matriz em M, ., entdo T(X) = AX ¢é uma transformacdo linear de R™ em

R™. Fato que pode ser verificado facilmente.

Proposicao 2.1.1. Seja iy = AT uma transformacdo linear, com T, i vetores de R™ e A matriz em M, .

Considera-se o segmento de reta T;xy definido por:
r=1-)2+tdy =2, +t(zy — 7)),

onde T; é o ponto inicial do segmento, Ty o ponto final do segmento e t € [0,1], entdo j = AT é um

segmento de reta que comega em AZ; e termina em AZy.

Demonstracao. De fato,
y=Ad = A[(1 —t)7; + tZf] = (1 — t)AZ; + tAXy,
comt € [0, 1]. Note que, quando ¢ = 0 temos:
y=(1—-0)A7; + 0AZ; = 1A%, + 0 = A%,
e quando ¢ = 1 temos:
y=(1—-1)A%; + 1A%, = 0AZ;, + A¥y = 0 + ATy = AZy.

Logo, y € um segmento de reta que comeca em AZ; e termina em AZ;. i
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2.2 Sistemas lineares

Considere um sistema de m equagdes e n incognitas

anry + apry 4+ - 4+ apr, = b
211 + Q22%y -+ -+ + Aoty = b2
Am1T1 + GpaT2 + 0 AppXy, = bm

Esse sistema pode ser colocado usando a nota¢do de matrizes da seguinte forma:

a11T1 + 12T + - + ATy b1
a211 + a2Ty + -+ ATy by
Am1T1 + Am2T2 + + AmnTn bm

A matriz m X 1 a esquerda dessa equacao pode ser escrita como um produto, resultando

aix Qa2 - Q1p Ty by
Q21 Q22 -+ Q2p T2 by
_aml Ama amn_ _xn_ _bm_

Denotando essas matrizes por A, X e B, respectivamente, o sistema original de m equac¢des em n incdgnitas

pode ser substituido pela tinica equag¢ao matricial

AX = B. 2.2)

A matriz A nesta equagdo é denominada matriz de coeficientes do sistema. A matriz aumentada do

sistema € obtida pela adjungdo de B a A como a ultima coluna; assim, a matriz aumentada é

ay a2 - Qi | by
a1 Gog - Qg | by
[A|B] =
L Am1 Qm2 - Amn bm |

A barra vertical em [A|B] é s6 uma maneira conveniente de visualmente separar A de B, ndo tendo signifi-

cado matematico.

A equagdo (2.2) simplifica a expressao de um sistema linear e permite sua anélise em fun¢ao das carac-
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teristicas da matriz A. Por exemplo, se a matriz A for invertivel, entdo existe A~! e multiplicando (2.2) a

esquerda por A~!, tem-se:

A'AX = A'B
IX = A'B
X = A'B.

Isso indica que para calcular a solugdo, precisa-se determinar a matriz inversa de A.
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Capitulo 3

Normas

Neste capitulo, vamos tratar das nocdes de norma de vetores e matrizes. O termo norma € um sinénimo
matematico comum para comprimento ou magnitude de um vetor. Para estudos sobre normas vetoriais,
seguimos [2], [3], [4] e também [S5] como principais referéncias. J4 para falar sobre normas de matrizes,

utilizamos [3], [4], [6] e [7] como principais referéncias.

3.1 Norma de vetores

Definicao 3.1.1. Seja V' um espaco vetorial sobre R. Uma norma em V é uma funcdo real de V em R,
denotada por || - || - V' — R, que satisfaz as seguintes condi¢des, para quaisquer que sejam i,V em V e

para todo escalar k em R, tem-se:

(i) ||0]| > 0 (positividade); ||T]| = 0, se, e somente se, T = 0 (separacdo);

(ii) ||kv|| = |k| ||U]| (homogeneidade);
(iii) ||a + V|| < ||d|| + ||V|| (desigualdade triangular).

Para V' = R", existe uma infinidade de normas vetoriais. Dentre elas temos a norma p, denotada por

|| - |lp, p > 1, dada por:

n 1/p
|3l == <Z !vz'|p> = (Jor]” + [vaf? + - - - + |va]?) 7.
i=1

Em particular, para p = 1, temos a Norma 1, também conhecida como, Norma da Soma, definida pela

expressdo:
n

18l = Jvil- G.1)

=1
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Para p = 2, temos a Norma 2, conhecida também por Norma Euclidiana, definida por:

1V]l2 = (3.2)
E por fim, para p = oo, temos a Norma oo ou Norma do Méximo, dada pela expressao:
17l = puax {Joi]} (33)
Exemplo 3.1. Dado o vetor ¥ = (1,2,—3,0), temos:
ol = [+ 2[+]=3]+[0]=1+2+3+0=6;
1712 = VIAP+22+[ =32+ [0 =vI+4+9+0= V143,74
17l = max{|1],]2|,|— 3|, |0|} = max{1,2,3,0} = 3.
Exemplo 3.2. Seja B = {v = (x,y) € R%; ||| < 1}, onde || - || é uma norma vetorial. Dependendo da

norma considerada, o conjunto B define uma regido determinada de R?, como serd mostrada a seguir.
Para a Norma 1, o conjunto ‘B serd representado por By = {0 = (z,y) € R%||0]|1 < 1}. O elemento

U de B, satisfaz:

|U]h <1 = Jo|+|y| <1
= (fx)+(xy) <1

= z4+y<lou —z+y<lovurx—y<lou —x—y<1.

Isso significa que os elementos do conjunto By estd compreendido na regido cuja fronteira é dada pelo

quadrado PQ RS, como se ilustra na Figura 3.1.

-X+y=1 X+y=1

Figura 3.1: B, [4].
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Para a Norma 2, o conjunto B serd representada pelo conjunto By = {v = (z,y) € R?||v]]» < 1}

Seja v € B, entdo temos que
10l 1= V2P + [y < 1=2"+y* < L.

Isso quer dizer que o conjunto B, estd compreendido na regido cuja fronteira é um circulo de raio 1 (Figura

3.2).

X2+y2= 1

Figura 3.2: B [4].

Jd para a Norma oo, o conjunto B serd representada por B, = {v = (z,y) € R?||0]|oc < 1}. Os

elementos deste conjunto satisfazem a condi¢do

7]|oo < 1= max{|z|,|y|} <1=|z|<louly<l=-1<zx<lou —1<y<l.

Condicdo que define uma regido cuja fronteira é dada pelo quadrado PQ RS, como na Figura 3.3.

Q | Y= P
i
Il
x
0
1 0 1
x
Il
b
£
R y=_1 S

Figura 3.3: B, [4].
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Definicdo 3.1.2. (Normas equivalentes) Duas normas || - ||, e || - ||, sdo ditas equivalentes se existem

constantes a > 0 e b > 0 tais que:

1-1lp < all-lg e [1-1lg < bl - [lp-

Exemplo 3.3. As normas || - |1, || - ||2 e || - ||oc SG0 equivalentes.

De fato, seja U = (v, v, ...,v,) em R™ e tome |v;| como a maior das coordenadas do vetor U. Temos
que, por (3.1), (3,2) e (3.3),
|0][x = Jor| + |va] + - - 4 [wnl,

18112 = Va2 + Joaf? + - + a2,
||9]]oc = max{[vi], |val, -+, |val}.

Segue que

ol <+ e e ol = VP < VI P P
= lul < Il

= [0]]oo < [|7]]2-
A constante de equivaléncia neste caso é 1. Agora note que,

(1110)* = (loal + [vaf + - + [oal)?
= |of + o+ + o+ k
= ([91l2)* + &.

vllz < |0

Ou seja, 1, cuja constante de equivaléncia também é 1. Por fim, temos
|0][x = Jor] + [va| + -+ [on] < foi] + Joi] + - -+ [oi| = nfvi] = n][0]].
Logo, a constante de equivaléncia aqui é n. Portanto,
[T]lee < ]2 < [[7]11 < n]]0]|oo-
Pelo Exemplo 3.1 podemos observar que dado o vetor v = (1,2, —3,0), se confirma que

9]oe < {1012 < {|7]]1.

Geometricamente, podemos representar os trés conjuntos B, B, e B, associados as trés normas usuais
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(veja Figura 3.4).

1,1 0.1 (1,1)

(-1,0) (1,0)

B, —— - B,

(1,1) 01 (1-1)

Figura 3.4: Conjuntos B, Bs e B, [3].

3.2 Norma de Matrizes

Definicao 3.2.1. Seja M, «,, um espaco vetorial sobre R. Uma norma em M,, ., € uma funcdo real de M, .,
em R, denotada como || - || : M, x, — R, que satisfaz as seguintes condi¢cdes, para quaisquer que sejam

A, B em M, , e para todo escalar k em R, tem-se:
(i) ||A|]| > 0e||A|| =0, se, e somente se, A = O;
(it) |[KA||l = |k[ ||Al[;
(iii) [[A+ Bl < [[A[| +[IB]l.
Segue um tipo particular de norma matricial bastante usada na literatura.

Definicdo 3.2.2. (Normas Matriciais Subordinadas) Dada uma norma de vetor ||V

, pode-se associar uma

norma de matriz denominada de Norma Subordinada definida pela seguinte expressao:

|A][ = sup [[AZ]],

[12]]=1
onde || AZ|| é uma norma vetorial.
O supremo de {||AZ||; ||Z]| = 1} é assumido sobre todos os vetores n-dimensionais # com a norma
unitdria. Lembrando que {Z;||Z|| = 1} é um conjunto fechado e limitado. Logo, pelo Teorema do Valor
Extremd'} a imagem do conjunto {||AZ]; ||Z|| = 1} possui mdximo e minimo, e assim, o supremo & igual

Este resultado é um teorema de Andlise e se encontra mais aprofundado em [10].
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ao méximo. Diante disso, a definicdo acima pode ser reescrita por:

[|A|| = max ||AZ]]. (34)

l|Z]|=1
Lema 3.2.1. Uma norma de matriz subordinada satisfaz as seguintes propriedades.

(i) ||A|| > 0, a menos que A = O, entdo ||A|| = 0.

kKA = [k[ || A]l

(ii) Para qualquer escalar k e qualquer A,

(iii) Para quaisquer duas matrizes A e B,

1A+ Bl < ||A][ + [|BI]

Demonstracao.

(i) Se A # O, existe um T # 0 tal que AT # 0. Podemos escalar T para que ||Z|| = 1 e ainda tenhamos

AZ # 0. Assim, pela condicdo (i) de normas vetoriais, ||A|| > 0. Se A = O, A% = 0 para todo T e,

portanto, ||A|| = 0.

(ii) Na condigdo (ii) para normas vetoriais, cabe que

[FA]] = max [[kAZ|| = max |k[ - [[AZ]| = |k] - max [|AZ]| = [k| ||A]].

[1Z][=1 [1Z][=1 [1Z][=1

(iii) Na condigdo (iii) para normas vetoriais,

lA+Bl = max||(4+B)7|
= max [|A7 + B
< max[[|A7)] +|Bl ]
< @gI\AlelfggHBﬂl
= [|All+1|B]]

As afirmagaes (i), (i1) e (i11) indicam que efetivamente a norma subordinada é uma norma. Além disso,

satisfaz mais duas propriedades:

(iv) Para qualquer vetor n-dimensional ¥ e qualquer A,

[ AZ][ < [[A]] - [|]]-
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(v) Para quaisquer duas matrizes A e B,
IABI[ < [[Al] - [IB]].
Tal propriedade é conhecida como Norma Consistente.

Demonstracao.

(iv) Para qualquer Z # 0,

. . 1 .
143 = ||| HA (W’”) ' < |12l - 1Il
com
1
Il

e || A|| ocorre para 0 maximo em (3.4). O resultado é trivial para Z = 0.

() [|14B]| = max [|ABF| = max |[A(BR)| < max] ||4]] - || B

por (iv) acima. Portanto

[ABI] < 1Al rax [|BZ]| = [lA} - 1| Bl

Apresentaremos agora, alguns casos cldssicos de Normas de Matrizes Subordinadas, que estao associa-
das a Norma 1 de vetores, Norma oo de vetores e Norma 2 de vetores, respectivamente.

Segue pela Defini¢do 3.2.2, que a Norma 1 € dada por
1Al = max [[AZ]]y,
1Z][1=1

a Norma oo, pela expressao

[Alloe = max |[AZ[|o

|1Z]|o=1
e a Norma 2, por

|Allo = max |47

Seja uma matriz A em M,,,, ao calcular || A||, por exemplo, precisa-se encontrar um vetor ¥ tal que
||Z]|oc = 1 e onde || AZ||~ seja o mdximo. Eis ai um obstéculo para se obter a || A|| através da defini¢do.
Diante disso, nestes trés casos particulares de normas matriciais subordinadas, existem alternativas mais

simplificadas de calculd-las. Veja a proposi¢do a seguir.

Proposicao 3.2.1. Seja A uma matriz de tamanho n X n, entdo temos as seguintes formulas equivalentes

para calcular as normas subordinadas:
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(i) Norma I (ou Norma Coluna)
1Al = max Z il ; (3.5)
(ii) Norma oo (ou Norma Linha)
n
1A]]oo = jnax z; |ai;l ; (3.6)
(iii) Norma 2 (ou Norma Euclidiana)
I|A||2 = max{V/A; A é autovalor de AT A} . (3.7)
Demonstracao. Antes de demonstrarmos estes trés resultados, considere Az = ¢, onde
app Qiz -+ Qip x1 Y1
Qg1 Q22 - Q2 . o) 5 Yo
A= , T = ey =
_anl Qp2 - ann_ _In_ _yn_
entao,
_ q e - ~ - S o
11 Q2 -+ Q| |71 a1r1 + apre + -+ AT, Zj:1 a1;7; Y1
21 Qg2 -+ Q2p Ta|  |Ga + apry + -+ QT B Z?:l Q25T Y2
n
_anl Qp2 - ann_ _xn_ _anlxl + aper2 + -0+ annxn_ _Zj:l anjxj_ _yn_
Logo,
n
yi= ayr, i=12...n (3.8)
j=1
(1) Norma 1 (ou Norma Coluna)
Queremos provar que
All; = max AZ||; = max a
Al = max |47 = max Zr sl
Temos que,
n
1AZ][ = ([ =D lvil-
i=1
Por (3.8), temos:
n n

i=1 | j=1
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Por outro lado, aplicando a desigualdade triangular generalizada de nimeros reais

< Z |aij| |2;]. (3.10)

E , Q5T

j=1

|yi| =

Usando (3.10) em (3.9), temos:

|AZ] =

i=1

i=1 j=1

n
E ClijLCj

J=1

Mas ZZ ai;l|z;| = Z <Z |aw\> |z;]. Logo, temos:

=1 j5=1 J=1

n n
1AZ < D0 lagll]

i=1 j=1

- i (ZII) 2

n
> (gssnz ww) o

IA

Entao,

|AZ||, < ( max Zla@) |Eie (3.12)
Assim, de (3.12), para ||Z||; = 1, temos que:
Az < (fggngazkl) 1)
- (mZ 'w)
- 3 Z\aml

= 52%2 Jass
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(ii)

E, portanto,
|AZ||; < max Z || (3.13)

1<j<n <

onde, max Z |a;;| € o limitante para a norma || A||;.
1Sj§ni:1

Sabemos que
n
max E ]aij\
1<j<n £ T
1=

ird acontecer em alguma coluna. Seja p uma das colunas onde acontece o maximo. Logo:

max Z Jaij| = Z . (3.14)

Agora, considere # = (0,0,...,0,1,0,...,0),

uma matriz A, multiplicada por este vetor Z, teremos:
= AT = (a1p, Qzp, - - -, App).

Assim,
n
NAZ])r = lag.
i=1

Entdo, existe 7 tal que ||Al|; € igual ao limitante

112]8231 Z |CL1] ’

segue que
14][y = max [|AZ]|; = max Z il

1Z]1= lsjsn

Norma oo (ou Norma Linha)

Queremos provar que
n
[[Alloo = max | Az]joc = max Z | aij |-
Temos que,

[A47]|oo = 17l = max lyil.

De (3.8), temos:

n

E QT4 1 .

7=1

(3.15)

||AZ|| o = max
1<i<n
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Mas,
n n
D agai| <D ay| |l
p =1
n
D laij| 117
j=1

n

= | D lail ) 17l

j=1

A

Para ||Z|| = 1, temos que:
n n
D ayy| <Y lay).
j=1 j=1
Entao,
n n
max Z a;xj| < max Z |aijl
<i<n 1<i<n
Jj=1 Jj=1
Logo, de (3.15)

1<i<n

1A4]|so < max (> ay] | - (3.16)
j=1

n
Reparem que, sempre existe o seguinte nimero max g |a;j| |. Denominando a linha onde isso
1<i<n
sisn \ ‘5

n

acontece de p, temos que g |a,;| representard o maximo.

j=1
Seja & o vetor cuja componente é dada por x; = sinal(a,;) (fungdo sinal), com j = 1,2,... n.
Assim, se a,; > 0, entdo x; = +1; se a,; < 0, entdo x; = —1; se a,; = 0, entdo x; = 0.

Observe que, o vetor Z montado tem coordenadas z; = 1 ou —1. Logo, ||Z]|oc = 1. Além disso,
temos que |a,;| = ap;z;, pois se a,; > 0, entdo x; = leay X 1 = a,; > 0; se a,; < 0, entdo

rj=—leay, x (—1)=—a,; > 0;sea,; =0,entdox; =0eay, x 0=0.
Seja ¢ = Z, com & sendo o vetor construido acima. Logo, de (3.8), para i = p:

n

n
ol = D apiai| = lay]
j=1

j=1

n
onde E |a,;| € o limitador da norma. Entao,
Jj=1

n

[A]loe = max [[AZ]| = max | as]
[1Z]|co=1 1<i<n =
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(ii1) Norma 2 (ou Norma Euclidiana)

Queremos provar que

|Al|; = max ||AZ]|; = max{V/A; \ é o autovalor de AT A} .

[|Z][2=1

Considerando A7 = 7/, temos:

(1142112)* = (ll7l2)*

Considerando AT A = B, temos:

(||AZ||2)? = 2" BZ. (3.17)

Neste caso, pela Observacdo 1.2.3, B é uma matriz simétrica e pelo Teorema 1.3.5, B € ortogonal-

mente diagonalizdvel. Logo, existe uma matriz ortogonal P tal que
7' B = #' PAPT 7,
em que A é uma matriz diagonal, formada pelos autovalores da matriz B. Fazendo Z = PT'Z, temos
" BT = Z'AZ. (3.18)

Como P € ortogonal, entdo PT também € e ||Z||o = ||Z]]. Logo, se ||Z||. = 1, entdo ||Z]|> = 1.

De (3.17) e (3.18), tiramos:
(|lAZ][2)* = 2T AZ.

E facil ver que

A\ 0 - 0] [4]
0 Ao --- 0 z
TNZ= |2y 29 oo 2z 2 2
_0 o --- )\n_ | Zn |
Portanto,
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Baseando-se na Observacdo 1.2.4, suponha que os \’s estdo ordenados tais que:
AM>X>.>2)N >0
isto é, A\; é o maior autovalor da matriz em questdo. Assim,

M > = \z2 > N\l

/\1 > )\3 — )\12’% > )\3Z§

A=A, = A22 >\
entao,

M2+ Aozl + .+ Nzl VP D VT D WP

IN

= M(Z 422+ + 2.

Logo, de (3.19) obtemos:
(1AZ]2)* < M2 + 25 + .. + 2,).

Mas ||Z||2 = 1 = ||Z]|2, isto é:

12l = gt 22

1 = \/z%—i—zg—i—...—l—zg

2
1? = <\/z%+z§+...+zg>

1 = 2i+25+...+ 22

Logo, (3.20) fica:

(||AZ]]2)* < M(2f+20+... 4+ 22)
pr— Al .1
= )\1.

Diante disso, (||AZ]|]2)* < A1, ou melhor, ||AZ||> < /A1, onde \; € 0 maior autovalor de B =

Escolhemos 7 tal que 2 = P77 = (1,0,...,0).

(3.20)

AT A.
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Como existe 7 tal que ||Z]|2 = 1 e (|| AZ]||2)? = A;. Entdo:

1A[l2 = ax, ||AZ||> = maxl{\/X; A é autovalor de AT A}.
Zl|o=

[|Z]2=

Proposicao 3.2.2. Seja A € M, «,, em R, entdo

[Allo - = max{[[AZ]|oo; [|7]loc = 1}

= max{[|AZ]|; T = (z1,22, ... xn)t, onde |z;| =1, Vi=1,2,... ).

TV
Condigdo

A seguir, apresenta-se a aplicac@o das trés normas matriciais subordinadas.

1 2
Exemplo 3.4. Dado a matriz A = . O cdlculo das Normas 1, co e 2 seguindo a Proposicdo 3.2.1,
0 2

¢ dado por:
De (3.5) e (3.6) segue que,

1Al = max{([1] +[0]), ([2] + [2[)} = max{(1 +0), (2 + 2)} = max{1,4} = 4,
Al = max{(J1] +|2]), (|0] + [2])} = max{(1 +2), (0 + 2)} = max{3,2} = 3.

Para o cdlculo da Norma 2, segundo a expressdo (3.7), é necessdrio que primeiro obtemos a matriz
AT A. Entdo,

s |10
ATA = -
2 2| {0 2| |28

Em seguida, deve-se calcular os autovalores da matriz AT A encontrada. Logo, para o cdlculo dos autova-

lores, usa-se det(ATA — \I) = 0, isto é,

Assim,

(1-=XN8-X)—-2-2 = 0
8—A—8\+X—4 = 0
M -9\ +4 = 0.
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Disto,
A = b —4dac
A = (-9?%-4-1-4
A = 81-16
A = 065.
Dai,
W - —hEVA
B 2a
v —(—9) + 65
N 2.1
. 9465
N 2
Ao~ 8,53
A & 0,47
Portanto,

||Al|2 &~ max{+/0,47,/8,53} =~ max{0,68,2,92} ~ 2,92.

A seguir, apresenta-se o cdlculo das Normas 1 e oo da mesma matriz A do Exemplo 3.4, porém, seguindo
a Definicdo 3.2.2.
Calculo de || A]|1: J4 vimos na se¢d@o 3.1 (Norma de vetores), que o conjunto B estd compreendido na

regido cuja fronteira é dada pelo quadrado PQ) RS, como na Figura 3.1. A norma subordinada 1 é dada por
[|A][s = max |[AZ]];.
[|Z][1=1

Logo, para calcular ||A||;, precisa-se determinar o maior valor da Norma 1 de ¢, onde ¥ = AZ, com

7]l = 1.
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Observacao 3.2.1. Seja ¥ = x1€] + x965, temos:

y

Ax

Considerando iy =
Y2

Neste caso, § = (x1 + 22,

= A(C(,’l@_i + 17252)
= $1A51 + I2A€2
1 2|1 1 21 (0

= I +l’2
0 2] (0 0 2] |1

= I +I2

1 ~
, entdo:

Yy = I + 2132
Y2 = 22

21,), onde x; e x5 sdo as coordenadas do vetor Z. A imagem do conjunto

B, via a transformagao iy = AZ € ilustrada na Figura 3.5(b).

a

(a) B,

(b) T(A) = {A7:7 € B}

Figura 3.5: Representagdo de By e T(B1), onde T'(Z) = AZ [4].

Considere o conjunto

Cr = {7 =

(1, 22); ||1Z||1 = 1} = {Z = (x1, 22); |x1| + |22] = 1}.
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Tal conjunto é o quadrado PQ RS, isto €, apenas o contorno da regido que estd compreendida o conjunto
B.
Podemos observar pela Figura 3.5(a) que os vetores O?, 06, O?, O? € (. Logo, aplicando a trans-

formacgdo temos que para o vetor O? = (1,0), 2y = 1 e zo = 0. Entao,

h1=T1+20,=14+2-0=14+0=1
y2:2$2:20:0 .

——
Logo, (y1,y2) = (1,0) = OP’. Para o vetor Oﬁ =(0,1), 2y =0e xy = 1. Assim,

=21 +20,=0+2-1=0+2=2
Yo =21y =2-1=2 '

—
Logo, (y1,%2) = (2,2) = OQ)'. Para o vetor OFR = —1,0), 21 = —1 e x5 = 0. Entao,
’y2:2$2:20:0 .
—
Logo, (y1,y2) = (—1,0) = OR'. E por fim, para o VetorO? —1),z; =0exy = —1. Assim,

y1=11+2r,=0+2(-1)=0—-2=-2
Yo = 205 = 2(—1) = —2 '

H .
Logo, (y1,y2) = (=2, —2) = OS’. Portanto, obtemos a seguinte relacao:

« OP = (1,0) se transforma em OP’ = (1,0);

-
. OT>2 (0, 1) se transforma em OQ' = (2, 2);

=

« Ok = —1,0) se transforma em OR’' = (—1,0);

7|

. 05 = (0, —1) se transforma em OS5’ = (-2, —2).

Assim, pela Proposicdo 2.1.1, os segmentos PQ, QR, RS e SP sio transformados em P'Q’, Q'R’, R'S’
e S’ P’ respectivamente. Portanto, esta relagdo mostra que o contorno do quadrado PQ) RS foi transformado
no contorno do paralelogramo P'Q)'R'S’".

Além do mais, pela defini¢dao em (3.4),

1Al = max{|[g]l = [[AZ]]1; 7 € C1} = max{|ys| + |v2]; 7 € Ci}-
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—
Levando em consideragio o resultado contido na Proposicdo 3.2.2, segue que, para OP' = (1,0), temos

lyr] + |y2| = 1| + 10| =140 =1,
—
para OQ' = (2,2), temos
lyr| + 2| = 12| + 12| =2+ 2 = 4.

-
Para OR' = (—1,0), temos

il + g = =1 +[0[=1+0=1
—
e, por fim, para OS’ = (—2, —2), temos

i+ Jyel =] —2[+]|-2[=2+2=4.

Portanto,

||A||1 = maX{1747 1a4} = 47

como calculado no Exemplo 3.4.

(€N

Cilculo de ||A||oo: De maneira andloga, a imagem do conjunto B, via a transformagio § = AT

ilustrada na Figura 3.6(b).

(a) B, R 5
) T(A) = {AF;7 € B.)

Figura 3.6: Representacido de B, e T'(B), onde T'(Z) = AZ [4].
Considere o conjunto
Coo = {7 = (21, 22); [|7]]0c = 1} = {Z = (21, 22); max{|ay|, |z2[} = 1}

Tal conjunto é o quadrado PQ RS, isto €, apenas o contorno da regido que estd compreendida o conjunto
B oo
Podemos observar pela Figura 3.6(a) que os vetores O?, O@, O?, O@ € (. Logo, aplicando a
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transformacdo temos que para o vetor (ﬁ =(1,1),x; = 1 e x5 = 1. Entdo,

Yo =209 =2-1=2 '

—
Logo, (y1,y2) = (3,2) = OP'. Para o vetor @ =(-1,1),zy = —1exy = 1. Assim,

Yo =209 =2-1=2 '

l

’. Para o vetor E% =(—1,—-1),x; = —1 e xo = —1. Entio,

Q

Logo, (y1,¥2) =

=0
Yo = 2my =2 (—1) = —2 '

—
Logo, (y1,92) = (—3,—2) = OR'. E por fim, para o vetor 03 = (1,-1),x; = lexy = —1. Assim,

=+ =142(-1)=1-2=—1
Yo = 2wy = 2(—1) = —2 '

H .
Logo, (y1,y2) = (—1,—2) = OS’. Portanto, obtemos a seguinte relacdo:
—
« OP = (1,1) se transforma em OP’ = (3,2);

—
. @ —1,1) se transforma em OQ’ = (1, 2);

=L

.« OF = —1,—1) se transforma em OR’' = (—3, —2);

7l

.« 0% = (1,—1) se transforma em OS’ = (—1, —2).

Assim, pela Proposicdo 2.1.1, os segmentos PQ, QR, RS e SP sio transformados em P'Q)', Q' R/, R'S’
e S’ P’ respectivamente. Portanto, esta relacdo mostra que o contorno do quadrado PQ) RS foi transformado
no contorno do paralelogramo P'Q)'R'S’.

Além do mais, pela definicao em (3.4),
[|Aloe = max{[|7]|cc = || AZl|o; T € Csc} = max{max{[y1], |y2]}; T € Cc}
. . paaen
Levando em considerag@o a Proposi¢do 3.2.2, segue que, para OP' = (3,2), temos

max{ |y, [y2|} = max{|3], |2|} = max{3,2} =3,
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—
para OQ" = (1,2), temos
max{[y1], |92} = max{[1],[2]} = max{1,2} = 2.
—
Para OR' = (-3, —2), temos
max{|y1], |92} = max{| — 3|, | - 2|} = max{3,2} =3
—
e, por fim, para OS’ = (—1, —2), temos
max{|y1], |92} = max{| — 1|, | = 2[} = max{1,2} = 2.

Portanto,
||A]|oo = max{3,2,3,2} = 3,

como obtido no Exemplo 3.4.

A titulo de curiosidade,

|1 Al]z = max{|[AZ]]s; [|Z]]; = 1} ~ 2,92

estd representada na Figura 3.7, mas neste trabalho ndo se encontra a construg@o.

=
\

3.3 Relacdes entre as normas de A e AT

A seguir apresentam-se algumas propriedades de normas, necessdrias, para o entendimento das propri-

edades do nimero de condi¢do de uma matriz.
Proposicao 3.3.1. Temos que:

(a) |||, =1;
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(b) Se A é uma matriz ortogonal, entdo:

(i) ||AZ||s = ||Z|]2;
(ii) || AT 2|y = [|Z]]2s
(ii) ||A||2 =1;

() [|AT[l2 = [|A7 ]2 = 1;

(c) |[All2 = ||AT

25

(@) 1A~ |; = \/p{(ADTAT) = .

N Vmin{|\[; \ é autovalor de AT A}’

(e) ||ATAll2 = [|A]l3.

0 [1Allp = [A

, para todo autovalor de A.

Demonstracao. Vejamos

@ ||1]], = max{“]pr} _1,

e

(b) Temos que:

(i) ||AZ||y = /(AZ)TAZ = VITATAZ = VITI7 = VIT7 = ||7||s.

(i) ||ATF||y = V(ATE)TATE = /7T (AT)TATF = VTTAATTE = VITIi = ViT7 = ||7]|2.
(iii) ||All> = maX{HAxHQ} =1

(iv) [|AT]|s = max{

1. Por ser matriz ortogonal, A=t = AT daf ||A7!|], = 1.

N

e

——
I

(¢) Lembre-se que:
I|Al]2 = max{~/]A]; A é um autovalor de A”A} = \/p(AT A)
e norma ||AT||; = \/p(AAT). Mas p(AT A) = p(AAT). Disso, tem-se que:
[1A]]2 = [|A™]]2.

(d) Aplicagdo do resultado (e) da Proposicao 1.3.2.

(e) Seja ) autovalor de A, entdo \? é autovalor de A%. Por outro lado,

(AT A)T(ATA) = (AT A)2.
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Mas,
|ATAlly = V/p((ATA)T(ATA))
= Vp((ATA)?)
= p(ATA)
= [IA[l5.
(f) Seja 7 um autovetor de A e A o correspondente autovalor, entdo:
AT = \T.
Dai,
[AZ][, = |[AZ]],
IAZ]|, = [A[[[Z]],
1A%, _ UL g
|12 1]
H S| 2
Z]]p 11,
|Agll, = Al (9], = 1.
Mas, ||A]l, = mas |47, Logo.
[A[l, = [Al,
onde \ € autovalor de A.
|
Seja || - || uma norma tal que ||I|| = 1, entdo segue:

Teorema 3.3.1. Seja F' uma matriz ndo singular. Se ||F|| < 1, entdo (I — F') é ndo singular e
(=B <@ =17l

A demonstracdo desse resultado pode ser vista em [9].
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Capitulo 4

Condicionamento

Neste capitulo, apresenta-se a definicdo do nimero de condi¢do de uma matriz. Numero que aparece
nos limitadores superiores para os erros relativos da solucao de sistemas lineares que sofreram algum tipo
de erro nos dados de entrada, os quais podem ser do tipo erro de arredondamento e/ou do tipo erro de falta
de exatidao pelo fato de representarem informagdes de dados experimentais.

O ndmero de condicdo de uma matriz indica a sensibilidade do sistema linear no célculo da solugao.
Sistemas lineares fortemente sensiveis sdo aqueles em que pequenos erros nos dados de entrada sdao ampli-
ficados no processo de resolu¢do e produzem, portanto, solu¢des distantes dos procurados. Esses sistemas
sdo denominados de "mal condicionados".

Aqui também serdo apresentados alguns exemplos de sistemas lineares bem e mal condicionados. As

principais referéncias que utilizamos como base para este capitulo estdo em [3], [8] e [9].

4.1 Introducao

O condicionamento de um problema € um conceito geral. Este conceito preocupa-se com a influéncia
das impurezas nos dados de entrada, nos dados de saida. Sejam x e y os dados originais e ligeiramente
perturbados, e sejam f(z) e f(y) as respectivas solu¢des. Entdo, temos o seguinte:

Problema bem condicionado. Se y estiver proximo de x, entdo f(y) estard préximo de f(x).

Problema mal condicionado. Mesmo se y estiver préximo de z, entdo f(y) pode se afastar de f(x)

drasticamente.

(x)

X f(x)
y
f(y)
f(y)
Problema bem condicionado Problema mal condicionado

Figura 4.1: Problema bem condicionado (esquerda) e mal condicionado (direita) [9].
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No caso de sistemas lineares, considere-se o seguinte exemplo.

Exemplo 4.1. O cdlculo da solugdo dos seguintes sistemas de duas equacoes lineares com duas incognitas:

71 41| |z . 100

= , 4.1
52 30| |y 70
71 41| |z| = 100, 4

b= 4.2)
52 30| |9 69,3

cujas solugcoes podem ser obtidas facilmente de forma exata. As solugées sdo, respectivamente:

x —65 z —85,35

= e =
y 115 150, 25

<)

Observe que o lado direito do segundo sistema de equacoes (4.2) pode ser visto como uma pequena pertur-
bagdo do lado direito do primeiro sistema de equacoes (4.1). Porém, a solucdo obtida do segundo sistema
linear estd distante da solugdo do primeiro sistema. Isto é, pequenas altera¢des nos dados de entrada

produziram solugdes distantes. Logo, o sistema é mal condicionado.

A pergunta é: Como saber se o sistema € mal ou bem condicionado? O seguinte resultado mostra um
exemplo da necessidade de definir o niimero de condi¢do de uma matriz. Suponha que tenha dois sistemas

lineares

AT = b, 4.3)
AT =D (4.4)

—

onde o lado direito do segundo sistema linear € uma perturbacio do lado direito do primeiro, isto €, b= b-+T,
ou ainda, ¥ = b — b. Denote-se 0 erro em 7 por ¢ = ¥ — ¥. Fazendo a equagéo (4.4) menos a equacdo (4.3),

tem-se a seguinte equagao para €, dada por:

AT — AT = b—b
AZ-%) = b—b
Ae = T 4.5)
De (4.5), obtém-se:
A = A7
e = AR (4.6)
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De (4.3), (4.5) e (4.6), temos, respectivamente:

Izl = |[A70] < ||A7Y][]B]], (4.7)
1Bll = [|AZ]| < ||A]] 1], (4.8)
71l = [lAel] < [1A]] lle]l, (4.9)
el = 1A~ < [JATH] |7 (4.10)

Dividindo-se (4.9) por || A|| ||Z]| e (4.10) por ||Z]||, temos, respectivamente:

-1
1l el el A I
ATz = ]| 171 171
4 . b
Usando a relagdo (4.7) <Hf|| < ||A7Y] Hb||> e a relacdo (4.8) (HbH < ||A|l ||1Z]| = H < Hf||>, con-
venientemente, temos:
-1
1 1 | | ol 1 1
1AI1A=2 el (1] 1211 1ol
Al
Entao, .
Il LA wi)
AN A= el — 1111 101
ou
L 11 [ 1 11 il
= < = < ||A[] [|AT == (4.12)
AT A= gl — 1] 13|

A expressao (4.12) define um intervalo para o erro relativo da solucdo do primeiro sistema linear por

causa do uso da solugdo do segundo sistema linear como aproximacao da solu¢do do primeiro. Observe que

o maior valor para esse erro relativo é igual a (||A|| [|A7]]) (M—l

121l

solucdo é proporcional ao nimero IJI%]I{’ onde o fator de proporcionalidade é

grande, o erro relativo pode ser grande também.

) . Que indica que o maior erro relativo na

Al [|A7Y]]. Se esse fator for

Se [|A]| [|JA7Y| = 1; entdo um erro relativo % pequeno implica um erro relativo para Z pequeno
também. Se ||A|| [|A~!|| for grande jd ndo temos um controle do que possa acontecer como o erro relativo

para ¥.

Definicao 4.1.1. Um problema (com relacdo a um determinado conjunto de dados) é chamado de problema
mal condicionado se uma pequena perturbagdo relativa nos dados pode causar um grande erro relativo na
solugdo calculada, independentemente do método de solucdo. Se é chamado de bem condicionado; isto é,
um problema é bem condicionado se todas as pequenas perturbagées nos dados produzem apenas pequenos

erros relativos na solucdo.
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Definicao 4.1.2. O niimero de condi¢cdo de uma matriz quadrada A de ordem n ndo singular é denotada
por cond(A) e definida por:
cond(A) = [|A]| [|A7], (4.13)

onde || - || é uma norma matricial.
Proposicao 4.1.1. Temos:
(a) condy(I) = 1 para qualquer norma p;
(b) cond,(A) > 1 para qualquer norma p;
(c) cond(kA) = cond(A), onde k é um escalar diferente de zero, para qualquer norma dada;
(d) condy(A) = 1 se, e somente se A = kB, onde k # 0 e B é uma matriz ortogonal;
(e) condy(ATA) = (condy(A))?;
(f) condy(A) = condy(AT);

(g) condy(A) = condu.(AT);

_ /max{|\; \éautovalor de ATA}
B Vmin{|\; \ € autovalor de ATA}’

(h) condy(A)

. , _ max{|A|; A\ é autovalor de A}
Se A é Strica, entd dy(A) = —
(i) Se A é simétrica, entdo conds(A) min{|\: A ¢ autovalor de A}

Demonstracao. Vejamos

(a) Temos que:

condy(I) = |l lT]],
= AUl - 111l
= 1-1
= 1
Portanto, cond,, (/) = 1 para qualquer norma p.

(b) Temos que:

condy(A) = [|All, - [|A"]],
> |lA- A7,
=l
= 1
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Portanto, cond,(A) > 1 para qualquer norma p.

(¢) Por defini¢do, cond(A) = ||A]] ||[A™!

, entao

cond(kA) = [[kA]| [|(kA)~]]
= |IkA[ [k A7
= (IKLIAID) (%A
= w 1] []A™H]

=1

= cond(A).

(d) Seja A = kB, com k # 0, onde B é ortogonal (BT B = I = BT = B~'). Usando propriedades de

norma, temos:

[All2 = [|kBll2 = [k[ || B]l2,
ATl = [(EB) o = [k B la = [E7Y || B7!]2.
Dai,
condy(A) = [|A]lz- [[A7]]

= [k[|Bll2- 17 |1B7]2
= |kl & 1Bll2 1Bz
——

=1
Pela parte (b.iii) e (b.iv) da Proposicao 3.3.1 segue que,
condy(A) = [|Bll2 ||B~"[]

= 1-1
= 1.

(e) Por definicao,
condy (AT A) = [|AT Al - ||(ATA) ]2

Pela parte (e) da Proposigio 3.3.1, || AT A||, = ||A||3 e pela parte (c¢) da mesma proposicdo, || Al|o =

1Az

Cc

AT A) [ = [JA7H(AT) ] = [[((AHT)T (AT, 2 fl(aH)TIE 2 1A 3
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Entao,

condy(ATA) = |[ATA|lz - [[(ATA) 7]
1A[[3 - A3

= (llAllz- [[A7Y]2)*

= (cond(A))*.

—~
('B
~

(f) Sabe-se que, pela parte (c) da Proposigdo 3.3.1, || 4|2 = ||AT||,, daf
A ]2 = 1A 2 = [I(AT) ]2,
entao,

conds(A) |A]l2 - [|[A7Y |2
= (A ]2 - [1I(AT) ]2

= condy(A").

(g) Novamente, por defini¢do,

= HA||1

I|All, = max{2|ais|; 3:1,...,n} = |A7]|o0,
s=1

n
|AT || = maX{Z\arj|;r:1,...7n
r=1

Assim, com efeito,

condi(A) = |[|A]|;-]|A7 M
= A oo - 1A o
= [JA oo - [[(AT) Moo
= condoo(AT).

(h) Observe que,
condz(A) = [|All2 - [JA™|2.
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Pela parte (d) da Proposicdo 3.3.1 temos,

condy(A) = /p(ATA)/p((A=)T (A1)

v/max{|\[; A é autovalor de AT A}

v/min{[\[; \ é autovalor de ATA}

(i) Se A é simétrica, entdo AT A = A?. Assim,

conds(A) =

v/max{|v]; v é autovalor de AT A}

v/min{|y]; v € autovalor de AT A}
max{,/7; 7 é autovalor de A*}

min{,/7; 7 é autovalor de A%}
max{|A[; A\ é autovalor de A}

min{|A|; A é autovalor de A}

4.2 Teoremas de Condicionamento de Matrizes

Teorema 4.2.1. (Teorema da perturbagdo a direita). Se o b e 6T sdo, respectivamente, as perturbagoes de

b e ¥ no sistema linear A¥ = b, A é ndo singular e b # 0, entdo

ou

Demonstracao. Como

temos

De (4.14) tiramos,

A A= ffl] — Tl |151]
L T .11
cond(A) Jjo|| — 12| ~ I
AT =1

A(Z+ 0%) = b+ db,

AZ + AST = b+ 6b.

(4.14)
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Multiplicando ambos os lados a esquerda por A~! temos,
ATTASE = AT16D.

Ou seja,
57 = AL5D.

Tomando uma norma matriz-vetor subordinada, obtemos
162 = [|A~"6B]] < [|A~]] 1|58, (4.15)
Novamente, considerando a mesma norma em ambos os lados de Ax = I;, obtemos
1Bl = | AZ]| < [|A]] [|1]- (4.16)
Combinando (4.15) e (4.16), temos
18] - 11Bl] < (1A 11681 - (Al (1211,

Dividindo ambos os lados por ||Z]| ||5]|,

102 - [l _ [1A ] 1188l - 1Al 11|

1IN - 112]] 118
Isto é, .
oF 116D
DT < g a2
|| 7] I
Por outro lado, Aé7 = b da
|0b]] = ||Asz]]
108]] < [14]] ||87]]
) 168 |
oz > . 4.17)
|| Al|
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Além disso, de A¥ = 5, temos

AA7 = A%

= A%
2] = ||A7'D]]
12 < AT 1B]
1 1
S . (4.18)
|Z| A {[o]]
Combinando (4.17) e (4.18), temos
o 1 1601 1
10Z]| —== > A TR
||| Al [ A=1] |18]]
1ozl ||9b]] .
121 = Al 1A= el
|

Teorema 4.2.2. (Teorema da perturbagdo a esquerda). Suponha que A seja ndo singular e b +£ 0. Suponha
que AA e 0T sejam, respectivamente, as perturbacoes de A e T no sistema linear Ar = b. Além disso,

suponha que AA seja tal que || AA|| < HA—I‘lH' Entdo

18] 1a4] ( HAAH)
— < cond(A)—— 1 —cond(A)———— | .
7 AT A

Demonstracao. Temos que,
(A+ AA)Z+67) =b

ou
(A+ AA)Z+ (A+ AA)SZE =D, (4.19)
Como Ax = l;, temos de (4.19)
AT+ AAT + AT+ AAST = b
AATZ + AT+ AAsE = 0
AT = —AAT — AAST
ASE = —AAT+67).

Multiplicando ambos os lados por A~! a esquerda temos,

A1 AST = —AV - AA(T + 67).
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Isto €,
0r = —A”AA(:E +07).

Passando a norma de ambos os lados, temos

162 < [JATH[ [JAA]] - (12| + [loz]])
AT TAL [TAA

A (2] + [loz])
AT AL JAA]] ATYAILTAA]L
= ||| o],
|| Al || Al
ou seja,
o NATHHTAITAALL o TATHT AN AA]L
|6]] < ||| 6|
|| Al || Al
o HATHHTAITAALL oy HHATHTTTALLTTAA]
||6z]| — |[6z]| < |||
|| Al || Al
IIA‘1\|\|AHHAA!|) o HAITATH TAA]]
1— |[6z]| < |-
( || Al [|All

Por hipétese, ||A7!|| ||AA|| < 1, entdo a expressdo entre parénteses no lado esquerdo € positiva. Pode-
mos, portanto, dividir ambos os lados da desigualdade por esse nimero sem alterar a desigualdade. Depois

disso, se também dividirmos por ||Z]||, obtemos

|AA]]
. A A
Io7] _ B a2 /(1 i 1221),
1A
0 que prova o teorema. I

Teorema 4.2.3. (Teorema de perturbacdo geral). Suponha que A seja ndo singular, b #+ 0e

[|AA|l < Entdo

_ 1
A=t

|07

[17]]

- cond(4) (IIAAII . ||56||> |
1 — cond(A) - II‘ﬁ:’l‘l Al 18]

Demonstracao. Subtraindo Ax de

(A+ AA)(T + 0F) = b + ob,
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temos

(A+ AA) T+ 67) — AT = b+ 6b— AT
(A+ AA)(Z + 67) — AT = 6b,

pois AZ¥ = b. Assim,

(A+AA)T + (A+ AA)ST — AT = &b
AT+ AAT + (A+ AA)OT — AZ = 6b
AATZ+ (A+ AABE = 6b.

Subtraindo A AZX em ambos os lados,

AAZ+ (A+ AATE — ANAT = 0b— AAZ
(A+AA)GZ = 6b— AAT. (4.20)

Note que
A(l — AT (—=AA)) = AT — AATH(-AA) = A+ AA

entdo, podemos reescrever (4.20) como,
A(I — A"Y(=AA))6T = 6b — AAZ. (4.21)
Seja A~'(—AA) = F'. Entdo,
1F]] = [[A7 (=AA)[] < [J[AT| [|AA]| <1 (por hipdtese).
Como ||F|| < 1, entdo I — F & invertivel (veja Teorema 3.3.1), e entdo de (4.21) temos
A(I = F)éi = 6b — AAT.
Multiplicando ambos os lados a esquerda por (A(I — F))~! temos,

(A(I —F))™ - A(I = F)0% = (A(I —F))™"- (6b— AAT)
67 = (I—F)"A™Y(6b — AAT).
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Novamente, usando o Teorema 3.3.1, podemos escrever

1
=P < —2
7]
Assim,
68 = (1 = F)" A6 — AAZ)|
< I = B LAY (1681 + 1A Al 12])
1 =
< AN (8Bl + |AA] 1),
ey 141 10+ 184 )
ou seja,
12 < AL s+ 1aa) 121D,
7]

Dividindo ambos os lados por ||Z]|, temos

6z _ 1A <||65||+||AA||||5||>

1 —— VA 17|
A7) ( 116b]]
T HAALL)
L= {IF[ A [17]]
Note que,
oy o L _ 1A
ol <[l IZ] = = < =
211~ j]]
Isto é,
18] _ AT [ 1sBll 1Al
- S = + [|AA]] ] .
1z = 1= £ 10|
Colocando || A|| em evidéncia, temos
18] _ [AZMIAN (N165]] | 1AA]
1< adlgr . 4.22)
Wz = T=AE A\ el Al

Observe que
1F] = [IAT (-AA)|| < [[ATH AA] = —[IFI| = —[|A [ [|AA].
Somando 1 em ambos os lados, temos
L—|IF|l > 1= [JATH] [|AA]l.

Como por hipétese, ||A7!|| [|AA|| < 1, segue que 1 — || F|| > 0 e, consequentemente, || F|| < 1.
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De novo
Fil = |4 (=A< 1A~1]| [|aa)) = HAILIAN, 4 423
1F[| = [[A7 (=AA)[ < [|[AT ][ [|AA]] = Al IAA]] (4.23)
Como || F|| < 1, podemos escrever de (4.22) e (4.23)
|167]] 1A~ 1A 158 L NA4]]
il — AL AL ol Al )
1 — " —IIA4]|
[l
Isto é,
157 cond(A) (\\55\| . HAAH> |
[17]] g condlA) g |\ AT
[|All
i

A seguir, alguns exemplos que matrizes bem condicionadas.

Exemplo 4.2. A matriz identidade é um exemplo de matriz bem condicionada, pois pelo item (a) da Pro-

posicdo 4.1.2, cond,(I) = 1 para qualquer norma p.

Exemplo 4.3. Uma matriz ortogonal A é um exemplo de matriz bem condicionada, pois pelo item (d) da

Proposi¢do 4.1.2, condy(A) = 1 para qualquer norma.

Exemplo 4.4. Seja A = , matriz simétrica. Pode-se verificar que A~! =

) 12| -3 2 10
AA = pu— :_[7

2 3|2 -1 0 1

» -3 2| |1 2 10

2 1| |2 3 0 1

Pelo item (i) da Proposicdo 4.1.2, se A é simétrica, entdo

max{|A|; A\ é autovalor de A}
dy(A) = :
conds(4) min{|A|; A é autovalor de A}

Para o cdlculo dos autovalores, usa-se det(A — ) = 0, isto €,

. De fato,
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1-MB-X)—2.2 =

0
3—A=3\A+XN—-4 = 0
0

Assim,
Disto,
A
A
A pr—
A
Dai,
A
A
A
A
A2
Portanto,
condy(A) =

Q

Q

Q

M4\ —1 =

b* — 4dac
(—4)?—4-1-(<1)
16 + 4

20.

—b+ VA
2a
—(—4) £ 20
2.1

4+ /20

Q

4,24

Q

—0,24.

max{|\|; A\ é autovalor de A}

min{|\|; A € autovalor de A}
14, 24]

0,24

4,24

0,24

17,67.

Agora, seguem alguns exemplos de matrizes mal condicionadas.

Exemplo 4.5. Considere o sistema de equagoes lineares:

7$1 + 101’2 =1
55(31 + 7.172 = 0, 7
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cuja solucdo é x1 = 0 e x5 = 0, 1. Entdo,

-7 10 7 10
, onde A=

5 =7 > 7

A7l = ,
cond; (A) = cond(A) = 289 e conds(A) ~ 223.
Com esses niimeros de condicionamento, conclui-se que o sistema pode ser mal condicionado, isto é, o

sistema pode ser sensivel a pequenas perturbagoes introduzidas no vetor constante b. De fato, considere o

sistema perturbado
7T+ 107y = 1,01
5T + 779 = 0,69

cuja solugdo é T, = —0,17 e Ty = 0, 22.
Vejamos os cdlculos:

(1) Calculo de A~!:

7 10 . -7 10
5 7 5 =7
De fato, seja
7 10]1 O
5 710 1

. . N 1 1
Aplicando as seguintes operacdes elementares L; — ?Ll e Ly — —L,, tem-se:

10 | 1
R
5 1
S 110 =
7 7
) )
Fazendo L, — (—?> Ly + Lo, obtém-se:
10 1
1 = - 0
0 1 5 1
49 49 7
Aplicando-se Ly — (—49)Lo:
] 10 | 1 0
T7
0 1|5 =7
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1
Por fim, fazendo L, — (—70> Lo+ Lq:

1 0]-=7 10
0 1|5 =7
Logo:
e -7 10
5 =7
. - 1
(2) Calculo da perturbagdo relativa em b = .
0,7
R 1,01 - 2 1,01 -1 0,01 .
Seja b = ,entiodb=b —b = = . Assim,
0,69 0,69 —0,7 —0,01

166)], = +/(0,01)2 4 (—0,01)2
= 4/0,0001 + 0,0001

= ,/0,0002

~ 0,014142135.

Além disso,

1bll. = 12+ (0,7)2
= /140,49
= /1,49

~ 1,220655562.

Logo, a perturbacdo relativa em bé:

10b][>  0,014142135

2 = ~ 0, 011585688.
Bl 1220655562

0

(3) Cdlculo da perturbagao relativa em ¥ = .
0,1
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—0,17 o= —-0,17—0 -0,17
. Logo, 0 =7 — ¥ = = . Dai:
0,22 0,22 — 0,1 0,12

Temos T =

10Z]]2 = +/(=0,17)2 + (0,12)2
= /0,0289 +0,0144

= +4/0,0433

~ 0,20808652.

A Norma 2 de 7 é:

17l = 0?2+ (0,1)?

= 0+0,01

Entdo, a pertubacio relativa em ' é:

162]]2  0,20808652
112 0,1

~ 2,080865205.

(4) Calculo de condy(A) = [|All2 - [|[A7]a.

Pela expressao (3.7) da Proposi¢ao 3.2.1, tem-se que:
||A|]2 = max{Vv/; A é o maior autovalor de AT A}.

Mas AT A é

7 5] |7 10 49425 70+ 35 74 105
B=ATA= = =
10 7115 7 70 +35 100 + 49 105 149

Para o cdlculo dos autovalores, usa-se det(B — AI) = 0, isto é,

74—\ 105 0
105 149 — A '
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Assim,
(74 — A\)(149 — \) — 11025 = 0
11026 — 74\ — 149\ + A2 — 11025 = 0
A2 —2230+1 = 0.
Disto,
A = b —4dac
A = (-223)2—-4-1-1
A = 49729 — 4
A = 49725.
Dai,
N VA
- 2a
v —(—223) £ /49725
N 2.1
v 223 + /49725
N 2
M~ 2229955156
Xy~ 0,004484395.
Portanto,

I|A||2 &~ /222,9955156 ~ 14, 93303437.

Novamente, pela expressao (3.7) da Proposi¢do 3.2.1, tem-se:
I|A7Y]2 = max{\/x; A é 0 maior autovalor de (A™1)T A1}

Denominando-se C' = (A™1)TA™!, o cdlculo dos autovalores de C € feito de forma semelhante.
Assim,
-7 5 -7 10 49 +25 —-70-35 74 —105

C=AHat= = =
10 -7 5 =7 —70 —35 100+ 49 —105 149

Faculdade de Matematica



Condicionamento 87

De det(C — AI) = 0, tem-se:
74— X —105
—105 149 — A

Assim,

(74 — \)(149 — \) — 11025 = 0
11026 — 74X\ — 149\ + \?2 — 11025 = 0
A2 —2230+1 = 0.

Como ja vimos acima,

A~ 2229955156
Ao~ 0,004484395.

Portanto,

A7 |5 & /222, 9955156 ~ 14, 93303437.

Assim,
condy(A) = ||All2 - ||A7Y |2 ~ (14,93303437)% ~ 223.
(5) Célculo de cond;(A) e cond(A).

Considere
7 10 -7 10

5 7 5 =7

Pela Proposicao 3.2.1 parte (i), segue que:

n
1A} = max Y a.
=1

1<j<n £

Assim,

I|A]l; = max{(|7|+15]), (|10] + |7])} = max{(7 +5), (10 + 7)} = max{12,17} = 17,
A7), = max{(] —7|+15]), (|10| + | = 7])} = max{(7 +5), (10 + 7)} = max{12,17} = 17.

Logo,
condy (A) = ||Al]y - ||A7|, = 17 - 17 = 289.
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E, novamente, pela Proposi¢do 3.2.1 parte (ii), tem-se:
1Al = max > " |a.

1<i<n 4
J=1

Entao,

l|Alle = max{(|7| + |10]), (|5] + |7])} = max{(7 + 10), (5 + 7)} = max{17,12} = 17,
|A oo = max{(| = 7|+ [10]),(|5] + | — 7))} = max{(7 + 10), (5 + 7)} = max{17,12} = 17.

Portanto,
conduo(A) = [|Al|oo - [|A |0 = 17 - 17 = 289.

A variacdo na solug@o pode ser considerada grande quando comparada com a variacdo do vetor b.

Logo, esse sistema € mal condicionado.

7 10 -7 10
Exemplo 4.6. (Aplicacdo do Teorema 4.2.1) Seja A = . Pode-se verificar que A~' = .
5 7 5 =7

De fato,

7 10| [=7 10 10

AA7L = - -y
5 7|15 -7 0 1

B 7 10| |7 10 10

AIA = - —I.

5 =715 7 01

Logo, ||Allse = 17 e ||A7Y|oo = 17. Entdo, condso(A) = ||A||oo]|A7Y oo = 17 - 17 = 289. Considere o

sistema linear:

AT =b= : (4.24)
12

cuja solugcdo exata é T = . Note que,

1]l = max{|17],]12]} = max{17,12} = 17,
|17]|oc = max{|1[,[1]} = max{1,1} = 1.

Além disso, considere o sistema linear

= 17,01
—h= , (4.25)
11,98

SHL

A
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cuja solucdo espera-se que esteja perto de T, pois o vetor do lado direito de (4.25) é o lado direito de (4.24)

perturbado em
17,01 17 0,01

11,98 12 —0,02

Assim,
116b]| 0o = max{|0,01|,| — 0,02|} = max{0,01,0,02} = 0,02.

Resolvendo-se (4.25) de forma exata, pois a inversa é conhecida de forma exata, tem-se que

= 0,73
a’/’ =
1,19
De fato, como AT = /b\, entdo
z = 4*16 i
~|-7 10] |17,01
5 =7 11,98
| -119,07 + 1198
85,05 — 83, 86
o3
1,19
Logo,
L= 0,73 1 —0,27
=72 —7= - =
1,19 1 0,19
Dai

1162 = max{| — 0,27],]0,19]} = max{0,27,0,19} = 0, 27.

Entdo, o erro relativo em ¥ é
16Z]|c 0,27

[
O erro relativo em b é H(SEH o oo
||g||oo T =0,00176.
E, além do mais, }
1Al |A™ oo ’:%l"m = 0, 339864.

Faculdade de Matematica



Condicionamento

90

Pode-se observar que:

102 1y 198l
T < Al [A™H o=
121 16100
10,99
Exemplo 4.7. Considere A = . Sabe-se que:
0,99 0,98
FE 1 0,98 —0,99
10741 —0,99 1
ou ainda,
o 0,98 —0,99
A = —10000 -
—0,99 1
B 10000 - 0,98 10000 - (—0,99)
10000 - (—0,99) 10000 - 1
B 9800 —9900
—9900 10000
R 1,99 .
Considere AT = b = , cuja solugdo exata é
1,97
. 1
Tr =
1
. . = = 1,989903
Ja o sistema linear Axr = b = , tem por solugdo:
1,970106
- 3
xTr =
—1,0203
A perturbagdo em bé
S 1,989903 1,99 —0, 000097
b=>b—->b= — =
1,970106 1,97 0,000106

(4.26)
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e gerou uma perturbacdo

[e%)
81
Il
S
|
8y
I
|
Il

~1,0203 1 —2,0203

Observe que,

IIA|le = max{|1]+(0,99],|0,99] + |0,98|} = max{1,99,1,97} = 1,99 e
IIA ™Y |le = max{[9800] + | — 9900|, | — 9900 + [10000|} = max{19700,19900} = 19900.

Note também que,

1bl]se = max{|1,99],]1,97]} = max{1,99,1,97} = 1,99

|1Zl]oe = max{|1],[1]} = max{1,1} =1

166]|s = max{| —0,000097], |0,000106|} = max{0,000097,0,000106} = 0,000106
167]|c = max{|2|,| — 2,0203|} = max{2,2,0203} = 2,0203.

Entdo, o erro relativo em T é
07| oo 2,0203
102l _ — 2,0203.

[17]] oo 1

O erro relativo em b é

i )
[106]lc _ 0,000106 _ 1 3053966.

1610 1,99
E, além do mais,
6b]|oo
|]A||OO||A_1HOO "“5]‘” = (1,99)(19900)(0, 000053266) ~ 2, 1094.
Dai ~
07| oo _ b |
u < [|A][l|A IHOO&. 4.27)
170 1611

Assim, pode-se observar que a relacdo (4.26) continua sendo satisfeita.

O seguinte exemplo mostra como o nimero de condi¢do depende da norma escolhida.
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Exemplo 4.8. Considere-se a seguinte matriz triangular inferior A € R"*" definida por:

(1000 0]
1100 0
1010 0

A=
10 01 0
10 00 1
Pode-se verificar que sua inversa é:
(1 000 0]
-1 100 0
A -1 0 1 0 0
-1 0 0 1 0
-1 0 0 0 1

As normas ||A|w € ||A7 || sdo, respectivamente, 2 e 2. Jd as normas ||Al|1 e ||A7|1 sdo, respecti-

vamente, n e n. Assim, os niimeros de condi¢do nas normas oo e 1, sdo:

condao(A) = (Al A =22 =4,
cond, (A) = ||A||L-||[A7 Y1 =n-n=n

Observe-se que paran > 1, condy (A) > cond(A). Também observe que o determinante de A é 1. Para
calcular o condicionamento da matriz A na norma 2, precisa-se determinar os autovalores da matriz AT A.

A matriz simétrica AT A é dada por:

n 11 11
1
. 11
ATA= | | . (4.28)
1 1
10 01

Pode-se provar que os autovalores de AT A sao, respectivamente:

1 1)2—-4 1— 1)2—-4
L )\1:714— —l—\/(2n—|— ) . )\2:n—|— (n+1) ‘

2
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Sendo o maior e menor autovalor em modulo, respectivamente, Ay e 1. Logo,

A1 n+1l++(n+1)2—-4 (n+1) 4
CO?’LdQ(A):T:)\lz B = 9 1+ 1—<n+—1)2 .

Na Figura que segue apresenta-se as funcoes cond(A) para a matriz A acima em fun¢do do tamanho

da matriz.

i
i
40 i
,,,,,,,,, 3 |
i
| Condi(A) =n?
_________ 30 !
,,,,,,,,, 2 i
,,,,,,,,, 20 i
L _n+1l _ 4 )
15 ; Condy(A) = I G| R B
!' = \ U T L/
i
i
10 H
i
/ conds(A) =14
s|
V.- _______________________________________________________________________________________________________ B
0
o 5 10 15 20 25 30 35 40 a5 50 55 60 65 70 75

Figura 4.2: Ndmero de condi¢do da matriz A em fung¢do do tamanho da matriz.
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Conclusao

Nesse trabalho foram apresentados limitadores superiores para os erros relativos a solugdo de sistemas
lineares do tipo Ax = b, quando: a matriz A é perturbada; o vetor bé perturbado; e a matriz A e o vetor
b sdo perturbados. Além disso, evidenciaram-se todos os conceitos matemdticos necessarios, tais como
vetores, matrizes e normas que levam a deducao matemadtica desses limitadores. Desta forma, os objetivos
propostos no presente trabalho foram atingidos.

Este trabalho permitiu revisar e aprender conceitos mateméticos de Algebra Linear, assim como a de-
monstracdo matemdtica de muitas das propriedades apresentadas. Também, proporcionou o contato com
metodologias de pesquisa que permitiram cumprir os objetivos propostos. Fruto desta pesquisa, o autor
apresentou dois trabalhos em eventos cientificos: Norma Matricial Subordinada e seu célculo usando as
imagens da Transformagdo Linear associada [11]; e Célculo de Normas Subordinadas de Matrizes [12].
Além da experiéncia adquirida na realiza¢do do estudo, conquistou-se a bagagem matematica fundamental
para a realizagdo de investigacdes futuras relacionadas a condicionamento de matrizes.

Para trabalhos futuros, sugere-se:
1. Determinar os nimeros de condi¢do de matrizes associadas a Problemas de Valor de Contorno.

2. Implementar métodos numéricos para cdlculo aproximado do nimero de condi¢do de matrizes.
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Apéndice

.1 Determinantes

Este apéndice é produto do que foi apresentado nos livros [2] e [7].

Definicao .1.1. O determinante de uma matriz A de tamanho n X n é definido recursivamente da seguinte

maneira:

(i) Se A = [a11], que é uma matriz quadrada de tamanho 1 X 1, o determinante de A, denotado por
det(A), é ai.

(ii) Se A é uma matriz quadrada de tamanho n x n, n > 2, definimos A;; 0o menor de A como determi-
nante da matriz de tamanho (n — 1) x (n — 1) obtida pela exclusdo da i-ésima linha e da j-ésima

coluna de A. Usando o chamado desenvolvimento de Lagrange, definimos

n

det(A) = > (~1)"a;;Ay,  para qualquer j, 1< j<n, (29)

i=1

ou .
det(A) = Z(—l)”‘jaij/lij, para qualquer i, 1 <i<n, (30)

j=1

Observe que obtemos o mesmo resultado, independentemente de usarmos (29) ou (30) e independente-

mente do valor de 5 em (29) ou de 7 em (30).

Se _ )
11 A1z - Qin
Q21 Qg2 *-°  Q2n
A= ,
_anl an2 ann_
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representamos o determinante de A por:

11 A2 - Qin 11 A2 - Qin
Q21 Qg2 -+  Q2n Q21 Qg2 -+ Q2n

det ou . 3D
_anl Apo - ann_ Ap1 QAp2 - Apn

Para uma matriz quadrada de ordem 2

ailr Az

ag1  A22

temos,

det(A) = 11022 — Q12021

e, para uma matriz quadrada de ordem 3,

Q22 A23 a1 Qa23 Q21 A2
det(A) = ay; — Q12 + a3

asz2 ass asy  ass asy as2
Seguem alguns resultados envolvendo Determinantes.

Teorema .1.1. A matriz

A:
c d

é invertivel se, e so se, det(A) # 0, caso em que a inversa é dada pela formula

1 d —=b

det(4) | —¢ 4

-1

Teorema .1.2. Se A for uma matriz triangular n X n (triangular superior, inferior ou diagonal), entdo

det(A) é o produto das entradas na diagonal principal da matriz, ou seja, det(A) = ajqas -+ App.

Exemplo .9. (Determinante de uma matriz triangular inferior) As contas a seguir mostram que o deter-

minante de uma matriz triangular inferior 4 x 4 é o produto de suas entradas diagonais. Cada parte da
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conta usa uma expansdo em cofatores ao longo da primeira linha.

ai; O 0 0
929 0 0
21 Q929 0 O
= Aai1| asa ass 0
as; aspy asz 0
Qg2 Q43 QAq4q
aq1 Q42 Q43 Q44

as3 O
= a11a22
Q43 Q44

= a11092033|az]|
= 011022033022.
O seguinte lema € uma consequéncia direta do Teorema .1.1.
Lema .1.1. Seja I a matriz identidade, entdo det(I) = 1.

Teorema .1.3. Uma matriz quadrada A € invertivel se, e s6 se, det(A) # 0.

Teorema .1.4. (Teorema de Binet) Se A e B sdo matrizes quadradas de mesmo tamanho, entdo

det(AB) = det(A) det(B).

As demonstracdes destes teoremas se encontram em [2].
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