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Samenvatting

Een kenmerkende eigenschap van een fraktale structuur is zelfgelijkvormigheid: wan-
neer we een detail van zo’n structuur onder een vergrootglas bekijken ziet deze uitver-
groting er net zo uit als het geheel. Het zijn derhalve vormen die geen karakteristie-
ke schaal bezitten en ze zijn dan ook invariant onder verandering van lengteschaal.
Dergelijke vormen zijn al bekend sinds het begin van deze eeuw maar werden destijds
beschouwd als wiskundige curiositeiten. Het pionierswerk van B. Mandelbrot heeft
echter duidelijk gemaakt dat in de natuur juist een grote verscheidenheid van dit
soort zelfgelijkvormige structuren voorkomen zoals: bergketens, kustlijnen, wolken,
bomen, bliksem enz. Hij liet zien dat het mogelijk is dit soort grillige structuren
kwantitatief te beschrijven door middel van een schalingsindex, de fraktale dimensie,
die een verband aangeeft tussen de lineaire afmeting en het volume van een object.
Voor Euclidische vormen is deze dimensie geheeltallig: een lijn heeft dimensie 1, een
vierkant heeft dimensie 2 en een kubus heeft dimensie 3. fraktalen hebben echter over
het algemeen een niet-geheeltallige fraktale dimensie. De Koch-curve die in figuur
1.1 van dit proefschrift staat afgebeeld heeft bijvoorbeeld een fraktale dimensie van
1.4317...

Naast fraktale structuren bestaan er ook fraktale distributies. Het histogram op
de omslag van dit proefschrift is een voorbeeld van zo’n zelfgelijkvormige distributie.
Omdat voor een adequate beschrijving van dit soort distributies een groot aantal
verschillende dimensies nodig is, worden ze multifrakialen genoemd. Deze multi-
fraktalen spelen een belangrijke rol in dynamische systemen, diverse groeiprocessen,
wanordelijke systemen en turbulentie.

De fraktale karakterisering van structuren en distributies in de natuurkunde
blijkt een succesvol uitgangspunt te zijn om bepaalde fysische eigenschappen op een
fenomenologische manier te onderzoeken: men kan simpele fraktale modellen ge-
bruiken om bijvoorbeeld geleiding en diffusie op zulke structuren te bestuderen.

Een meer fundamentele vraag betreft de fysische oorsprong van (multi)frak-
talen: waarom “kiezen” vele systemen voor een (multi)fraktale structuur? Om op
deze vraag in te gaan is het nuttig om onderscheid te maken tussen evenwichtssys-
temen en niet-evenwichtssystemen. Voor een aantal evenwichtssystemen is het al
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geruime tijd bekend dat zelfgelijkvormige (fraktale) fluctuaties gaan optreden bij een
2° orde faseovergang. Eén van de best begrepen voorbeelden kan worden gevon-
den in de percolatietheorie. Beschouw hiertoe een elektrisch geleidend rooster dat
geheel is opgebouwd uit geleidende componenten. Wanneer we ny op een willekeurige
manier geleidende componenten gaan weghalen zal het rooster steeds minder goed
gaan geleiden en uiteindelijk in brokstukken uiteen vallen: er heeft een overgang
plaatsgevonden van een geleidende naar een isolerende fase. Alleen precies op het

dende componenten vormen een fraktale structuur en de spanningsverdeling over de
componenten is zelfs multifraktaal. Dit scenario is typisch voor 2¢ orde faseovergan-
gen. Deze manifestaties van (multi)fraktalen kunnen echter niet dienen als verklaring
voor de vele fraktale verschijnselen die in de natuur optreden. Ze komen namelijk
alleen maar voor wanneer systemen op een zeer zorgvuldige manier geprepareerd
zijn door een precieze keuge van de controleparameter (zoals de fraktie weggehaalde
geleidende componenten in het, geval van percolatie).

In vele niet-evenwichtsprocessen echter worden zelfgelijkvormige structuren op
een spontane manier gevormd. Dit gebeurt in een groot aantal zeer uiteenlopende
processen zoals:

e turbulentie (energiedissipatie in turbulente media)
e elektrochemische depositie (zinkafzettingen op elektroden)

o di€lektrische doorslag (bliksem)

® vingervorming door het Injecteren van bijvoorbeeld water in olje

. epidemieverspreiding

* populatieverspreiding (bevolkingsdichtheid in Groot Brittani¢)
» distributie van sterrenstelsels in het heelal

schijnlijk multifraktaal zowel in ruimte als in tid. In al deze voorbeelden Is er sprake
van een spontane ontwikkeling naar zelfgelijkvormigheid. De fysische oorsprong van
deze tendensen is echter in vele gevallen nog een raadse].

simpele fraktale verzamelingen en multifraktale distributies behandeld en een aantal
belangrijke eigenschappen hiervoor afgeleid. Hoofdstuk 5 gaat over over stochastische
multiplicatieve processen in het algemeen en de fluctuaties van de quantummecha-
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1-dimensionaal incommensurabel systeem is het onderwerp van hoofdstuk 6. Dit is
een interessant systeem omdat er als functie van de sterkte van de potentiaal een
overgang plaatsvindt van een geleidende naar een niet-geleidende fase. Precies op
dit overgangspunt blijkt de golffunctie multifraktaal te zijn. Hoofdstuk 7 is gewijd
aan volledig ontwikkelde turbulentie. Een simpel voorbeeld hiervan is afgebeeld in
figuur 7.1 waar het water van een snelstromende rivier met grote snelheid langs
een brugpijler gestuwd wordt. Er onstaan dan draaikolken die op hun beurt weer
zijn opgebouwd uit kleinere draaikolken etc. Verscheidene simpele fenomenologische
fragmentatie-modellen blijken dit experimenteel waargenomen multifraktale gedrag
van turbulentie goed te kunnen beschrijven. In hoofdstuk 8 tenslotte wordt dieper in-
gegaan op een recentelijk ontwikkelde methode die het mogelijk maakt om de fraktale
dimensie van fraktale groeiprocessen op een analytische manier te berekenen.



