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EINLEITUNG I). 

Das Problem e ine obere Sehranke fur die Gitterpunktzahl Lluf einer 
Kurve oder in ihrer Umgebung zu bes timmen, kommt in der Zahlentheorie 
vielfaeh vor. In einigcn El11en wird ein sehr gen<lues Ergebnis erreieht. 
Bekanntlieh ist zum Beispiel die Anzahl der Gitterpunkte auf jeder Kre is
peripherie mit RZidiu s R> 2 fLir jede positive Z<lhl r hoehstens von del' 

Grossenordnung R' , Ebenso ist die Gitterpunktzahl auf der Hyperbel 
z/u = x, wo x> 2 ist. hir jedes positive [; hoehstens von der Grossen

ordnung x'. 
Ein so seharfes Resultat ist nur fur sehr spezielle Kurven erreieht worden . 
Mil' ist jedoeh ein S<ltz bekannt, del' in sehr allgcmcinen Fallen c ine 

nieht triviale obere Sehranke liefert fiir die AnZC1hl der Gitterpunkte auf 
einer Kurve odeI' in ihrer Umgebung. D er betreHende Satz is t der Hallpt
satz in der Dissertation von Herrn J. G. VAN DER C OI\PCT ~). Dieser Satz 
lalltet folgendermasse n: 

Es sei a < b; a ~ }. b - } und Cj - .~ seien ganz. Die FUTlktion f (u) 
sei im Interuall a :;;;; u ;;;; b mindestens zweimal differentiiubal' und 

f (a) > q -[- 1. Ueberdies gebe es cine Zahl l'> 1. derart dass f'( u) > 
\o/ r 

und 1" (u) > . 1 .. fii r fedes 11 im I nterual! a :;;;; 11 ~ b ist. 
r 

Es bezeiehne (i) das Gebiet 

a ..:= u -= b. q - v -= f(lI). 

I (()\) seincTl Flacheninhalt 

b 

I ((il) =.F(f (11) - q) duo 

A ((il) die Anzahl del' ihm aTlgehotigcTl Gitterpunkte 

b - ~ 

A ((il) = L (ff(h)] - [q]) 
h= d+ \ 

1) Oicse EinJeitung ist allch ve rbffcntlicht worden in: Proceedings Konink li jke A kademie 

V,1:1 vVetcnschappen te Amsterdam 40. 193 7, S. 46- 53. 
~) J. G. \' ,\)i IlER CURI'l'T, O ve r roostc rpllntcn in het p latt ~ vlak. Groningen 19 19. 

Oiss. Leiel en . 

") ftir reel lcs " bezc ichnet [aj die grbsste 9"1132 Z.,,··! :;:;,; /c. Ocr Vi\:-; OU~ C01<Pl' Tsche 

Satz. "vie er h ier formuliert ist. folgt z.B. sofort aLis der von Herrn LA NDA angegebenen 
Fassung. V crg l. E. LA:-;nAL:, V or1esun gcn tiber Zahlentheorie. 1927 (S. HmZl'I.). Band 2. 

S. 192 Lind 279- 302. 
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Dann gilt 
CA (Cil) - I ((II) / Cr " f' (b), 

WO c cine aosolute KOllstallte bezcichnet. 
Z unachst folgt hieral1s, dass die Anzahl del' Gitterpullkte auf del' Kurve 

a -= /I ~ b, v = {(u) (1) 

hoehstens 9leieh 2cr'2"r (b) ist; denn wird die KUfve parallel naeh oben 
versehoben, 0 andel't sich J ((I)) stetig, sodass die Spriinge hochstens 
9leieh 2cr~:;f' (b) sind. 

Z ugleichcrzeit kann man mit dem V/I.'\ IJER CCm['CTsehen Satze eine 
oberc Schrank<- finden fur die Anzahl del' Gitterpunkte, die in der Um
g ebung del' Kurvc (1) liegen. Betraehtet man namlich den Streifen 4) 

wo () eine beliebige feste positive Zahl bezeichnet, so erhalt man mittels 
zweifacher Anwendung des VAl DE[~ COFPLTsehen Satzes. dass die 
Anzahl der Gitterpunkte in diesem Streifen kleiner ist als 

2 c r', f' (b) + 2 (b- a) (). 

Dieser Satz hat zwei Naehteile. Erstens fordert er einen, wenigstens 
bis heute, komp'lizierten Beweis ti). \Vciter ist del' Satz nm anZllwcnden, 
wenn die Funktion eine zweite Ableitung besitzt , die gewissen Bedingungen 
genligt. 

Das Zie! meiner Dissertation ist in elementarer Weise einige Satze 
herzuleiten, die diese Naehteile nieht besitzen und dennoeh fijr die Anzah! 
der Gitterpunkte auf und in der Umgebung von Kurve (1) eine braueh
bare obere Sehranke geben. 

Meine Dissertation habe ieh in seehs Kapitel zerlegt. Die Kapitel I. V 
und VI enthalten ailgemeine Satze, wah rend die drei librigen Anwen
dungen der in Kapitel I hergeleiteten Satze geben. Die im letzten Kapitel 
ent,viekelte Theorie stiitzt sich auE die Theorie der FAREY -briiehe, abel' 
diese Theorie kommt in den ELinE vorangehenden Kapiteln nieht vor. 

Um den Gedankenkreis der Kapitel I. II. III und IV anzugeben, nehme 
ieh hier in der Einleitung Satz 1 auf. den ieh in Kapitel I beweisen \Verde. 

Satz 1. Sci () ~ 0 [!Ild < t , Q < fi. k gam = 2; sei die Fl1nktion [(11) 
im Interval (( ;;:;' 11 ;£; ~ de[iniert und k-mal differentiierbar; seien weiterhin 

.J) Is[ il < b. sind f (u) und (/ (ll) im Interval! a S; II :;; b definiert und ist dort ,/ (a) 

eine positive F unktion von u, so verstehe ich unter dem Streifen 

a -=: [t -= b, -<:5 (11) -= v-{ (u) -= b (u) 

die Menge der Punkte (tl. v). woflir diese Ungleichungen gelten . 

.;) Man vergleiche z.B. den LA\'DAl:schen Bewcis. 
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die von 11 1Inabhangigen positiven Zahlen r und R so gewahlt, dass im 

fnterual a ::;:; u ~ ,5 

r - I { (k ) (u) -= R (2) 

ist; dann ist die Anzahl der Gitterpllnktz (u, [) } im Streifen 

(3) 

hochstcl1s gleich 

" , _ 2_ ((k + I) cl)k {k
2 

- !) ( 

k -:- k (p -a) Max ? Rk{H Il , --r - - \ 


Diesel' Satz, del', wie gesagt. in eillfacher W cise bewiesen ,vird, hat den 
grossen VorteiL dass darin fur Ie eine beliebige ganze Zahl ~ 2 genommen 
werden kann. 

Der Spezialfall k = 2 stimmt et\va iiberein mit dem Ergebnis , das man 
erhalt, wenn man den VAl\: DER COf(P Tschen Satz auf die Lehre der 
Gitterpunkte auf odeI' in del' Umgebung einer Kurve 21Jlwendet. 

Zur Erlallterung der Kapitel 1. II. III und IV skizziere ich hier kurz den 
Beweis des vorstehenden Satzes im Spezialfall k = 2: 

Enthalt der genannte Streifen drei Gitterpunkte (Po , qo), (Pl' ql) und 
(P2' q2), so ist, wie sich leicht herausstellt, das Verhaltnis 

PII!o !2 ! 
qo ql q2 I (4)
I 

Po PI P2I 
- P2 (p2- I) 

1 
~ Po(Po-I) t PI (PI-I) -~

annahernd gleich f"(;} bei geeignet gewahltem ~ und je schmaler der 
Streifen um so scharfer ist die Approximation. 

1m Spezialfall k = 2 von Satz i wird f" (11) ungleich Null vorausgesetzt. 
Bei geniigend klein gewahlter Streifenbreite verschwindet also das in (4) 
genannte Verhaltnis nicht. Del' darin vorkommende Zahler ist deshalb 
nieht gleich Null, also sein Absolutwert ist ~ 1. woraus hervorgeht, dass del' 

Nenner mindestens dieselbe Grbssenordn ung als If" 1 
(~) , hat, also gross 

ist. falls f" (u) klein angenommen wird. 
Hieraus folgt. dass die drei Zahlen Po. Pl' und P2 nieht dicht bei ein

ander liegen kbnnen. Je drei dem Streifen angehbrigen Gitterpunkte haben 
also die Eigenschaft, dass die zwei ausseren weit von einander entfernt 
sind, sodass es ausgeschlossen ist, dass der Streifen viele Gitterpllnkte 
enthalt. 

0) Unter Max (a, b) , Maximum von a und b. wird die grossere der Zahlen a lind b 

oder. falls" = b ist. ihr gC01einsamer Wert verstanden. 
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Mit diesel', in Kapitel I naher ausgearbeiteten Methode finde ich fLir 
die dem Streifen (3) angehorigen Gitterpunktzahl eine obere Schranke, 
nicht nur fur den SpeziaifaII k = 2, sondern fur beliebiges ganzes k ~ 2. 

Bei del' Anwendung von Satz 1 wird oft die Schwierigkeit auftreten, 
dass fur grosses ~ - a die Zahl R viel grosser als r gewahlt werden muss. 
Um dennoch ein scharfes Ergebnis zu erhalten, ist es notwendig den 
betrachteten Streifen in Teilstreifen zu verteilen. Weil diese Verteilung 
die Beweis[uhrung manchmal undurehsichtig macht, wird in Kapitel I noch 
ein zweiter Satz hergeleitet , wobei man diese Verteilung nicht braucht. 
Gerade dieser zweite Satz wird in den Kapiteln II, III und IV angewendet. 

In Kapitel II bestimme ieh eine obere Sehranke fur die Anzahl der 
Gitterpunkte (ll, v) auf und in der Umgebung der Kurve 

(m LI + uo)! (n v + va)" = x, m II + lIo > 0, n v + Vo > 0, (5) 

worin f, h, m und n positive, und Uo und Vo beliebig feste Zahlen sind. 
Z.B. hat Satz 9 in diesem Kapitel. wie aus Satz to hervorgeht, U.<.l . das 

folgende KoroIIar: 
Satz 2, Sind 110 und Va beliebige feste, m, n, fund h beliebige feste 

positive Zahlen und ist Ie eine ganzc Zahl ~ 3, d erart dass 

(k-J) (k-2) -=: { k (k - l)

"----'-=2- - = h < -2- (6) 


gilt, so ist die Allzahl der Gittcrpunkte (u, (J) im Streifcn 

- x -= (m tI + tlo)! (n v + va)" -= X. m U + lIo > 0, n v + (Jo > 0, 

wobci 

ist 7), gleich 

o (X2kh ~[k~ 3)f). 
Wird die Bedingung (6) durch 

Ie (Ie-I) < L < k (k + 1) (7)
2 h 2 

ersetzt, wobei k ganz ~ 2 ist, so ist, wie Satz 11 zeigt. die Anzahl der 
cier Kurve (5) angehorigen Gitterpunkte (u, v) gleich 

o (X(k I) ~2krTk l!)). 
Aus dem Satze in § 88 del' Dissertation von Herrn J. G. VAN OER 

.) linter Min (a, b), Minimum von a und b. vcrstehe ich die klcincre der Zahlcn a 
lind b oder. falls a = b ist, ihren gcmeinsamen Wert. 
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fur CORPUT geht hervor: die erwahnte Gitterpllnktzahl auf der Kurve (5) ist 
mke. gleich 
?: 2. 

falls f= h 
eten. 
nuss. und 

den 
ilung 
noch 

Wende ich Satz 2 mit Ic = 3 an. so erhalte ich u.a. class die Anzahl derucht . 

r.det. Gitterpunkte auf der betrachteten Kurve (5) fur f = h gleich 0 ex-b) ist; 
dieses Ergebnis ist schader als das vorangehende VAN DER CO RPUTsche

der 
Resll ltat. 

Allsserdem is t fur f > h (da in diesem Faile 
(5) 

k -L I I 2k I 
sind . 2 k h + (k + 3) f < f + 2 h und (k + I) (2 (+ k h) < f + 2 h 
. das 

ist) das Resultat der Satze 10 lind II fUr Kllrven schader a ls dasjenige 
des Sa tzes in § 88 der Dissertation von Herrn VA" [)Er~ C ORPeT. feste 

W enn f < h ist. so verwechsle ich in den Satzen 10 und II die Grossen 
lund h . Die so erhaltenen Satze geben da nn ftir Kurven wieder besseres 
Ergebnis als das, was a us dem erwahnten Satze von H errn VAN DEr~(6) 
CO RPUT folgt. 

Kap itel III beha ndelt Streifen . die im ersten Quadra nten liegen und die 
begrenzt werden von Kurven mit der Gleichung 

A u'" + B v·' = x. (8) 

\Vorin A , B. a und ~ positiv sind. 

1s t fJ < a < ~}fJ '/]-==t, so is t nach Satz 15 die Anza hl der Gitterpunkte 
3 

a uf der Kllrve (8) im ersten Quadra nten gleich 0 (X"'6: / ). 1st dagegen 

~l fJ :;;; a :;;; 2P, p:;;; 1. so ha t die betrachtete Gitterpu nktza hl hochstens die 
'Z +6.' 

Grossenorclnung x 10 0;,; (Satz 16). 

(7) Allgemeiner folgt z,B. aus Satz 12 unter Beachtung del' zugehorigen 

Bemerkung und der Hilfssiitze 11 und 12, dass , fall s % = [2;:]+ I gesetzt
del' 

wird Lind p :;;;; u :;;;;; ~. fJ / ! ist, die Anzahl der dem ersten Quadra nten 
% 

angehorigen Gitterpunkte (11. v) a u f der Kllrve (8) gleich 0 (X2:~~'I~J,~~)
DER 


is t. 


nlen a 1st 2; ganz Lind fJ :S; a $ } . so gibt es 0 (X2<>.2+;,) solch e Gitterpunkte. 
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1m Spezialfall 0. = f3 stellt sich heraus. dass die erwahnte Gitterpunktzahl 
2 

gleich 0 (X3 'X) ist (Satz 17) . Man erhalt das letzte Resultat. wenn 

man im Hauptsatz Ie = 2 setzt; es kann auch mit Hilfe des VAi\ DER 
CORpuTschen Satzes 8) gefllnden werden. 

Kapitel IV ist der PILLAlSchen Kurve 

xY  y ' = 

gewidmet. Herr PILLAI ~) hat bewiesen: 

Wenn A (a) die Amah! der ganzen 

O. 

Losungen (x. y) 

(9) 

(x > 1. Y > I) 
von (9) bezeichnet. so gilt {iiI" jedes positiue () bei hinreichend grossem a 

die Beziehung 

A (a) -= (1 + (5) log a . 
log log a 

Wie Herr J. F. KOhS;\\:-\ 1(1) illl "Zentralblatt" erwiihnt hat . kann man 

die Ungleichung Hir A (a) verscharfen . Herr KOK S.\\A hat niimlich bewiesen: 

'Venn A(a) die Amahl der Gitterpunkte (x. y) (x> 1. y > 1) auf der 
PIl.LAlschen Kurile (9) bezeichnet. so gilt fiir jedes positipc () lind {iiI" 
jedes a> a(l (0). worin a(l ( r)) einc gceignet gewi:ihlte nul' pan () abhangige 
Zahl ist. die UngleichllTl,g 

-== log a 
A (a) = (2 +a) (l I )'1 . og og a ' 

Dieses Ergebnis hat er jedoch nicht veroffentlicht 11). wei I er aufmerk

sam gemacht wlirde auf die Tatsache. dass der V,'\i\ DEI! COI([JCTsche 

Satz ein noch scharferes Resultat ergibt. namlich dass die Anzahl der 

Gitterpunkte (x. y) (x> 1. y> 1) auf del' PILLAlschen Kurve (9) gleich 

og ha o (_i ' )
log log a 

ist. Dasselbe Ergebnis wird in dieser Dissertation mit Hilfe des Satzes 6 

von Kapitel r. also in elementarer Weise. hergeleitet. Ausserdem bestimme 

ich in Kapitel IV eine obere Schranke fur die Gitterpunktzahl in del' 

Umgebung del' PILLAlschen Kurve. 

Die Satze des Kapitels I haben den Nachteil. dass sie nur fUr sehr 

schmale Streifen mit Erfolg anwendbar sind. Deswegen habe ich in den 

letzten zwei Kapiteln Satze hergeleitet. die fur verhaltnismassig breite 

Streifen brauchbar sind. Die betreffende Untersllchung hat in Bezug auf 

S ) Siehe die Dissertation VOJI Herrn VAN DER CORPeT. S. 90. Sa tz § 109. 

B) S . SI\·ASANKARA'iAR.W;\:\A PILLM. On the indete rmina te equation xV _ yx= a. 
Anllamalai LIniv. J. 1. 1932, S. 59-61. 

10) Zentralblatt fur Math. und ihrc Grcnzgebictc 5. 1933, S. 53. 
U) Die nicht publizierte AbhLlndlung ist mil' freulldlichst zur V erfugung gcstcllt 

worden. 
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die Resultate. nicht in Bezug auf die Beweismethode grosse Aehn
Iichkeit mit del'. welche Herr SKOLEM l~) in 1926 verbffentlicht hat. Diese 
SKOLEMsche Untersuchung besteht hauptsachlich aus drei Teilen: 

1m ersten Teil tritt cine Funktion fCy) auf. deren Jete Differenzfunktion 
bei geeignet gewahltem k gegen cine irrationale Konstante strebt; im 
zweiten Teil konvergiert diese kte Differenzfunktion gcgen Null und im 
dritten Teil treten nur Funktionen auf. die so schnell zunehmen. dass keine 
einzige ihrer Differenzfunktionen beschrankt ist. 

Das Verfahren meiner Dissertation gibt nicht die l'vIbglichkeit auch nul' 
eine Frage dleses dritten Teiles zu behandeln. 

Andererseits kommen die Ergebnisse des ersten und zweiten Teiles def 
SKOLE,\\schen Arbeit aile in den Kapiteln V und VI vor und erhalten sogar 
eine bedeutende Erganzung. 

Wahrend Herr SKOLD\ bei seinen Problemen die Differenzfunktion 
einfiihrt. ziehe ich es VOl' Derivierten zu benutzen. weil diese in der Praxis 
bequemer zu verwenden sind. Dabei \Verde bemerkt. class man in den 
betreffenden Satzen in meiner Dissertation die Derivierten dllrch Differenz
fllnktionen ersetzen darf. 

Herr SI<OLEM hihrt zwei neue Begriffe ein und zwar folgendermassen: 

Definition 1. Sind,ll und l' beliebigc positive Zahlen mit ,'1 ::;:; l' lind 1st 

A (,1i.1') die Anzahl ganzer Zahlcn cincr aus gan:::cn Zahlcn bcstchcndcn 

lvlenge M im gesehlossenen Interual! (,11. l'). so heisse A Cit; ) die Dichte 
Y-,1t 1 

der Menge M im Interval! CU.1/). 

· A (1. ,.) . d' d , f . /., D'! dI st I11n = g. so nennen wlr 9 Ie lire Ise 1TlItt Ie Ie Ie lte 0 er 
I ' ~OC " 

lwrz die Dichte uon M. 

Definition 2. Sind f(u) lind ()(u) fiir II ;:;;; 1 dclinicrt und 1st b(u) eine 

positive. fiir u --> ex; gegcn Null strebellde Fun/rtion uon u, so heisse die 
MengederPullkte (u.v) mit 

-(~ (u) - v- f (u) -=: (~ (u) 

ein de,. FlInktion () (11) angehoriger asymptotischer Streifen oder eine der 

Funktion ,) (u) angchorigc asymptotische Umgebung del' Kllrve v = f (u). 
Ersetzt man in Satz 2 von Herrn SI<OI.I':,\\ die ktc Differenzfllnktion 

durch die ktc Ableitung. so erhalt man den folgenden Satz: 

Satz 3. 1st k eine natiirliehe Zahl. f (ll) fiir u ~ 1 mindestens k-mal 

differentiierbar lind strebt f lk) (ll) fiir u ~ 1 bei unbesehrankt anwae!Jsen

dem u gegen cine lrrationalzafJ! C. so hat die Menge der Gitterpunkt

abszissen in ,ieder asymptotisehell Umgebung del' K l1rue c' = f (ll) die 
Diehte Nul!. 

l2) TH. SKOLEM. Ganzzahlige Lbsungen. Math. Ann. 95. 1926. S. 2-68. 
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Dieser Satz wird in Kapite1 V hergeleitet. In diesem Kapitel wird 
aber noch mehr bewiesen. Wahrend Herr Sf(OLCM nur zeigt, dass 

lim A (1,1') = 0 ist, gebe ich fiir den Zahler A (1 ,J') eine obere Schranke 
l' 

woralls das SIWLEMsche Ergebnis sofort folgt. 
Als Beispiel erwahne ich hier 

Satz 4:. Sei 0 < r) <~, k ganz <: 2, fJ 2: a + 1; bcsitzt die irrationale 
Zahl C cinc regclm~issige Kettcnbwchentrvicfcllln fY, dercn Teilncnner be
schrankt sind l:J) und ist f (1./) ein Polynom kten Grades in 11 mit Anfallgs

glied C t;', so ist die Zahl del' Gitterpunkte (1I, u) im Streifen 
k 


a -= 11 ~ fI , - (5 -= v-f (1./) - ,j 


liochstcns gleich 
2 

k +c (i:!- a) bkl3 k-;- I) , 

worin c nllr von It und C abhangt. 

Das letzte Kapitel steht mit dem zweiten Teil der SI<OLC;\\schen Abhand
lung in Zusammenhang. 

Ersetzt man in Satz 4 von Herrn SI<Ol.E 1 die Differenzfunktion dut'ch 
die Derivierte und schlieszt man den Wert k - 1 allS, so findet man den 
folgendcn Satz: 

Satz 5. 1st k cine beliebige ganze Zahl ;;:;; 2, ist die Fllnktion f(u) fiir 

u ~ 1 mindestens Ie-mal differentiierbar und nimmt [ik)(U) bei lITlbeschrankt 

anwachsendem u monoton gegen Null ab, abel' so class fill ( beschrankt 
u . u) 

ist, so hat die Menge der Gitterpunktabszissen in feder asymptotischen 
Umgebung der Kurl'c u = f(u) die Dichte Ntt!!' 

Diescr Satz wird nicht nul' im letztcn Kapitcl bewiescn, sondcrn ich 

findc ausserdem eine obcre Schranke flir A (1, 1' )' woraus das SKOI.E,\1Sche 
Resultat wieder unmittelbar folgt. 

Als Beispiel betrachtc ich den Streifen 

_ _ 1_ -= v_u;I, -= _ l _1 - u -= x, 
v-;:;- Va 

und ich beweise, dass die Amahl del' Gitterpunkte in diesem Stl'eifen gleich 

(. 25) A (I. x) 
X 26o ist, wahrend Herr SI<OLE.\\ nul' zeigt, dass bei unbe~ x 

schrankt anwachsendem x gegen Null konvergiert. 

1" ) Dicsc Bcdingung ist z.8. crflillt, wenn C cine quodratischc Irratiol1ZlliUit ist. 


