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INLEIDING.

Het is op de volgende wijze mogelijk de kegelsneden van de ruimte
één aan één involutorisch aan elkaar toe te voegen.

Twee punten T, en T, als toppen en een kegelsnede « als richt-
lijn bepalen twee kwadratische kegels: respectievelijk 7, en 7,. Deze
beide kegels hebben behalve de kegelsnede o nog een kegelsnede
o’ gemeen. Worden deze twee kegelsneden aan elkaar toegevoegd,
waarbij de punten 7'} en T, als vast worden beschouwd, dan is
in het algemeen aan een kegelsnede o één kegelsnede «’ involuto-
risch toegevoegd.

Een involutie, die dezelfde paren geeft van niet ontaarde
kegelsneden, welke aan elkaar zijn toegevoegd, kan als volgt
worden gedefinieerd.

Een kegelsnede o en het puntenpaar T, T,, beide beschouwd
als ontaarde kwadratische klasse-oppervlakken, bepalen een lineaire
verzameling van oo! kwadratische klasse-oppervlakken. Deze ver-
zameling bevat behalve de genoemde ontaardingen in het alge-
meen nog slechts één ontaard kwadratisch klasse-oppervlak: de
kegelsnede o'. Worden de kegelsneden o en o’ aan elkaar toege-
voegd, waarbij het puntenpaar 7', T, als vast wordt beschouwd,
dan is in het algemeen aan een kegelsnede « ¢één kegelsnede o
involutorisch toegevoegd.

Is bij een gegeven puntenpaar T,, T, en een gegeven niet ont-
aarde kegelsnede « de volgens de eerste definitie bepaalde kegel-
snede o’ niet ontaard, dan is deze identiek met de kegelsnede «/,
die volgens de tweede definitie wordt bepaald. In dat geval kan
dus zoowel de eerste als de tweede definitie dienen ter bepaling
van de kegelsnede «’. In het geval echter, dat die kegelsnede o
ontaard is, zal deze volgens de eerste definitie bijv. een dubbel-
rechte zijn, terwijl ze dan volgens de tweede definitie een punten-
paar is.

Is echter de gegeven kegelsnede o een lijnenpaar, dan is het
aangewezen om de toegevoegde te bepalen aan de hand van de
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eerste definitie; is daarentegen de gegeven kegelsnede a een kwa-
dratisch klasse-oppervlak, dat in een puntenpaar ontaard is, dan
is het aangewezen om de toegevoegde te bepalen aan de hand
van de tweede definitie.

In deze bladzijden zal de genoemde involutie in de kegelsneden-
ruimte nader worden bestudeerd. Bij het zoeken naar de stelsels
kegelsneden o', die zijn toegevoegd aan de singuliere kegelsneden «,
beperken we ons tot de bestudeering van het volledige stelsel singu-
liere ontaarde kwadratische klasse-oppervlakken, terwijl de stelsels
kegelsneden «’, die zijn toegevoegd aan singuliere lijnenparen,
slechts zullen worden behandeld voor zoover dit in verband met
de daarna volgende hoofdstukken noodzakelijjk is.

Achtereenvolgens zullen dan verder onderzocht worden de stelsels
kegelsneden «', die zijn toegevoegd aan de volgende stelsels kegel-
sneden o, waarbij hier reeds de gevonden conclusies beknopt
worden aangeduid.

De kegelsmeden o', die zijn loegevoegd aan een bundel van kegel-
sneden o, vormen een kubische bimonoide met kegelpunten T en T,
terwijl de vlakken van deze kegelsneden o een bundel vormen.

De kegelsneden o', die zijn toegevoegd aan een schaar van kegel-
sneden o, vormen een opperviak van de zesde graad, dat T, en T,
tot viervoudige punten heeft, terwijl de viakken van deze kegelsneden
cen kwadrvatische kegel omhullen.

De kegelsneden o', die zijn toegevoegd aan een net van kegelsneden «,
vormen een congruentie (1, 1) van kegelsneden, waarvan de viakken
een schoof vormen, tevwijl de kegelsneden o in zes punien vusten op
drie kegelsneden door Ty en T,, die niet op eenzelfde kwadratisch
opperviak liggen.

De kegelsneden o', die zijn toegevoegd aan een graad-khwwen van
kegelsneden o, vormen een complex (0, 1) van Regelsneden.

De kegelsneden o, die zijn toegevoegd aan het complex van kegel-
sneden, waarvan alle exemplaren op eenzelfde kwadratisch opperviak
liggen, vormen een complex (1, 4) van Regelsneden.

De ontaarde kegelsmeden o, die zijn toegevoegd aam de ontaavde
kegelsneden o, die op eenzelfde kwadratisch opperviak liggen, vormen
een congruentie (8, 6).

De Fkegelsneden o, die zijn toegevoegd aawn de kegelsneden «,
volgens welke een kwadratisch opperviak wordt gesmeden door de
viakken gaande door eenzelfde punt, vormen een congruentie (4, 3).

De kegelsneden o, die zijn toegevoegd aan de kegelsneden o, volgens
welke een kwadratisch opperviak door een bundel viakken wordt ge-
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sneden, vormen een opperviak van de zesde graad, terwijl door een
algemeen punt drie viakken van een kegelsnede o' gaan.

Uit de beschouwing van het stelsel kegelsneden o', dat is toe-
gevoegd aan een bundel van kegelsneden a, kunnen op eenvoudige
wijze de volgende eigenschappen van het lijnenstelsel op een
kubische bimonoide worden afgeleid :

19 De vier punten, waarin de acht niet-torsale rechten door
de kegelpunten van een kubische bimonoide elkaar twee aan twee
buiten de kegelpunten snijden, liggen in één vlak.

20, In het onder 1° genoemde vlak liggen ook de drie punten,
waarin de zes niet op de verbindingslijn van de beide kegelpunten
rustende rechten elkaar twee aan twee snijden.

3. De zeven onder 1° en 29 genoemde punten zijn gerangschikt
in zes collineaire drietallen.

4%, Het snijpunt van de verbindingslijn van de beide kegel-
punten met het vlak door de onder 1° en 2° genoemde punten is
het vierde harmonische punt van het punt, waarin een rechte van
het kubisch oppervlak buiten de kegelpunten op de verbindings-
lijn daarvan rust, ten opzichte van het puntenpaar, dat door de
kegelpunten wordt gevormd.

5. De rechte van het kubisch oppervlak, die buiten de kegel-
punten op de verbindingslijn daarvan rust, snijdt het vlak van de
onder 1° en 2° genoemde punten in het punt, dat toegevoegd is
aan het snijpunt van de verbindingslijn van de kegelpunten met
het genoemde vlak ten opzichte van alle exemplaren van de bundel
van kegelsneden, die door de vier onder 1° genoemde punten wordt
bepaald.

Uit de beschouwing van het stelsel kegelsneden o', dat is toe-
gevoegd aan een net van kegelsneden a, volgt dan nog:

10 Als ¢,, 6, en d, drie kegelsneden zijn, die door twee punten
T, en T, gaan en die niet op eenzelfde kwadratisch oppervlak
liggen, dan is er een congruentie (1, 1) van kegelsneden, waarvan
alle exemplaren in zes punten buiten 7 en T, op de kegelsneden
81, 6, en 8, rusten,

20, De vlakken van de exemplaren van deze congruentie van
kegelsneden vormen een schoof, waarvan het centrum C ligt op
de verbindingslijn 7,7,.

3%, Het puntenpaar, dat gevormd wordt door het punt C en
het snijpunt van 7,7, met het vlak door de drie polen van 7,7,
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ten opzichte van d;, 8, en d;, ligt harmonisch ten opzichte van het

puntenpaar Ty, T,

4, De genoemde congruentie van kegelsneden bevat oo lijnen-
paren. De dubbelpunten van deze lijnenparen liggen op een ku-
bische kromme in het vlak door de polen van 7T, ten opzichte

van d,, 0, en d;. De genoemde kubische kromme rust in zes punten

op de kegelsneden &;, 0y en g

Algemeene eigen

§ 1. ONDERLIN

1. Elke kegelsn
snede o' op eenze
en snijdt dus deze

2. De kegels 7y

Fig. 1.

3. Een raakvlal
de beide kegels 74
De punten 4,, 4,
samengevallen. De
zelfde punt aan d

GEVOLG: de ke
S, en S,, die de va




