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Résumé. Les «sections de Brune» sont des fonctions matricielles rationnelles analytiques dans le
disque unitéD, J-intérieures et qui ont un pdle sur le cercle uniéif la formule (1)).
Elles ont ont un réle important en théorie des systémes stationnaires. Dans cette note, nous
présentons leur analogue dans le cadre des systémes non stationnaires, lorsque les fonctions
analytiques et bornées dafssont remplacées par des opérateurs triangulaires supérieurs
bornésO 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Brune sections in nonstationary system theory

Abstract. “Brune sections” are rational functions analytic in the open unit dizk.J-inner and with
a pole on the unit circlgseeformula (1)). They play an important role in the theory of
stationary systems. In this Note we present their analogues in the setting of nonstationary
systems, where analytic functions bounded in the open unit disk are replaced by upper
triangular bounded operatorsd 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Abridged English version

The inverse scattering problem consists in finding all representationgc + b)/(co + d) of a given
function s analytic and contractive in the open unit di8k(a Schur functiol, whereo is still a Schur

function and where® = ({ ) is meromorphic inD and J-inner: ©(z).JO(z)* < J for all z in D,

Note présentée par Jean-Pierre KHANE .
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where© is analytic, withJ = ((1) _01), and equality holds almost everywhere on the unit circle. The

inequality means that the differende— ©(z)JO(z)* is a nonnegative matrix. This problem is closely
related to the theory of linear time-invariant dissipative systems, and has numerous ramificaéh}s (
for a survey). Two keystones in obtaining suéhare the works of I. Schur in 1917 (the celebrated Schur
algorithm;see[9]) and of O. Brune in the early thirties€e[5], p. 148). The resultin@’s are of the form

o1=(p 1)~ Fr g (e 1) @

In the case of the sections introduced by Schur (and later more generally by R. Nevanlinna) weliave
2
k€D ande = % while in the case of Brune sectionsandk are of modulud (with a # 1) ande is a

strictly positive number. In the first cagis also called a Blaschke factor (the matrix analoguesgf-
and its entries are bounded in the open unit disk while this does not hold in the second case.

When one considers nonstationary systems, Schur functions are replaced by upper (or lower, depen
on convention) doubly infinite contractive matrices€[3]). The analogue of the Blaschke factors is known
(se€3]), but up to now, there was no known analogue of the Brune sections. This is the problem we addre
in this note. One of the main difficulties is that the definition of an upper triangular unbounded operator
not so clear in the present setting. For instance; i the canonical basis @¢5(Z) and Z is the bilateral
shiftonls(Z): Ze,, = e,+1, then one has (in the weak topology)

—1

(i Z") (ej—ej1) == Z"(ej —ej-1),

0 —o00

where the operator on the left is unbounded and “upper triangular” while the operator on the rig
is unbounded and “lower triangular”. These operators are of course the analogues of the two Laur
expansions of— centered ab. To overcome the difficulty, we will use the Zadeh transform (for the
definition,seethe end of the next paragraph).

1. Le cadre non stationnaire

Nous renvoyons a [8] pour une discussion plus détaillée. Nous désignond [es opérateurs
triangulaires supérieurs de(Z) dans lui-méme et par I'opérateur de déplacement bilatéral. Un élément
SeusécritsS =" Z" S, ou lesSy,,; sont des opérateurs diagonady,( € D). Cette écriture formelle
signifie que pour tout entier positi¥, la différenceS — Zév Z"Sm) € ZN+1Y. Lapplication suivante a
été introduite dans [2] et permet de traduire la plupart des problémes de fonctions analytiqugsldass
le cadre des opérateurs triangulaires supérieurs.

DEFINITION 1.—SoitV € D et soit/y le rayon spectral d&ZV*. Supposongy < 1. L'opérateur
F"(V') € D est défini par

FANV)=) (VZ*)"Z" S, )
0

On rappelle le résultat suivant [7], Theorem 7.3, p. 212, avec les formules p. 185 and p. 193-194 de
dernier article. Dans les formulég(!) = Z*V Z € D.
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THEOREME 2. —SoientV € D avecly < 1 et E, 5 € D, avec de plugy inversible dangD. SoitA la
solution de

A—VADV* = aa* — 85" ©)
Supposond inversible et strictement positive et séitdonnée par
011 = (—a VAN 4o (1 = 2v*)"12) - (AD + AOV* (aa®) " VAD) T2,
O =a (I —ZV*) A8 (I+4°A18) %,
Og1 = (1 = ZV*) "1 (AW + ADV* (™)' VAW)
Oy = (I—f—ﬁ*(]— ZV*)*IAflﬂ) ) (I—f—ﬁ*A*lﬁ)*l/?
Les entrées de la matrige@ sont dang/ et©JO* = ©*JO = J. La formule

—1/2
b

S=To(0) 2 (0110 + 012) (0210 + Ogy) "

décrit 'ensemble de toutes les contractiofis U/ telles que(aS)”™ (V') = 8 lorsquecs décrit I'ensemble
des contractions triangulaires supérieures.

Il est tentant de mettre dans ces formulésel quely = 1 et de définir le résultat comme étant une
section de Brune. Le probleme est que I'opératledrZV* n’est pas inversible. Pour pouvoir définir une
section de Brune non stationnaire, on utilise la transformée de Zadeh d’'un opératéurCette derniére
est la fonctionS(t) = > t" 2" Sy,,;, avect € D.

2. Sections de Brune

DEFINITION 3. - Soientw, 3, Vi des opérateurs diagonaux, avgg = 1, et supposons que I'équa-
tion (3) a une solution\ € D inversible et strictement positive dafs On appellesection de Brune non
stationnairel’applicationt — ©(t) définie par les formules :

O(t)11 = (—a VoAD 4 a*(I —t2V5) " 142) - (AD + AOV; (@) VpAD) V2 (@)
Ot)12 =a* (I —tZVy) "AVB(I + B*A~18) 12 o
O(t)or = B (I —t2Vy) 2 - (MY + AOV (EE*) 'V AD)712) ©
O(t)ar = (I+ B7(I —tZVy)'A'B) - (I + g*A15) /2. -

Les formules (4)—(7) sont I'analogue de (1) dans le cas des sections de Brune non stationnaires.
La transformée de Redheffer @&¢) est I'application®(¢) définie par

-1

E(t):<@(t)11_@(t)12(@(t)22) O(t)21 —9(t)12(@(’5)22)1> @®)

(6(t)22) ' O(t)21 O(t)

est contractive et a pour entrées des opérateurs triangulaires supérieurs, dont les expressions sont :
S = (—a VAW + (A + 88" —tAZVy) T ALZ) (AD + ADTV (aa”) " 1VHAW) )
Y(t)12 = (A + BB* —tAZVy) '3, (10)

—1/2
b)
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S(t)ar = (I +BA18) 2 (87 (A + B8 — tAZVy) " AtZ) (AD + AV (aa”) 1 VoAD) T2 1)

S(t)as = (I+BA8)% - (I— B (A+ 88" — tAZV]) 1), (12)
THEOREME 4. —SoitV = (A + 36*) " "A(Vy)™) et supposongy < 1. La transformée de Redheffer

de©(t) existe pout = 1 et est unitaire en ce point. De plUs(t) est la transformée de Zadeh e (1)

(et donc on peut écrir&;; (t) au lieu deX(t);;).

3. PLL : points de non dissipativité locale

Les sections de Brune sont «le cas limite» des sections de Blaschke. Les points de non dissipati
locale sont les points ou les sections de Blaschke tendent vers les sections devBiuf)( Dans le
cadre non stationnaire nous avons :

DEFINITION 5.— SoitS € S. Un opérateur diagon&h tel quely, = 1 est un point de non-dissipativité
locale point of local «losslessnes}elans la directiony € D si V; eta sont inversibles, sh et A~! sont
positifs et appartiennent?, ou

A= 0217{121(27'2"‘/[”] (oza — (aS)M (Vo) (aS) (Vo) * )(n)VO[n]*>, (13)

et si finalement la limitéim,._.1 (a.S)" (rVy) existe (pour la topologie opérateur).

THEOREME 6. —SoitS € S et soitV, un point de non dissipativité locale podrdans la direction.
Soit la section de Brune—— ©(t) définie par les formule$4)—(7) avec s = 1in{(0¢S)’\(TV0). Alors,

(©(t)22)~! €U pour chaque €D, 0 < t < 1, et il existes € S tel que

S(t) =Tow)(o(t)), (14)
ouS(t) eto(t) sont les transformées de ZadehS$leto.

Idée de la démonstration du théorerbe—On applique le théoréme 2 B = rVj et 6 =3, =
(aS)"(rV'). On désigne pan,. la solution unique de (3) avec ces valeurs. Pour chagaéd il existe
o, € S tel queS =Te, (0,), avecO, une section de Blaschke non stationnaire. La transformation de
Zadeh nous donn€(t) = Te, (1) (o (t)) avec

(O (1) = ((~ra™ V)AR + o™ (T = 7t2V5))~12) - (A + P2 ALV (00) " ToAL) 7,
(©)12(t) = a* (I = rtZVi" ) AL B, (1 + 3,076,) %,
(©,)21(t) =B (I —rtZVy) " tZ - (Agl)+T2A§1)%*(aa*)*1%Agl))*1/27

—1/2

(©r)22(t) = (I + BT —rtZVg) T AT By) - (1 + BEATBy)
Les hypotheses siify nous permettent de passer a la limites 1, et on obtient le résultat.
4. Exemples

Le cas ou les composantes¥dgsont toutes de modulieest déja plein d’enseignement. On suppose que
« et sont unitaires. L'opérateuy est alors scalaire et on obtient des simplifications dans les formules. Er
particulier,
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(@001 () = =y (15)

(O)"(46) =/ <1 RE 20:<1 ﬁA) ﬂwﬂ) o

La formule (16) montre qu’en général,

lim (9(t)5,)" (Vo) #0

t—1

(si 0 est scalaire, cette limite est bien égal@)aEn particulier, on ne peut espérer que la foncii(t)
paramétrise un probléme d’interpolation sur la frontiere, contrairement au cas des sections de Blaschke

5. Espaces a noyau reproduisant

Le résultat suivant est I'analogue non stationnaire d’'un théoréme de structure lié aux espaces de
Branges de dimension finigdir par exemple [4], Theorem 4.1, p. 134).

THEOREME 7. —Soientw, 3, Vy € D avecly, =1 et définissons
a* o —1
F(t)= 5" (I—tzVy) ", teD. (17)
Supposons que, poul? € D,
Ft)D=0 = D=0,
et que I'équatior(3) a une solutiom\ strictement positive. Alors,

1

FATF@) W) = (J —0@®)J(0)" (W) ) (I -2ZW*) " (W eD),

ou O est la section de Brune dans la directiarau pointVj.

En d’autres termes, sai¢! I'ensemble des fonctions de la fornd&t) D avecD € D, et doté du produit
scalaire

[F(t)D,F(t)D}M =D*AD,
alors M est égal a I'espace a noyau reproduisant de noyau

(J—0t)J(O)" (W) ) (I —2zWw*) .

6. Conclusions

La théorie non stationnaire des systemes a été jusqu’a maintenant étudiée dans le cadre des opérz
bornés. Les résultats mentionnés dans cette Note permettent de considérer le cas non borné. Ce cz:
particulierement important pour traiter le cas de fréquences réelles.
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