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CHAPITRE î

LES EQUATIONS D UN ECOULEMENT lNCOMPRESSIBLE VISQUEUX

l -1

On pr-ésenifce dans ce tr'ava.l l une méthode nouvelle pour

r-ésoudr-e les équat-ions de Navler—Sfc.okes aux gr'ands nombr-e de

Reynolds par* élément.a Fini s» La méfc.hode pr'esenfc.ée est une

exfcension du schéma ds HUGHES pour* l® fcrai t.oment. des t-ermes

convecfcifsa

Les diFTlcult»és renconfc.rées lors de la solut-ion. des

équat.ions d® Navi er—Sfc.okes sont de deux or'dres î

l» la non—linéarifcâ des équations dlfPérenfciel les

due à la présence des fceffltes coriivect.iPaa

2» La dégénerescence des opérateurs diPPérentiels aux

grands nombres de Reynolds»

On r-ésoud le pr-amàar problème en adopt.ant. un schéma

t.ransit.oire eiui permet, la l inéarisafcion des t.armes convec—

k.î.fs»

L® deuKl<èm® point, se caract-érise par la t.r'ès Faible Im—

porfcance des t.ermes diPPusiPs.On peut, dir'e queaux grands

nombres de Reynolds les équafc-ions tendent «ï devenir hyperbo—
liquea«t.a t,héor*.le des car'act.érl sfc.&ques nous apprend qu'il

Faut. alors avoir recours aux schéma» dits de
"diPPerent.iat.ion aaont.** pour fc.r'alt.er- les termes cmvec—

t.iPs»C*esfc une pr'afc.ique classique en diPPêrences Pinles

mais felat.i vement, nouvalle en eâément.s rinisa

l • 2

L9écoulemenfc. bi diroensionn® l tr-ansit.olre d'un Fluide vis-

queux incorapr'es.sibl® est. r-égit. par un sysfcèree d9équations

diPPérent'ielles aux dér'ivées parti e lies raon—lânéaires; ce

sont. les équafc.lons de Navier—Sfc.okesî en coor-dCT^nées

cartes tonnes on a

9ù , .- 8ù . .-. 3u _ l 9p . .-,rf-
_^+u-^+v-^-= --^- -t^- + vVu (la)

8t 9x 3y p 9x



8i. ù^v^=
8t 9x 3y

3U + 3I

9x 3y

_1 8£. + <;v2v

0

9y
(lb)

(le)

Bien qu'on pulase obtenir- des solut.lons numér*ic|ues à par-

t. Ir de ces équafcions» l'expérience a montré que» pour- les

écoulement.s t» idi mens l on no l s» la Pormulat.lon iBn t.erme de

voft-ic&fcé ét.alt, plus avant.ageus® car- elle ne nécassifc.e que

la s'olut.ion de deux var-iats les» plut.ôfc. que de t,r*o&s»

1.3 ÛE Là Et ÛÊ LÀ

Dérivant, l»a par* rappo'r't- à y efc l»b par r'appor'fc. à x®

et, er» soust.rayant. on élimine la pr-esalor»» Ident.iPiant. la

vorfcicité ? S

ç = 9X. 8U.

3x 8y

on obt*ier»fc l * équafc. l or» parabol Ique

vorfcicifcôî

(2)

de t.ransporfc. de la

^^ . ^ç=W2ç
3t

On peufc maint.enant, dérinir la Ponct.lor» cour-anfc

(3)

û=9i v=-^

8y 9x

L*équafcion (1-cî est alors toujours vérlPiée;

t2î se réécrit

(4)

l'équation

V'^ = -ç (5)

L* équafc&on (3) est. parabo11 que efc. avec A'équafc.lon (51

const.it.ue un pr'oblàme aux valeurs Inlfclales» Les termeç

convectlPa sont non—linéaires car u et» v sont. des Ponc—
lions de ^ par l " int.ermédiaire de l'équafcion (5)» Comme

on le const.at.era plus loin» la présence des dérivées

pramiiàr*®s (t.errees convecfclPs) cS-»ar»ae corop.lét.ement. le com-

por"t, em®r»t. de l 8 équafc.S on» La r'eprésent.afc.âon numérique de c®s

fcermes r-evefc» beaucoup d* Iraporfc-ance® Nalheureuaemant les



meilleures méfcrhodes numér'iques pour* repr'ésent.er- les fcer-mes

convect-iPs et diPPusiP"s sont* souvent» d IPPér-enfces»

1-4

Pour- un Plulda incompressi bl e» l'equatiion de cont.înuifc.é

( l «e ) s* écr.lfc

^. v = 0 (6)

On peut écrire cetbe expr*essior> • à l'aide de l'ident^it.é

vector tel le» de la Paçon suivant.e;

^ • (VÇ) = V . (^ç) + (^ . ^)ç (7)

Le der-nier t.erme éfcant, nul à cause de (6)» l'équat-ion (3)

peut alors s'ôcr-ire

M
9t

+ ^ . (^ç) = y V2Ç (8)

Cet-t® Forme de l " équat-i on est. d.lfc.e consar'vat. l ve»

L * expér-ience a mont-ré que les Fcwmas cornservafci vos condu.l—

sent. généra lemenfc à des solutions plus pr'écises « On a aussi

montré leur int-érët, dans les écoulements avec dlsconfcInuites

(Roache 1976» Chap V)<

l o 5 NÛSMALJ^ATlOti

l o s» l Ha.c.saï.l.â.Q&.A.Q.Q. feaaMss.&JLy.®

On utilise comme réPérences

La une longueur- caracfcénsfct que
U-, une vitesse car-act-ér'l sfc. ique

On peut» alors déPlnir les quant.ifcés adimens.ionne 11 es su.i

vant-es ;

u = u/U^ v = v/U^ Ç = ç/(U /L
0 0 " " 0' 0

x = x/L^ y = y/L^ t = t/(U/L )
0 0 ' " 0' 0

Les équat.ions (8) et (S) devlennenfcS

i^?-(^^ (9)

V2»^ = -ç (10)



où Re est- le nombre de Reynolds»

donnée» Re est, le seul

l8 écoulemenfc•

Ainsi pour

par'amèt»r-e

une QéoméLrle

caract-érl sont.

Pour un nomfcsre de Reynolds élevé (Re»t)» la convect.ion

est. le phénomène pr*édomir»ar»fc • Cet.fc.e équafcion ast. valable

lorsque le nombre de Reynolds t.end vers ltinPiniS par confcr'e

lor-squ*il tend vers zéro c'est- la diFTuslon qui contrôle

l *écoulement. ; la

r'eraplacée par

t.emps de diPPusion

Porme sulvant-e 2

réF'érence t.emponalle l-/uo d'QiLt' alor-s ët^re

LC,/^ qui r'eprésenfce une const.anfce de

L'équafc-ion de la vort.ic.ic> e prend la

9Ç.
9t R^

e
(vç) = V2ç (11)

1-6 OÊ l^A &y DÉ
MË£AyiayE &ES ELyifiEs

Quelle que soit

ou élément.s Finis»

la méthode ufc.ilisée» d.lCPér'ences Pinles

le schéma de solution est, le même;

l, Et.abl.ir un mail logea

2«> Au temps t, = 0< éfc.ablir les condifc.ions init,—

iales de ^ , \{/ a u et, v en t-oufc. point» du domaine* Elles

conr'espondent.» soit à la slt.uafc.ion physique inlt-iale d'un

problème Irons it.oire» soit. à une est.iroafcion grossiôre de la

solufc.lor» permanenfce»

3» Résoudr-o

e 8 est.—à—dlr'e l * int.égrer du

l'équation de la vor-t-icit-é »

temps fc au t-emps t.+dt.»

de nouvel les

vit-esses u

Résoudre l*équat-.ion de Poisson pour obt-enln

valeurs de la Fonction de courant. \p et. des

et, v»

5» Calculer da nouvelles valeurs Pr>onti'ères de la

vonfcicîté» elles dépendent» généra l e me nt. de la solufc-ior» des

ét.apes 3 et, 4«

t-e cycle cte calcul (3s4®5) est répétée jusqu'à ce que l'on

att.eîgne soit un t.emps Fixé à ravance so£t un crifcère de

conver-gence car'acbér'isanfc. l® régime per'manent.»



u =

u =

v =

l

0

0

9^
8y

3^
9y

3ip
3x

l

0

0

l <» 7 EQ.N£TIQN fi.O.yjiANI

Pour' le pr-obléme de la cavit-é car'r'ée (F'lg« la—ld) avec

paroi mobile les condifc.ions sur- la Forîct-lon counanfc. sont» î

C12)

(13)

(14)

Les quat»re parois F'or'reent. un® ligne de cour'ant»«a lofs

ip = cte (15)

Cet,te valeur ét-ant. ar-fcaitralre nous la prendrons égale à

.zéro» On a donc Pînaleroent.

y = 0 i^=0 -1^=0 (16)

y = l ^ = o ^= l (17)

x=0 >^=0 |^=0 (18)

x = l <|; = 0 -JJ- = 0 (19)

l - 8 VQ&H&11Ê

Les valeurs de ^ sont, calculées en Poncfcion \p et, de

ses dér-ivées à la Pr'onfci'èr'e»

Oévaloppor»® ^, en série de Taylor à l*ordr*e 2e

PAROI DC

^_. -. -, =l);, _ A.. 3ll; , A..2 8'('i,n-l ~ vi,n - Ay^-+ Ay2 ^ (20)
2!97 T ^. W

c--^-'w v - ° (21)



utilisanfc. la ne lot ion /,c.= a^- on obfc.ient ^ =
C)^ ~" --—-••- - Q,^

Sub.st-1 tuant, dans < 2.0 î et. infcroduîsanfc les valeurs de

et. W et- Isoiant. ^".,, î^ _- ._.._..„ ^^

^i,n ~- ^i,n-l . Ay) 2^2 (22)

PAROI Aâ

^ , ^, , + Ay ^'i,2 ri,l ^ 8y
Ay2 82^

i,l
2! 8/2

i,l
(23)

par le même r*a isonnement on obt, lent-

ç =
32^
9x2

(2.4Î

Subsfclt.uant. dans (23)» efc. en

de >// et. â^ on obtient.
ôï

S. . -2 "^
-i,l - ~- "AF"

int.rodu.lsant les valeurs

(25)

PAROI AD

if;^, ^^, , . ^ 9l;
:,J 'l,J + UX g^-

.2 .,2Ax^ 32>p

l,J
2 8x2

l,J

(26)

d'autre part- î

3v 8u
13 ~ 3x ~ 3y



or- (5iA/Ô4-= 0 car u = 0 sur AD» à cause de la condit-lon

de adhér''ence® reais on a également. ;

3ip
v = -

3x
donc

ç = - -^
9x2-

Subst.it.uant, dans {î^} efc, int.r*odui sanfc les valeur's de i// et-

de sa dér-ivée on obtient.

çl,j = -2 ^2,j/Ax2 (28)

PAROI BC

<P_ i . ^ <L -• A.. ^f'm-l,j '"m,j - Ax ^ +
Ax2 824;

m,J
2 8x2

(29)

m,j

Pan l® raisonnement pr-écédent on a

^ - ^ (-)

On obfclenfc, finalement- î

çmj --Alr^-lJ W

On peut- douter de l«emploi des conditions du premier or—

dr^e-» fcelles que développées pr'écédemmenfc.» Cependant avec la

dlFTérenfclatlor» amont- la précision glo&ale du schéma diminue

à un niveau dlPPicile à évaluer'. D'aufc.r-e part- Roache 1976

r-ecommande l'emploi de Forme du pr-emier ordr-a en disant,

qu'elles sont. généralement, plus sur-es et pwPois plus

précises que des Formes d'ordre plus élevés; Les calculs

t-héortquea de P-Je Taylof pour* une Por~me du deuxième or'dr'e

indiquent- des poasib i l ifcés d " l nst-abl i it»é pour des nombr'es

de Reynolds élevés* Dans notre casv il serait, inconsist.ant.

et. même probablement dangereux d'employer une Por-me d'or'dr-e



8

2 avec un schéma numérique dont» la précision s® sibue enfc.r'e

l s or~dr*e l efc. 2.v



CHAPITRE II

S.OLUTION 0 UNE EQUATION DE POISSON PAR LA METHODE DES

ELEMENTS FINIS

2•l INlRaOU^IlON

Soifc. à résoudr-e l * équatî or» diFPéyenfcie11 e suivanfce

K^ |^ . K,, t^. Ç = 0 (32)lxx 8x2 ' "yy 8y2

soumise à des condifcions de P"ror»t»iôre de Oirichlet. a Le

calcul des vaniafcions donne la ronct.ionne.lle co mespondanfc.e

sous la Forme suivanfc.eî

IW-f ^{Kxx^'tKyy^-2^dv t33)
v

V •ét.ant. le domaine où l'on cher-che la solution; cet.fce Ponc'

t-ionnello ét.ant. valable sur* t»out» le domaino elle l8esfc en

pant.îcul l er- sur* fcout» élément* Me" de Va La mi ni misât, ion de

la Poncfcionnel le l par- rappor-fc aux degrés de libent^é donne

la solut.ion de l'équation d IPPérent»! el ie qu'elle représente»

Soit. I Ç4ie) l-a Ponct-i onnel l e pour un élément

IW = 2 I(^e) (34)

On peut, écrire la var'iat.ion de l sur le domaine

(SI W - 0 (35)

sous la For'me suî vanfc-e

S {ôl(^e) = 0} (36)
e

9 -
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Comme la solution sur- le domaine est la somme des solufc.ions

sur* les éléments posons

^\ = (IÈ . ^ D =L3Ï ' 9y'J u "

K.... 0
XX

0 K.
yy

(37)

On peut. alor's écr-lre

m' ') =[ i-{gl} D{ëe} dv -, çe ^e dv
v v

(38)

On choisi une appnoxl mat»! on de 4' de Por'me polynom—

.la l e

{^e} = [M]{a^} (39)

ou

!• M est» un polynome de degr-é n

2® Les ai sont. des coeFP ic ient-s à défcerminer.

Er» écrivant, cette équat-ion à chaque noeuds on obt.ient.

le système d"équations ;

{^} = [A]{a^} (40)

A est. une mat.r'îce dont. chaque ligne est obt.enue en

évaluant- M au noeuds ia En inver'sanfc.» on obt.ient»

{a } = [A-l]{^} (4l)

subst.lt.uanfc dans (39)

{^} = [M][A-1]{^} (42)

on peut. alor*s réécrir-»

{g} -
'M,x

.M,yJ

[A-l]{^} (43)
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En subsfc.ltuant dans (38) on obfc.ient

ie - J" \ n,T) [ A;1] [ MTx MTy) [ D] [^] t A-L] {^1 d.

[M][A-1][^]Ç dv (44)
r

La Pormulat-i on du problème d'éléroenfcs Pinis se slmpliPie

si» au lieu d9eroployer le système de coordonnées global

carfcésien <x»y>» on emploie un système local (Çt>7?J pr'opr'e

à chaque élément • Ce système normalise les dimensions de

l «élément* La Figure .2 pr'ésenfc.e un t-e l système de

coor-donnéa.so

On peut. relier» par le Jacobien® les dérivées par

r-apppor-fc, à x et y à celles en $ »?.

,-1-

n. A.1 ^i- -^ïlj-
L9x' ' 5yJ =t^ ' 3ÏÏ'L T

d* où

Ie sf. ^IHATIHMT^ * MTn}[J^l][D][J-1] ^ [A-l]{^} dv
(46)

[M][A~ ]{^),} Ç dv

Il ne r»esfc,e <^i8 à dériver par rapport.' au vecfc-eur des

deyés de llbert-é i i^.* {• pour- obfc.enir' le syst-ème d'équat-ions
,-1>^

donnant, la solufclon •

Le calcul mat.r'iciel (Siegerlind) donne les r-ésult.afc.s

sulvant.s pour* la der-i vat.lon d'un® mat.rice par nappor*t> à un

vecfceurï

Pour- les Pormes linéaires

(j), = [N] {(j),} C47)

9^.
^-[N] (48)

9{.4>i.

Pour- les Por-mes quadr-at* Iques ;

.Tl(L = {^H N] {<)),} (49)
e -I.

H.
g^î = 2[N]{(j)^} (50)
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En appliquant, ces r-ésult-at^s à l ' éc|*jafci on (46)» on ofc>—

t.lent le syst-ème d'équations algébriques suivant.î

f fA^JCM^ , M^KJ^ItDltJ-1]^] [^1]JJU ^ dU (^

^ rl ff. -K. . . • ^5n

[A^][M^,]Ç II J II (U dp
'î, -n

où jijf'fn la valeur- absolue du défc.efminant de [^ jj » penmeb

le passage du syst-ême de coordonnées en (x»y) à celui en

(T,»7 ).

Sous forme symbolique:

[KJ4,} = {F J (52)

[y -J J [A^][M^ , MTn][J^l][D][J-1] [^] [A-1]||JH d$ dn (53)

{Fe} = / / tA^l][M^] Ç IIJll d$ dn (54)
^ Jn -' -

Lonsquo l'on ajoute la confc.r-i bufcion de bous les élémenbs»

on obtient, le syst-éme d* équ'ùt.i ons global dont. la solution

est. l*appnoxlmafc-ion à la solufclon de l•équafcion

diPFérent.lelle:

[K]W = {F} (55)

2-2 SM.Q. LA D£ S&Ê El FE

Dans le sysb.ôme de coor'données locales» on peut. Pacile~

ment» mont.r'er (Me Infc.yr-e 1977) que la mafc.rice A est» un t,a-

bleau de nombnes indépendant, s des coor-données réelles des

noeuds de l'élément, et. des variables ^ at, rl • On peufc.

donc écrire :

[K J = [A,;,1] f f [MT$ , MTn][J^l][D][j-1] [^J dH dn HjU [A-1] (56)
\ 'n
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Les mat.rices [A] ^ [M,^],[M>T?] dépende-nfc wiiquemant du po-
lynome de i nt-erpol at^l on • elles sonfc. donc indépendanfc.es de la

géométrie efc des propr-iét-és physiques du problème^ Ce sont.

les matr-ices [jj afc [D] ^u^ cont.l®nnent cet.fce ir»Por*ma—

fc.lono Posons;

P] = [J^1][D][J-1] -
p p
11 12
p p
21 22

(57)

Substituant dans (56) et. epfecfcuanfc. les produî t-a mafc.ri

ciels» on peut» écr*lr'e

[Kj = [A^] | | {P^. {MT^][M,n] + P_[MTn][M,^] + P_[M,Ç][M,n]
'e' '"T "J. J "11 ^ "•'" ' " 21" "" " 'c-' 12

'^ 'n

+ P_[MT^][M,n] cU dn} llJll [A-l]

(58)

Si l*on pose

s •= [AT1]I J [MT^[M,n] d^ dn [A-l]
^ "n

[A^] \ [MTj[M,n] df dn [A-l]
^ -n

-^'{Ĵ
 "n

[MT ][M,n] (H dn [A~l]

(59)

(60)

(61)

on peut. alors exprimer la matrice d8 lr»Fl uence d'un élément»;

[Kj = ||J|| {P S •+ P _S_ + P..S/ + P_S^} (62)
~e' "-" ' 11 l 122 212 223

Les t-ableaux Si des équafcions (59)»(60) et. (61) sont

const-itués de coePF'ici enfcs numôr'iques consfcant.s efc

i ndé pendantes, des propriét-és physiques et. gaomét.r.lques du

problème. Il est. donc possible de les calculer une seule

Pots pour fc.ous les problèmes et pour un t»ype d*élémer»t.s

donné»

Quant, au membre de droite j Fe \, i l s*écr*it.

(Fe} [A^HM^] ç dî dn ||J|| (63)
î.' n
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SA l'on approche ^ par- un polynome de mome degr-â que M

on a

-Il

d • où

ç = [M][A-1][Z^] (64)

{F}=[A^] / / [M^][M] dç dn [A-1]HJ||{Z^ (65)
î. n

solfc.

4

ou

{Fg} = IUH S {Z^} (66)

S4 = [AT1] / / [MT][M] àî- dn [A~^ (67)
ï n

Ici aussi S4 est» un t.ableau numérique indépendant, de la

géométr'le et des propriét.és physiques du problème»

Or» C-rouver-a en appendice® les matr-ices Si pour un

élément t.ri angula Ir-e linéaire»



CHAPITRE III

SOLUTION OE L EQUATÎUN OE LA VORTICITE PAR ELEMENTS FINIS

3.1 SOUàJlâN E>£ I.A yflR.U£HÊ

L'équat-ion de t,r*ansport« de la vort-icité s'écrlfc sous

forme conservafc, ive

ç,t + V uÇ = VT R^ VÇ (68)

avec les conditions .suivanfc.es;

Ç(x,0) = ç,(x)

Ç(x^,t) = f(x^,t) sur S [69)
l

VÇO<, ,t).= gjx^ ,t) sur S
S' S ' ' 2

2 2

On suppose une appr'oxlmat.i on de la vor'ticlt.é de la Por-me

Ç*(x,t) = S C (t) Ç (x) (70)

On déPinlt. un résidu ^ que l'on annule sur- le domaine

n

,SJ / W, R1=1 ' J i dx = 0} ^71)
v

de mema qu'un résidu R^ mesurant» l'écar't. ent»re V? efc

9S"

Lonsque pondéré par* le même ensemble de .Ponct. i ons Wi et.

K » une Fonction arbStr-air'Q » efc, combinant- l'&s deux ex—

pressions r-ésui Lant-es» on obt-ient-S

S {- l W, R dx + <P X W, R^ ds = 0} (72)

ut»ilisar»t» les expnessi ans de R et. Rr, on obt.ient.I

W^ R dî = - J W^{VT R^Vç* - VTUÇ* - Çît} dî (73)
v

t> "n*
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L * Idenblbé vect-or lel l e •

->- -)- ^ T -^-

aV'B = V'(aB) - (Va)' B

per-met» d* écrire que

W 7T(R1VÇ*) = VT(W R^VÇ*) - (VW )TCR^VÇ*)

Subat.1 tuanfc dans (73) et. en appliquant, le fc.héor'ôme de

la divwgence;

- / W,Rd? = ; [ (VWJTR:1VÇ* + W,VTuÇ* + W,Ç*,t] dî
1 'V'"i' e ' l ' i

- ^p CWX VÇ*) -n dS (74)

Le fé.sidu total (72) s'écr'ifc

Z {;(VW,)TR^1VÇ* + W,V uÇ* + W,Ç*,t dî
l. t? -î

- ^CWXlVÇ*)T.iÏ dS + !?CW^VÇ*)T^ ds

Puisque que n est. ar-bi t.ral re» posons K =Re~1 de sor-t.8

que las deux der*nler-s t.er'mes s'annulenfc

E {; [ (VW.;)TR1VÇ* + W VTuÇ* + W^Ç*,t] dî - .^g R;lW^gg d? - 0 (75)

Pour un élément, on supose une approximation polynomiale

de ?

Ç* = N Ç = [M][A-1]{^}

ou
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Ni sont, les Ponct-lons d* infcerpol at-i on? dans le

cas présent, ce sont les polyndmes de Lagr-ange»

?/• sont- les valeuns de ia Ponct.! or» aux noeuds*

Les indlcas r-epôtés repr-ésenfcent. la sommafc.ion»

3. M est

l•élément.

le polynome l * int.er'po l at. i or» sur

A est. la mat.r'ice d'infc-er-po lafc. ior» Qéomàtr'i que*

Elle est conafc.ant.a»

On const.at.a que les deux Formes sont équivalentes et. que

[N J = [M][A-1]

Substifc-uons dans la dar-niére équafci on terme par- fc.erme et

posons les définitions suiv.ant.es2 (Rappelons que

l•approxiraafc.ion de Galer^ir» suppose qu® Wl=Ni soit-

^) = l\lî[MTÎ :

l» Terme diPPuslP

,T,-L -l Tr t ^ ";(VW^)IR^VÇ* d! = f [A;1][VM]T[VM][A-1] dî R:l{ç,_}
^ l- e - - - T " --' ' .-...-. ^ — ..g '•''le'

= [B2ja_}
e" ~'ie' C76)

82.. est la naat.rice de dlpruslon de l*élément.

2* Ter-me fc.^artsit.olr'e

/y l^Ç*,t d^ = ;^ [A^][M ][M][A-1] dî {CD'T

= [B1J{Ç!,}
e' ~'ie' (77)

r;̂ ç r-ôprésente la dér-lvée par' rapport, au t.emps.

01 est la reat-ric® fc.r-ans ifcoire de l "élément.»

3» terme de Neumann

fS Re\gs dï = Rel ^s[ATl][MT] g.s d? ' {6e} (78)
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Ge est. le vecteur représenfc.ant les condlt.ions de

Pront-iàre de Neumann de l'élémenfc.v

4« fcer'm'e convect.iP

.T -l J -l,;„ W.V'uÇ* dx = ;„ [A;/][Mj VIu[M][A-1] dx {ç,}V "i y L "T '"t '''T (79)

B3^ est. la mat-r'lce d® convect» lor> de .l'é.lément.»

Le syst-eme d9 équations d.lPPér-ertbie l le s or'dlnaires pour

un élément, est» ;

[B1J{Ç!} + [[B2J + [B3J]{Ç,} = {G J
e l e e l

(80)

Lorsque les confcr'lbut.i ans de t-ous les elément-s du domaine

sont. assemblées» nous obtenons le système décr-ivanfc

l «ensemble du domaine d* i nt-éret ;

[BIHÇ'} + [[B2] + [B3]]{Ç} = {G} (81)

L. «annexée C fcr-aifce en défc-ai.l de.® manipu lak.ions et de

l * l mpl anbat.ion des mafcr'ices sur- ôr'dinafceur» Le t.er'me con—

vecfciP recîuierfc. un t.rait.emenfc spécial que nous présenfc.ons

dans une -section suivant.e.»

3.2 ÛU

La discréfc.lsat^lon de la dérivée de la vor-t.icit.é par rap-

port» au t-emps est. possible avec fc»r>ols t.echn.i ques; les

éléments Finis dans ie fcemps» les dirpérences Pinies dans le

t>emps» ou Ï9S mét-hodes ds Runiate—Kut-t-a »

Les élémenfc.s Finis dans .le temps possèdent, les mêmes

caracfcéri sblques de st.abllit.é que les diPPérences moyennes

conventionnelles» Cependant, la précision est. ir»Pér*l eur-e at,

elles présentent- un ePPet d •amort.issement. < Pour* des

équat-lons linéaires» les ôlément.s t-eroporela pouvant, sauver

Jusqu'à 50 pourcent de t-erops de calcul par ét-ape de temps

s8U n-eat,

(TAYLOR et
pas nécessair-e

HOOO).

de recalculer le membre de drolfc.e
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Les schémas aux diPPérences avant- peuvent être t-rès pra~

fc-lques car on peut. alors éliminer cer-fcalns termes

non—llnéaires» mais sont. si instables qu'ils sont-

gén'âr'a lemenfc. inufc.i l i sables* Les diPPérences ar-r'iènas bien

que plus st/ab.les sont. moins pr-écises ( sauf pour- les

pr»emié*^es éfc-apes dans le t.emps où elles peuvent» s'avérer

supér'i eur*es« La méthode aux dlPFérences moyennes semble

et.r*e un bon compr'omisa Sa précision et son ePPicacifcé sont.

équivalente à celles d'une méthode de Runge—Kut-ba»

Prenons le cas d'un schéma trapézoidal app.l.iqué au

pr'oblème de diPPusion uni—d l mensionne l ;

3<j)
8t-

92(j)

3x2 (82)

Avec l'appnoxi raafcion suivant-e

92<()

8x2 t+At/2

1
2

92<()

3x2 9x2 t+At/2Ç
(83)

l^équat.lon devienfcî

-n+1 ^n

[B] jj—^— | + l [B2+B3] {Çn+1} + l [B2+B3] {ç") = {G} (84)

et

C^Bl + l [B2+B3]) {Çn+1} = [^.Bl - l [B2+B3]]{çn} + {G} (85)

Passons au schéma aux diPPérences ar-rièras;

Bl]
ç"^£n

"AT + [B2+B3]{çn+1} = {G} (86)

soit.:

[^Bl + B2 + B3]{Ç"+1} ^ a"). (G) (87)

Le membre de drolt-e est. connu à cause des condifcions init.'

i aies»



20

3.3 ISAIIEMÊtil DU IEJRM£ C^NV;Ë£UF

Une Pormulat-ion symméfc.rique avec la mét.hode de Galer-kln»

cause des ose l l lations panasit-es dans les résuAfcat.s • En

d l PPér*ences Finies on cont.our'ne ces d iPP icu lt»ées avec la

di PPérenc lation amont,» Raithby a)» Rait-hby b)» Runchal*

Fr*omm t.r'ait.enfc, de la diPPér'encicit» ion amont, dans le cadr-e

de.s mét.hodes aux diPPér'ences Pinles» Hughes s s'inspirant.

de Roache» Zienckiewicz et ai*» Chriest-la et, al» at- de

Heinr'içh et. al • • slmpllPie eL adapfc.e le concept, à la mét-hode

des éléments Finis»

On pr'opo.se dans ce rapport. une Pormulot, ion de la matrice

de convect-.lon qui conduit, à des solut.lons st-ables® Un

élément de ce fcype sera dit. élément. Fini amonfc® D'une Pacon

génér'ale» la méthode cor»sisfc,e à tenir coropt,e de la

dépendance de l-état. d'un point, de l *écoulement sur les

car'act.ér'.i st> i ques de l ° éc oulement. dans la r'é.gior» en amont. du

point, con-si dér'éa On parvient, à un® solution sfc.abl e en eP—

Pecfcuanfc. une infcéaratior» spéciale du t,erme de convecfcion®

La reat.r'lce de convecfclon s'écrit.;

[ B3] = ; A
tM^l][M^]VT[{V}][M][A-1] dx (83)

Nous vwr-ons en annexe c|ue la mat.r'ice A est, consfc.ant.®» La

mat»r-ica Q3 est, évaluée par- une infcéyrale de GAUSS à un

po Int

[B3] - fA;rl][^(T)]VT[{^} M(T)][A-1] JCO) v (84)

ou

l< T est, un point. le long de la dr'oifc.e port.ant, la

vitesse» Sa poslt.lon cont.pble de Façon continue

le niveau de diFPérenclafcion aimonfc.»

2« J(0) esfc. le déterminante du Jacob i en de la t-rans-

Pormat.ion de coordonnées» évalué à l'origine»

3® V est. le volume de l"élément dans le système de

coordonnées locales de l'élément».

Nous choisissons la position du point.

suivanfceî

de la Façon
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l- Oéfc.ermlner- la longueur- car-act.àr'i afc.i qua de

l-èlément. Rû = h suivant l'axe de la vitesse»

2— Calculer ;cr.=

car-act.ér'l sanfc l "élément-»

1^ nombre de Reynolds

3— Evaluer la posit.ion relafcive de T par rap-

por-t- à l'or-lgine»

T = coth a - î-
a

ou
a

T = 3

si

a ^ 3

4— Calculer las coordonnées de r dans le repère
local

ÇT -^ + Î(ÇR - Ç,)

nr = ^o + îCn,, - n,,)
t

les indices "^ » R efc. 0 indiquent, les points r •

R efc, 0..

On mont.re Pa-cllement» que pour un élément, i sopar'améfc.ri que

l inéair-o D on net,ombe sur le schéma de Hughes -> que l * on sait.

équivalenfcJ d celuâ de Helnrich dont. l *éPPlcacite et la

précision sont. bien établies (Heinr*ich et* al» 1977)•

La mét-hode proposée a les avantages suivant.s;

l* Elle est. indépendante de la géoméLrle de

l'éléraerA» Zienkie»icz et, al«» Chr-lsfcie et. al.»»

Heinrich et al» s* en fciennenfc. à des

quadr'i l at-èr*es ou par'ai lélép ipàdes

i soparaméfcriques»

.2.» L.8or-dr*e de la Por'mule d* int.égrat ion n^est, pas

plus élevé que pour une Formulât, ion da Galer-kln

classique» Zienkiewlcz et. al» Chnisfc-i® et al»

emploient, des Poncfc.ions poids Wi de degré plus

élevé que les Fonctions d® inter'polat.i or» NU il

Faut, donc des schémas d* int.égrafcior» gaussiarun®

plus précis*
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3» Elle s*a<tapte Facilement à des progr^aromes exls-

t-cinfc.® utilisant une Pormulat.ion de Galerkin.

4 • Cont.rai r-amanfc. aux dlPPét~ences Pinles» on contrôle

le degr-é de diPPér'enclafc.ion afnont-. O.r» maximâse

donc la précision locale du schâmao



CHAPITRE IV

RESULTATS NUMERIQUES ET CONCLUSIONS

Les Figures 3 à 14 l 11 usfcr<er»fc, les résu.lt.afcs ofc»t.enus

pour des nombre de Reynolds vaniant- de 0 à 5000< Dans t.ous

les cas on r-et-r-ouvera la solut-ion t.r'ansit.oir'e du polnfc cen—

t.r"al et, les liones de courant et. d e i so~vor*fc.i cit.é à l•état.

.s t, at. ionnaire•

La solut-ion par éléments Finis concorde très blan avec

les car-acfcéri st. iques physiques d'un écoulemenfc, à grands nom—

br-es .de Reynolds; ainsi pour- un® valeur de 5000 on ret.rouve

sur la car-fc.e des lignes de cour-ant. un noyau circulaire pres-

que par-Pait. car^actéri sfc.ique d'un écoulement. 1 rTot,at,.lonnel

(non—visqueux)»Cefc.t<e i rTot-afci onn'ai it,é doit- se t>r-aduire par*

une zon® de vor*t,î.c.lfc>é consfc.<ar>t,e que l'on ret-r-ouve ePPect-ive-

menfc. sur- la cart.e de vor't.ic i t-é»

On peufc at,fceir»dre l • ét.at» stat.i onnalre en une vingtaine

d8 étapes alor*s que la solut-ion aux diPPér-ences en requiert

une cenfc-a ine s l l Paufc not-er- que le prix d'une solufc.iors par*

l "une ou l'aufcr'e des méfc»hodes est. à peu près le même oune

étape pan élément..® Finis coûtant. environ cinq Pois plus

qu'une étape par- diPPér'eraces»

Ce compor-fcement. peut, ëbr'e afctr-ibué aux car'acfc.éri st.iques

sulvanfc.e.s î

l* La Por-roulat.ion int-égr-ale de la discréfc.isatior» de

l ' équat» l or» de la vor'fcicit^é assur'e une conservât.ion

exacte des Plux de vortlc l te •Cefc.t.e propr-iéfc.e est

inhérenfce à la Por-mu l at, l on de Galerkln utilisée»

2» La diPPérentlafc. ion amont, est- cor- roctem en t, alignée

avec la dlr'ecfc.l or» de l a écou lemenfc. •

Bien que sa.n.s signlPicati on physique» la possibilfcé de

calculer une solution laminair® à des nombres de Reynolds

aussi élevés permet, de penser- à inclur-e un modèle de turbu-

lencé pour- r'ésoudre des problèmes concret.s couronnment.

nenconfcré dans la pr-afcique industr'i el le» Une Por-mulation en

variables primi fci ves{ vit-esses et. pression) per*met,fc.r*alfc de

solufci onner- une plus gr-ancle var*i ét.é de problèmes

car-actér*! ses par* des condifc.lons aux Frontières diPP.lclles à

incofporer* à la Porraulation présenfcea(SurPace libre»

23 -
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pression ou ci sa l llemenbs connus» problèmes t-r-i cti mension—

nels»)

Le fc.ableau suivant» t»ent>e de nésumer- les pr*.i nc.lpal es

car'act.éri at. iques des deux mét-hodes ét.u'diàas»

La mét-hode des éléments Pin.ls semble donc plus att.ray—

anfc.eoll r»e Paufc. cependant, pas pendr-e de vue qu® son

eF'Ficacifcé dépend beaucoup de ia qualit»é de la pr'oar'ammafc. ion

et- que la F'or'mulat.ior» d'une solution est, plus complexe et<

délicate qu* en cSiff'ér-emcQS Finies»

Ces der*niènes<i concepfc.uel l emonfcs plus s lmplesosemblenfc.

Jouir d'un r-egai n de popularit.é arâce à l9aveneroent, des

maillages adapt-és et» de la reéfchode mu.lt.igr-id (YOUNIS et CA-

MARËRO 1979) qui lèvent» dans une cert.aine mesur'e les r-es-

fcr-ictions dues aux géomefc.ries complexes et- aux t-emps de cal-

cuis tr*és élevés*

Chacune de ces deux mét.hode.s devrait trouver sa place

dans la panoplie d"outils dont» dispose l ° ingén l eur*»La

simplicité de la méthode des diPPérences Pinies er» Fait. un

oufcil accessible à tousaPar contre la génér-al it-é et, la

Plexiblité de la méthode des élément-s finis ia prédisipose à

la solut-ion de pr'oblèmes br-As complexes et de gr-ande ©nver*—

gare*
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Appendice A

ANNEXE A

A-l MATRlfcËâ ai Eû^B UN EL.EMfeNT TRlAî4&yLAlR£ L1M&A1BË

Soit un élément, t-r*i angulaî re linéaire quelconque que l®on

bransPorrae en un t.r-ianole rect.angle isocèle dans le plan

( î,^ )» (Voir F l g, 16 )

Au chapitre fcrait-anit de l*équat.ion de Poisson de la Ponc-

t. ion ^courant ® i. l a été montré que

S. = [A,1] f, ;, [MT,ç][M,Ç] dÇ dn [A-1]
^3 "'

S2 = [Arl] ;ç /n tMT,Ç][M,n] dÇ dn [A-1]

S^ = [A^,1] ; ;^ [MT,n][M,n] dç dn [A~I]

S^ = [A^] ;ç ;^ [MT][M] dÇ dn [A-1]

Oans le cas présent. M est, le polynbme linéair-a suivant-;

[l,ç,n]

a l or-s

M,Ç = [0,1,0]

M,n = [0,0,1]

Les lignes de la mat.r'lce A sont égales au polynome

évalué à chaque noeud de l'élément. suivant, l8ordre numérique

indiqué à la Pigur'e I6»

27 -



28

Nous obt-enons

en inversant:

[

A-

A] =

l] =

l
l
l

l
-l

_J

0
l
0

0
l
0

0
0
l

0
0
l

En subst.lfc.uant des valeurs dans les intégrales» at. eFPec—

t»uanfc les calculs» nous obt.enonsl

sl =

s. =
2

S3 =

.5 -.

-.5

0

.5

-.5

0

.5

0
-.5

'.083333

.041667

.041667

5
5
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0

l

l

.041667

.08333

.041667

.041667

.041667

.08333



Appendice B

ANNEXE S

8*1 aA!El&£S Q^Ë. L ËQJ^AHON DÉ. LA VORH£iI£

8 • l •• l M.atcJL£e fc.c.aQâi.6:ai.!i&

Nous avons déjà monfc.fé que

-Il[Bl] = ;y W^Ç*,t dV = [A^1] Jy [^][M] dV [A-1]

soit,

[Bl] = S^ jj|(

8 • l • 2 ^afcriifie d® di£Êyâi2Q

Cet.fce raanlpu lat.i on est. ident.lque à celle pr-ésenLé pour

l•équation de Poisson de la Poncfc.ion courant. sauP pour la

mat.rice D qui dans le cas présent. s*écr-it;

D =

,-1

c1
e -!

on a t.oujour's

[P] = [J^][D][J^]

Et nous rebr-ouvons l s axpress.lon de B2

[B21ap-s.-",^-,S: ^

29 -
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B«l<.3 MS^ClSS âfi £<âQy®&feloQ

C*est» la mat.ricâ de convectlon 83 qui dlPFôrencie la

F*ormulat.l on présente des Por-mul afci ons précédent.es»

Nous avons

[B3] =;y[A^][M^] VT [(^)[M][A-1]] <1V

en ut-i lisant, la sysfcème de coo*~dor»nées locales pr'écédenfc,»

nous pouvons écrire

B3a/V'ATIl^'[ii^i f^l){;}[Ml(A-l)]dV

En supposants
un cas bi dl mens ionne.l • • — un élément. fcr*iangu-

laire linéaire (alors |J|:=ct.e®)® ~ les vitesses

u et- v cor»st>anfc,es dans un élément»»

Nous pouvons éc'rlr'e;

B3 = [A^] ;y [M^][(uJ^ + vJ^)[M,^ + (uj^ + vJ^)[M,_ç]] dV [A-1]

Choisissons le point. T pour ePPecbuer' une infc-égpale de

GÂUSS à un point. (Nous rav i endr'ons s.ur- le calcul de T

plus loin)a

B3 = [A^;l][CuJ^1 + VJ^I)[MT(T)][M,ÇCT)]

+ CUJi2 + v<21)tMTCT)][M,n(T)]][A-l]Uj|| ve

i|j|| est. le dét.er-mirvanfc. du Jacoblen de la t.ransPormat-ion

de coordonnées»

t
<2..

V est- le volume de l'élément- dans le -syst-eme de

coordonnées (^ î? )•

V = Oo5 pour un t,r-iangle

V^ = l pour un quadrl lat-ère*

Pour-

[M] = [l, ç, n], [M,T] = [o,i,o], [M,n] = [0,0,1]

(1e indice r indique que les quanbités sont. évaluées en

T)

[B3] = [A-']
0 a, ^

0 a. c_'2 "2

0 a e
3 ~3

[A-1]IUII Ve
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Rappelons que

[A-I1 .
l 0 0

-l l 0
-l 0 l

Substifcuanfc efc, ePPect,;.-»ant, les calculs» nous obt-enons;

[B3] =
-al +a2 +a3 - S +C2 +C3 \ - a2 - a3

- a2 - S

- a3 - C3

e. - e, - e.l "2 "3

B.1.4. ÇQicyl dy Eolnfc d i.»atiéar:Qt;ion

Calcul du point H®

On peut, Facilement, calculer l * équat.i on de la

dr-oit-e por^anfc, la vifcesseî on connaît, son vecteur directeur

(la vitesse) efc. un point (18orlgin® da l •élément.)* On peut»

Facilement, ét.abllr les équafcions des cofcés de l * élément.s

La .solution des syst-èroes d*équat,lons £ôquafc,ior* de la

dr*oifc.e de vit-esse® équat-.lor» deur» côt.é) nous Poumit. un poinfc.

d* Int.ersecfci on cïui n'esfc, pas Po»*cément. dans l'élément- at. qui

n* est pas Por>cément. le point, amont, recherché» Cependant

dans le cas d'un t.r-1 ong l e » on peut. déterminer* aisément» le

cofcé d* int-ersect.lon dans le système de coordonnées (^, il )i

en ePPefc la géoroét-rie ét.ant const-anfce quel que soit

Ie élément.» l'angle de la vit.esse nous permet, de dét.erminer

direct.eraent, le cot.é d* int.ersect, ion amont.»

La t-angent-e de l'angle cte la dr'oit.e e at donné pan le rap-

port V/U dans le système de coordonnée îx*y) U et, V

ét-ant. les composant.es de la vit-esse suivant- x et. y» On a

de plus;

"=JÏ
3y

v = - S

Montrons que dans le sysfc-èrae ( T^TJ- )

local est, V/U

la fcangenfce cte l "angle

0 --
9i^
8n

V-.1?
3T
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PREUVE:

On sait» que la t-ransPor-mcit-ior» T ant-re les deux repères

("jr,^S et- (xsy) est linéalrea

on peut- ecr'ir'0 -). 'Î
V = T V

ou
•î _-i ^
V = T-" V

on sait. de plus que

V = [ K] Vip

[K]
'° -r

.1 0_

^a[t.^]
Oans le système tfi-rl î la fcranspormé de 1,' est- 4' donnée

par*

^ = ^T
ou r ro '

^ - v1

On peut alor*s écrir-e

V^ = T- Vij)

et,

? = T-l^ = T-1[K] ^ = T-1[K] T:/Vij}

On peut, montrer que dans le cas bldimensionnel

T-1[K] T^ = det [T-1][K]

d®où -^.

v=deTY^
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er» exprimant, les coi
'o"=",li-9i

d e t Y 3p'

v = - --i- °i
dct T BT

les pent-as peuvenfc. alors s8 exprimer- dans (Ç r] *

V _ Si;; / 8tp
0 - - 9Ç / 9ÏÏ

dans (x»u)

V _ ^ , 9ip
U ~ ~ 9x- / 87

Revenons au calcul de R« On peut. donc poser dans ( f,1î )

9 = arctg f^} 6e [o,2ir]

En se repérant, à la Figure 15 » posons

^9-^

en s* ar-nanigeant. pour* que f € [0,2TTJ si {P < 0 or* pose

V ^> + 2-7T

On peut, géomét-nlquement, ébablir' les condlt-ions suivantes

^ 6 [0, 1.8925] R e côté (1,2)

^£[1.8925, 4.3906] R E côté (2,3)

^ e [4.3906, 6.2832] R e côté (1,3)

On mont.r*s aisément que l «équation de la droite portant, la

vitesse s'écrit.

n-^+i(l-x)
u -3 u'

et. que celles des 3 cotées sont-

cofcé (lo2) n = 0

coté <2i»3) r] = -Ç+l

coté <lo3) T = 0
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en solutionnant* les sysfc>èmes de 2 équations à 2 incon—

nues» on obt-ient les coordonnées su.ivanfc.es pour R«

Côte

l,

2.

l;

,2

,3

,3

l
3

l
3

v
(l -

0 +

0 +

0

H)
V'

2V

v
l
3

l
3

^R~

0

20 +

u +

(l

v
v

x)l
Jl

Le point R ét-ant défc-enreiné» calculons la longueur-

caractéri st.ique

h=[OCo-XR)2 . Cy,-yR)2]2

xi = xi + ^Vxi) + r1i^-x,)
ou

yi =yi +ÇA-^ ^i^-'^)

est. la t.r'ansPor'mat-l on coordonnées pour un triangle^



u = l

:ig. la Conditions frontières de la cavité carrôc

Fig. Ib Maillage de la cavité carrée avec

diagonales alignées sur le même sens.
Dimension de l x l

Maillage de 15 x 15
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(0,1)

Il

(0,0) (1,0)

Fig. 2a Système de coordonnées naturelles

Fig. 2b Calcul du point r en fonction de

la vitesse d'écoulement dans l'élément
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Fi g. 3 Evolution de la fonction courant (ï) et de

la vorticitê (ç) au centre du vortex en

fonction du temps. Maillage Ib (15 x 15)

Double précision avec viscosité artificielle

Re = l. At = 0.001
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Flg. 4 livolution de la fonction courant (>r) et de

la vorticité (Ç) au centre du vortex en

fonction du temps. Mail lnge Ib (15 x 15).

Double précision avec vi.scosité artificielle

Re = 100, At = 0.4.
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Fig. 5 Evolution de la fonction courant (y) et de

la vorticité (Ç) au centre du vortex en

fonction du temps. Maillagc Ib (15 x 15).

Double précision avec viscositê artificielle

Re = 200, At = 0.6.
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Fig. 6 Evolution de la fonction courant (T) et de

la vorticite (ç) au centre du vortex en

fonction du temps. Maillage Ib (15 x 15).

Double précision avec viscosité artificielle

Re = 500, At = 1.0
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Fi-g. 7 Hvolution de lu fonction courant Cï) et de

la vorticité (Ç) au centre du vortex on

fonction du temps. Maillage Ib (15 x 15).

Double précision avec viscosité artificielle

Re = 1,000, At = 1.5
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Hvolution de la fonction courant (^) et de

la vorticitc (ç) au centre du vortcx en

fonction du temps. Maillagc Ib (15 x 15).

Double précision avec viscosité artificielle

Re = 5,000, At = 1.5
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Fig. 9 Evolution de la fonction courant (V1 et de

la vorticite (ç) au centre du vortex en

fonction du temps. Maillage Ib (15 x 15).

Double prccLsion avec viscositc artificielle

Re = 10,000, At; =6.0
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l;ig. 10 Evolution de la fonction courant (T) et de

la vorticité ((;) au centre du vprtcx en

fonction du temps. Maillage Ib (15 x 15)

Double précision sans viscosité artificielle

Re = 5,000, At = 1.5
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