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CONTROL DE UN MANIPULADOR FLEXIBLE DE UN ÚNICO 

SEGMENTO 

 

 

RESUMEN 

 

En aplicaciones de robótica es común utilizar elementos mecánicos y eslabones rígidos. Esto 

se realiza así especialmente porque simplifica enormemente el modelado matemático, así 

como la obtención de controladores dinámicos y cinemáticos. Todo esto conlleva el poder 

obtener manipuladores que permiten una elevada precisión en el movimiento y en el 

posicionamiento. 

Sin embargo, cada día es más frecuente que los robots interaccionen con los operadores 

humanos en diferentes tareas. Ejemplos de esto pueden encontrarse en las aplicaciones 

industriales donde los robots colaborativos tienen mucho éxito, pero también en aplicaciones 

médicas y de servicio a personas discapacitadas, donde un robot puede hacer tareas de 

atención que conlleven una interacción con la persona. Es en estos campos de interacción 

con las personas donde un robot que incorpore segmentos mecánicos flexibles, tales que el 

contacto con las personas sea totalmente inocuo, presenta un futuro de interés (además de 

las aplicaciones espaciales). 

En el presente trabajo se analizarán y diseñarán distintos controladores basados en redes 

neuronales, lógica difusa y control GPI con el objetivo de evaluar su funcionamiento en un 

sistema que incluya eslabones mecánicos flexibles. 
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CONTROL OF A SINGLE-LINK FLEXIBLE MANIPULATOR 

 

 

 

 

 

SUMMARY 

 

In robotics applications it is common to use mechanical elements and rigid links. This is done 

especially because it greatly simplifies mathematical modeling, as well as obtaining dynamic 

and kinematic controllers. All this leads to manipulators that allow high precision in movement 

and positioning. 

 

However, it is becoming increasingly common for robots to interact with human operators in 

different tasks. Examples of this can be found in industrial applications where collaborative 

robots are very successful, but also in medical and service applications for disabled people, 

where a robot can perform care tasks that involve interaction with the person. It is in these 

fields of interaction with people that a robot incorporating flexible mechanical segments, such 

that contact with people is completely harmless, presents a future of interest (in addition to 

space applications). 

 

In this work, different controllers based on neural networks, fuzzy logic and GPI control will be 

analyzed and designed in order to evaluate their performance in a system including flexible 

mechanical links. 
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1. INTRODUCCIÓN 

La demanda generada por la automatización industrial ha motivado el incremento en el uso 

de manipuladores robóticos en múltiples aplicaciones (Tokhi y Azad, 2008). Dentro del ámbito 

industrial existen multitud de ejemplos de aplicaciones de la ingeniería robótica, que van 

desde la soldadura, el corte, la manipulación, la pintura. etc. (Jaramillo, 2015). 

Dentro de este campo, los robots flexibles han generado desde hace varias décadas un 

campo de investigación en el que se han producido importantes aportaciones, que han 

desembocado en el desarrollo de la industria aeroespacial, entre otras (Feliu, 2006).  

La robótica industrial ha permitido mejorar la capacidad de adaptación de las líneas de 

fabricación en la industria, logrando mejorar las líneas de producción mediante cambios 

simples, rápidos, minimizando los retrasos o los costes que después son trasladados al 

producto final (International Federation of Robotics Frankfurt, 2018). Es en este caso, donde 

autores como Spöng Hutchinson y Vidyasagar (2005), resaltan la ventaja que supone la 

robótica industrial sobre otras formas de automatización, puesto que los robots tienen una 

capacidad de adaptación mayor, simplemente con la implementación de cambios en la 

programación del robot.  

En los últimos años, la adaptación de los sensores a la robótica, ha permitido mejorar la 

flexibilidad de los mismos al dotarles de cierta inteligencia, de manera que se adaptan a su 

campo de trabajo, tanto de manera parcial como total. El uso de robots industriales con diseño 

de sistemas asistidos por ordenador (CAD) y los sistemas de fabricación asistidos por 

ordenador (CAM) son una tendencia en automatización de los procesos de fabricación que 

han contribuido a mejorar la automatización industrial y que en el momento actual, presentan 

un grado de desarrollo con un alcance aún desconocido (Barrientos, 2007).  

La robótica es sinónimo de progreso y desarrollo tecnológico, y aquellos países y 

organizaciones que cuentan con una presencia importante de robots en sus métodos de 

producción, alcanzan niveles de competitividad y productividad más elevados. Por este 

motivo, las inversiones en robótica se encuentran en aumento. Dentro del sector industrial, la 

robótica ha sido implementada con éxito desde hace varias décadas, y entre sus beneficios 

se encuentran la mejora de la productividad, de la flexibilidad, la calidad y la seguridad, pues 

se minimiza la presencia de personas en aquellos procesos productivos que son más 

peligrosos (Comité Español de Automática, 2015).  
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Los robots manipuladores industriales se han convertido en máquinas de uso general que 

permiten una mejora de la productividad, la flexibilidad y la calidad de los productos, el ahorro 

de los costes de producción y la eliminación de trabajos peligrosos y desagradables. Es por 

ello por lo que el control del movimiento de dichos robots se convierte en una competencia 

clave para los fabricantes, y la principal razón para mejorar el rendimiento de los mismos a 

través de la mejora de los modelos matemáticos y de los medios de control (Moberg, 2010).  

Argumentos como el comentado, que se basa en la importancia del desarrollo de la robótica, 

junto a los expuestos a continuación, son los que justifican la realización de un trabajo con el 

que se pretende profundizar en el conocimiento del desarrollo de la robótica flexible. Más 

concretamente, en el presente trabajo se abordan diferentes aspectos relacionados con el 

modelado y control de manipuladores flexibles.  

1.1. Motivación 

De acuerdo con los datos publicados por la International Federation of Robotics (en adelante 

IFR) en el Informe Mundial de Robótica 2020, en el año 2019 se alcanzó la cifra de 2,7 

millones de robots trabajando en fábricas de todo el mundo, y se alcanzó el nivel más alto de 

la historia en el “stock de robots industriales que operan en fábricas de todo el mundo” (IFR, 

2020, p.1).  

Además, las “ventas de nuevos robots se mantienen en un nivel alto con 373.000 unidades 

enviadas a nivel mundial en 2019. Esto es un 12% menos en comparación con 2018, pero 

sigue siendo el tercer volumen de ventas más alto jamás registrado” (IFR, 2020). Si se tienen 

en cuenta los datos por áreas geográficas, Asia sigue siendo el mercado más importante en 

lo referente a los robots industriales, de manera que, las existencias operativas en China han 

aumentado un 21%, llegando a las 783.000 unidades en el año 2019. En segundo lugar se 

encuentra Japón, con 355.000 unidades, equivalentes al 12%, como se muestra en el 

siguiente gráfico: 
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Gráfico 1. Instalaciones anuales de robots industriales en los 15 mercados más grandes 

Fuente: IFR (2020) 

En el caso de Europa, el stock de robots operativos en el año 2019 era de 580.000 unidades, 

lo que supone un aumento del 7% con respecto a los datos del año anterior. A la cabeza se 

encuentra Alemania, con 221.500 unidades instaladas, equivalentes al triple de las unidades 

de Italia (74.400 unidades), el quíntuple de las de Francia (42.000 unidades) y diez veces 

más que en el Reino Unido (21.700 unidades).  

Como se observa en el siguiente gráfico, donde se comprueba el crecimiento de la robótica 

a partir de 2009 ha sido notable, tanto la robótica, como las tecnologías de vanguardia que 

están relacionadas con el campo de la robótica, el aprendizaje automático, la Inteligencia 

Artificial (en adelante IA), la colaboración hombre-máquina o los sistemas móviles 

autónomos. De hecho, los robots inteligentes son considerados como una parte crucial de la 

digitalización de la industria manufacturera (IFR, 2020).  
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Gráfico 2. Stock operativo de robots industriales en el mundo (miles de unidades) 

Fuente: IFR (2020) 

El uso cada vez mayor de manipuladores robóticos en los últimos años ha estado dictado por 

la propia automatización de la producción industrial, y por las ventajas de éstos respecto de 

los manipuladores rígidos, dando lugar al mismo tiempo a una nueva línea de investigación 

en torno a la dinámica de flexión. De hecho, otro de los argumentos que justifican la 

realización de este trabajo reside en la importancia alcanzada dentro del espacio de 

investigación y académico, de esta línea de trabajo.  

Entre la producción científica más reciente se encuentran trabajos como los realizados por 

Ramalingam y Mohideen (2019), en el que realizan una revisión de la literatura sobre los 

modelos dinámicos y de simulación de manipuladores robóticos flexibles en el periodo 

comprendido entre los años 2006 y 2015, donde concluyen que una de las líneas de 

investigación más destacadas es la centrada en la investigación de diferentes materiales 

compuestos, nanomateriales y aleaciones con memoria de forma.  

En la misma línea de revisión de la literatura en torno a la flexibilidad de la robótica, se 

encuentra el trabajo publicado por Rahimi y Nazemizadehb (2014), en el que profundizan en 

el análisis dinámico y en las técnicas de control inteligente de los manipuladores robóticos 

flexibles, en total 115 artículos correspondientes al periodo comprendido entre los años 1970 

y 2013, en el que concluyen que el uso del modelo de elementos finitos para abordar la 

flexibilidad, suele generar una matriz de rigidez, en la que como resultado del gran número 
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de ecuaciones, el tiempo de simulación numérica es elevado para los modelos de elementos 

finitos. Además, los controles heurísticos que incorporan la lógica difusa y la red neuronal que 

no necesitan un conocimiento a priori de la dinámica del sistema, son áreas emergentes de 

investigación.  

El interés de la investigación por los manipuladores flexibles se observa también en la amplia 

gama de aplicaciones, desde las aplicaciones en la industria, hasta las aplicaciones 

microquirúrgicas, mantenimiento de centrales nucleares o la robótica espacial (Dwivedy y 

Eberhard, 2006). Para aprovechar al máximo el potencial que ofrecen los manipuladores 

flexibles se ha desarrollado una abundante producción bibliográfica que también exponen 

Valizadeh y Shariatee (2021), para quienes además de la flexibilidad de los robots, otro de 

los temas de investigación en auge es el de los materiales flexibles y las posibles limitaciones 

derivadas de la deformación de los eslabones de los manipuladores.  

Las ventajas de esos manipuladores flexibles han sido analizadas por Sayahkaraj, Mohamed 

y Ahmad Athif Mohd Faudzi (2016), para quienes realizar una revisión de una “literatura tan 

vasta y variada” es imprescindible y de gran utilidad para los investigadores, en tanto en 

cuanto, éstos pueden adaptar sus intereses al área concreta de análisis.  

Como se desprende de lo indicado a lo largo de este apartado, existen motivos que justifican 

la realización de un trabajo como el que se plantea, tanto por cuestiones académicas, como 

de desarrollo y crecimiento industrial.  

 

1.2. Objetivo 

 

El objetivo del presente trabajo está totalmente relacionado con este tipo de manipuladores, 

y consiste en diseñar un sistema de control dinámico para un manipulador flexible de un único 

elemento. Se realizará un estudio, análisis y diseño de elementos de control para un 

manipulador de un único segmento, siendo este flexible, actuado por un motor de corriente 

continua, y se atenderá especialmente el efecto de las no-linealidades en el motor por fricción 

de Coulomb. Así, será uno de los principales objetivos del sistema de control el amortiguar la 

vibración del manipulador flexible de forma que se posicione adecuadamente en la posición 

requerida sin las oscilaciones propias de estos elementos flexibles, atendiendo así mismo a 

la no linealidad de la fricción del rotor. Con este objetivo final, se analizarán varias técnicas 

de control. 
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2. ECUACIONES DINÁMICAS DEL SISTEMA 

Un robot flexible se caracteriza por ser ligero, presentar una elevada flexibilidad y ser capaz 

de soportar una gran carga (Flores et al., 2014). Mediante el diseño de la estructura, y más 

concretamente de la flexibilidad, es posible optimizar el robot (Patane et al., 2017).  

No obstante, y teniendo en cuenta que el robot debe cumplir con una serie de condiciones 

para ser aplicado en trabajos reales, el diseño e implementación de ese método de control 

está sometido a diferentes dificultades (Kaouk, Haber y Autorino, 2014).  

En el entorno real, o dicho de otra forma, en la práctica, el cambio de rigidez o la deformación 

elástica, son absolutos, lo que hace que la consideración de la dinámica de los robots flexibles 

se realice en función de factores integrales de deformación y control (Xu et al., 2020). De esta 

forma, tanto el modelado dinámico, como el análisis de la flexibilidad, se convierten en 

cuestiones esenciales (Zhang y Zhaohui, 2021).  

El manipulado flexible se emplea de manera casi generalizada en la industria aeroespacial, 

entre otros campos. En este aspecto, la precisión de los robots se ve afectada por la 

flexibilidad, la fricción de las articulaciones y la carga terminal (Zhang y Zhaohui, 2021), motivo 

por el cual, el modelado dinámico resulta ser una de las piezas fundamentales en el diseño 

de robots flexibles. 

Además, la importancia de lo anterior se hace evidente en el modelado de los manipuladores, 

pues los manipuladores flexibles presentan una serie de ventajas sobre los manipuladores 

rígidos (Cao, et al., 2020). Al mismo tiempo, los manipuladores flexibles presentan una serie 

de limitaciones, como la complejidad de control, la incertidumbre, los sistemas MIMO y los 

sistemas no lineales, el desbordamiento de control, o el desbordamiento observado entre 

otros (Xin, 2011).  

La selección de los modelos dinámicos se convierte, por tanto, en la decisión más compleja 

(Spector y Flashner, 1990) y muestra de ello es la abundante bibliografía de carácter 

académico que se ha publicado en los últimos años, centrada en el diseño de métodos 

discretos para robots flexibles, que incluyen el método de elementos finitos (FEM), el método 

de modo asumido (AMM) y el método de parámetros agrupados (Zhang, Feng y Xu, 2004).  

Los métodos de modelado dinámico generalmente se establecen en base a métodos AMM y 

Lagrangianos. Estos métodos tienen las ventajas de una alta eficiencia computacional y una 

selección flexible de las condiciones de contorno (Wang y Gao, 2003)  
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Autores como Fukuda y Arakawa (1987) fijaron las características dinámicas del manipulador 

flexible de dos enlaces bajo la influencia de la carga útil y la gravedad, aunque solo analizaron 

el efecto de la vibración de flexión en el manipulador. Años más tarde, Bufinton (1992) analizó 

el miembro de traslación del brazo estándar como la viga elástica y estableció la ecuación de 

movimiento que contiene el movimiento de traslación del miembro elástico del brazo estándar. 

Usando la amplitud de modo variable finita y la función de modo de característica espacial, 

estableció además la ecuación dinámica. 

En el año 2013 Rahimi y Nazemizadeh crearon una nueva metodología para seleccionar las 

condiciones de control contorno de enlace y sus funciones propias modales. Además, 

utilizaron un modelo dinámico para discutir su desviación en términos de modos de vibración 

de configuración.  

 

Figura 1. Vista esquemática de un manipulador de eslabones flexibles 

Fuente: Rahimi y Nazemizadeh (2013) 

En fechas similares Zhang y Bai (2012) formularon un método o modelo dinámico de la carga 

útil combinada utilizando el método de modo asumido (AMM), e incorporando verificaciones 

numéricas y experimentales. 

Alguno de los estudios posteriores sobre el modelado dinámico, son los de Scaglioni y Ferretti 

(2015), en el que elaboran un modelo dinámico de tipo cerrado de un robot flexible basándose 

en Neutons- Euler, y mediante Matlab- Simulink, Modelica- Dymola, y MSC-Adams, entre los 

software empleados.  

Khairudin et al. (2010) modelaron y llegaron a construir un robot flexible de dos enlaces como 

base para el desarrollo del modelo dinámico a partir de la influencia de la inercia y la carga 
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en el eje amortiguador de la estructura. Pradhan y Subudhi (2011) aplicaron mínimos 

cuadrados extendidos recursivos (RELS) con el objetivo de conseguir identificar en tiempo 

real el modelo NARMA, para lo cual, aplicaron diferentes cargas.  

Khairudin et al., (2014) elaboraron un modelo dinámico y un manipulador flexible plano de 

dos enlaces TLFM con carga útil, aplicando el modelo de Euler-Lagrange y el modelo AMM 

para definir el modelo dinámico del manipulador, que fue verificado mediante simulación 

numérica y experimentación.  

La fuente de energía del movimiento en un robot depende principalmente del momento de 

conducción de la articulación, en el que se debe considerar la pérdida de energía del robot. 

Muchos estudios se centran principalmente en el estudio de la pérdida por fricción articular. 

En la actualidad, los modelos de fricción más comunes son el modelo de fricción Stribeck, el 

modelo de fricción Coulomb-Viscous, el modelo mane y el modelo de fricción Coulomb (Li, 

Liu y Li, 2008).  

Autores como Alinalbú et al (2001), aplicaron los modelos de fricción de Coulomb y también 

de fricción estática, con el objetivo de describir el fenómeno de fricción del movimiento 

articular, y establecer un modelo dinámico teniendo en cuenta tanto la flexibilidad como la 

fricción de las articulaciones. Por su parte, Moreno y Kelly (2005), utilizaron el modelo de 

manipulador con dos grados de libertad y, a partir de éste, configuraron un modelo dinámico 

de manipulador viscoso friccional. También analizaron la influencia de la fricción en las 

articulaciones sobre las características dinámicas y los errores de posición final del 

manipulador.  

El modelo de manipulador de LuGre fue aplicado por He, Mei y Fang (2017), para establecer 

un modelo de dinámica articular con fricción y comprobar cuál era el consumo de energía a 

partir de esa fricción en las articulaciones del robot. Más tarde, Wu, Zhu y Wang, (2013), 

ampliaron el diseño a un modelo extendido de fricción articular.  

Para resolver el problema que plantea la fuerza de fricción, Liu, Liu y Feng, (2014) empelaron 

el modelo de fricción de Coulomb para analizar el efecto de la fricción articular en la fuerza 

motora de la articulación manipuladora espacial, alcanzando la conclusión de que la gravedad 

ejerce una importante influencia en las características dinámicas del manipulador.  

También partiendo de la teoría de la fricción de Coulomb y el algoritmo multiplicador de 

Lagrangian, los investigadores Dou y Yue (2018), desarrollaron un modelo de fricción con 
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estados deslizantes y viscosos y estudiaron la pérdida de energía provocada por la fricción 

en el sistema de colisión. 

Los estudios e investigaciones mencionados, permiten concluir que en general, el modelo de 

fricción de Coulomb permite resolver el problema de la articulación del manipulador, siendo 

la fuerza de fricción proporcional a la carga normal, opuesta a la dirección del movimiento 

relativo, e independiente de la teoría de la fricción del área de contacto. Además, este modelo 

de fricción de Coulomb resulta relativamente intuitivo y fácil de implementar (Mahamood y 

Pedro, 2011).  

Tras esta breve revisión se puede afirmar que son muchas las investigaciones que han 

abordado el análisis de los métodos de control de robots flexibles a partir de métodos de 

control clásicos de robots rígidos tradicionales. Posteriormente, se realizaron otras pruebas, 

como por ejemplo el análisis del control para diferentes cargas útiles. Mohamed et al., (2014), 

emplearon un controlador de desigualdad de matriz lineal (PD LMI), para controlar la posición 

y la supresión de vibraciones finales del manipulador flexible de dos enlaces bajo la condición 

de cambiar el efecto de carga, donde se constatan la robustez de la tecnología de control a 

través de la comparación entre la simulación numérica y los resultados del experimento.  

Walsh y Richard (2015), elaboraron un modelo de control de un robot escalable y flexible en 

el que el control se ejercía a través de un controlador PD sobre la posición terminal del 

manipulador. Una metodología diferente fue la empleada por Matsumo y Yamamoto (2007). 

pues aplicaron tecnología de perturbación singular para separar el sistema dinámico en dos 

partes: por un lado, el subsistema lento y por otro lado, el subsistema rápido. Y adaptaron el 

control de retroalimentación de estado, para controlar la vibración al final del enlace flexible.  

Sawada e Itamiya (2012), utilizaron el método de par calculado, o la extensión linealizada de 

retroalimentación, para controlar la posición del robot flexible, mientras que Vandini et al., 

2014), trataron de controlar el movimiento flexible de dos enlaces, aplicando un sensor visual 

que genera señales de retroalimentación, mientras que en este caso, los controladores PID 

son usados para controlar el movimiento de los robots flexibles. Chu y Cui (2015), trataron de 

suprimir la vibración interna del manipulador flexible de dos enlaces para adaptarlo a la 

variación de los parámetros del modelo, que estaban formados por un modelador de entrada 

y una retroalimentación de posición positiva adaptativa multimodo.  
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2.1. Modelo dinámico del elemento flexible  

El modelado de los sistemas robóticos flexibles ha sido un reto para los investigadores a lo 

largo de las últimas décadas (Filipovic, 2008). Autores como Book, Maizza y Whitney (1976) 

consideran que el control de robots con articulaciones elásticas en contacto con un entorno 

dinámico, se forma a través de eslabones elásticos, esto es, sistemas de dos vigas y dos 

articulaciones.  

En Hughes (1977) se empleó un sistema de control de la retroalimentación del robot, con dos 

eslabones elásticos (sistemas de dos vigas y dos articulaciones), con flexibilidad distribuida. 

Mientras que Moalhem, Khorasani y Patel (1996), presentaron una estrategia de control no 

lineal para el seguimiento de la trayectoria de la posición de la punta de unos manipuladores 

multienlace flexibles.  

Matsuno, Wakashiro e Ikeda (1994), y Matsumo y Kanzawa (1996), derivaron ecuaciones 

dinámicas del ángulo de la articulación, la vibración del brazo flexible y la fuerza de contacto; 

y Yim (1996), presentó una aproximación al control del punto final de los manipuladores 

elásticos basándose en la Teoría del control predictivo no lineal. Autores como Surdilovic y 

Vukobratovic (1996a, 1996b) presentaron un método para la generación de modelos 

cinemáticos y dinámicos eficientes, de robots flexibles.  

Spong (1989) discutió el problema del control de fuerza de los manipuladores, y el propio 

Spong, junto con Ghorbel (1992), extendieron el problema de la matriz integral para el control 

de manipuladores de robots flexibles en el caso de parámetros conocidos al caso adaptativo. 

En Krishnan (1995), el autor establece una ley de control para la regulación local de los 

vectores de fuerza de contacto y posición a vectores constantes deseados. 

Frente a los enfoques convencionales Cheong, Chung y Youm (2000) propusieron un diseño 

del control del movimiento de la pieza rígida y la selección del ancho de banda del subsistema 

rígido. Una derivación de las ecuaciones de movimiento para manipuladores mecánicos de 

aplicación con eslabones elásticos, fue la propuesta realizada por Low (1988). Mientras que 

el propio Low y Vidyasagar (1988) establecieron un sistema en el que las ecuaciones se 

derivan empleando el principio de Hamilton, por lo que son ecuaciones diferenciales 

integradas no lineales, en las que la formulación se basa en la expresión de las energías 

cinética y potencial del sistema manipulador.  
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El método de separación de variables y el enfoque de Galarkin fueron aplicados por Low 

(1989) para resolver el problema de valor límite con condición de contorno dependiente del 

tiempo.  

Otros autores, como De Luka y Siciliano (1991), Jang, krishnan y Ang, (1997), De Luca 

(2000), Cheong, Chung y Youm (2002), Khadem y Pirmohammadi (2003), y Meirovitch (1967) 

han estudiado la solución general del movimiento de un sistema robótico elástico, 

considerando las deformaciones elásticas como oscilaciones trasversales que pueden ser 

determinadas por el método de las integrales particulares de Bernouilli. De acuerdo con esto, 

la deformación elástica de un cuerpo, puede ser provocada por: 

- Fuerzas perturbadoras que provocan el comportamiento oscilatorio del movimiento.  

- Fuerzas estacionares causantes de la naturaleza estacionaria del movimiento.  

De esta forma, cualquier perturbación elástica se puede presentar superponiendo las 

soluciones de carácter oscilatorio de Bernouilli y soluciones estacionarias de carácter forzado.  

En la mayor parte de las propuestas, se entiende que todas las características de elasticidad 

en el sistema, tanto la rigidez, como la amortiguación, son “conocidas”, o al menos lo son en 

parte, y que por tanto, pueden incluirse en el proceso de definición del movimiento de 

referencia (Filipovic, 2009, p. 5691).  

La ecuación de Euler-Bernoulli (basada en las leyes conocidas de la dinámica) debe 

complementarse con todas las fuerzas que participan en la formación del momento de flexión 

del modo considerado. La matriz de rigidez es una matriz completa. El amortiguamiento es 

una característica de elasticidad omnipresente de los sistemas reales, por lo que se incluye 

naturalmente en la ecuación de Euler-Bernoulli. Sin embargo, la integral particular de Daniel 

Bernoulli es solo una componente de la deformación elástica total de la punta, a la que es 

necesario agregar una componente de la deformación elástica de un régimen estacionario de 

acuerdo con los requisitos de complejidad del movimiento de un sistema de robot elástico 

(Filipovic, 2009). 

El modo de enlace de la ecuación de la línea elástica de un sistema de robot elástico complejo 

se define de acuerdo con el conocido como “Enfoque de Euler-Bernoulli” (en adelante ABE), 

en el que se muestra que la ecuación de equilibrio de todas las fuerzas presentes en el punto 

de punta del modo ("enfoque de masa concentrada" o LMA), se deriva directamente de la 

ecuación de la línea elástica para condiciones de contorno especificadas (Filipovic, 2009). 
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La ecuación de Euler Bernouilli y la solución planteada por ésta, han sido aplicadas a la 

literatura científica (Kim, Siuzuki y Konno, 1996; Khadem y Pirmohammadi, 2003) y definida 

por Meirovitch (1967). Desde que en 1750 se publicara la ecuación de Euler Bernouilli hasta 

el momento actual, ha sido utilizada como base del conocimiento, especialmente en el campo 

de la robótica, la teoría de la oscilación y la teoría de la elasticidad, dando lugar a extensiones 

de la ecuación de Euler Bernouilli. 

Cualquier deformación elástica puede presentarse superponiendo las soluciones particulares 

de Bernouilli, como se puede comprobar en los trabajos de Filipovic y Vukobratovic (2005); 

Filipovic y Vukobratovic (2006); Filipovic y Vukobratovic (2008a) y Filipovic y Vukobratovic 

(2008b).  

Meirovitch (1967) definió la “técnica de los modos asumidos”, que ha sido utilizada a lo largo 

de las últimas décadas para formar la ecuación de Euler Bernouilli, si bien, en el caso del 

trabajo de Filipovic (2009), no es aplicada dado que la autora entiende que dicha técnica, 

aunque puede ser útil en otras áreas de investigación, se utiliza de manera errónea en la 

robótica, la teoría de las oscilaciones y la teoría de la elasticidad. En este trabajo, se parte de 

la premisa de que la deformación elástica y la frecuencia circular de cada modo de elemento 

elástico son consecuencia del movimiento dinámico global del sistema robótico.  

Filipovic (2009) propone una solución en la que el modelo matemático incluye en su raíz la 

posibilidad de analizar simultáneamente los dos fenómenos presentes, esto es, la elasticidad 

de los engranajes y la flexibilidad de eslabones, además de la idea propuesta por Book y 

Majette (1983), teniendo en cuenta que el objetivo que se plantea es el de plantear una 

investigación que se dirija a la aplicación de la elasticidad de los engranajes y la flexibilidad 

de los eslabones en cualquier modelo de robot rígido y también en el modelo de robot rígido 

reconfigurable que planteaban Djuric y ElMaraghy (2007).  

Como paso previo a la exposición práctica del trabajo, es importante reflejar, al menos de 

manera sintética, la ecuación general de la flexión de Euler- Bernouilli: 

𝑑θ

𝑑𝑠
= −

𝑀(𝑠)

𝐸𝐼
 

donde,  

θ es la pendiente 

s es la longitud del arco 
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M el momento flector 

E el módulo de young 

I es el momento de inercia.  

De manera gráfica, la representación es la siguiente, la cual se refiere a la deflexión estática 

de una segmento empotrado por un extremo y cometido a una fuerza en el otro: 

 

 

 

Figura 2. Representación de la ecuación general de la flexión (Euler- Bernouilli) 

Fuente: Feliu (2007) 

No obstante, esta ecuación como indica Feliú (2007, p. 14), “no puede ser resuelta de una 

manera exacta y necesita del cálculo de algunas integrales elípticas que pueden ser 

evaluadas utilizando métodos de integración numérica”.  

Entre los trabajos que han evaluado la deflexión de las barras o eslabones a través de 

métodos de integración numérica, se encuentran los de Wang (1981) y de Beléndez et al., 

(2002) para eslabones de sección transversal fija y el trabajo de Lee (1993) para eslabones 

con sección transversal variable (Feliú, 2009).  
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En aquellos casos en los que las deformaciones son pequeñas, esto es, cuando dy/dx = 0, la 

ecuación general de la flexión puede ser calculada mediante la expresión  

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −

𝑀(𝑠)

𝐸𝐼
 

donde x e y son las coordenadas de un punto de la viga expresadas en un sistema cartesiano 

que rota con la articulación del motor.  

Bernoulli supuso la posición horizontal del cuerpo observado como su estado estacionario, 

que en la siguiente figura puede observarse en el eje de las abscisas: 

 

Figura 3. Movimiento idealizado de un cuerpo elástico según D. Bernoulli 

Fuente: Filipovic (2009) 

Bajo la suposición anterior, las oscilaciones ocurren justo alrededor del eje de abscisas. En 

el caso de que Bernouilli hubiera incluido la fuerza de la gravedad (G) en el modelo, la 

situación habría sido más real, pues en ese caso, la posición estacionaria del cuerpo inmóvil 

no habría coincidido con la posición del eje de abscisas, sino que la posición del cuerpo habría 

sido un poco más baja y las oscilaciones se habrían producido en torno a la nueva posición 

estacionaria, como se muestra en la siguiente figura (Filipovic, 2009):  
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Figura 4. Movimiento del cuerpo elástico en caso de presencia de la fuerza de gravedad. 

Fuente: Filipovic (2009) 

De esta forma, en la siguiente figura se muestra la clasificación de los robots flexibles de 

acuerdo con las fuerzas normalizadas que sufren en el movimiento habitual, de acuerdo con 

las estimaciones publicadas en diferentes investigaciones, a partir de una clasificación en tres 

categorías, esto es, los valores de Fn > 0.5 (robots construidos de materiales metálicos en los 

que la aproximación lineal de la deflexión es válida); un segundo grupo cuyos valores 

pertenecen al rango 0,5 < Fn < 3 (robots construidos con materiales compuestos  en los que 

la aproximación ya no es válida) ; y un tercer grupo, en el que 3 < Fn < 12, correspondiente 

robots extremadamente sensibles (Feliú, 2009, p. 31): 
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Figura 5. Clasificación de robots flexibles por el grado de deflexión 

Fuente: Feliú (2009) 

 

 

Respecto del planteamiento de Bernouilli, Filipovic (2009) introduce una serie de 

consideraciones. En robótica la trayectoria de referencia se define de forma puramente 

cinemática, es decir, geométrica, y ahora en la presencia de los elementos de elasticidad se 

pueden incluir también los valores de deformación elástica en el nivel de referencia, es decir, 

en el nivel de conocer las características de la elasticidad durante la trayectoria de referencia. 

Hay dos aspectos en la definición de la trayectoria de referencia del ángulo del motor, que 

son la deformación elástica, considerada por una parte, como una cantidad que no está 

incluida en la trayectoria de referencia; y por otra parte, la deformación elástica considerada 

como una cantidad que está al menos parcialmente incluida en la trayectoria de referencia. 

Así, en la siguiente figura, en la que se representa el mecanismo de un robot, parte del punto 

A, y se desplaza hacia un punto B, en un tiempo previsto T= 2 (s). La dinámica de la fuerza 

del entorno se incluye en la dinámica del movimiento del sistema, y el perfil de velocidad 

adoptado es trapezoidal con un periodo de aceleración/desaceleración de 0,2T (Potkonjak y 

Vukobratovic, 1999).  
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Figura 6. Mecanismo de un robot  

Fuente: Filipovic (2009) 

Por tanto, en el modelo planteado por Filipovic (2009), a partir de la ecuación de Euler- 

Bernouilli, definen la ecuación de la línea elástica de un sistema robótico complejo y 

demuestran que la ecuación del movimiento de todas las fuerzas que intervienen en cualquier 

punto se deduce directamente de la ecuación de Euler- Bernouilli. Al definir las condiciones 

de contorno para la punta, se obtiene la ecuación del movimiento en ese punto, lo que es la 

forma clásica del modelo matemático del sistema robótico elástico (Filipovic, 2009).  

Entre las conclusiones o hallazgos planteados en la investigación de Filipovic (2009), se 

encuentran los siguientes: 

- La trayectoria de referencia depende del nivel de conocimiento de las características 

de la elasticidad. Dichas características de elasticidad pueden estimarse e incluirse 

en la trayectoria de referencia y, por tanto, en la ley de control. 

- La ampliación de la ecuación de Euler- Bernouilli a través de las fuerzas que participan 

en la formación del momento flector del modo considerado, dando lugar a diferencias 

en la estructura de las ecuaciones para cada modo. También la necesidad de que la 

estructura de la matriz de rigidez (y amortiguación) tenga los elementos fuera de la 

diagonal, debido a la existencia de un fuerte acoplamiento entre las fuerzas de 

elasticidad implicadas. A lo anterior se une el hecho de que el amortiguamiento es una 

característica de elasticidad omnipresente en sistemas reales, por lo que se incluye 

naturalmente en la ecuación de Euler- Bernoulli. 
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2.2. Modelo matemático del robot 

Usaremos el siguiente modelo matemático desarrollado bajo el criterio de masas 

concentradas. Se considera la masa de la carga útil mt, la inercia rotacional de la carga útil Jt 

y la masa del segmento mb. 

 

 

Figura 7. Robot flexible con un grado de libertad 

 

Fuente: Jaramillo (2015) 

 

Esta figura representa el sistema completo donde Lb representa la longitud del segmento, Eb 

el módulo de Young del material de dicho segmento, Ib la inercia del área de la sección 

transversal del segmento, Jm la inercia de rotación del eje del motor, 𝑣 el coeficiente de fricción 

viscosa del motor y Γm el par aplicado por el motor. 

 

También nos encontramos gran cantidad de ángulos como 𝜃𝑚 el ángulo del motor, 𝜃𝑡 el 

ángulo real del extremo del robot, 𝜃𝑐 el ángulo que describe el punto central del segmento y 

𝜃𝑟 que es el ángulo que describe la carga útil. 

 

Lo primero que debemos hacer para obtener el modelo del robot es definir el Lagrangiano L 

como: 

𝐿 = 𝐸𝑐 − 𝑈 
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Donde 𝐸𝑐 representa la energía cinética y U la energía potencial elástica únicamente, ya que 

la energía potencial gravitatoria no tiene un efecto significativo 

 

Para obtener la energía cinética del lagrangiano se necesitan las velocidades de la carga útil 

y del segmento, para ello derivaremos la posición del extremo del segmento y del centro del 

segmento respecto al tiempo. 

 

𝑃𝑡 = 𝐿𝑏𝐶𝑜𝑠(𝜃𝑡)�̂� + 𝐿𝑏𝑆𝑖𝑛(𝜃𝑡)𝑗 ̂

 

𝜃 = (𝜃𝑡 − 𝜃𝑟)�̂� 

 

𝑃𝑐 =
𝐿𝑏

2
𝐶𝑜𝑠(𝜃𝑐)𝑖̂ +

𝐿𝑏

2
𝑆𝑖𝑛(𝜃𝑐)𝑗 ̂

 

De forma que la velocidad se define como: 

 

𝑃�̇� = −𝐿𝑏𝑆𝑖𝑛(𝜃𝑡)𝜃�̇�𝑖̂ + 𝐿𝑏𝐶𝑜𝑠(𝜃𝑡)𝜃�̇�𝑗̂ 

 

�̇� = (𝜃�̇� − 𝜃�̇�)�̂� 

 

𝑃�̇� = −
𝐿𝑏

2
𝑆𝑖𝑛(𝜃𝑐)�̇�𝑐𝑖̂ +

𝐿𝑏

2
𝐶𝑜𝑠(𝜃𝑐)�̇�𝑐 �̂� 

 

En términos generales, para un sistema con n cuerpos rígidos, la energía cinética 𝐸𝑐 se puede 

calcular de la siguiente manera: 

 

𝐸𝑐 =
1

2
∑ (𝑚𝑖⟦�̇�𝑖⟧

2
+ 𝐼𝑖𝑤𝑖

2)

𝑛

𝑖=1

 

 

En nuestro caso, n = 2, donde los cuerpos tenidos en cuenta son la carga útil y el eslabón. 

Es de anotar que la inercia de rotación del eslabón se desprecia.  

 

𝐸𝑐 =
1

2
[𝑚𝑏

𝐿𝑏
2

4
�̇�𝑐

2 + 𝑚𝑡𝐿𝑏
2 �̇�𝑡

2 + 𝐽𝑡(�̇�𝑡
2 − 2�̇�𝑡�̇�𝑟 + �̇�𝑟

2)] 
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Por otro lado, la energía potencial elástica se define como: 

 

𝑈 =
1

2
𝑘𝑏(𝜃𝑚 − 𝜃𝑡)2 +

1

2
(

16

5
𝑘𝑏) (𝜃𝑚 − 𝜃𝑐)2 +

1

2
(

𝐿𝑏
2

3
𝑘𝑏) (𝜃𝑡 − 𝜃𝑟)2 

 

Donde, 

 

𝑘𝑏 =
3𝐸𝑏𝐼𝑏

𝐿𝑏
 

 

Ahora que ya conocemos ambos términos del Lagrangiano, podemos definir las coordenadas 

generalizadas que usaremos para definir la dinámica. En nuestro caso las coordenadas 

generalizadas son  𝜃𝑚, 𝜃𝑡, 𝜃𝑐 y 𝜃𝑟 . 

 

 

Γm =
𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑚

) −
𝜕𝐿

𝜕𝜃𝑚
 

 

0 =
𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑐

) −
𝜕𝐿

𝜕𝜃𝑐
 

 

0 =
𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑟

) −
𝜕𝐿

𝜕𝜃𝑟
 

 

0 =
𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑡

) −
𝜕𝐿

𝜕𝜃𝑡
 

 

Sustituyendo en estas ecuaciones el valor del lagrangiano obtenemos: 

 

Γm = 𝑘𝑏(𝜃𝑚 − 𝜃𝑡) +
16

5
𝑘𝑏(𝜃𝑚 − 𝜃𝑐) 

 

0 = 𝑚𝑏

𝐿𝑏
2

4
�̈�𝑐 +

16

5
𝑘𝑏(𝜃𝑐 − 𝜃𝑚) 

 

0 = 𝐽𝑡�̈�𝑟 − 𝐽𝑡�̈�𝑚 +
𝐿𝑏

2

3
𝑘𝑏(𝜃𝑟 − 𝜃𝑡) 
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0 = 𝑚𝑡  𝐿𝑏
2 �̈�𝑡 + 𝐽𝑡�̈�𝑡 − 𝐽𝑡�̈�𝑟 + 𝑘𝑏(𝜃𝑡 − 𝜃𝑚) +

𝐿𝑏
2

3
𝑘𝑏(𝜃𝑟 − 𝜃𝑡) 

 

De estas ecuaciones podemos conseguimos el ángulo del motor: 

 

-Si Jt=0; y la masa de mt>>mb por tanto mb = 0. 

 

𝜃𝑚 =
𝑚𝑡𝐿𝑏

2

𝑘𝑏
�̈�𝑡 + 𝜃𝑡 

 

-Si Jt=0; y la masa de mt>>mb pero mb >0 

 

𝑚𝑏

𝐿𝑏
2

4
�̈�𝑐 = −

16

5
𝑘𝑏(𝜃𝑐 − 𝜃𝑚) 

 

−𝑚𝑏

5𝐿𝑏
2

64(𝜃𝑐 − 𝜃𝑚)
�̈�𝑐 = 𝑘𝑏 

 

0 = 𝑚𝑡𝐿𝑏
2 �̈�𝑡 + 𝑘𝑏(𝜃𝑡 − 𝜃𝑚) +

𝐿𝑏
2

3
𝑘𝑏(𝜃𝑟 − 𝜃𝑡) 

 

𝑚𝑡𝐿𝑏
2 �̈�𝑡 = 𝑚𝑏

5𝐿𝑏
2 (𝜃𝑡 − 𝜃𝑚)

64(𝜃𝑐 − 𝜃𝑚)
�̈�𝑐 +

5

3
∗

𝑚𝑏𝐿𝑏
4 (𝜃𝑟 − 𝜃𝑡)

64(𝜃𝑐 − 𝜃𝑚)
�̈�𝑐 

 

 

Esta ecuación es demasiado compleja, es por ello que la masa del eslabón se considera 

insignificante, y por tanto nula, respecto a la masa de la carga útil. 
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3. CONTROL PID DE SIMPLE LAZO 

Los manipuladores de articulación flexible (FJM) ofrecen varias ventajas con respecto a sus 

homólogos rígidos, como el peso ligero, el menor coste, actuadores más pequeños, mayor 

volumen de trabajo, mejor maniobrabilidad y transportabilidad, mayor velocidad de 

funcionamiento, eficiencia energética y mayor número de aplicaciones (Ibrahim y Sharkawy, 

2018).  

Dado que en muchas ocasiones es necesario operar a una alta velocidad para obtener una 

elevada productividad, se presenta un obstáculo con relación al control de la articulación, 

siendo uno de los problemas más habituales de la robótica el hecho de que la torsión relativa 

de la articulación no se compensa y provoca errores en la posición del eslabón y de la 

articulación con cargas pesadas (Readman, 1994; Siciliano et al., 2009).  

En algunos casos la flexibilidad de la articulación puede conducir a la inestabilidad cuando se 

descuida en el diseño del control, como señalan Talole et al., (2010). Por lo tanto, los 

requisitos contradictorios entre la alta velocidad y alta precisión hacen que la tarea de control 

sea un problema de investigación difícil. 

La investigación sobre el modelado dinámico y el control de los robots flexibles ha recibido 

una mayor atención en las últimas décadas. Un primer paso hacia el diseño de una estrategia 

de control eficiente para los manipuladores con articulaciones flexibles se ha orientado al 

desarrollo de modelos dinámicos que puedan caracterizar la flexibilidad de las articulaciones 

con precisión. El diseño de un controlador que minimice los efectos de los desplazamientos 

flexibles en robots ligeros es muy demandado en muchas aplicaciones industriales y 

espaciales que requieren un control preciso de la trayectoria, bien para lograr una posición 

objetivo, o una trayectoria prescrita. En el caso del primero, se busca que el tiempo de 

asentamiento sea corto mientras que en el segundo caso, se planifica el desplazamiento del 

brazo del robot para seguir esa trayectoria. No obstante, en ambos casos es necesario aplicar 

acciones de control para lograr la precisión en el movimiento (Ibrahim y Sharkawy, 2018). 

Una revisión de la literatura académica permite comprobar que la mayor parte de las 

estrategias de control adaptativo de las articulaciones flexibles que aparecen en la literatura 

son técnicas basadas en modelos, como es el caso de Spong, Hutchinson y Vidyasagar 

(2006), Ozgoli y Taghirad (2006), o Ulrich y Sasiadek (2014).  

Estos algoritmos de control tienen un rendimiento de seguimiento razonablemente bueno sólo 

cuando disponemos del conocimiento sustancial del modelo matemático de la planta y sus 
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parámetros de la planta. En consecuencia, si surgen variaciones significativas o 

impredecibles de los parámetros de la planta como resultado de la degradación de los 

mecanismos conjuntos, o si hay errores de modelado debido a comportamientos complejos 

de la dinámica flexible, los enfoques de control basados en el modelo no son adecuados 

(Ibrahim y Sharkawy, 2018). 

Los controles de proceso, en general,  son instrumentos que se empelan para controlar un 

parámetro. Los controladores PID son un tipo de controlador continuo dado que ajustan 

continuamente la salida en comparación con un controlador de encendido/ apagado, cuando 

se observan las condiciones de alimentación hacia delante o hacia atrás, como se puede 

comprobar en la siguiente figura: 

 

 

Figura 8. Ejemplo de controlador de temperatura en un CSTR 

Fuente: Wolf (2021) 

 

En este sentido, los controladores PID convencionales para máquinas automatizadas, son 

ampliamente aceptados por la industria, dado que resultan muy fáciles de entender al tener 

significados físicos claros, esto es, pasado, presente y predictivo; además son fáciles de 

implementar y de explicar. Se estima que el 95% de las operaciones de circuito cerrado del 

sector de la automatización industrial utilizan controladores PID (Elprocus, 2022). 

PID significa Proporcional Integral Derivativo y son estos tres controladores los que 

combinados producen una señal de control. Se trata de un tipo de dispositivo que permite 

controlar diferentes variables de un proceso, como el flujo, la presión, la temperatura o la 
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velocidad de las aplicaciones industriales. La siguiente figura muestra el diagrama de bloques 

de un sistema de control PID para un robot de articulación flexible, donde los símbolos G, 

YR(t), Y(t), V(t) y θ(t) se definen como planta del robot de articulación flexible, referencia, 

ángulo de giro, entrada de control y ángulo de oscilación, respectivamente. 

 

Figura 9. Diagrama de bloques de un sistema de control PID 

Fuente: Ashraf (2020) 

 

El PID o controlador proporcional integral derivativo, se puede definir como “uno de los 

algoritmos más comunes utilizados para los sistemas de control” (Woolf, 2021, p.1). De 

acuerdo con lo indicado por el autor, el PID es usado habitualmente gracias a que el citado 

algoritmo no involucra matemáticas de orden superior, a pesar de que contiene muchas 

variables, que permiten ajustar fácilmente el sistema a la configuración deseada. El algoritmo 

para el PID usa un circuito de retroalimentación para corregir la diferencia entre un 

determinado valor medido, y el punto de referencia. Para ello se calcula y emite una acción 

que corrige este error (Wollf, 2021).  

Para realizar un control de una variable de proceso, se pueden utilizar los métodos de lazo 

abierto y métodos de lazo cerrado. En el caso del primero, la información sobre las 

características estáticas y dinámicas de la planta derivan en lazo abierto en respuesta a un 

escalón. Mientras que en el caso del segundo, la información de las características del lazo 

se obtienen a partir de un test en lazo cerrado, usualmente con un controlador con acción 

proporcional: 
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Figura 10. Control PID de lazo abierto y en lazo cerrado 

Fuente: Bennet (1996) 

El control PID fue propuesto por Nikolai Fyodorovich al desarrollar la idea de que era posible 

leer la variable del proceso a la salida y de esta forma, obtener en la salida del actuador, un 

término de compensación para la entrada, sumando la parte proporcional, integral y derivativa 

(Bennet, 1996).  Un controlador PID tiene un control proporcional, integral y derivado que 

maneja el futuro actual, pasado y previsto del error de la señal. Las limitaciones más comunes 

que ocurren dentro del control PID involucran específicamente al control integral. El 

controlador P generalmente tiene errores de estado estable (la diferencia en el punto de ajuste 

y el resultado real) a menos que la ganancia de control sea grande. A medida que aumenta 

la ganancia de control, surgen problemas con la estabilidad del circuito de retroalimentación. 

Por ejemplo, reducir el tiempo de subida implica una ganancia proporcional alta, y reducir el 

sobreimpulso y las oscilaciones implica una ganancia proporcional pequeña. Esto no es 

posible de lograr en todos los sistemas, tal y como se muestra en la siguiente figura: 
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Figura 11. Diagrama general de resultados del proceso 

Fuente: Wolf (2021) 

 

En el proceso de implementación de un controlador PID es preciso definir los valores que 

deberán tener los parámetros de la ganancia, el tiempo integral y el tiempo derivativo, con la 

finalidad de que el sistema ofrezca la respuesta que se pretende.  

Dicho proceso de sintonización del PID requiere de la aplicación de la información estática y 

dinámica del lazo, para lo cual, existen diferentes metodologías, como el Método Ziegler- 

Nichols (1942), el método basado en la curva de reacción o el método de Tyreus y Luyben 

en lazo cerrado.  

La sintonía de controladores PID a través del método de Ziegler- Nichols se basa en el diseño 

de controladores para garantizar la relación de un cuarto de amplitud, o una amortiguación 

de un cuarto de amplitud. Tal y como exponen Žáková y Huba (1997), para los tipos básicos 

de controladores lineales continuos definieron: 

P- controller 𝐶(𝑠) = 𝐾𝑐  

PI- controller 𝐶(𝑠) = 𝐾𝑐 (1 +
1

𝑇𝑖𝑠
)         

PID- controller 𝐶(𝑠) = 𝐾𝑐(1 +
1

𝑇𝑖𝑠
+ 𝑇𝐷𝑠)   
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Además, recomendaron los siguientes conjuntos de parámetros: 

 

 𝐾𝑐 1/Ti TD 

P 1/ RL - - 

PI 0,9/ RL 0,3 / RL - 

PID 1,2 /RL 0,5 / RL 0,5 L 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Jaime Capa          Control de un manipulador flexible 

 

 

 
36 

4. CONTROL PID DE DOBLE LAZO 

Las oscilaciones pueden estar presentes en muchos procesos reales, bien de naturaleza 

biológica (Cardon e Iberall, 1970), en turbulencias químicas (Kim et al., 2001), en reacciones 

químicas interactivas (Cohen y Neu, 1979), en procesos de fermentación extractiva 

(Nandong, Samiyudia y Tade, 2006), control de patrones en sistemas oscilatorios (Huang et 

al., 2011), sistemas robóticos bioinspirados (Porras y Llinas, 2014), etc.  

En la mayor parte de los casos, una oscilación excesiva en los sistemas puede dar lugar a 

varios problemas. Por ejemplo, en un sistema oscilante mal controlado, puede ser el origen 

de fatiga mecánica, motivo por el cual, en la mayoría de las industrias se aplica el controlador 

proporcional integral derivativo (PID). Cabe señalar que la mayoría de las reglas de 

sintonización o diseño existentes para los controladores PID están pensadas o son 

adecuadas para sistemas estables sobreamortiguados o ligeramente subamortiguados 

(O'Dwyer, 2006).  

Sorprendentemente, a pesar de la naturaleza oscilatoria común en los sistemas reales, las 

reglas de sintonía PID para sistemas oscilatorios son todavía muy limitadas (Nandong, 2015). 

En los sistemas servoaccionados, la retroalimentación para el control de la posición, la 

velocidad y/o el par normalmente la proporciona un codificador rotatorio. Pero los 

componentes mecánicos y las conexiones en el tren motriz, como las cajas de engranajes, 

los husillos de bolas y los acoplamientos, no son perfectamente rígidos e introducen juego, 

flexibilidad y torsión en el sistema. Esta falta de rigidez provoca una discrepancia entre dónde 

“debería” estar la carga en función de la posición del eje del motor y dónde se encuentra 

realmente la carga. Si el sistema de servocontrol se basa únicamente en la retroalimentación 

del motor, es posible que nunca se alcance la posición deseada y el sistema puede 

experimentar inestabilidades como oscilaciones (Collins, 2021).  

En los sistemas que muestran contragolpe, cumplimiento y giro (es decir, prácticamente todos 

los sistemas de movimiento) pero que también necesitan un control de posición muy preciso, 

se requiere un segundo codificador para medir directamente la posición de la carga. Este 

método de usar dos dispositivos de retroalimentación, uno en el motor y otro ubicado en la 

carga, generalmente se denomina control de doble lazo o retroalimentación de doble lazo 

(Collins, 2021), como se representa en la siguiente figura: 
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Figura 12. Control de doble lazo en el posicionamiento preciso de los ejes lineales 

Fuente: Collins (2021) 

Hay varios métodos de operación con control de doble lazo, pero en el método más básico, 

el controlador primero cierra el lazo interno, que es el lazo de control de velocidad. El lazo de 

control de velocidad recibe retroalimentación del codificador del motor, y esta 

retroalimentación determina la ganancia de retroalimentación de velocidad adecuada (Kv), 

que imparte un efecto de amortiguación en el sistema para reducir las oscilaciones (collins, 

2021).  

La ganancia de retroalimentación de velocidad (Kv) es similar a la ganancia derivada (Kd), 

excepto que la retroalimentación de velocidad escala solo la velocidad medida por el 

codificador del motor, mientras que la ganancia derivada escala la derivada del error de 

posición. La ganancia de retroalimentación de velocidad se usa a menudo en el control de 

doble bucle. Después, el controlador cierra el bucle exterior o bucle de posición, y la 

retroalimentación del codificador de cara se usa para determinar las ganancias integrales y 

proporcionales apropiadas (Kp y Ki), donde la ganancia proporcional es directamente 

proporcional al error de posicionamiento e influye en la rigidez del sistema; mientras que la 

ganancia integral acumula el error de posición a lo largo del tiempo y "empuja" el sistema a 

un error de posicionamiento cero (Collins, 2021).  
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Figura 13. Esquema típico de control de doble lazo 

Fuente: Collins (2021) 

El sistema de servocontrol también puede incluir un bucle de control de corriente, situado 

dentro del bucle de velocidad. Aunque en este escenario habría tres lazos de control, el 

término "control de doble lazo" simplemente se refiere a los dos lazos de control (posición y 

velocidad) que reciben retroalimentación directa de los codificadores. A diferencia de los lazos 

de control en cascada tradicionales, en el control de doble lazo, la respuesta del lazo de 

velocidad es independiente de la retroalimentación (y por tanto de la resolución) del 

codificador de carga. Asimismo, la respuesta del lazo de posición es independiente de la 

retroalimentación del codificador del motor. Los sistemas de retroalimentación de doble bucle 

pueden usar dos codificadores rotatorios o un codificador rotatorio y uno lineal. Las 

combinaciones lineales rotativas son más comunes en los sistemas de movimiento lineal, 

donde hay un codificador rotatorio ubicado en el motor y un codificador lineal montado en el 

eje lineal (Collins, 2021).  
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5. CONTROL GPI 

Desde los comienzos de la robótica, el ser humano ha tratado de dotar a los robots de 

capacidad para manipular cualquier tipo de objeto a través de manos automáticas. El control 

de fuerzas es un aspecto importante de los robots en los que un objeto debe ser manipulado 

sin sufrir daños, motivo por el cual, resulta de gran importancia realizar un análisis de las 

fuerzas de contacto entre el manipulador y dicho objeto. De esta forma, autores como Gilardi 

y Sharf (2002), consideran que el uso de dedos robóticos deformables o flexibles en tareas 

en las que hay contacto con el entorno, mejora las capacidades limitadas de los dedos rígidos 

robóticos, como también se muestra en el estudio de Shimoga (1996). La elasticidad de los 

dedos flexibles permite una mayor adaptabilidad entre el manipulador y el objeto y, además, 

evita daños en las superficies de contacto (Becedas, Payo, Feliu y Sira, 2008).  

En las últimas décadas se han publicado un voluminoso número de trabajos con relación a la 

cuestión del control de la fuerza de los manipuladores flexibles, utilizando diferentes técnicas 

de control, como el control óptimo (Matsuno y Kasai, 1998), control híbrido de posición/fuerza 

(Chiou y Shahinpoor, 1988), técnicas de control en el dominio de la frecuencia (Chapnik et 

al.,1993), las redes neuronales (Tian et al., 2004) o la lógica difusa (Shi y Trabia, 2005). 

Choi y Cho (2002) utilizaron una aleación con memoria de forma (SMA) para actuar sobre 

una pinza flexible implementando un controlador H∞ pero la fuerza de respuesta del actuador 

SMA es relativamente lenta y sus aplicaciones son limitadas. 

Fukuda et al. (1986) diseñaron un control de fuerza adaptativo para un par de puntas de 

agarre hechas de placas de aluminio con bandas extensométricas y accionadas por un motor 

de corriente continua. Gorce y Fontaine (1996) llevaron a cabo una metodología para el 

diseño de pinzas flexibles. Tanaka et al. (1996) se ocuparon del control de la fuerza de un 

dedo flexible utilizando un piezoeléctrico como actuador y fuerza distribuidos a lo largo del 

dedo flexible. 

En la teoría de control son de gran relevancia las investigaciones centradas en el seguimiento 

o rechazo de las señales periódicas, puesto que afecta a una gran variedad de aplicaciones 

en el campo de la ingeniería, donde este tipo de señales se está aplicando. Entre estas 

aplicaciones se incluyen las aportaciones de Wu y Tomizuka (2010) en los controladores de 

discos duros, en robótica (Tayebi et al., 2008), en inversores electrónicos (Zhang et al., 2010) 

o turbinas eólicas (Houtzager et al., 2013).  
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La introducción de las ideas de inyección de energía y amortiguación se introdujeron en el 

control de los robots gracias al artículo de Takegaki y Arimoto (1981). En él se emplea la 

retroalimentación de la velocidad para inyectar la amortiguación necesaria. Autores como 

Tomei (1991), utilizaron esta estrategia para la regulación de la posición en robots de 

articulación flexible. 

Basándose en estas ideas, se han publicado varios trabajos, sobre el control de robots de 

articulación flexible (Ailon y Ortega, 1993; Berghnis y Nijmeijer, 1993; Kelly et al., 1994; Ortega 

et al., 1994). En estas investigaciones el elemento común ha sido el uso de la inyección de 

amortiguación mediante una señal similar a la de la velocidad obtenida mediante el filtrado 

de posición. 

El GPI ha sido aplicado por Fliess, Márquez, Delaleau, y Sira (2002), Fliess (2000), Márquez 

(2001), Márquez, Fliess y Mounier (2001), Márquez, Delaleau y Fliess (2000) o Márquez 

(2001) en sistemas lineales. Una de las principales características de este esquema de control 

es la introducción de reconstructores integrales para estimar las variables de estado, siempre 

que se disponga de medidas de entrada y salida. Sin embargo, la mayoría de los trabajos 

sobre el control GPI se han realizado para sistemas lineales y muy pocos de ellos han sido 

realizados para sistemas de control de estado. Es por ello por lo que se han propuesto 

esquemas de control GPI para varios sistemas no lineales (Hernández y Sira, 2001, 2002a, 

2002b, 2002c).  

En el caso de los manipuladores robóticos, el problema de control de seguimiento de 

trayectoria en los robots rígidos, se han obtenido resultados de estabilidad asintótica local 

(Hernández y Sira, 2002b). El principal obstáculo para obtener resultados globales en este 

caso es la dependencia cuadrática de la velocidad del término de Coriolis cuyos efectos se 

amplían aún más por el reconstructor de velocidad. Otro obstáculo importante es la 

dependencia de la matriz de inercia de la configuración. 

Al respecto, autores como Hernández y Sira (2003), han utilizado un esquema de control GPI 

para robots de articulación flexible y demostrado la estabilidad asintótica global gracias a la 

estructura lineal de la dinámica del actuador y la integración de un término integral adicional 

destinado a compensar el valor inicial desconocido de las velocidades del actuador. En este 

caso, el principal problema con respecto a los controladores basados en la conformación de 

energía y la inyección de amortiguación es la necesidad de medir, adicionalmente, las 

posiciones de los eslabones. En el esquema de control que presentan los autores se 

combinan las ideas de control GPI y de inyección de amortiguación de energía. Del control 

GPI toman los reconstructores de velocidad y la retroalimentación integral de entrada. A lo 
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anterior, incorporan la estrategia de inyección de amortiguación de energía de Tomei (1991) 

para robots con articulaciones flexibles.  

El control GPI o control integral proporcional generalizado se configura en la actualidad como 

un elemento con un buen rendimiento en el control de los sistemas no lineales. El control GPI 

proporciona una mejor respuesta dinámica que otros como el PID, especialmente en 

cuestiones referentes a la estabilización, y también en cuanto a la robustez en el rechazo de 

perturbaciones (Fernández, Belmonte, Morales y Somolinos, 2015).  

Ello es debido a tratar de evitar la necesidad de los tradicionales observadores de estado 

asintóticos y de estado asintóticos tradicionales y porque procede directamente a utilizar, en 

una ley de control de retroalimentación de estado previamente diseñada, estimaciones de 

estado estructural en lugar de las variables de estado reales. Estas estimaciones 

estructurales están basadas en reconstruidores integrales y sólo requieren entradas y salidas 

integrales iteradas de dichas señales disponibles. El efecto de los estados iniciales 

despreciados se compensa adecuadamente por medio de un número suficientemente grande 

de integrales iteradas de salida, de integrales de entrada y de acciones de control. Este efecto 

se demuestra desde una perspectiva teórica en trabajos como el de Fliess, Márquez, Delaleau 

y Sira (2002), y en estudios empíricos como los publicados por Sira (2003) y Morales, Sira y 

Feliu (2014).  

En este apartado se presenta el diseño de un controlador GPI (Proporcional Integral 

Generalizado) de doble lazo para controlar la posición de un segmento flexible acoplado a un 

motor de corriente continua a través de un reductor. Se ha seleccionado esta técnica debido 

a que permite desarrollar controladores lineales robustos que trabajan adecuadamente en 

situaciones en las que existen perturbaciones no lineales. 

Para realizar este diseño se tomará como referencia el trabajo realizado por Becedas et al.  

(2007). 

 

5.1. Modelo simplificado de parámetros concentrados 

 

A continuación, se obtiene un modelo simplificado del eslabón flexible. Para ello se considera 

un modelo de parámetros concentrados en el que se supone que toda la masa del eslabón 

flexible se encuentra en la punta del mismo. 
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Figura 14. Diagrama de un brazo flexible de un único segmento 

 

Basado en este diagrama y anotaciones anteriores, se propone la siguiente ecuación para el 

segmento flexible: 

𝑚 ∗ 𝐿2 ∗ �̈�𝑡  =  𝑐 ∗ (𝜃𝑚 – 𝜃𝑡) [1] 

Donde m [kg] es la masa desconocida en la posición de la punta,  L [m] es la longitud del 

brazo flexible y c [N*m] es la rigidez del segmento, esta última depende de la rigidez a la 

flexión E*I [N*m2] y de la longitud del segmento de la siguiente manera: 

𝑐 =
3 ∗ 𝐸 ∗ 𝐼

𝐿
 

Por último, 𝜃𝑚 [rad] es la posición angular del motor, 𝜃𝑡 [rad] es la posición angular no medida 

y �̈�𝑡 [rad/s2] es la aceleración angular de la punta. 

Aplicando Laplace en esta ecuación obtenemos: 

𝑚 ∗ 𝐿2 ∗ 𝑠2 ∗  𝜃𝑡  =  𝑐 ∗ (𝜃𝑚 – 𝜃𝑡) 

Seguidamente procedemos a mover la c al otro lado de la ecuación: 

𝑚 ∗ 𝐿2 ∗ 𝑠2

𝑐
∗  𝜃𝑡  =  𝜃𝑚 – 𝜃𝑡 

Por último, despejando la 𝜃𝑡 obtenemos: 

 𝜃𝑡  =
𝑐

𝑚 ∗ 𝐿2 ∗ 𝑠2
∗ (𝜃𝑚 – 𝜃𝑡) 

 

Ahora, para que resulte más sencillo transformar esta ecuación en bloques de simulink vamos 

a realizar el siguiente cambio: 

𝜃𝑡   =
𝑐

𝑚 ∗ 𝐿2
∗

1

𝑠
∗

1

𝑠
∗ (𝜃𝑚 – 𝜃𝑡) 
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De tal forma el diagrama de bloques en simulink para esta parte flexible quedaría de la 

siguiente manera: 

 

 

Figura 15. Diagrama de bloques en simulink de un eslabón flexible. 

 

5.2. Modelo del conjunto Motor-Reductor 

A continuación procedemos con la parte rígida del sistema: 

Un actuador electromecánico habitual en muchos sistemas de control es el motor de corriente 

continua. El motor de CC utilizado aquí es alimentado por un servoamplificador con un control 

de bucle interno de corriente. Podemos escribir la ecuación dinámica del sistema utilizando 

la segunda ley de Newton: 

𝑘 ∗ 𝑢 = 𝐽 ∗ �̈�𝑚 + 𝑣 ∗ �̇�𝑚 +  �̂�𝑐 ∗  �̇�𝑚 +
𝛤

𝑛
  [2] 

Donde J [kg*m2] es la inercia del motor, v [N*m*s] es el coeficiente de fricción viscosa, 

θ̈̂𝑚 [rad/s2] y θ̇̂𝑚 [rad/s] son la aceleración angular del motor y la velocidad angular del motor 

respectivamente. 

Γc [N*m] es el par de fricción de Coulomb desconocido que afecta a la dinámica del motor. 

Este término de fricción no lineal se considera como una perturbación que depende sólo del 

signo de la velocidad angular del motor. Como consecuencia, la fricción de Coulomb cuando 

θ̇̂𝑚  ≠ 0 sigue el siguiente modelo: 

 

                                                                     �̂�𝑐 ( �̇�𝑚 > 0 ) 

                          �̂�𝑐 ∗ 𝑠𝑖𝑔𝑛 (�̇�𝑚)     

                                                                    −�̂�𝑐 ( �̇�𝑚 < 0 )         [3] 
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Continuando con los parámetros de la ecuación [2], el parámetro k [N*m/V] es la constante 

electromecánica conocida del sistema servoamplificador del motor. Γ [N*m] es el par de 

acoplamiento medido en el eje y n es la relación de reducción del engranaje del motor. Por 

último u [V] es la tensión de entrada del motor. 

En esta segunda parte se usará θ̂𝑚 en lugar de θ𝑚, la diferencia entre ambas es que θ̂𝑚 es 

la posición angular del motor a la salida del rotor, mientras que θ𝑚 es la posición angular a la 

salida de la reductora. 

Al igual que hicimos antes en la ecuación [1], aplicamos Laplace en la ecuación [2] y 

obtenemos: 

𝑘 ∗ 𝑢 = 𝐽 ∗ 𝑠2 ∗ θ̂𝑚  + 𝑣 ∗ 𝑠 ∗ θ̂𝑚  +  𝛤𝑐 ∗ 𝑠 ∗  θ̂𝑚  +
𝛤

𝑛
 

En esta ecuación despejamos la primera θm para obtener lo siguiente: 

θ̂𝑚  =
1

𝐽 ∗ 𝑠2
∗ [𝑘 ∗ 𝑢 − 𝑣 ∗ 𝑠 ∗ θ̂𝑚  −  𝛤𝑐 ∗ 𝑠 ∗ θ̂𝑚  −

𝛤

𝑛
 ] 

A continuación realizaremos por partes la transformación en un diagrama de bloques para 

simulink. 

 

1

J∗s2 se podría dibujar como  

 

 

 

 

k ∗ u de la siguiente manera 

 

 

 

Agrupando v ∗ s ∗ θ̂𝑚 y  Γc ∗ s ∗  θ̂𝑚  obtenemos un diagrama de este estilo: 

 

 

 

 

Figura 16. Primera parte del 

diagrama de bloques 

Figura 17. Segunda parte del 

diagrama de bloques 

Figura 18. Tercera parte del diagrama de bloques 
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Por último gracias a una ecuación de apoyo: 

Γ = 𝑐 ∗ (𝜃𝑚 − 𝜃𝑡)    [4] 

Podemos transformar 
Γ

n
 en  

c

n
∗ (𝜃𝑚 − 𝜃𝑡), y asimismo transformarlo en un bloque de simulink 

de la siguiente manera:  

 

 

 

5.3. Modelo del Conjunto Motor-Reductor-Segmento Flexible y su 

Simulación     

 

Finalmente si juntamos todos los bloques que hemos creado anteriormente, tanto para la 

parte flexible como para la parte rígida obtenemos un modelo en simulink como este: 

 

Figura 20. Diagrama de bloques de un eslabón flexible con servomotor. 

 

Una vez conseguido este diagrama, y antes de proceder al desarrollo de los controladores, 

añadiremos ciertas ecuaciones que nos serán de ayuda posteriormente. 

Primero obtendremos la función de transferencia (F.T. en adelante) de la siguiente forma: 

𝜃𝑡 (𝑠)

𝜃𝑚 (𝑠)
=  

𝑐

𝑚 ∗ 𝐿2 ∗ 𝑠2 +   𝑐
=  

𝑐
𝑚 ∗  𝐿2 

𝑠2 + 
𝑐

𝑚 ∗  𝐿2 

 

Figura 19. Cuarta parte del diagrama de bloques 
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Por lo que la F.T. quedaría: 𝐺𝑏(s) = 
Ѡ𝑜

2

𝑠2+ Ѡ𝑜
2  

Donde Ѡ0 =  √
𝑐

𝑚∗ 𝐿2 es la frecuencia natural de oscilación del eslabón 

Por otro lado, recuperando la ecuación [2]: 

𝑘 ∗ 𝑢 = 𝐽 ∗ �̈�𝑚 + 𝑣 ∗ �̇�𝑚 +  �̂�𝑐 ∗  �̇�𝑚 +
𝛤

𝑛
 

En el caso de que se pretenda una aceleración mayor, se puede incrementar el par que da el 

motor con la cantidad necesaria para acelerar el eslabón, en cuyo caso, el nuevo término de 

la señal al motor deberá ser el siguiente: 

𝑈 = 𝑈𝑑 +  
𝛤

𝐾 ∗ 𝑛
 

Donde,  

U es la nueva tensión aplicada al motor. 

𝑈𝑑 es la tensión anterior, es decir, antes de incorporar este término. 

Por lo tanto,  

𝐾 ∗  [𝑈𝑑 +  
𝛤

𝐾 ∗ 𝑛
] = 𝐽 ∗ �̈�𝑚 + 𝑉 ∗ �̇�𝑚 + 𝛤�̂� ∗ (�̇�𝑚) +  

𝛤

𝑛
 

𝐾 ∗ 𝑈𝑑 +  
𝛤

𝑛
= 𝐽 ∗ �̈�𝑚 + 𝑉 ∗ �̇�𝑚 + 𝛤�̂� ∗ (�̇�𝑚) +  

𝛤

𝑛
 

𝐾 ∗ 𝑈𝑑 = 𝐽 ∗ �̈�𝑚 + 𝑉 ∗ �̇�𝑚 + 𝛤�̂� ∗ (�̇�𝑚) 

Donde Γĉ ∗ (�̇�𝑚) se considera como una perturbación que afecta al motor y que hay que 

reducir todo lo posible, por lo que no la tendremos en cuenta 

Luego, el nuevo esquema es el siguiente: 

 

 

Aplicando Laplace en la última ecuación obtenida conseguimos: 

𝐾 ∗ 𝑈𝑑 = 𝐽 ∗ �̈�𝑚 + 𝑉 ∗ �̇�𝑚 

𝐾 ∗ 𝑈𝑑(𝑠) =  [ 𝐽 ∗ 𝑠2 + 𝑉 ∗ 𝑠] ∗ 𝜃𝑚 

 

Gm(s) 
1

𝑛
 Gb (s) 𝜃𝑡 

1

𝑘 ∗ 𝑛
 Γ 

𝜃m̂ 𝜃m 

𝑈𝑑 
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Ahora, para conseguir la F.T. del motor relacionamos θ̂m(s) con Ud(s) consiguiendo lo 

siguiente: 

𝜃𝑚(𝑠)

  𝑈𝑑(𝑠)
=  

𝐾

𝐽 ∗ 𝑠2 + 𝑉 ∗ 𝑠
=

𝐾
𝐽

𝑠 ∗ (𝑠 +
𝑉
𝐽

)
 

 

 

Podemos simplificar dicha F.T. hasta el punto que tenemos: 

𝐺𝑚(𝑠) =
𝜃𝑚(𝑠)

𝑈𝑑  (𝑠)
=

𝐴

𝑠 ∗ (𝑠 + 𝐵)
 

Donde  

A = K/J , sabiendo que K = k/n 

 B = V/J 

 

Una vez establecidas todas estas ecuaciones, procedemos a introducir los valores de todos 

los parámetros en Matlab, de nuevo usaremos los datos conseguidos por Becedas et Al., 

(2007) de manera experimental en su investigación de 2007, dichos parámetros, ya 

introducidos en Matlab, son los siguientes: 

 

Figura 21. Parámetros introducidos en Matlab 
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Figura 22. Funciones de transferencia del motor y el eslabón introducidas en Matlab 

 

Establecidos todos los parámetros, podemos proceder a comprobar el comportamiento de 

nuestro diagrama de bloques y conseguir las respuestas del sistema ante diferentes entradas 

u(t), usando siempre una entrada Γc nula. 

-Entrada Impulso: 

 

 

Figura 23. Bloques y gráfica de una entrada impulso 
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Figura 24. Salidas del ángulo del motor y del ángulo del eslabón frente a una entrada impulso 
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-Entrada Escalón: 

 

 

Figura 25. Bloque y gráfica de una entrada escalón 

 

 

Figura 26. Salidas del ángulo del motor y del ángulo del eslabón frente a una entrada escalón 
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-Entrada Rampa: 

 

 

 

Figura 27. Bloque y gráfica de una entrada rampa 

 

 

Figura 28. Salidas del ángulo del motor y del ángulo del eslabón frente a una entrada rampa 
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Como podemos comprobar la salida de θ𝑡 en los dos primeros casos (impulso y escalón), es 

prácticamente idéntica salvo la posición final, en el caso del impulso el eslabón tiende a volver 

a la posición inicial, mientras que con la entrada escalón el ángulo del eslabón tiende a 

alcanzar el ángulo del motor, que en este caso posee un valor fijo. 

En el último caso vemos que como la entrada sigue aumentando constantemente, tanto el 

motor como el eslabón dan vueltas sin detenerse. 

 

 

5.4. Diseño del Lazo Externo del Control GPI 

El sistema de control que se pretende desarrollar es de la siguiente forma: 

 

 

Despejando la ecuación [1] se obtiene:  

𝑚 ∗ 𝐿2 ∗ �̈�𝑡 = 𝑐 ∗ (𝜃𝑚 − 𝜃𝑡) 

𝜃𝑚 =
𝑚 ∗ 𝐿2

𝑐
∗  �̈�𝑡 + 𝜃𝑡 

𝜃𝑚 =
1

Ѡ0
2 ∗  �̈�𝑡 + 𝜃𝑡  [5] 

Ahora suponemos que tenemos un valor deseado de θt al que llamaremos θt
∗, este valor a su 

vez debería generar un valor de θm deseado al que se le llamará θm
∗ . 

Entonces, dada esta θt
∗, se puede obtener una θm

∗  (deseada) que actúe como una señal de 

entrada auxiliar que debe cumplir la ecuación [5]: 

𝜃𝑚
∗ =

1

Ѡ0
2 ∗  �̈�𝑡

∗ + 𝜃𝑡
∗   [6] 

Por otra parte, si restamos [5] - [6], nos queda: 

 

(𝜃𝑚- 𝜃𝑚
∗ ) =  

1

Ѡ0
2 ∗ (�̈�𝑡 − �̈�𝑡

∗) + (𝜃𝑡 − 𝜃𝑡
∗) 

𝜃𝑡
∗ 

C1 

𝜃𝑚
∗  

C2 Gm (s) 
1

𝑛
 Gb (s) 

1

𝑘𝑛
 Γ 

𝑈𝑐
∗ 

𝜃𝑡 
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Si a esta diferencia entre θm y θm
∗  la llamamos eθm

(error), conseguimos la siguiente ecuación: 

𝑒𝜃𝑚 =  
1

Ѡ0
2 ∗ �̈�𝜃𝑡 + 𝑒𝜃𝑡  

�̈�𝜃𝑡 = Ѡ0
2 ∗ (𝑒𝜃𝑚 −  𝑒𝜃𝑡 )    [7] 

 

Suponiendo que somos capaces de medir el error de seguimiento de la posición angular, eθt  

, entonces el controlador incremental de retroalimentación del lazo exterior C1 podría 

proponerse como el siguiente PID: 

𝑒𝜃𝑚 = 𝑒𝜃𝑡 −  
1

Ѡ0
2 ∗ (𝑘2 ∗  �̇�𝜃𝑡 + 𝑘1 ∗ 𝑒𝜃𝑡 + 𝑘𝑜 ∗ ∫ 𝑒𝜃𝑡 𝑑𝑡)    [8] 

Introducimos esta última ecuación en la ecuación [7] 

�̈�𝜃𝑡 = Ѡ0
2 ∗ (𝑒𝜃𝑡 −  

1

Ѡ0
2 ∗ (𝑘2 ∗  �̇�𝜃𝑡 + 𝑘1 ∗ 𝑒𝜃𝑡 + 𝑘𝑜 ∗ ∫ 𝑒𝜃𝑡 𝑑𝑡 −  𝑒𝜃𝑡 ) 

�̈�𝜃𝑡 = Ѡ0
2 ∗ (− 

1

Ѡ0
2 ∗ (𝑘2 ∗ �̇�𝜃𝑡 + 𝑘1 ∗ 𝑒𝜃𝑡 + 𝑘𝑜 ∗ ∫ 𝑒𝜃𝑡 𝑑𝑡) 

�̈�𝜃𝑡 = −(𝑘2 ∗ �̇�𝜃𝑡 + 𝑘1 ∗ 𝑒𝜃𝑡 + 𝑘𝑜 ∗ ∫ 𝑒𝜃𝑡 𝑑𝑡) 

𝑒𝜃𝑡 = −(𝑘2 ∗  �̈�𝜃𝑡 + 𝑘1 ∗ �̇�𝜃𝑡 + 𝑘𝑜 ∗ 𝑒𝜃𝑡 ) 

𝑒𝜃𝑡 + 𝑘2 ∗ �̈�𝜃𝑡 + 𝑘1 ∗ �̇�𝜃𝑡 + 𝑘𝑜 ∗ 𝑒𝜃𝑡 = 0     [9] 

 

Esta ecuación [9] que hemos conseguido es la ecuación de la dinámica del error eθt en lazo 

cerrado. 

Los parámetros de diseño {k2, k1, k0}, se eligen entonces para convertir el polinomio 

característico del lazo cerrado, en un polinomio de Hurwitz con raíces deseables. Sin 

embargo, en lugar de incorporar un sensor, utilizaremos un estimador. 

Este estimador lo conseguimos integrando en una ocasión la ecuación [7]: 

�̈�𝜃𝑡 = Ѡ0
2 ∗ (𝑒𝜃𝑚 − 𝑒𝜃𝑡 ) 

[�̇�𝜃𝑡 ]𝑒 = Ѡ0
2 ∗ ∫  (𝑒𝜃𝑚 − 𝑒𝜃𝑡 )𝑑𝑡

𝑡

0
    [10] 

 

Sustituyendo [10] en [8] obtenemos: 

𝑒𝜃𝑚 = 𝑒𝜃𝑡 −  
1

Ѡ0
2 ∗ (𝑘1 ∗ 𝑒𝜃𝑡 + 𝑘𝑜 ∗ ∫ 𝑒𝜃𝑡 𝑑𝑡 +  𝑘2Ѡ0

2  ∫ 𝑒𝜃𝑚 𝑑𝑡 −  𝑘2Ѡ0
2  ∫ 𝑒𝜃𝑡 𝑑𝑡) 

 

A continuación tomamos la transferencia de Laplace y desarrollamos: 

𝐸𝜃𝑚(𝑠) ∗  Ѡ0
2 = Ѡ0

2 ∗ 𝐸𝜃𝑡(𝑠) −  
𝑘0

𝑠
 𝐸𝜃𝑡(𝑠) − 𝑘1𝐸𝜃𝑡(𝑠) −  

𝑘2 ∗ Ѡ0
2 

𝑠
 𝐸𝜃𝑚(𝑠) + 

𝑘2 ∗ Ѡ0
2 

𝑠
𝐸𝜃𝑡(𝑠) 
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𝐸𝜃𝑚(𝑠) [Ѡ0
2 +

𝑘2 ∗ Ѡ0
2 

𝑠
 ] =  𝐸𝜃𝑡(𝑠) [(Ѡ0

2 − 𝑘1) + (
𝑘2 ∗ Ѡ0

2 − 𝑘0 

𝑠
 ) ] 

 

𝐸𝜃𝑚(𝑠) [
𝑠 ∗ Ѡ0

2 +  𝑘2 ∗ Ѡ0
2 

𝑠
] = 𝐸𝜃𝑡(𝑠)[

𝑠(Ѡ0
2 − 𝑘1) + (𝑘2 ∗ Ѡ0

2 − 𝑘0)

𝑠
] 

 

𝐸𝜃𝑚(𝑠)

𝐸𝜃𝑡(𝑠)
 = 

𝑠(Ѡ0
2−𝑘1)+(𝑘2∗Ѡ0

2−𝑘0)

𝑠∗Ѡ0
2 + 𝑘2∗Ѡ0

2  = 
𝑆 (1−

𝑘1

Ѡ0
2)+(𝑘2−

𝑘0

Ѡ0
2)

𝑠 + 𝑘2
 

 

Por tanto, el controlador queda formulado como sigue: 

𝐶1(𝑠) =  
𝐸𝜃𝑚(𝑠)

𝐸𝜃𝑡(𝑠)
=  

𝑠 Ɣ1 + Ɣ0 

𝑠 + Ɣ2
 

Donde, 

Ɣ1 = 1 −
𝑘1

Ѡ0
2 

Ɣ0 = 𝑘2 −
𝑘0

Ѡ0
2 

Ɣ2 = 𝑘2 

 

 

 

Despejando θm obtenemos el valor final del ángulo del motor : 

(𝜃𝑚 − 𝜃𝑚
∗ ) = 𝐶1(𝑠) ∗ (𝜃𝑡 −  𝜃𝑡

∗) 

(𝜃𝑚
∗ − 𝜃𝑚) = 𝐶1(𝑠) ∗ (𝜃𝑡

∗ − 𝜃𝑡) 

𝜃𝑚 =  𝜃𝑚
∗ −  𝐶1(𝑠) ∗ (𝜃𝑡

∗ −  𝜃𝑡) 

 

Para obtener los valores de Ɣ0, Ɣ1 y Ɣ2, tenemos en cuenta solo el lazo exterior y obtenemos 

la siguiente ecuación característica: 

1 +  𝐶1(s)*𝐺𝑏(s) = 0 

 

Sustituyendo y operando obtenemos: 

1 +  
𝑠 Ɣ1+Ɣ0 

𝑠+ Ɣ2
∗

Ѡ0
2

𝑠2+Ѡ0
2 = 0 

(𝑠 + Ɣ2) * (𝑠2 ∗ Ѡ0
2) + (𝑠 ∗ Ɣ1 + Ɣ0) ∗ Ѡ0

2 = 0 

𝑠3 +  Ɣ2 ∗ 𝑠2 +  Ѡ0
2 (1 + Ɣ1) ∗ 𝑠 +  Ѡ0

2 (Ɣ0 + Ɣ2) = 0 
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Escogemos un polinomio e identificamos, en este caso: 

(𝑠 + 𝑎)3 =  𝑠3 + 3 ∗ 𝑎 ∗ 𝑠2 + 3 ∗ 𝑎2 ∗ 𝑠 + 𝑎3 = 0 

 

Ɣ2 = 3 ∗ 𝑎 

Ɣ1 =
3 ∗ 𝑎2

Ѡ0
2 − 1 

Ɣ0 =  
𝑎2

Ѡ0
2 − Ɣ2 

Una vez conseguidos todos los datos, procedemos a introducirlos en Matlab dando un valor 

a, que representará la localización deseada de los polos, por ejemplo, a=12. 

 

Figura 29. Controlador lazo externo introducido en Matlab. 

 

 

 

 

5.5. Diseño del Lazo Interno del Control GPI 

 

La situación de partida es la siguiente: 

 

 

 

 

𝐶1 𝐶2 Motor 
1

𝑛
 

𝜃𝑚
∗  

𝑈𝑐
∗ 

1

𝐾𝑛
 

𝜃𝑚 
Eslabón 
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Para comenzar se propone este controlador de lazo interno C2, que incorpora parte derivada, 

proporcional, integral e integral doble: 

𝑒𝑣 =  
𝑣

𝐾
∗ [�̇�𝜃𝑚 ]𝑒

+ 
𝐽

𝐾
∗ [−𝑘3 ∗ [�̇�𝜃𝑚 ]𝑒

− 𝑘2 ∗ 𝑒𝜃𝑚 − 𝑘1 ∫ 𝑒𝜃𝑚 
𝑡

0
𝑑𝑡 −  𝑘0  ∬[𝑒𝜃𝑚 𝑑𝑡 𝑑𝑡]          [11] 

 

Al igual que en el anterior controlador de lazo externo C1 que diseñamos, en lugar de medir 

la señal de la velocidad del error ėθm , usaremos un reconstructor integral de la siguiente 

manera: 

[�̇�𝜃𝑚 ]𝑒
=

𝐾

𝐽
 ∫ 𝑒𝑣  𝑑𝑡 −

𝑣

𝐽

𝑡

0
∗ 𝑒𝜃𝑚    [12] 

Esta ecuación se ha obtenido integrando la ecuación del motor, cambiando a las señales 

definidas actualmente. 

𝐽 ∗  �̈�𝜃𝑚 + 𝑣 ∗ �̇�𝜃𝑚 = 𝐾 ∗ 𝑒𝑣 

�̈�𝜃𝑚 =  
𝐾

𝐽
∗ 𝑒𝑣 −

𝑣

𝐽
∗ �̇�𝜃𝑚  

 

Sabiendo esto, seguimos con el procedimiento e introducimos la ecuación [12] en la ecuación 

[11]. 

ev(s)= 
V

k
∗ [

K

J
∗

ev

s
−

V

J
∗ eθm ]+

J

K
∗ [−K3 ∗

K

J
∗

ev

s
+ K3 ∗

V

J
∗ eθm − K2 ∗ eθm − K1 ∗

eθm 

s
− K0 ∗

eθm 

s2  ] 

 

ev(s)= 
ev

s
∗ [

V

J
− K3] + eθm ∗ [

−V2

J∗K
+ K3 ∗

V

K
 − K2 ∗

J

K
] +  

eθm 

s
∗ [

−J

K
∗ K1] + 

eθm 

s2 ∗ [−K0 ∗
J

K
]  

 

ev ∗ [1 −
V −  K3 ∗ J

J ∗ s
] = eθm ∗ [a +  

b

s
+  

c

s2
] 

 

ev ∗ [
s + d

s
] = eθm ∗ [

a ∗ s2 + b ∗ s + c

s2
] 

 

𝑒𝑣 =
𝑎 ∗ 𝑠2 + 𝑏 ∗ 𝑠 + 𝑐

𝑠 ∗ (𝑠 + 𝑑)
∗ 𝑒𝜃𝑚  

 

Donde a,b y c ya han sido señalizadas antes y 𝑑 = −
𝑣

𝐽
− 𝑘3 

La ultima ecuación se podria reescribir de esta manera: 

UC − Uc
∗ =

a ∗ s2 + b ∗ s + c

s ∗ (s + d)
∗ (θmr

∗ − θm) 
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Y obtenemos la Uc como habíamos visto en el diagrama de bloques: 

𝑈𝑐 = 𝐶2(𝑠)*(𝜃𝑚𝑟
∗ − 𝜃𝑚) + 𝑈𝑐

∗ 

Para obtener 𝑈𝑐
∗ usamos la ecuación del motor que definimos al principio del proceso: 

𝐺𝑚(𝑠) =
𝜃𝑚(𝑠)

𝑈𝑑(𝑠)
=

𝐴

𝑠 ∗ (𝑠 + 𝐵)
 

𝑈𝑐
∗(𝑡) =  𝐴−1 ∗ �̈�𝑚

∗ + 𝐵 ∗ 𝐴−1 ∗ �̇�𝑚
∗  

Para obtener los valores de a, b, c y d usamos la siguiente ecuación característica del lazo 

cerrado: 

1 +  𝐶2(𝑠) ∗ 𝐺𝑚(𝑠) = 0 

1 +
𝑎 ∗ 𝑠2 + 𝑏 ∗ 𝑠 + 𝑐

𝑠 ∗ (𝑠 + 𝑑)
∗

𝐴

𝑠 ∗ (𝑠 + 𝐵)
= 0 

𝑠2 ∗ (𝑠 + 𝑑) ∗ (𝑠 + 𝐵) + 𝐴 ∗ (𝑎 ∗ 𝑠2 + 𝑏 ∗ 𝑠 + 𝑐) = 0 

𝑠4 + (𝐵 + 𝑑) ∗ 𝑠3 + (𝐵 ∗ 𝑑 + 𝑎 ∗ 𝐴) ∗ 𝑠2 + 𝐴 ∗ 𝑏 ∗ 𝑠 + 𝑐 ∗ 𝐴 = 0 

Ahora generamos un comportamiento deseado con un polinomio (𝑠 + 𝑝)4=0 e igualamos 

términos: 

𝑠4 + 4 ∗ 𝑝 ∗ 𝑠3 + 6 ∗ 𝑝2 ∗ 𝑠2 + 4 ∗ 𝑝3 ∗ 𝑠 + 𝑝4 = 0 

 

Donde obtenemos que  

𝑑 = 4 ∗ 𝑝 − 𝐵 

𝑎 =
6 ∗ 𝑝2 − 𝐵 ∗ 𝑑

𝐴
 

𝑏 =
4 ∗ 𝑝3

𝐴
 

𝑐 =
𝑝4

𝐴
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Una vez conseguidos todos los datos, los introducimos en Matlab dando un valor a, que 

representará la localización deseada de los polos, por ejemplo, p=110. 

 

Figura 30. Controlador lazo interno introducido en Matlab. 
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5.6. Simulación del conjunto con el Control GPI de Doble Lazo 

 

Una vez tenemos definidos los dos controladores, procedemos a definir el resto de variables 

(deseadas) que nos faltan por definir en Matlab, en este caso son 𝑈𝑐
∗, θm

∗  y θt
∗. 

 

Figura 31. Variables deseadas introducidas en Matlab. 

 

Con todas las variables definidas creamos el diagrama completo en simulink y lo acoplamos 

al bloque “Motor and bar” que definimos en el apartado 7.1. 
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Figura 32. Diagrama de bloques completo en Simulink. 

 

Figura 33. Valor de Uc deseada. 

 

 

Figura 34. Valor de 𝛉𝐦
∗  y 𝛉𝐭

∗. 
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Como se puede apreciar ambos valores son idénticos, ya que buscamos que el robot se 

comporte como si el eslabón flexible fuese rígido y, en ese caso, el ángulo a la salida del 

reductor será idéntico al del extremo del segmento 

A continuación realizaremos la simulación únicamente con el controlador de lazo interno C2. 

 

Figura 35. Valor de 𝛉𝐭
∗ y de 𝜽𝒕 con un solo controlador 

 

Como podemos observar, la respuesta final del sistema se asemeja en gran porcentaje a la 

respuesta deseada, aunque termina con una continua perturbación que no sería lo ideal, para 

ello añadimos el controlador de lazo externo C1 y simulamos con el circuito completo. 

 

 

Figura 36. Valor de 𝛉𝐭
∗ y de 𝜽𝒕 
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Como podemos comprobar, ahora la salida es mucho más precisa, prácticamente idéntica, 

para ver la diferencia superpondremos ambas gráficas. 

 

Figura 37. Valor de 𝛉𝐭
∗ frente a 𝜽𝒕 
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Aquí podemos apreciar mejor como el recorrido es algo distinto aunque la posición final es la 

deseada, por lo que el control GPI ha resultado ser un éxito 

 

Figura 38. Valor de 𝛉𝐦
∗  frente a 𝜽𝒎 

 

Como podemos comprobar el ángulo del motor también es muy preciso respecto ángulo 

deseado desde el principio. 
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6. CONTROL FUZZY 

Los avances surgidos en el campo de la robótica en los últimos años han permitido el 

desarrollo de nuevos robots, a la par que aparecen nuevos entornos de programación que 

incorporan las sinergias procedentes de nuevos modelos de robots, una nueva sensórica 

asociada y entornos de trabajo que permiten la interacción de los robots con entornos 

dinámicos (Tibaduiza, et al., 2011).  

Desde los primeros robots han surgido otros más actuales y adaptados a diferentes medios 

que incorporan nuevos modelos en el desarrollo de controladores a partir de los cuales probar 

diferentes estrategias de control, tanto desde una perspectiva cinemática como dinámica. En 

este contexto, técnicas como el fuzzy permiten disponer de una potente herramienta para 

obtener una solución a problemas impredecibles (Alvandar y Nigam, 2008).  

El control difuso es una técnica agrupada en la temática de los sistemas expertos, y que debe 

su amplio conocimiento a la dificultad o imposibilidad para la modelización a través de 

sistemas de ecuaciones matemáticas. No obstante, al mismo tiempo, presenta una 

importante utilidad y es el aprovechamiento del conocimiento de los expertos (Looney, 1988), 

sin que se tenga que modelizar matemáticamente el proceso, haciéndolo si cabe más útil en 

el caso de los procesos altamente complejos.  

La lógica fuzzy o lógica difusa es una “extensión de la lógica clásica, diseñada para permitir 

el razonamiento sobre conceptos imprecisos” (Escolano et al., 2001, p. 184), y forman parte 

de las aplicaciones el “desarrollo de sistemas expertos difusos para el reconocimiento de 

patrones y clasificación, fuzzy clustering, control fuzzy, monitoreo, diagnóstico, optimización” 

(Tibaduiza y Daza, 2008, p. 138).  

A lo largo de varias décadas se han venido produciendo importantes avances en la lógica 

fuzzy o lógica difusa, entre los que se pueden citar los siguientes: 

- Híbrido de control difuso y red neuronal. Desarrollado por Daxwanger y Schmidt 

(1995). Su intención es la de imitar el conocimiento de un experto. 

- Bentalba, Hajjaji y Rachid (1999). proponen un sistema fuzzy para controlar un robot 

móvil al mismo tiempo que se logra estabilizar la respuesta de dos sistemas lineales.  

- Yang (2004). Sus estudios se centran en un robot no-holonómico. Entre las 

aportaciones realizadas por este estudio se encuentra la definición de una serie de 
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reglas basadas en el método directo de Lyapunov, que dan como resultado el ángulo 

de giro que se pretendía y un seguimiento satisfactorio de la trayectoria.  

- Raimondi (2005). A partir del método Lyapunov y del lema de Barbalat, estudian el 

problema de seguimiento de trayectoria.  

- Mazhari y Kumar (2008) logran sintonizar un controlador PID-Fuzzy para un robot 

PUMA 560 a través de la comparación de técnicas heurísticas de búsqueda global, 

algoritmos genéticos, optimización por enjambre de partículas, algoritmos genéticos 

híbridos con Nelder-Mead o búsqueda generalizada de patrones, entre otros 

elementos.  

- Piltan et al., (2011), aplicaron el control fuzzy deslizante a un robot PUMA con tres 

grados de libertad, logrando un control fuzzy con una estructura en paralelo de una 

superficie deslizante P + D y otra P + I + D. 

- Zheng-jie (2010). Diseño un modelo de control combinado, compuesto por un modo 

de control aerodinámico y un modo de control de aceleración lateral directa, 

mejorando la velocidad de respuesta y reduciendo el nivel de sobrecarga en los 

cambios. 

- Lin et al., (2010) aplicaron la lógica fuzzy a la estabilización de un robot bípedo. Entre 

sus logros se encuentra el de conseguir un desplazamiento en plano horizontal y en 

el ascenso de los escalones, al mismo tiempo que lograban reducir la inestabilidad y 

la duración de las oscilaciones transitorias.  

Estudios más recientes como el publicado por Barbosa et al., (2017) sobre la utilización de 

robots de inspección en la limpieza de tanques esféricos de grandes dimensiones, en los que 

dichos robots trepadores deben navegar dentro de una esfera con una perturbación 

gravitatoria variable, muestran que existen diferentes enfoques sobre los sistemas de 

adherencia flexible.  

Entre estos diferentes enfoques, se encuentra el propuesto por Zhu et al. (2015), quienes 

presentaron un método para la detección autónoma de la postura y la alineación del módulo 

de succión para la escalada de paredes con un robot bípedo. Lee et al., (2015), mostraron 

una plataforma robótica con un sistema de adhesión basado en la succión y una gran 

capacidad de carga útil para la limpieza de edificios. Koh et al., (2016), desarrollaron un robot 

trepador con un sistema de adhesión híbrido basado en la electrostática y el elastómero. 

Schmidt y Berns (2013) también presentaron un estudio de robots trepadores para el 
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mantenimiento y la realización de inspecciones. Los trabajos mencionados, en general, se 

basan en robots cuyo principal interés se basa en la adherencia a las superficies, pero suelen 

ignorar las características o restricciones propias de las tareas de inspección que realizan, 

como por ejemplo, las perturbaciones en las ruedas magnéticas, la fricción con las superficies, 

etc. Ante esto, la aportación de Barbosa et al (2017), presenta la segunda generación del 

robot de inspección autónomo (AIR-2), basado en cuatro ruedas magnéticas dirigibles 

independientes diseñadas para un movimiento cuasi-omnidireccional sobre tanques de 

almacenamiento. 

Dicho robot está desarrollado con una topología de diamante bipartita que permite la 

superación de los pequeños obstáculos, como los cordones de soldadura, al mismo tiempo 

que mantiene una óptima adherencia magnética, gracias al uso de controladores fuzzy 

programados para permitir el movimiento de inspección del robot con un comportamiento casi 

omnidireccional sin desplazamiento lateral, de manera que se garantiza la máxima 

adherencia en cualquier configuración (Barbosa, et al., 2017).  

Concretamente, el control difuso logra reducir la complejidad del controlador a través de un 

sencillo mecanismo que permite incrustar el conocimiento sobre el comportamiento del 

sistema en el controlador, al mismo tiempo que permite minimizar las influencias de las 

perturbaciones en el rendimiento del control (Karim y Ardestani, 2016; Liu, 2009).  

Los controles de posición y velocidad propuestos para el AIR-2 de Barbosa et al., (2017) se 

basan en el enfoque Fuzzy, de manera que el controlador de posición se implementa en 

cascada con el controlador de velocidad, tal y como se muestra en la siguiente figura, que 

reproduce la alienación mecánica del movimiento del robot AIR-2 para la orientación en el 

movimiento en superficies esféricas: 

 

 

Figura 39. Alineación mecánica del robot AIR-2 para el movimiento en superficies esféricas 

Fuente: Barbosa et al., (2017) 

Superficie exterior Superficie interior 
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6.1. Diseño 

Iniciamos el proceso creando el diagrama de lazo cerrado genérico de un controlador de 

lógica difusa, en este diagrama se encuentra, una entrada de referencia Td(t), el controlador 

tipo fuzzy, la planta que vamos a modelar, en este caso, el eslabón flexible con el motor, y 

por último la salida del diagrama T(t) 

 

Figura 40. Diagrama básico con un controlador de lógica difusa. 

Fuente: Castaño (2006) 

Ampliando el controlador fuzzy obtenemos la siguiente distribución de bloques: 

 

Figura 41. Diagrama de un controlador de lógica difusa. 

Fuente: Castaño (2006) 

Donde E(t) es el error entre la entrada de referencia y la salida, este error a su vez se deriva 

para conseguir dE(t), ya que estamos interesados en conocer el cambio del error que esta 

ocurriendo. La derivada deberá pasar por un bloque de saturación para que se mantenga en 

un limites preestablecidos. Estas dos señales, serán las dos entradas del bloque controlador 

Fuzzy 
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A la salida del controlador nos encontramos con un bloque integrador, parte del PI, al que 

también se le puede llamar bloque defuzzyficador, después de esto también añadiremos una 

saturación para que la entrada u(t) no sobrepase unos valores determinados. 

A continuación montaremos nuestro diagrama de bloques en simulink, los valores del 

bloque del motor y el eslabón serán los anteriormente usados en la figura 21 a su vez la 

entrada de referencia que usaremos en este caso será la θt
∗ (theta_t_ast) que ya 

conseguimos en la figura 31.  

 

Figura 42. Diagrama de bloques con controlador de lógica difusa en simulink. 

 

Seguidamente comenzaremos a diseñar nuestro controlador de lógica difusa gracias al 

comando “fuzzy” en Matlab, que nos permitirá diseñar mediante una toolbox, dicho 

controlador. 

Lo primero sería establecer las dos entradas, y una única salida: 

 

Figura 43. Entradas y salida del controlador Fuzzy en Matlab. 

 

Lo siguiente es definir las funciones de pertenencia de los tres bloques, estas funciones son 

unas curvas que definen el grado (entre 0 y 1) en que las variables pertenecen a los conjuntos 

difusos propuestos. 
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Figura 44. Distintas funciones de pertenencia para las variables fuzzy. 

Fuente: researchgate.net 

Como podemos observar, existen distintas opciones a la hora de elegir dichas funciones de 

pertenencia. En este caso vamos a utilizar la forma gaussiana para los tres bloques, ya que 

en principio esa forma continua se ajusta muy bien a nuestras necesidades. 

Lo siguiente que deberemos elegir, es el número de variables lingüísticas por bloque. Aquí 

tenemos muchas más opciones, pero si estipulamos que todos los bloques posean el mismo 

número de variables, podremos usar 3,5,7 o 9. 

El número de variables es correlativo, es decir, si usamos 3 variables en cada bloque habrá 

3*3=9 reglas, tanto que si usamos 7 variables, el número de reglas será de 7*7=49. 

La base de reglas es la manera que tiene el sistema Fuzzy de guardar el conocimiento 

lingüístico que le permita resolver el problema para el cual ha sido diseñado. Estas reglas son 

del tipo If y Then. 
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La elaboración de las reglas del sistema difuso se realiza mediante la tabla FAM, la cual 

involucra todas las combinaciones posibles que puede presentarse en el proceso. 

𝑒

𝑑𝑒
 Negativo Cero Positivo 

Negativo Negativo Negativo Cero 

Cero Negativo Cero Positivo 

Positivo Cero Positivo Positivo 

Tabla 1. Tabla FAM para 3 variables lingüísticas en cada bloque 

 

𝑒

𝑑𝑒
 Negativo 

Grande 

Negativo 

Pequeño 

Cero Positivo 

Pequeño 

Positivo 

Grande 

Neg. G NG NG NG NP C 

Neg. P NG NG NP C PP 

Cero NG NP C PP PG 

Pos. P NP C PP PG PG 

Pos. G C PP PG PG PG 

Tabla 2. Tabla FAM para 5 variables lingüísticas en cada bloque 

 

𝑒

𝑑𝑒
 Negativo 

Grande 

Negativo 

Mediano 

Negativo 

Pequeño 

Cero Positivo 

Pequeño 

Positivo 

Mediano 

Positivo 

Grande 

Neg. G NG NG NG NG NM NP C 

Neg. M NG NG NG NM NP C PP 

Neg. P NG NG NM NP C PP PM 

Cero NG NM NP C PP PM PG 

Pos. P NM NP C PP PM PG PG 

Pos. M NP C PP PM PG PG PG 

Pos. G C PP PM PG PG PG PG 

Tabla 3. Tabla FAM para 7 variables lingüísticas en cada bloque 

 

En esta ocasión usaremos la última tabla, para que el controlador sea los más preciso posible, 

las variables de dicha tabla son las siguientes: 

La primera variable de entrada es el error, como hemos dicho anteriormente este es la 

diferencia que hay entre el valor de referencia, y los datos de la variable del sistema. 

• ErrorNG (Error negativo grande): Indica que la salida del sistema está muy por encima 

del valor de referencia. 
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• ErrorNM (Error negativo medio): Indica que la salida del sistema está medianamente 

por encima del valor de referencia. 

• ErrorNP (Error negativo pequeño): Indica que la salida del sistema está por encima 

pero con muy poca diferencia del valor de referencia. 

• ErrorCero (Error cero) indica cuando la salida del sistema es igual al valor de 

referencia. 

• ErrorPP (Error positivo pequeño): Indica que la salida del sistema está por debajo pero 

con muy poca diferencia del valor de referencia. 

• ErrorPM (Error positivo medio): Indica que la salida del sistema está medianamente 

por debajo del valor de referencia. 

• ErrorPG (Error positivo grande): Indica que la salida del sistema está muy por debajo 

del valor de referencia. 

 

Este error puede ser hasta de media vuelta (𝜋 radianes), por lo que el rango de dicha 

variable aproxidamente variará desde -3.2 hasta 3.2 

 

Figura 45. Diagrama de funciones para la variable Error. 

 

La segunda variable de entrada para el sistema de control difuso es la derivada del error, esta 

entrada podría ser también una integral de dicho error, pero esto implicaría tener un universo 

del discurso demasiado amplio, por lo que se opta por usar el diferencial del error y después 

integrar la salida del sistema difuso. 
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• dErrorNG (Derivada error negativo grande): Señala que la salida posee una pendiente 

positiva. 

• dErrorNM (Derivada error negativo mediano): Señala que la salida posee una 

pendiente medianamente positiva. 

• dErrorNP  (Derivada error negativo pequeño): Señala que la salida posee una 

pendiente positiva casi constante. 

• dErrorCero (Derivada error cero): Señala que la salida permanece constante. 

• dErrorPP (Derivada error positivo pequeño): Señala que la salida posee una 

pendiente negativa casi constante. 

• dErrorPM (Derivada error positivo mediano): Señala que la salida posee una 

pendiente medianamente negativa. 

• dErrorPG (Derivada error positivo grande): Señala que la salida posee una pendiente 

negativa. 

 

Para hallar este rango, hay que realizar unas simulaciones de comprobación, en las que 

hemos conseguido hallar que un valor de 4 sería un error muy grande, por lo que este rango 

discurrirá entre -4 y 4. 

 

Figura 46. Diagrama de funciones para la variable dError. 
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Por último tenemos la variable de salida, que en este caso es el voltaje u(t) que se 

suministrará a nuestro motor para que mueva el eslabón flexible. 

• uNG (Salida negativa grande): Cuando se necesita disminuir de manera inmediata el 

voltaje del motor. 

• uNM (Salida negativa mediana): Cuando se necesita disminuir de manera rápida el 

voltaje del motor. 

• uNP  (Salida negativa pequeña): Cuando se necesita disminuir de manera lenta  el 

voltaje del motor. 

• uCero (Salida cero): Cuando no se necesita variar el voltaje del motor 

• uP  (Salida positiva pequeña): Cuando se necesita aumentar de manera lenta  el 

voltaje del motor. 

• uPM (Salida positiva mediana): Cuando se necesita aumentar de manera rápida el 

voltaje del motor. 

• uPG (Salida positiva grande): Cuando se necesita aumentar de manera inmediata el 

voltaje del motor. 

 

El rango de la salida irá desde 0 voltios, con el motor apagado, hasta 7.5 voltios, que son 

suficientes para que el eslabón flexible consiga la posición deseada. 

 

Figura 47. Diagrama de funciones para la variable de salida. 
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Matlab nos facilita la introducción de las 49 reglas gracias a la ventana ‘Rule editor’ 

 

Figura 48. Reglas de inferencia en Matlab. 

 

Como podemos observar en esta ventana aparecen 3 bloques que representan las 3 variables 

del controlador, en ellos definimos con un “If” y un “And” las variables de entrada al sistema 

y posteriormente con un “Then” la variable de salida correspondiente en tal caso. Después 

con el botón de “Add rule” añadiremos la regla que hemos creado, y habrá que repetir el 

proceso las veces que sean necesarias. 

 

6.2. Comprobación de resultados por simulación 

 

Una vez tenemos el bloque controlador de lógica difusa totalmente definido, podemos 

comenzar la simulación del sistema, para ello vamos a definir el tiempo de simulación en 

30ms y mostraremos la salida del sistema respecto al valor de referencia propuesto. 
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Figura 49. Valor de la salida deseada frente a la salida obtenida. 

 

Como podemos observar la punta a lo largo del recorrido describe numerosas oscilaciones, 

siguiendo las reglas propuestas en el controlador de lógica difusa, estas oscilaciones eran 

inexistentes en el controlador GPI. 
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A continuación aumentaremos el tiempo de simulación y aumentaremos en los instantes 

finales para ver la posición de la punta. 

 

 

Figura 50. Valor de la salida deseada frente a la salida obtenida de forma aumentada. 

 

Aunque podemos observar que existe alguna diferencia entre la salida deseada y la obtenida, 

esta cada vez es menor y acaba por no superar los 0.001 radianes de diferencia, teniendo en 

cuenta las oscilaciones producidas por el controlador de tipo fuzzy, es una salida bastante 

parecida. 
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Por último vamos a obtener la gráfica del error para ver el transcurso de dicha variable durante 

la simulación y comprobar si nuestras aproximaciones previas eras correctas. 

 

Figura 51. Valor del error a lo largo de la simulación. 

 

Aunque nosotros definimos que el error podría ser de hasta π radianes, al ser la salida 

deseada 1 radián, podemos comprobar como el error toma como valor máximo 

aproximadamente 0.3 radianes. 
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7. CONTROL CON REDES NEURONALES  

El concepto de redes neuronales (RNA) fue utilizado por primera vez en 1943 por Warren 

McCullough y Walter Pitts, y fue Frank Rosenblatt, quien en 1957 diseñó la primera red 

neuronal entrenable denominada “Perceptron”. El perceptron es un algoritmo sencillo de 

clasificación binaria con una sola capa y una salida de 0 o 1.  

En la década de los años noventa del siglo pasado comenzaron a surgir las redes neuronales 

de más de una capa tratando de resolver problemas más complejos, como la percepción 

multicapa, tratando de imitar el modo en que el cerebro humano procesa la información, dado 

que en definitiva, las redes neuronales artificiales (RNA) son la denominación general referida 

a los sistemas informáticos diseñados para imitar el modo en que el cerebro humano procesa 

la información (Katz et al., 2017).  

Los componentes de una RNA están formados por un conjunto de nodos de computación 

interconectados, más concretamente se trata de neuronas artificiales, organizadas en capas. 

De acuerdo con el flujo de las señales, la RNA puede presentar arquitecturas de avance o de 

retroalimentación, como se muestra en la siguiente figura: 

 

Figura 52. Arquitecura simplificada de una RNA 

Fuente: Zhang y Li (2020) 

La figura muestra una red neuronal simple, en la que cada neurona artificial tiene entradas 

ponderadas, una función de activación y una salida. Los pesos de las interconexiones se 

ajustan en función de las reglas de aprendizaje. Existen tres modelos importantes de reglas 

de aprendizaje que son, el aprendizaje no supervisado, el aprendizaje supervisado y el 

aprendizaje por refuerzo (LeChun, Bengio y Hinton, 2015). La elección de las reglas de 
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aprendizaje corresponde a la tarea de aprendizaje concreta y las funciones de activación 

comunes son la sigmoidea, la tangente hiperbólica, la función de bases radiales (RBF) y la 

función de transferencia lineal a trozos, como la unidad lineal rectificada (ReLU) (Kruse et al., 

2013).  

Teniendo en cuenta lo expuesto, una RNA se puede definir a través de tres factores, esto es, 

la estructura de interconexión entre las capas, el tipo de función de activación y el 

procedimiento de actualización de los pesos (Zhang y Li, 2020). 

Por otra parte, el perceptron multicapa (MLP) se considera como una clase de RNA de 

avance. Consta de una capa de entrada, una o varias capas ocultas y una capa de salida, en 

el que cada neurona de una capa está totalmente conectada con cada nodo de la capa 

siguiente, a través de la técnica de retro propagación (LeChun, Bottou y Bengio, 1998). 

En otro orden, la red neuronal convolucional (CNN), se define como un tipo especial de red 

multicapa, formada por una o más capas convolucionales. Cada capa convolucional incluye 

varios mapas de características con diferentes vectores de pesos, en la que una 

implementación secuencial de un mapa de características, escanea la imagen de entrada con 

una sola unidad y un campo receptivo, y almacena los estados de esa unidad en los lugares 

correspondientes del mapa de características. Esta operación es el equivalente a una 

convolución, seguida de un sesgo aditivo y una función de aplastamiento, que le otorga el 

nombre de convolucional (LeChun, Bottou y Bengio, 1998).  

Las CNN son superiores para procesar datos bidimensionales (en concreto, imágenes de 

cámaras), gracias a las operaciones de convolución. En la actualidad, las CNN se utilizan 

para desarrollar vehículos completamente autónomos, y representan o son, una parte de una 

RNA con múltiples capas ocultas entre las capas de entrada y salida (Zhang y Li, 2020). 

Las DNN (por ejemplo, una MLP con más de tres capas o una CNN) se diferencian de las NN 

superficiales (por ejemplo, una MLP de tres capas) en el número de capas, las funciones de 

activación que pueden emplearse y la disposición de la capa oculta.  

En comparación con las NN superficiales, las DNN pueden ser entrenadas con mayor 

profundidad para encontrar patrones con alto rendimiento incluso para relaciones no lineales 

complejas. Una NN puede ser entrenada offline u online. Una NN entrenada fuera de línea 

significa que sólo aprende durante el desarrollo. Después del entrenamiento, los pesos de la 

NN serán fijos y la NN actuará de forma determinista. Por lo tanto, los métodos de verificación 

estática podrían ser posibles. En cambio, el entrenamiento en línea permitirá que la NN siga 



Jaime Capa          Control de un manipulador flexible 

 

 

 
80 

aprendiendo y evolucionar durante el funcionamiento, lo que requiere métodos de verificación 

en tiempo de ejecución. En algunas aplicaciones, como el Sistema de Control de Vuelo 

Inteligente desarrollado por la NASA (Taylor, Darrah y Moats, 2003) se emplean tanto 

estrategias de entrenamiento offline como online para cumplir con los 150 requisitos del 

sistema. 

Las NN son fundamentalmente diferentes a los programas algorítmicos, una metodología de 

desarrollo formal para un sistema NN. El proceso de desarrollo de un sistema NN puede 

incluir seis fases (Rodvold, 1999): 

- 1. Formulación de requisitos y objetivos. 

- 2. Selección de los conjuntos de datos de entrenamiento y de prueba. 

- 3. Selección de la arquitectura de la NN. 

- 4. Entrenamiento de la red. 

- 5. Prueba de la red 

- 6. Aceptación y uso por parte del cliente. 

Al igual que (Rodvold, 1999), Falcini et al.(2017) introdujeron un ciclo de vida de desarrollo 

similar para las DNNs en el software de automoción, (Falcini et al., 2017) propusieron un 

modelo que integraba el desarrollo de datos integrado con el desarrollo de software estándar 

para resaltar la importancia de los datos en el desarrollo de las DNN. Falcini et al. (2017) 

también resumieron que el comportamiento funcional depende tanto de su arquitectura como 

de su resultado de aprendizaje a través del entrenamiento. 
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7.1. Diseño y simulación de un controlador de NN 

 

Siguiendo las fases de desarrollo de un sistema NN propuestas por Rodvold (1999), 

necesitamos un bloque de NN que al igual que en el controlador Fuzzy, reciba un ángulo  

 y nos responda con una entrada de voltaje para el motor u(t). 

Para ello necesitamos entrenar dicho bloque, tenemos distintas opciones, tales como usar 

datos aleatorios, usar los datos obtenido en el controlador Fuzzy o usar los datos conseguidos 

con el controlador GPI. Ya que queremos que nuestro controlador sea los más preciso 

posible, lo entrenaremos con los datos hallados en la simulación realizada en el capitulo 5 de 

GPI. 

 

Figura 53. Datos obtenidos del controlador GPI. 

  

Gracias a los bloques señalados, podemos convertir ambas señales en parámetros, para 

posteriormente mediante Matlab convertirlos en parámetros de una columna independientes 

del tiempo, de la siguiente manera: 

Ent=out.entrada.Data; 

Sal=out.salida.Data; 

  

Una vez tenemos todos los datos que usaremos para el entrenamiento de la red neuronal 

abrimos la toolbox de redes neuronales que está disponible en Matlab con el comando 

“nftool”. 

  

Lo primero que debemos realizar en este proceso es importar las variables que vamos a usar, 

estas deben ser del mismo tamaño. 
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Figura 54. Introducción de las variables en nuestra red neuronal. 

  

Con los variables ya importadas, podemos elegir que porcentaje de estos valores se utilizan 

para el entrenamiento, que porcentaje para la validación y que porcentaje para el testeo del 

controlador. 

También podemos elegir que tamaño deseamos en la capa intermedia. 

En este caso hemos utilizado los siguientes datos y usaremos el algoritmo de Levenberg-

Marquardt para entrenar la red. 

  

 

Figura 55. Opciones de entrenamiento para nuestra red neuronal. 
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Una vez entrenamos la red, tenemos varias opciones para comprobar la eficiencia de este 

entrenamiento, entre ellas está la gráfica de regresión. 

  

 

Figura 56. Gráficas de regresión de nuestra red neuronal. 

  

Como podemos observar todos los valores están muy cercanos a R=1 que sería el objetivo 

del controlador. 

A continuación, procedemos a exportar esta red neuronal a un bloque en Simulink, gracias a 

la pestaña “Export” que se encuentra en la toolbox de redes neuronales. 

 

Figura 57. Diagrama de bloques con nuestro controlador de redes neuronales. 
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Asignamos  como entrada al bloque, y la salida será u(t). 

Con el sistema completo podemos realizar las simulaciones pertinentes. 

  

 

Figura 58. Valor de la salida deseada frente a la salida obtenida. 

  

Podemos observar que al estar la red entrenada con los datos del controlador GPI, que son 

prácticamente idénticos a los deseados, conseguimos una salida con ciertas oscilaciones, al 

igual que con el controlador fuzzy, pero con menos error, y más rápida que este. 

Cabe mencionar que el entrenamiento de la red neuronal es numérico pero no exacto, por lo 

que cada vez que volvamos a entrenar nuestra red podemos obtener distintos valores que 

podrían alterar ligeramente la gráfica final. 
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7.2. Diseño y simulación de dos controladores NN 

 

Después de comprobar que todos los valores usados en el entrenamiento son válidos para 

un controlador que proporciona una salida parecida a la deseada, podemos dividir el bloque 

de redes neuronales en dos distintos que realizarían el mismo trabajo que los controladores 

C1 y C2 en el control de GPI. Para ello volvemos a nuestro circuito de GPI y conseguimos un 

tercer valor, intermedio, entre el primer y segundo controlador 

 

Figura 59. Nuevos datos obtenidos del controlador GPI. 

 

Al igual que antes debemos convertir las las señales obtenidas en parámetros de una sola 

columna (independientes del tiempo), para ello usamos los siguientes comandos: 

Ent1=out.entrada1.Data; 

Ent2=out.entrada2.Data; 

Sal=out.salida.Data; 

A partir de aquí, todo el proceso es idéntico al realizado anteriormente pero ejecutado 2 veces, 

ya que el primer controlador tendrá como entradas “Ent1” y como salida “Ent2” y el segundo 

controlador tendrá como entrada “Ent2” y como salida “Sal. 

 

Figura 60. Diagrama de bloques con dos controladores de redes neuronales. 
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Al igual que en el experimento anterior la entrada será  y la salida final será u(t), pero en 

este caso los controladores estarán unido entre ellos como ocurría en el GPI. 

 

 

 

Figura 61. Valor de la salida deseada frente a la salida obtenida. 

 

Como podemos comprobar la oscilación general es mayor, sobre todo al comienzo del 

movimiento, esto se debe a que como hemos dicho con anterioridad, el entrenamiento de 

redes neuronales no es exacto, y dos controladores generan mas error que uno solo. También 

existen ventajas, como que no hay que cambiar el circuito completo si se quiere editar algo 

de la etapa de control, valdría con editar simplemente el controlador en cuestión. 
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