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Wstep

Niniejsza ksigzka jest podrecznikiem do przedmiotu Algebra
ogoélna I wyktadanego w Instytucie Matematyki Uniwersytetu w Bia-
tymstoku w oparciu o nastepujacy program:

grupy : definicje i przyktady grup,
ge’a,
twierdzenie Cayley’a,
ilorazowe,

pierscienie :
ilorazowe,
nicze twierdzenie algebry,
Gaussa,

ciala :
calkowitosci,
stopien rozszerzenia cial, rozszerzenia

Wieloletnie doswiadczenia autora zwigzane z wyktadaniem algebry
ogblnej pokazalty,
tom.
w trakcie pietnastu wykladow w sposob przystepny dla stuchaczy bez
dysponowania dobrymi materialami dydaktycznymi. Okazalo sie tez,
ze odsylanie studentéw do literatury nie jest (z wielu powoddéw) sku-
tecznym rozwigzaniem problemu. Wtasnie dlatego powstatl ten skrypt.
W oparciu o material tu umieszczony mozna sprawnie prowadzi¢ wy-
ktady ubogacajac je dodatkowymi przyktadami,
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nymi,
mami, itp.

Wskazane jest aby Czytelnik byt obeznany z podstawowym kursem
elementarnej teorii liczb oraz z podstawowym kursem algebry liniowe;j.

W podreczniku liczbami naturalnymi bedziemy nazywali dodatnie
liczby catkowite,
oznaczali przez N. Zatem N = {1,2,
symbolem [J.

Autor dziekuje mgr Marcinowi Lubie za pomoc w sktadzie kompu-
terowym tego podrecznika.

Autor

Zdigitalizowano i udostgpniono w ramach projektu pn
Rozbudowa otw asobéw naukowych Repozytorium Uniwersytetu w Bialymstoku,
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Rozdziat 1

Pojecie grupy

1.1 OkreSlenie grupy

Definicja 1. Dziataniem w niepustym zbiorze A nazywamy kazde
odwzorowanie zbioru A x A w zbior A. Jezeli o jest dzialaniem w zbio-
rze Aia,b € A, too((a,b)) oznaczamy przez aob i nazywamy wynikiem
dziatania o na parze (a,b).

Dziatania bedziemy oznaczali symbolami: o, -, +, @, itd.

Definicja 2. Systemem algebraicznym nazywamy uklad postaci

(A,01,...,0n,€1,...,€), wktorym A jest niepustym zbiorem, oy, ..., 0,
sa dzialaniami w A oraz ej,...,ex € A sa wyrdéznionymi elementami
zbioru A.

Dzialaniu w zbiorze skonczonym A mozna przyporzadkowac ta-
belke wpisujac w lewym gérnym rogu oznaczenie dziatania i wypisujac
dwukrotnie elementy zbioru A: raz w pierwszym rzedzie poziomym
i raz w pierwszym rzedzie pionowym, a nastepnie wpisujac na przecie-
ciu rzedu poziomego odpowiadajacego elementowi a i rzedu pionowego
odpowiadajacego elementowi b wynik omawianego dzialania na parze
(a,b). Odwrotnie, kazda tabelka, ktéra w pierwszym rzedzie pozio-
mym i pierwszym rzedzie pionowym zawiera wszystkie elementy da-
nego skonczonego zbioru A napisane tylko jeden raz, a na pozostatych
miejscach ma wpisane w dowolny sposéb pewne elementy zbioru A,

10
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okresla w A dzialanie. Wynikiem tego dzialania na parze (a,b) jest
element stojacy w rzedzie poziomym odpowiadajacym a i rzedzie pio-
nowym odpowiadajacym b. Wynika stad w szczegdlnosci, ze w zbiorze
n-elementowym mozna okresli¢ doktadnie n™* réznych dzialan.

Niech o bedzie dzialaniem w zbiorze A. Powiemy, ze
(1) dziatanie o jest tqgczne, jezeli Vo pca (a0b)oc=ao (boc),
(2) dzialanie o jest przemienne, jezeli Vopea a0b =boa,
3) e € A jest elementem neutralnym dziatania o, jezeli Vocyq €0 a =

Mozna wykazacé, ze jeSli dzialanie o w zbiorze A jest laczne, to
wynik tego dzialania na ukladzie elementéw ay, ..., a, € A nie zalezy
od sposobu rozmieszczenia nawiaséw. Na przyktad

(a1 0(azoag))oay = (a;0az)o(azoay) =a;o(azo(azoay)) =
= a; o ((ag 0 as) o ay) = ((a; 0 az) o as) o ay.

Pozwala to na pomijanie nawiaséw i uzywanie zapisu a; 0 a3 0 ...0a,
dla dowolnej liczby naturalnej n.

Uwaga 1. Latwo zauwazy¢, ze dzialanie w zbiorze skoniczonym jest
przemienne wtedy i tylko wtedy, gdy jego tabelka jest symetryczna
wzgledem gléwnej przekatnej. W szczegdélnosci w zbiorze m-elemen-

L RISV C .
towym istnieje doktadnie n~ 2z réznych dzialan przemiennych.

Uwaga 2. Kazde dziatlanie w zbiorze A moze posiada¢ co najwyzej
jeden element neutralny. RzeczywiScie, niech e i f beda elementami
neutralnymi dziatania o w zbiorze A. Wtedy w szczegdlnosci eoca = a
oraz bo f = b dla dowolnych a,b € A. Podstawiajac a = fib =€
uzyskamy stad, ze eo f = fieo f =e, skad e = f.

Definicja 3. Grupg nazywamy system algebraiczny (G, o, €) spel-
niajacy nastepujace warunki (aksjomaty):

(G1.) Vapeec (aob)oc=ao (boc),

(G2.) Vyegeoa=aoe =a,

(G3.) VeegIregaoz =20a =e.

Definicja 4. Grupe (G,o,e) nazywamy abelowg, jezeli dziatanie o
jest przemienne.
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Nazwa grupa abelowa pochodzi od nazwiska norweskiego matema-
tyka Nielsa Henrika Abela (1802-1829), ktdry jako pierwszy prowadzil
systematyczne badania wykorzystujace wlasnosci grup przemiennych.

Uwaga 3. W dowolnej grupie (G, o, e) zachodza nastepujace prawa
skracania rownosct:
(I) Vapeec laob = aoc = b = ¢] oraz (II) Yopeeq [boa = coa = b = ¢|.
Rzeczywiscie, na mocy (G3) istnieje z € G taki, ze zoa = aox = e,
wiec jezeli aob = aoc, tozo(aob) = zo(aoc), skad z (G1)
(roa)ob= (xoa)oc czylieob = eoc. Zatem z (G2) b = ¢, co
dowodzi (1). Dowdd (II) jest analogiczny. ‘

Uwaga 4. Element z w aksjomacie (G3) jest wyznaczony jedno-
znacznie przez element a, gdyz jezeli dodatkowo y € G spelnia warunek
aoy=yoa=ce,toaox = aoy, wiec zuwagi 3, x = y. Ten dokladnie
jeden element x nazywamy elementem odwrotnym (przeciwnym) do a
i oznaczamy przez a”! (przez —a, gdy o = +). Z uwagi 3 wynika od
razu, ze x jest elementem odwrotnym do a wtedy i tylko wtedy, gdy
aox = e. Poniewaz a~! oa = e, wiec a jest elementem odwrotnym do
a~!, skad mamy wzér

(a™1)~! = a dla kazdego a € G.
Ponadto dla dowolnych a,b € G zachodzi wzor:
(aob)™P=bloa™l

RzeczywiScie, wystarczy zauwazyé, ze (aob)o (b~loa™!) =e. Z lacz-
noéci dziatania o mamy (aob) o (bt oa™!) = ((aob)ob ') oau! =
=(ao(bob!)oal=(ace)oa ! =aoal=e.

Przez prosta indukcje uzyskujemy stad, ze dla dowolnej liczby natu-
ralnej n i dla dowolnych elementéw a,...,a, grupy G zachodzi wzor:

1

(aoaso...oa,) ' =alo...0a;toart.

Uwaga 5. Niech (G,o,¢€) bedzie grupa i niech a € G. Oznaczmy
przez |, odwzorowanie zbioru G w siebie dane wzorem [,(z) = a o z
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dla x € G oraz oznaczmy przez r, odwzorowanie zbioru G w siebie
dane wzorem r,(z) = z oa dla z € G. Pokazemy, ze wéwczas [, i r,
sa bijekcjami G na G. Z uwagi 3 wynika od razu, ze przeksztalcenia [,
i 7, s3 réznowartoéciowe. Ponadto dla kazdego b € G jest l,(a"! ob) =
=aoalob=eob=>borazr,(boa"!)=boaloa=boe=0, wiec
przeksztalcenia [, i r, s3 ,na”.

Rzedem grupy (G,o,e) nazywamy moc zbioru G. Rzad grupy
(G,0,e) bedziemy oznaczali przez |G|. Jesli |G| jest liczba naturalna,
to méwimy, ze grupa (G,o,e) jest skoriczona. Z uwagi 5 wynika, ze
jezeli (G, o, €) jest grupa skonczona, to w kazdym wierszu i w kazdej
kolumnie tabelki dzialania o wystepuja wszystkie elementy zbioru G.

1.2 Calkowita potega elementu grupy

I. Niech (G, -, e) bedzie grupa. Wéwczas dla a € G, a™! jest ele-
mentem odwrotnym do a. Calkowita potege elementu a okreslamy
nastepujaco:
1.a° =e,

2. al = a,
3.a"'=a"-adlan=1,2,...
4. a"=(@Hrdlan=1,2,...
Zatem dlan=1,2,...

Mozna udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych m, n i dla
kazdego a € G zachodza wzory:

(1) a™ - a™ = a™™ oraz (2) (a™)™ = a™™.

Ponadto jezeli a,b € G sa takie, ze a - b = b - a, to dla dowolnego
catkowitego n zachodzi wzor:

(@-b)" =a™-b™
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Zapis uzyty w I nazywamy multiplikatywnym (od laciniskiego mutipli-
care — mnozy¢). W tym zapisie czesto element neutralny e oznacza sie
przez 1, chociaz nie musi to by¢ liczba naturalna 1.

II. Niech (G, +,0) bedzie grupa. Wéwczas dla a € G, —a jest ele-
mentem przeciwnym do a. Catkowita wielokrotno$¢ elementu a okre-
slamy nastepujaco:

1’0-a=0,
2.1 -a=a,
3.

4. (—n)-a=n-(—a)dlan=1,2,...

Taki zapis nazywamy addytywnym (od tacinskiego addere — doda-
wac) iz reguly jest on stosowany jedynie w przypadku grup abelowych.
W tym zapisie element neutralny grupy jest oznaczany przez 0, chociaz
nie musi to by¢ liczba catkowita 0.

Z 1 wynika, ze dla dowolnych liczb catkowitych m, n i dla kazdego
a € G zachodza wzory:

(1)) n-a+m-a=(n+m)-aoraz (2)’n-(m-a) = (nm)-a.

Jezeli napiszemy niech G bedzie grupg, to bedziemy mieli na mysli
grupe multiplikatywna z dzialaniem oznaczonym kropka, ktéra — tak
jak w przypadku wyrazen algebraicznych — czesto bedziemy pomijac.

1.3 Przyklady grup

Przyklad 1. Niech G = {a} bedzie dowolnym zbiorem jedno-
elementowym. W zbiorze tym mozna okresli¢ tylko jedno dzialanie:
a-a=a. Woéwczas (G, -, a) jest grupa. Nazywamy ja grupq trywialng.

Przyklad 2. Addytywne grupy liczbowe. Tak bedziemy na-
zywac grupy, ktorych elementami sa pewne liczby zespolone, a dziala-
niami — zwykle dodawanie liczb. Najbardziej typowymi przyktadami
takich grup sa: addytywna grupa liczb catkowitych (Z,+,0) ozna-
czana przez Z*, wymiernych (Q,+,0) oznaczana przez Q% rzeczywi-
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stych (R, +,0) oznaczana przez R* i zespolonych (C, +,0) oznaczana
przez C*.

Przyktad 3. Multiplikatywne grupy liczbowe. Elementami
takich grup sa pewne niezerowe liczby zespolone, natomiast dzialaniem
— zwykle mnozenie liczb. Wsréd nich najbardziej typowymi sa:

({_1> 1}7 ) 1)7 (Q*v Y 1)) (R*a K 1)’ (C*a y 1); ((Cna K 1)) (COO7 s 1)7
gdzie K* = K \ {0} dla K = Q,R,C, natomiast C, jest zbiorem
wszystkich zespolonych pierwiastkéw stopnia n z 1, tzn.

Cn:{cosg’;—"+isin—2—f}: k=0,1,...,n—1}

o0
i wreszcie Co, = U C,. Z algebry liniowej wiemy, ze |C,| = n. Waz-
n=1
nym przykltadem z punktu widzenia klasyfikacji grup abelowych sa
[e o]

grupy Cpeo = U C,n, dla liczb pierwszych p.
n=1
Przyklad 4. Jezeli V jest przestrzenia liniowa nad cialem K,
to IV z dodawaniem wektoréw + i wyréznionym elementem 6 (wek-
tor zerowy) tworzy grupe abelowa (V,+,6). Stad mamy np. grupy
(K™, +,0) dlan=1,2,...

Przyktad 5. Jezeli K jest ciatem, to (K \ {0},-, 1) tworzy grupe
abelowa. Nazywamy ja grupa multyplikatywna ciala K i oznaczamy
przez K*.

Przyklad 6. Addytywna grupa reszt modulo m. Niech m be-
dzie dowolna liczba naturalng i niech Z,, = {0,1,...,m—1}. W zbiorze
Ly, okreslamy dodawanie modulo m, @, przyjmujac, ze dla dowolnych
a,b € L,

a ®,, b = reszta z dzielenia a + b przez m.

W oparciu o wlasnosci kongruencji tatwo wykazaé, ze (Zn,,+,0) jest
grupa abelowa i |Z,,| = m. Grupe te bedziemy oznaczali przez Z;.

Przyklad 7. Multiplikatywna grupa reszt modulo m. Przy
oznaczeniach przyktadu 6 niech
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2t ={k € Z,: NWD(k,m)=1}.

W zbiorze Z;, okreslamy mnozenie modulo m, ©,, przyjmujac, ze dla
dowolnych a,b € Z7 :

a O b = reszta z dzielenia a - b przez m.

W oparciu o elementarng teorie liczb mozna latwo wykazaé, ze dla
m > 1, (Z},,Om, 1} tworzy grupe abelowa. Grupe te bedziemy ozna-
czali przez Z;,. Z elementarnej teorii liczb wiadomo, ze |Z},| = ¢(m),
gdzie ¢ jest funkcja Eulera.

Przyklad 8. Niech K bedzie cialem i niech n € N oraz niech
GL,(K) oznacza zbiér wszystkich odwracalnych macierzy kwadrato-
wych stopnia n nad K. Woéwczas z algebry liniowej wiadomo, ze ma-
cierz kwadratowa A stopnia n nad K nalezy do GL,(K) wtedy i tylko
wtedy, gdy det(A) # 0. Stad latwo wyprowadzi¢ (przy pomocy twier-
dzenia Cauchy’ego), ze G L, (K ) ze zwyklym mnozeniem macierzy i ma-
cierzg jednostkowa I, tworzy grupe. Oznaczamy ja przez GL,(K). Dla
n > 2 ta grupa nie jest abelowa. RzeczywiScie, niech A oznacza ma-
cierz, ktéra ma jedynke na gléwnej przekatnej oraz na drugim miejscu
w pierwszym wierszu, a na pozostalych miejscach same zera i niech B
oznacza macierz, ktéra ma same jedynki na gléwnej przekatnej oraz na
drugim miejscu w pierwszej kolumnie. Wtedy det(A) = det(B) = 1,
wiec A,B € GL,(K). Ale A-B # B - A, gdyz macierze A-BiB- A
maja inne elementy stojace w lewym gérnym rogu.

Przyklad 9. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem.
Oznaczmy przez S(X) zbiér wszystkich bijekcji f : X — X. Niech o
oznacza sktadanie przeksztatcen w S(X), tzn. dla f,g € S(X) iz € X:
(fog)(z) = f(g(x)). Niech ponadto idx oznacza przeksztalcenie toz-
samosciowe zbioru X na siebie. Ze wstepu do matematyki wynika, ze
woéwczas (S(X), o,idx) tworzy grupe. Nazywamy ja grupg symetryczng
zbioru X i oznaczamy przez S(X). Mozna wykazaé, ze jesli zbiér X
ma co najmniej 3 elementy, to grupa S(X) nie jest abelowa. Jezeli
X ={1,2,...,n}, to zamiast S({1,2,...,n}) piszemy S, i S, nazy-
wamy grupg permutacyi zbioru n-elementowego. Oczywiscie |S,| = n!.
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Przyktad 10. Izometrig plaszczyzny II nazywamy kazde odwzo-
rowanie II na Il zachowujace odlegtos¢ punktéw. Jezeli F' C II, to
izometrig wlasng figury F' nazywamy taka izometrie f plaszczyzny II,
ze f(F) = F. Niech o oznacza skladanie przeksztalceni i niech I be-
dzie przeksztalceniem tozsamosciowym II na siebie. Wéwcezas dla kaz-
dej figury F' C II zbiér I(F') wszystkich izometrii wlasnych figury F
tworzy grupe ze wzgledu na skladanie przeksztalcen z wyréznionym
elementem idy;. Dla n = 3,4,... przez D, bedziemy oznaczali grupe
izometrii wlasnych n-kata foremnego. Latwo zauwazyé, ze |D,| = 2n
oraz grupa D, nie jest abelowa. Ponadto grupa I(II) jest nieskoriczona
1 nie jest abelowa.




Rozdziat 2
Podgrupa grupy

Definicja 1. Podgrupg grupy (G, -, e) nazywamy taki podzbidr
HCG,z2eec H,h ! € H dla kazdego h € H oraz h; - hy € H dla
dowolnych hy, hy, € H.

Przyklad 1. Centrum grupy. Zbiér
Z(G)={a€G: a-g=g-a dlakazdego g € G}

nazywamy centrum grupy G. Pokazemy, ze Z(G) jest podgrupg
grupy G. Poniewaz dla kazdego g € G jest g-e = e- g = g, wiec
e € Z(G). Niech h € Z(G). Wtedy dla kazdego g € G jest h-g = g-h,
skad ¢ = h'gh oraz h™! - g = g-h7', a wiec h™! € Z(G). Wezmy
dowolne hy,hy € Z(G). Wtedy dla dowolnego g € G, (hihy)g =
= hl(hgg) = hl(ghg) = (hlg)hg = (ghl)hQ = g(hlhg), Sk@d hth € Z(G)
Zatem Z(G) jest podgrupa grupy G. Zauwazmy jeszcze, ze grupa G
jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy G = Z(G).

Z definicji 1 mamy od razu, ze kazda podgrupa H grupy (G, -, €)
tworzy grupe ze wzgledu na ograniczenie do H dzialania -. Na odwrot,
niech (G, -, e) bedzie grupa i niech H bedzie takim podzbiorem G, ze
H tworzy grupe ze wzgledu na ograniczenie do H dziatania -. Wtedy
istnieje f € H bedace elementem neutralnym grupy H. Zatem f-f=f,
skad f = e, czyli e € H. Ponadto z zalozenia h,-hy € H dla dowolnych
hi,hy € H. Niech h € H. Wtedy istnieje x € H takie, ze h-z =
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wy SONB/SP/512497/2021



Podgrupa grupy 19

=a2-h=-¢e. Ale h,z € G, wiecx = h™!, skad h~! € H. Wobec tego H
jest podgrupa grupy G. W ten sposéb udowodniliémy nastepujace

Stwierdzenie 1. Niech (G,-,e) bedzie grupg. Podzbior H C G jest
podgrupg grupy G wtedy 1 tylko wtedy, gdy H tworzy grupe ze wzgledu
na ograniczenie do H dziatania -. UJ

Przyklad 2. Ze stwierdzenia 1 wynika od razu, ze G i {e} sa
podgrupami grupy (G, -,e). Pierwszg z nich nazywamy podgrupg nie-
wtasciwg, zas druga —— trywialng. Z definicji podgrupy wynika tez, ze
podgrupa trywialna jest jedyna podgrupa jednoelementowa
grupy G.

Stwierdzenie 2. Niepusty podzbior H C G jest podgrupg grupy
(G, -, e) wtedy i tylko wtedy, gdy hy-hy' € H dla dowolnych hy, hy € H.

Dowdéd. Niech H bedzie podgrupa grupy (G, -, e). Wezmy dowolne
hi,hy € H. Wtedy hy' € H,skad hy - hy' € H.

Na odwr6t, niech H bedzie niepustym podzbiorem zbioru G takim,
ze hy - hy' € H dla dowolnych hy,hy € H. Wtedy istnieje z € H,
skad e = z-z7! € H, czyli e € H. Wezmy dowolne h € H. Wtedy
h ' =e-h~! € H, wiec h~' € H. W koncu dla dowolnych h;,h, € H
mamy, ze hy - hy = hy - (h;l)‘1 € H, czyli hy - hy € H. Zatem H jest
podgrupa grupy G. O

Przyklad 3. Podgrupa cykliczna. Niech (G, -, e) bedzie grupa
i niech a € G. Udowodnimy, ze podzbiér

(@) = {a*: kez)

jest najmniejsza (w sensie inkluzji) podgrupa grupy G zawierajaca ele-
ment a. Poniewaz a = a', wigc a € (a). W szczegdlnodei (a) # 0.
Wezmy dowolne hi, hy € (a). Wtedy istnieja liczby caltkowite &y, ko
takie, ze hy = a*' 1 hy = a*2. Zatem hy-hy' = aF'-(a*)"! = a*1 .0 =
= ab17*2 € (a). Zatem ze stwierdzenia 2, (a) jest podgrupa grupy G
oraz dodatkowo a € (a). Niech H bedzie dowolna podgrupa grupy G
taka, ze a € H. Wtedy ze stwierdzenia 1 mamy, ze a* € H dla kazdego
k € Z, czyli (a) C H. Zatem (a) jest najmniejsza podgrupa grupy G
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zawierajaca element a. Nazywamy ja podgrupq cykliczng generowang
przez element a. Natomiast a nazywamy generatorem podgrupy (a).

Definicja 2. Powiemy, ze grupa G jest cykliczna, jezeli istnieje
element a € G (zwany generatorem tej grupy) taki, ze G = (a).

Stwierdzenie 3. Kazda grupa cykliczna jest abelowa.

Dowéd. Niech G bedzie grupa cykliczng o generatorze a. Wtedy
G = {a* : k € Z}. Wezmy dowolne 1,y € G. Wtedy istnieja k,l € Z
takie, ze £ = a* oraz y = a'!. Zatem z -y = a* - a! = aFt! = ol** =
=a!-a*f =y - 2, czyli grupa G jest abelowa. O

Twierdzenie 1. Niech H bedzie podgrupg grupy skornczonej G.

Wtedy |H| jest dzielnikiem |G)|.
Dowéd. Dla dowolnego g € G niech

gH={g-h: he H}.

Poniewaz g = g-eie € H, wiec g € gH, skad

G=|JgH. (2.1)

9€G

Z prawa skracania réwnosci w grupie wynika, ze odwzorowanie
h— g- hdla h € H jest bijekcja H na gH, czyli

|H| = |gH| dla kazdego g € G. (2.2)

Niech a,b € G beda takie, ze aH N bH # (. Wtedy istnieja
hi,hy € H takie, ze a-h; = b-hy. Zatem b = ah,h; " oraz dla dowolnego
he€ H b-h=a-(hihy'h) € aH, gdyz hihy'h € H. Stad bH C aH.
Ale zbiory aH i bH sa skoficzone, wiec z (2.2), bH = aH. Stad iz (2.1)

oraz ze skonczono$ci grupy G wynika, ze istniejg ay, as, ..., ax € G ta-
k

kie, ze zbiory a1 H,as2H, . .., ay,H s3 parami roztaczne oraz G = U a;H.
. i=1
Zatem |G| = |a;H| = k - |H|, czyli |H| dzieli |G|. O

=1
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Stwierdzenie 4. Niech H C G bedzie skoriczonym niepustym pod-
zbiorem grupy (G, -, e). Wowczas H jest podgrupg grupy G wtedy i tylko
wtedy, gdy hy - hy € H dla dowolnych hi,hy € H.

Dowdéd. Jesli H jest podgrupa grupy G, to hy - hy € H dla dowol-
DYCh hi,hs € H.

Na odwrét, zalézmy, ze h, - hy € H dla dowolnych h;,hy € H.
Poniewaz H # (), wiec istnieje x € H. Wtedy 2°> =z -2 € H i jesli
dla pewnego naturalnego n, 2" € H, to takie z"*! = z" . x € H.
Zatem {z,x? z3,...} C H izbidr H jest skoriczony, wiec istnieja liczby
naturalne m > n takie, ze 2™ = z". Stad 2™ " =eim —n € N, wiec
e € H. Ponadto z tego rozumowania wynika, ze dla kazdego h € H
istnieje n € N takie, ze h" = e oraz n > 1. Zatem h™! = A1 € H.
Stad ostatecznie mamy, ze H jest podgrupa grupy G. O

Whniosek 1. Jezeli rzqd grupy G jest liczbg pierwszq, to grupa G
jest cykliczna (a wiec jest abelowa).

Dowdd. Niech liczba pierwsza p bedzie rzedem grupy G. Poniewaz
p > 1, wiec istnieje a € G, a # e. Zatem podgrupa (a) ma co naj-
mniej dwa rézne elementy: e i a oraz z twierdzenia 1, |(a)| dzieli liczbe
pierwsza p. Zatem |{a)| = p, czyli |(a)| = |G|, skad G = (a) i grupa G
jest cykliczna. Zatem ze stwierdzenia 3 grupa G jest abelowa. [

Stwierdzenie 5. Czesé wspolna dowolnej niepustej rodziny pod-

grup grupy G jest podgrupq grupy G.
Dowdéd. Niech {H,}er bedzie dowolna niepusta rodzing podgrup

grupy (G,-,e). Wtedy e € H; dla kazdego t € T, wiec e € ﬂHt.

teT
Niech hqi, hy € m H;. Wtedy h,,hy € H; dla kazdego t € T. Zatem ze
teT
stwierdzenia 2, h; - h;' € H, dla kazdego t € T. Stad hy -hy' € ﬂ H,.
teT

Zatem ze stwierdzenia 2, ﬂ H, jest podgrupg grupy G. O
teT

Przyktad 4. Podgrupa generowana przez podzbiér grupy.
Niech X C G bedzie dowolnym podzbiorem grupy (G, -, e). Oznaczmy
przez X rodzine wszystkich podgrup grupy G zawierajacych zbiér X .
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Poniewaz G € X, wiec rodzina X’ jest niepusta. Zatem ze stwierdze-
nia 5, (X) = ﬂ H jest podgrupa grupy G zawierajaca zbiér X. Po-

Hex
nadto z okreélerfia (X)) wynika, ze jesli H jest podgrupa grupy G zawie-
rajaca zbiér X, to H € X oraz (X) C H. Zatem (X) jest najmniejsza
(w sensie inkluzji) podgrupa grupy G zawierajacg zbiér X. Nazywamy
ja podgrupg generowanq przez podzbior X i oznaczamy przez (X ). Na-
tomiast X nazywamy zbiorem generatoréw podgrupy (X). Oczywiscie
(0) = {e}, bo {e} jest najmniejsza podgrupa grupy G. Jesli zas zbior
X jest niepusty, to tatwo zauwaiyé ze (X) jest zbiorem wszystkich

elementow postaci a:kl 1:12” oooxh gdzie xy, .., € X, Ky, Ky €
€ {1,—1} oraz n € N. Jedli ZblOI‘XJGSt skonczony i X = {z1,...,z,},
to zamiast ({z1,...,2,}) bedziemy pisali (z1,...,x,).

Stwierdzenie 6. Jezeli a jest elementem grupy (G,-,e) i n jest
naymniejszq liczbg naturalng takq, ze a™ = e, to podgrupa {(a) ma do-
ktadnie n elementow oraz

(a) ={e,a,a?,...,a" 1}

Dowéd. Oczywiscie {e,a, .. .,a” 1} Q (a). Niech h € (a). Wtedy
istnieje liczba catkowita k taka, ze h = a*. Dzielac z reszta liczbe k
przez liczbe n uzyskamy, ze k = gn + r dla pewnych ¢,r € Z takich,
ze r € {0,1,...,n — 1}. Zatem h = a™"" = @™ -a" = (a™)?-a" =
=el-a" =a" € {e,a,...,a"'}. Stad (a) C {e,aq,...,a™ '} i ostatecz-
nie (a) = {e,qa,...,a" '}. Gdyby podgrupa (a) nie miala dokladnie n
elementéw, to istnialyby liczby catkowite k, s takie, ze 0 < k < s <n
oraz a® = aF. Ale wtedy a** = eis—k € Noraz s — k < n,
wiec otrzymalibySmy sprzeczno$¢ z minimalnoscig liczby n. Konczy to
dowdd naszego stwierdzenia. [

Stwierdzenie 7. Niech n € N 1 niech a bedzie elementem grupy
(G, -, e) takim, zZe podgrupa (a) ma doktadnie n elementéw. Woiwczas
a" = e oraz af # e dla dowolnej liczby naturalnej k < n.

Dowdd. Z dowodu stwierdzenia 4 wynika, ze istnieje najmniejsza
liczba naturalna s taka, ze a® = e. Wtedy ze stwierdzenia 6 pod-
grupa (a) ma dokladnie s elementéw, skad s = n i nasze stwierdzenie
jest udowodnione. (1
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Stwierdzenie 8. Jezeli a? = e dla kazdego elementu a grupy
(G,-,e), to grupa G jest abelowa.

Dowéd. Wezmy dowolne a,b € G. Wtedy (ab)? = e, a® = e
i b? = e. Zatem abab = aabb, skad z praw skracania réwnosci w grupie,
ba = ab. Zatem grupa G jest abelowa. (J

Stwierdzenie 9. Kazda skoriczona grupa nieabelowa ma rzqd wiek-
Szy Miz d.

Dowdéd. Niech G bedzie grupa rzedu co najwyzej 5. Wtedy |G| €
€ {1,2,3,4,5}. Jesli |G| = 1, to G = {e}, wiec G jest abelowa.
Jedli |G| € {2,3,5}, to z wniosku 1 grupa G tez jest abelowa. Niech
dalej |G| = 4. Jedli istnieje w G element a taki, ze (a) = G, to
grupa G jest abelowa (bo jest grupa cykliczng). Zalézmy zatem, ze
(a) # G dla kazdego a € G. Wezmy dowolne a € G, a # e. Wtedy
podgrupa (a) ma co najmniej 2 rézne elementy: e, a i jest rézna od G,
wiec z twierdzenia 1, |(a)] = 2. Zatem ze stwierdzenia 7, a? = e.
Poniewaz dodatkowo e? = e, wiec a®> = e dla kazdego a € G. Zatem
ze stwierdzenia 8 grupa G jest abelowa i nasze stwierdzenie zostalo
udowodnione. [J




Rozdziatl 3

Grupy cykliczne

3.1 Rzad elementu grupy

Definicja 1. Niech a bedzie elementem grupy (G, -, e). Jezeli ist-
nieje liczba naturalna k taka, ze a* = e, to najmniejsza taka liczbe
naturalng k nazywamy rzedem elementu a. W przeciwnym przypadku
(tzn. gdy a™ # e dla kazdego n € N) méwimy, ze rzad elementu a jest
réwny oo (nieskonczono$é). Rzad elementu a oznaczamy przez o(a).

Przyklad 1. Zauwazmy, ze o(—1) = 2 w grupie R*, gdyz w tym
przypadku e = 1 oraz —1 # 11 (—1)? = 1. Natomiast w grupie R*
mamy, ze o(—1) = oo, bo wéwczas e = 0 oraz dla kazdego n € N jest
n-(=1)=-n#0.

Uwaga 1. Przyklad 1 pokazuje, ze nalezy by¢ bardzo ostroznym
przy wyznaczaniu rzedu elementu grupy. Przede wszystkim musimy
rozumie¢ nature dzialania grupowego oraz wiedzie¢ jak wyglada ele-
ment neutralny tej grupy.

Uwaga 2. Ze stwierdzen 6 1 7 z poprzedniego rozdzialu wynika od
razu, ze dla dowolnego elementu a skoniczonego rzedu grupy G zachodzi
WZzOr:
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W szczegblnosci z twierdzenia 1 z rozdzialu 2 mamy, ze rzad do-
wolnego elementu grupy skonczonej G jest dzielnikiem rzedu

grupy G.

Stwierdzenie 1. Niech a bedzie elementem skonczonego rzedu
grupy (G, -,e). Wtedy dla dowolnego catkowitego k:

a* = e < o(a) | k.

Dowdéd. Jedli o(a) | k, to istnieje s € Z takie, ze k = s - o(a).
Zatem af = a*°® = (a°®)* = e° = e. Na odwrét, zatézmy, ze a* = e.
Wtedy istnieja ¢,r € Z takie, ze k = q-o0(a) + 710 <7 < o(a). Stad
e =ak = qroe)tr = qrol) . g" = ¢.q" =a", czyli a” = e. Ale 7 < o(a),
wiec r € N, czyli r = 0. Zatem k = q-o(a) i o(a) | k. O

Stwierdzenie 2. Jezelia i b sqg elementamsi skonczonych wzglednie
wierwszych rzedéw grupy G oraza-b=1"b-a, to o(ab) = o(a) - o(b).

Dowd6d. Oznaczmy: n = o(a), m = o(b). Wtedy m,n € N,
(m.n) = loraza™ = eib™ = e. Z rozdzialu 1 mamy, ze (ab)* = a*b*
dla kazdego k € Z. W szczegdlnosci (ab)™ = a™b™™ = e-e = e,
skad | = o(ab) < mn. Ale e = (ab)! = alt!, wiec e = (a'b)” =
= ampin = ebl™ = '™ czyli b" = e. Zatem ze stwierdzenia 1, m | In.
Ale (m,n) = 1, wiec z zasadniczego twierdzenia arytmetyki, m | .
Analogicznie pokazujemy, ze n | [. Poniewaz m | lin | [ oraz (m,n)=1,
wiec mn | [, czyli mn < . Ale wcze$niej pokazaliSmy, ze | < mn, wiec
ostatecznie [ = mn, czyli o(ab) = o(a) - o(b). O

Stwierdzenie 3. Jezeli a jest elementem nieskoriczonego rzedu
grupy (G, -, e), to dla dowolnych liczb catkowitych k i l:

ad=d = k=1

W szczegolno$ci grupa (a) jest nieskoriczona. Ponadto grupa (a) po-
siada doktadnie dwa generatory: a i a™>.

Dowéd. Zalézmy, ze istnieja rozne liczby catkowite k, [ takie,
ze a* = a'. Bez zmniejszania ogdlnoéci mozemy zakladaé, ze k > .
Wtedy k — 1 € Nia*~! = e, co przeczy temu, ze o(a) = co. Implikacja

odwrotna jest oczywista.

Rozbude
ramu ,,Spol
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Poniewaz a = (a™!)7! € (a71), wigc (a) C (a™*). Ale (a™') C (a),
wiec (a7!') = (a), czyli a”! jest generatorem grupy (a). Ponadto
z pierwszej czeSci dowodu a™! # a. Niech teraz b € (a) bedzie ge-
neratorem grupy (a). Wtedy istnieje liczba calkowita k taka, ze b = a*
oraz a € (a*). Zatem istnieje | € Z takie, ze a = (a¥)! = a*. Zatem
z pierwszej czesci dowodu kl = 1,skad k =1 lub k = —1 oraz b = a
lubb=a"t. O

Lemat 1. Niech a bedzie elementem skonczonego rzedu grupy G.
Wowczas dla dowolnej liczby catkowitej k:

<ak> — <a(o(a),k)>_

Dowéd. Oznaczmy d = (o(a), k). Wtedy d | k, wiec istnieje cal-
kowite [ takie, ze k = dl, skad a* = (a?)! € (a?). Zatem (a*) C (a?).
Ponadto z elementarnej teorii liczb wiemy, ze istnieja liczby catko-
wite z, y takie, ze d = o(a)z + ky. Stad a? = a°@=Fky = gol@)z . ghy —
=e-a¥ = (a*)¥ € (a*). Zatem (a?) C (a*) i ostatecznie (a%) = (a*). O

Twierdzenie 1. Niech a bedzie elementem skoriczonego rzedu
grupy (G, -,e). Wowczas:
(i) dla dowolnego naturalnego dzielnika d liczby o(a) zachodzi wzdr:

olat) = 49,

() dla dowolnej liczby catkowitej k zachodzi wzor:

(o)

O(Gk)‘(?%

Dowdd. (i) Zauwaimy, ze 9%’-)- € Ni (ad)o"(dalZ = o4 % = o) — ¢,
Zatem k = o(a%) < 42, Ale e = (a?)¥ = a*, wiec ze stwierdzenia 1
mamy, ze o(a) | dk. Zatem 0(“) | k, czyli 22 < ki ostatecznie k = O—(;i.

(ii) Z lematu 1 mamy, ze (ak) = (alo(@) k)). Ale d = (o(a), k) jest
naturalnym dzielnikiem o(a) wiec z (i) oraz z uwagi 2 uzyskujemy, ze
A8 o{qlo@h) = |(aC@H)| = [(a¥)] = ofa¥). O
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Twierdzenie 2. Zafézimy, ze (a) jest skoriczong grupa cykliczng
rzedu n. Niech d bedzie dzielnikiem naturalnym liczby n. Wtedy w gru-
pie (a) istnieje doktadnie o(d) elementdw rzedu d i sq one postaci ad’*,
gdzie k € {1,...,d} oraz (k,d) = 1.

Dowdéd. Niech k € {1,...,d} bedzie takie, ze (k,d) = 1. Wtedy

n)=(%-k5%-d)=2%-(k,d) =2%-1=75. Zatem z twierdzenia 1,
) = % =d.

Niech teraz b € (a) bedzie elementem rzedu d. Wtedy istnieje liczba
naturalna m < n taka, ze b = a™ oraz z twierdzenia 1, d = o(a™) =

W’ skadd (m,n) = Z. Ale (m,n) | m, wigc istnieje £ € N takie,
ze m = 2.k Ponadto 2 = (m,n) = (5-k,5-d) =5 (k,d), wicc
(k,d) = 1. Ale m < n, wiec Z+k<n,skad k <d.

Jesli k,l € {1,...,d}, (k,d) = (I,d) = 1 oraz ad* = ' to
a®®7) = e, wiec ze stwierdzenia 1, n | 2 - (k — 1), skad d | k — . Ale
k.le{l,...,d}, wieck=1 0

3k
olaa

Whniosek 1. Skoriczona grupa cykliczna (a) rzedu n posiada do-
ktadnie p(n) generatordw i sq one postaci: a¥, gdzie k € {1,...,n}
oraz (k,n) = 1.

Dowdd. Element b € (a) jest generatorem grupy (a) wtedy i tylko
wtedy, gdy o(b) = n. Zatem z twierdzenia 2 grupa (a) posiada doktad-
nie p(n) generatoréw i s one postaci: a»* = a*, gdzie k € {1,...,n}
oraz (k,n)=1. O

Twierdzenie 3. Kazda podgrupa grupy cyklicznej jest grupg cy-
kliczng.

Dowéd. Niech (G, -, e) bedzie grupa cykliczng o generatorze a
i niech H bedzie dowolna podgrupa grupy G. Jesli H={e}, to H=(e),
czyli grupa H jest cykliczna. Zalézmy wiec dalej, ze H # {e}. Wtedy
istnieje k € Z takie, ze e # a* € H. Stad k #0ia™* = (a¥)"' € H.
Zatem k € N lub —k € N i z zasady minimum istnieje najmniejsza
liczba naturalna m taka, ze a™ € H. Wtedy (a™) C H. Wezmy
dowolne h € H. Istnieje s € Z takie, ze h = a°. Ale s = ¢gm + r dla
pewnych ¢,7 € Z, 0 < 7 < m, wiec a® = a?t" = a9 -a" = (a™)? - d",
skad " = a® - (a™)™? € H, czyli a € H. Ponadto 0 < r < m, wiec
z minimalnosci m, 7 € N, czyli r = 0. Zatem h = (a™)? € (a™), czyli
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H C (a™) i ostatecznie H = (a™). O

Twierdzenie 4. Grupa cykliczna nieskoriczona (a) posiada nie-
skoniczenie wiele podgrup i sq one postaci: {(a™), gdzien =0,1,...

Dowdd. 7 twierdzenia 3 wynika, ze kazda podgrupa H grupy (a)
jest postaci H = (a*) dla pewnego k € Z. Ale af = (%) € (a™*
wiec (a¥) C (a*) oraz (a™*) C (a*), bo a™* € (a*), wigc (a*) = (a=*
czyli H = (a™) dla pewnego n =0,1,...

Niech m,n € {0,1,...} beda takie, ze (a™) = (a"). Wtedy a™ €
€ (a"), wiec istnieje k € Z takie, z¢ a™ = (a™)* = a™. Zatem ze
stwierdzenia 3, m = nk, czyli n | m. Analogicznie pokazujemy, ze
m |n. Stad m |nin|moraz n,m € {0,1,...}, wiecm=n. O

2
2

Przyklad 2. Poniewaz Z* = (1) i o(1) = oo, wiec z twierdzenia 4
wynika, ze wszystkimi podgrupami grupy Z* sa: (n) ={n-k: k € Z}
dla n = 0,1,... Zauwazmy, ze podgrupa (n) jest nam dobrze znana
juz od szkoly podstawowej, gdyz jej elementami sa wszystkie catkowite
wielokrotnosci liczby n. Ponadto ze stwierdzenia 3 wynika, ze grupa Z™
posiada dokladnie dwa generatory: 11 —1.

Twierdzenie 5. Wszystkimi podgrupams skoriczonej grupy cyklicz-
nej (a) sa podgrupy postaci (a%), gdzie d przebiega wszystkie dziel-
niki naturalne liczby o(a). W szczegdlnos$ci liczba wszystkich pod-
grup grupy (a) jest rowna liczbie wszystkich dzielnikow naturalnych
liczby o(a).

Dowdd. Jesli (a®) = (a®) dla pewnych dzielnikéw naturalnych
d1, dy liczby o(a), to z twierdzenia 1 iz uwagi 2: + = o(a®) = [(a®)| =
= [{a®)| = o(a®) = o czyli di = dy.

Niech H bedzie dowolna podgrupa grupy (a). Wtedy z twierdze-
nia 3 istnieje k € Z takie, ze H = (a*). Alez lematu 1, (aF) = (a(°(@)¥))
i(o(a), k) jest dzielnikiem naturalnym liczby o(a), wiec twierdzenie zo-
stalo udowodnione. [J

Uwaga 3. Z twierdzenia 5 wynika, ze istnieje wzajemnie jedno-
znaczna odpowiednio$é pomiedzy zbiorem wszystkich podgrup skon-
czonej grupy cyklicznej (a) i zbiorem wszystkich dzielnikéw natural-
nych liczby o(a). W szczegdlnosci wynika stad, ze dla kazdej liczby
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naturalnej d dzielacej rzad skonczonej grupy cyklicznej (a)
istnieje dokladnie jedna podgrupa rzedu d grupy (a).

Stwierdzenie 4. Jezeli liczba naturalna n posiada co nagmnie] dwa
rozne, nieparzyste dzielniki pierwsze, to grupa Z) nie jest cykliczna.
Dowdd. Z zalozenia istniejg réozne, nieparzyste liczby pierwsze
p, ¢ oraz liczby naturalne o, 8, m takie, ze n = p®*¢®m oraz m nie jest
podzielne ani przez p ani przez q. Z chinskiego twierdzenia o resztach
wynika zatem, ze istnieja a, b € ZZ takie, ze a = —1 (mod p%), a =
=1 (mod ¢?m) oraz b = 1 (mod p®m) i b = —1 (mod ¢°). Poniewaz
liczby p 1 ¢ sa nieparzyste, wiec a # 11 b # 1. Gdyby a = b, to
= —1 (mod p®), skad p*|2 i mamy sprzecznosé¢. Zatem a # b i wobec
tego {1,a} # {1,b}. Ponadto a® = 1 (mod p®) i a® = 1 (mod ¢’m),
wiec a®* =1 (mod n), skad a®, a = 1, czyli o(a) = 2 w grupie Z, skad
(a) = {1,a}. Podobnie pokazujemy, ze (b) = {1,b}. Zatem grupa Z:
posiada dwie rézne podgrupy rzedu 2, wiec z uwagi 3 ta grupa nie jest
cykliczna. OJ

Uwaga 4. Z elementarnej teorii liczb wiadomo, ze jesli
n=plt-...-p%, gdzie py,...,ps sa réznymi liczbami pierwszymi oraz
o1, ..., Qs 53 nieujemnymi liczbami catkowitymi, to liczba wszystkich
dzielnikéw naturalnych liczby n jest rtéwna ©(n) = (o +1)-.. .- (as+1).
Ponadto ¢(n) = ¢(pi*)-...-¢(p%) idla liczb pierwszych p oraz a € N,
p(p®) =p* —p~".

Przyktad 3. Niech n € N, n > 1. Wtedy Z} = (1) oraz o(1) = n.
Zatem z wniosku 1 grupa Z;} posiada dokladnie ¢(n) generatoréw i sa
nimi liczby naturalne & < n wzglednie pierwsze z n. Ponadto podgrupy
grupy Z;} sa postaci: {0} oraz (d) = {0,d,2d,...,(% — 1) -d}, gdzie
d < n jest dzielnikiem naturalnym liczby n. Zatem grupa Z; posiada
doktadnie ©(n) wszystkich podgrup.

Lemat 2. Niech a bedzie elementem maksymalnego rzedu w skoni-
czonej grupie abelowej A. Wdowczas o(b) | o(a) dla kazdego b € A.

Dowdéd. Zalézmy, ze istnieje b € A takie, ze o(b) nie dzieli o(a).
Wtedy istnieje liczba pierwsza p oraz liczby naturalne m, n niepodziel-
ne przez p i nieujemne liczby catkowite «, 3 takie, ze a < [ oraz
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o(a) = p®m i o(b) = pPn. Niech z = o iy = . Wtedy z twier-
dzenia 1, o(xz) = m oraz o(y) = pP. Ale (m,p?) = 1, gdyz p nie
dzieli m, wiec ze stwierdzenia 2, o(zy) = pPm > p®*m = o(a) i mamy
sprzeczno$c. [J

Twierdzenie 6. Jezeli A jest skoniczong grupg abelowq 1 dla kazdej
liczby naturalnej d dzielgcej | A| istnieje doktadnie jedna podgrupa rzedu
d grupy A, to grupa A jest cykliczna.

Dowéd. Zalézmy, ze przy tych zalozeniach grupa A nie jest cy-
kliczna. Niech a bedzie elementem maksymalnego rzedu w grupie A.
Wtedy (a) # A, wiec istnieje b € A takie, ze b ¢ (a). Z lematu 2,
o(b) | o(a). Zatem z twierdzenia 5 istnieje w grupie (a) podgrupa H
rzedu o(b). Ale |[(b)| = o(b), wiec na mocy zalozenia (b) = H, skad
be H C (a), czyli b € (a) i mamy sprzeczno$¢é. Zatem grupa A jest
cykliczna. (J

mowy SONB/SP/512497/2021



Rozdziatl 4

Warstwy, dzielniki normalne

4.1 Warstwy grupy wzgledem podgrupy

Niech H bedzie podgrupa grupy (G,-,e). W zbiorze G wprowadzamy
relacje ~; oraz ~, przyjmujac;~<e dla dowolnych a,b € G:

a~beal-beH, (4.1)

a~ bsa-bt e H (4.2)

l.a=e=a-a'oraze € H,

Poniewaz dla kazdego a € G jest a~
wiec relacje ~; i ~, sa zwrotne.

Ponadto dla dowolnych a,b € G:

ejezelia ~ b, toa™t-be H,skad (a™!-b)"' € H,czylib™'-a € H,
wiec b ~; a; A

e jezelia ~, b toa-b"! € H,skad (a-b')"' € H,czylib-a™' € H,
wiec b ~, a.

Zatem relacje ~; 1 ~, s3 symetryczne.

W koncu, dla dowolnych a, b, c € G:

ejezelia~ bib~yc,toal-be Hib™'-ce H,skad (a7 -b) -
(b='-c) € H,czylia™!-c € H, wiec a ~; ¢

ejezelia~, bib~,c,toa-b' € Hib-c™' € H, skad
(a-b7Y)-(b-c')e H,czylia-c' € H, wiec a ~, c.

Zatem relacje ~; i ~, sg przechodnie.

31
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Stad wynika, ze relacje ~; i ~, s3 relacjami réwnowaznos$ci w zbio-
rze G. Klase abstrakcji relacji ~; o reprezentancie a € G oznaczamy
przez aH 1 nazywamy warstwa lewostronna grupy G wzgledem
podgrupy H o reprezentancie a.

1. Dla dowolnego a € G zachodzi wzér:
aH={a-h:he H}. (4.3)

Dowéd. Dla h € H mamy, ze a™!-(a-h) =h € H, wigca~;a-h
oraz a - h € aH. Na odwrét, niech ¢ € aH. Wtedy a ~; g, skad
a'-g=he€ H. Zatem g=a-h. Zatem aH ={a-h:he H}.

Z wtasnosci klas abstrakcji relacji réwnowazno$ci mamy od razu na-
stepujacy warunek réwnosci warstw lewostronnych wzgledem
podgrupy H:

2. Dla dowolnych a,b € G:

aH =bH < a™'-be H. (4.4)

Zauwazmy, ze w szczegblnosci dla h € H jest hH = eH = H.

Klase abstrakcji relacji ~, o reprezentancie a € G oznaczamy
przez Ha i nazywamy warstwa prawostronna grupy G wzgledem
podgrupy H o reprezentancie a.

3. Dla dowolnego a € G zachodzi wzor:
Ha={h-a:he H}. (4.5)

Dowéd. Dla h € H mamy, ze a-(h-a)™' = a-a”*-h"' =h7' € H,
wiec a ~, h-a oraz h-a € Ha. Na odwrét, niech ¢ € Ha. Wtedy
a~, g, wiec g ~, a,czylig-a™* =h € H,skad ¢ = h-a. Zatem
Ha={h-a:he H}. O

Z wtasnosci klas abstrakcji relacji réwnowazno$ci mamy od razu
nastepujacy warunek réwnosci warstw prawostronnych grupy G
wzgledem podgrupy H:

4. Dla dowolnych a,b € G:
Ha=Hb<a-b' € H. (4.6)
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Zauwazmy, ze w szczegolnosci dla h € H jest Hh = He = H.
Z podstawowych wlasnosci klas abstrakeji relacji réwnowaznos$ci
wynika

5. Dowolne dwie warstwy lewostronne (prawostronne) grupy G
wzgledem podgrupy H s3 albo réwne albo roztaczne.

6. Dowolne dwie warstwy lewostronne (prawostronne) grupy G
wzgledem podgrupy H sa réwnoliczne.

Dowdéd. Niech a,b € G. Rozwazmy przeksztalcenie f: H — aH
dane wzorem f(h) = a-h dlah € H. Z 1. wynika, ze [ jest
,na” za$ z prawa skracania réwnosci w grupie mamy, ze f jest rézno-
wartoSciowe. Zatem zbiory a H i H sa réwnoliczne. Analogicznie funk-
¢ja g : H — Hb dana wzorem g(h) = h- b dla h € H jest ,na” oraz
jest réznowartosciowa, wiec zbiory Hb 1 H tez sa réwnoliczne. Zatem

zbiory aH 1 Hb dla dowolnych a,b € G tez sa réwnoliczne. [J

7. Zbiér Le(H) wszystkich warstw lewostronnych grupy G wzgle-
dem podgrupy H jest réwnoliczny ze zbiorem Pg(H ) wszystkich warstw
prawostronnych grupy G wzgledem podgrupy H.

Dowdd. Z 1. i 3. mamy, ze Lg(H) = {aH : a € G} oraz Pg(H) =
= {Hb:b € G}. Niech f: Lg(H) — Pg(H) bedzie dane wzorem:
f(aH) = Ha™! dla a € G. Wéwczas dla dowolnych a,b € G mamy, ze
f(aH) = f(bH) & Ha ' =Hb ' al b)) 'eHsalbe HS
< aH = bH na mocy podanych wczesniej wlasnoéci warstw. Oznacza
to, ze f jest funkcja i f jest funkcja réznowartosciowa. Ponadto dla
b € G mamy, ze b = (b™')7!, wiec Hb = f(b"'H), czyli f jest ,na”.
Zatem f jest bijekcja i zbiory Lg(H) oraz Pg(H) sa réwnoliczne. (J

Moc zbioru wszystkich warstw lewostronnych (prawostronnych)
grupy G wzgledem podgrupy H nazywamy indeksem podgrupy H
w grupie G i oznaczamy przez (G : H).

Twierdzenie Lagrange’a. Jezeli H jest podgrupg grupy skonczo-
nej G, to '
|G| = |H| (G : H). (4.7)

W szczegolnosci rzqd podgrupy H jest dzielnikiem rzedu grupy G.
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Dowdéd. Poniewaz zbidér G jest skoniczony wiec z zasady abstrakcji
wynika, ze istnieja aq, as,...,a, € G takie, ze warstwy a1 H,axH, . ..
n

...,a, H s3 parami roztaczne i ich suma daje zbiér G, czyli G = U a;H.

1=1
Ale H jest zbiorem skonczonym, wiec na mocy 6. mamy, ze |a; H|

=|H|dlat=1,2,...,norazn =(G: H), wiec |G| = |H|- (G : H). O

4.2 Dzielnik normalny grupy

Definicja 1. Niech H bedzie podgrupa grupy (G, -, e). Powiemy,
ze H jest dzielnikiem normalnym (podgrupa normalng) grupy G, jezeli

gH = Hg dla kazdego ¢ € G. (4.8)

Piszemy wtedy: H < G.
Przyklad 1. {e} <G i G <G.

Przyklad 2. Kazda podgrupa zawarta w centrum grupy G jest
jej dzielnikiem normalnym. Rzeczywiscie, niech H bedzie podgrupa
grupy G zawarta w Z(G). Wtedy dla kazdego ¢ € G mamy, ze
gH ={g-h:he H ={h-g: he H} = Hg. Zatem H < G.
W szczegdlnosei Z(G) < G.

Przyklad 3. W grupie abelowej G kazda podgrupa jest dzielni-
kiem normalnym (bo wtedy Z(G) = G i kazda podgrupa grupy G jest
zawarta w Z(QG)).

Przyklad 4. Kazda podgrupa H indeksu 2 grupy G jest dzielni-
kiem normalnym grupy G. Rzeczywiscie, z 7. wynika, ze grupa G ma
doktadnie dwie warstwy lewostronne i doktadnie dwie warstwy prawo-
stronne wzgledem podgrupy H. Poniewaz eH = H = He, wiec jedna
z warstw lewostronnych (prawostronnych) jest H, za$ drugg warstwa
lewostronng (prawostronng) jest G\ H. Wezmy dowolne g € G. Jezeli
g€ H togH=H =Hg. JeSlig¢ H,to gH # Hi Hg # H, wiec
gH = G\ H = Hg, czyli gH = Hg. Zatem dla kazdego g € G jest
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gH = Hg, a wiec H < G. Np. kazda podgrupa rzedu 4 grupy izo-
metrii wlasnych kwadratu jest jej dzielnikiem normalnym. Za§ w gru-
pie izometrii wlasnych tréjkata rownobocznego podgrupa obrotéw jest
dzielnikiem normalnym (natomiast zadna podgrupa rzedu 2 nie jest
dzielnikiem normalnym tej grupy).

Stwierdzenie 1. Niech H bedzie podgrupg grupy G. Wowczas
rownowazne sq warunki:

(i) H<G;

(1) g-h-g~' € H dla dowolnych g € G 1h € H.

Dowdd. (i)=(ii) Wezmy dowolne g € G oraz h € H. Poniewaz
gH = Hgoraz g-h € gH, wiec g-h € Hg. Zatem istnieje k € H takie,
7eg-h=k-g,skadg-h-g-'=ke H.

(i1)=(i) Wezmy dowolne ¢ € G. Wtedy dla h € H mamy, ze
g-h-g' =ke€ H Zatemg-h=k-g e Hg. Stad gH C Hg.
Ponadto g7 -h-g=h, € H, wiech-g=g-h, € gH. Stad Hg C gH
i ostatecznie gH = Hg dla kazdego g € G. Zatem H < G. I

Stwierdzenie 2. Podgrupa H rzedu 2 grupy G jest jej dzielnikiem
normalnym wtedy 1 tylko wtedy, gdy H jest zawarta w centrum grupy G.

Dowdéd. Jezeli H C Z(G), to z przyktadu 2 mamy, ze H < G. Na
odwrét, zatézmy, ze H < G. Poniewaz |H| = 2, wiec istnieje a € H
takie, ze o(a) = 2 1 wtedy a # e oraz a®> = e i H = {e,a}. Wezmy
dowolne g € G. Wtedy ze stwierdzenia 1 mamy, ze g-a-g ' € H.
Jeslig-a-g7' =e€,tog-a =g, skad a = e i mamy sprzecznoéé. Zatem
g-a-g7'=a,skad g-a=a-g. Zatem a € Z(G). Ale e € Z(G), wiec
ostatecznie H C Z(G). O

Przyktlad 5. Cze$¢ wspélna dowolnej niepustej rodziny dzielnikow
normalnych grupy G jest dzielnikiem normalnym grupy G. Rzeczy-
wiscie, niech {H;};c; bedzie niepusta rodzing dzielnikéw normalnych
grupy G oraz niech H = ﬂHi. Wtedy z rozdzialu 2 mamy, ze H jest

i€l
podgrupa grupy G. Weinfy dowolne g € G i dowolne h € H. Wtedy
h € H; dla kazdego i € I, wiec ze stwierdzenia 1, g-h-g~! € H; dla
i€l ,czylig-h-g~' € H. Zatem ze stwierdzenia 1, H < G.
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Definicja 2. Iloczynem algebraicznym podgrup A, B grupy G
nazywamy zbior

AB={a-b:a€ A, be B). (4.9)

Stwierdzenie 3. Jezeli H jest podgrupg grupy G, za$ A jest dziel-
nikiem normalnym grupy G, to AH = HA oraz AH jest podgrupq
grupy G.

Dowdéd. Wezmy dowolne a € A oraz h € H. Wtedy ze stwier-
dzenia 1, h-a-h! = b€ A, skad h-a = b-h € AH. Zatem
HA C AH. Ponadto ze stwierdzenia 1, h™' -a-h = c € A, wiec
a-h=h-ce HA, wiec AH C HA. Zatem AH C HAi1 HA C AH,
czyli AH = HA. Dalej, dlaa € A mamy, ze a = e-a € HA, bo
e € H,skad A C HA. Analogicznie H C HA. Niech a € A oraz
h € H Wtedy (a-h)™' =h71-a"! € HA. Ponadto dla a,b € A oraz
h,k € H mamy, ze h-b = c¢-1l dla pewnych ¢ € A oraz | € H, wiec
(a-h)-(b-k)=a-(h-b)-k=a-(c-l)-k=(a-c)-(l-k) € AH. Zatem
AH jest podgrupa grupy G. OJ

Przyklad 6. Jezeli A i B sg dzielnikami normalnymi grupy G, to
AB tez jest dzielnikiem normalnym grupy G. RzeczywiScie, na mocy
stwierdzenia 3 mamy, ze AB jest podgrupa grupy G. Ponadto dla
g€ Gorazdlaa € Aibe B mamy, ze

g-(a-b)-g7'=(g-a-g7")(g-b-g7") € AB,

bog-a-g7' € Aoraz g-b-g ! € B. Zatem ze stwierdzenia 1 mamy,
ze AB < G.

4.3 Komutant grupy

Niech G bedzie grupa i niech a,b € G. Komutatorem elementow a, b
nazywamy element postaci

[a,0] =a™'-b"'-a-b. (4.10)

wy SONB/SP/512497/2021
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Zauwazmy, ze dla dowolnych a, b, c € G zachodza wzory:
[a,b]"! = [b, q] (4.11)
Dowd6d. Mamy, ze [a,b]™! = (a7 tab)™! = b~ 'a " ba = [b,a]. O
c-[a,b]- ¢! = [cac™!, cbe™] (4.12)
Dowdéd. Mamy
cla,blc™t=c(a b7 tab)c™! = calc b e lcaccbe ! =
(cac™')~(cbe )" (cac™)(cbe™!) = [cac™?, cbe™!]. O

a-b=b-a<=a,b =e. (4.13)

Dowdd. Jesliab = ba, tob~tab = a, skad a~'b~lab = e, czyli [a,b] = e.
Na odwrdét, niech [a,b] = e. Wtedy a~'b71ab = e, skad b~'ab = a oraz
ab = ba. O

Komutantem grupy G nazywamy zbiér G’ wszystkich iloczynéw
wszystkich mozliwych komutatoréw utworzonych 2z elementéw
grupy G. Zatem G’ sktada sie z elementéw postaci: [a, b], [a,b] - [c, d],
la,0]-[c,d]-[g,h], itd. (a,b,c¢,d, g,h,... €G). Zatem e = [e, e] € G’ oraz
dla z,y € G' istnieja komutatory zi,Zs, ..., Zn, Y1, Y2, - - ., Ym takie, ze
T =T1Ty... Ty OTAZ Y = Y1Y2 ... Ym. Stad

zy~t =z --’If'ny;zly;zl—l - 'yl_la

skad na mocy (4.11) mamy, ze zy~! € G'. Zatem G’ jest podgrupa
grupy G. Ponadto dla ¢ € G mamy, ze gzg~' = g(z,72...7,)9" ! =
= (92197 ") (9z297") ... (97,97!) € G’ na mocy (4.12). Wynika stad,
7ze G' < G. Ponadto z okreslenia komutanta oraz z (4.13) wynika od
razu, ze grupa G jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy G’ = {e}.




Rozdzial 5

Grupa ilorazowa, iloczyn
prosty, homomorfizm

5.1 Grupa ilorazowa

Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G. Oznaczmy przez
G /H zbior wszystkich warstw lewostronnych grupy G wzgledem pod-
grupy H. Tak wiec

G/H = {gH : g€ G) (5.1)

oraz |G/H| = (G : H). Ponadto, gdy grupa G jest skonczona, to na
mocy twierdzenia Lagrange’a |G/ H| = ILIGTll
W zbiorze G/H wprowadzamy dzialanie o przyjmujac, ze dla do-

wolnych a, b € G-
(aH)o (bH) = (a- b)H. (5.2)

Uzasadnimy, ze okreslenie dzialania o jest poprawne, czyli, ze nie
zalezy od wyboru reprezentantéw warstw. Niech zatem a,b,c,d € G
beds takie, z2 aH = bH oraz cH = dH. Wtedy a='b € H oraz
c'd € H. Zatem (ac)™'(bd) = cta7'bd = (¢ 'd)[d ! (a"'b)d] € H,
gdyz H < G. Zatem (ac)H = (bd)H.

Teraz uzasadnimy, ze dzialanie o jest lgczne. W tym celu wezmy
dowolne a, b, ¢ € G i obliczmy:
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(aH)o[(bH) o (cH)) = (aH) o ((b-c)H) = (a-(b-c) H = ((ab))H =
= [(ab)H] o (cH) = [(aH) o (bH)] o (cH).

Sprawdzimy, ze warstwa el = H jest elementem neutralnym dzia-
lania o. Dla dowolnego a € G mamy, ze (aH) o H = (aH) o (eH) =
= (a-e)H = aH = (e-a)H = (eH) o (aH) = H o (aH). Ponadto
(aH) o (a™'H) = (a-a')H = eH = H oraz (a™'H) o (aH) =
= (a7!-a)H = eH = H. Zatem warstwa odwrotng do warstwy (aH)
jest warstwa a~'H, czyli

(aH)™' =a 'H dla kazdego a € G. (5.3)

W ten sposéb udowodnili$my, ze system algebraiczny (G/H, o, H) jest
grupa. Nazywamy ja grupg ilorazowg wzgledem dzielnika normal-
nego H. Jezeli grupa G jest abelowa, to grupa ilorazowa G/H tez
jest abelowa, gdyz dla dowolnych a,b € G mamy, ze (aH) o (bH) =
= abH = baH = (bH) o (aH).

Twierdzenie 1. Dia dowolnej grupy G grupa ilorazowa G/G' jest
grupq abelowg. Ponadto dla dzielnika normalnego H grupy G mamy,
ze G/H jest grupg abelowq wtedy i tylko wtedy, gdy G' C H.

Dowdd. Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G. Wtedy
dla dowolnych a,b € G mamy, ze [aH,bH) = (aH) ' o (bH) 0o (aH) o
o(bH) = (a™'H)o(b7'H)o(abH) = (a"'b"'H)o(abH) = a b~ 'abH =
= [a,b]H. Zatem grupa G/H jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy
[a,b] € H dla dowolnych a,b € G, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy
G' C H na mocy definicji komutanta grupy. W szczegdlno$ci mamy
stad, ze G/G’ jest grupa abelows. O

Przyklad 1. Mozna wykazac¢, ze istnieje grupa G rzedu 12
taka, ze |G'| = 4. Pokazemy, ze wéwczas w grupie G nie istnieje
podgrupa rzedu 6 (bedzie to oznaczalo, ze nie mozna odwracaé
twierdzenia Lagrange’a!). W tym celu zalézmy, ze grupa G posiada
podgrupe H rzedu 6. Wtedy z twierdzenia Lagrange’a mamy, ze
(G: H) = ||Hﬂ| = 16—2 = 2, wiec z poprzedniego rozdzialu H < G. Po-
nadto |G/H| = 2, wiec grupa G/H jest abelowa (a nawet cykliczna).
Zatem z twierdzenia 1 mamy, ze G' C H. Ale |G'| = 41i |H| =6

wy SONB/SP/512497/2021
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oraz 4 nie dzieli 6, wiec mamy sprzeczno$¢ z twierdzeniem Lagrange’a.
Zatem taka grupa G nie posiada podgrupy rzedu 6. OJ

5.2 lIloczyn prosty grup

Niech (Gy,-1,€e1) 1 (Ga,-2,e2) beda dowolnymi grupami. W zbiorze
G = G| x G5 wprowadzamy mnozenie ,,po wspétrzednych” przyjmujac,
ze dla dowolnych aq,b, € Gy, ag,bs € Go:

(a1, a2) - (b1, ba) = (a1 -1 b1, a2 2 b). (5.4)

Niech ponadto e = (ej,e;). Sprawdzimy, ze (G, -, e) tworzy grupe.
W tym celu wezmy dowolne aq, by, ¢; € G oraz dowolne as, by, co € G.
Woéwczas:

(ai, a‘z) : [(51, by) - (c1, 02)] = (a17a2) : (bl ‘161,02 02) =
= (ar -1 (b1 -1 ¢1),a2 2 (b2 -2 ¢2)) = ((a1 -1 b1) 1 €1, (a2 -2 b2) -2 ) =
= (al 101,09 2 bz) : (01,02) = [(61,(12) : (bl,bz)] : (01, 02)7
czyli dzialanie - jest lagczne. Dalej,
(ah(lz) e = (al,az) : (61,62) = ((11 ‘1 €1,02 - 62) = (a17a2)
oraz
e- (611,(12) = (61762) : ((11,612) = (61 101, €2 "2 az) = (a1,02)7
skad wynika, ze e jest elementem neutralnym dzialania -. W koncu
(a1,09) - (a7} 057) = (a1 107", a3 2 05") = (e,e2) = e

oraz
(a7! 1 a1,a5" 2 a2) = (e1,€2) = ¢,
czyli (G, -, e) jest grupa oraz

(a1,a2)"t = (a7',a;") dla dowolnych a; € Gy, as € G. (5.5)
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Otrzymang w ten sposob grupe oznaczamy przez G; X G5 i nazywamy
iloczynem prostym grup G, i Ga. Z okreSlenia mnozenia w iloczynie
prostym grup wynika od razu, ze iloczyn prosty grup abelowych
jest grupa abelowa.

Zauwazmy, ze podzbiory

G1={(a,e) : a € G} oraz Gy = {(e1,b) : b € G} (5.6)

sa dzielnikami normalnymi grupy G. Rzeczywiscie, e= (e;,e2) € G1NG-,
dlaa,z € G;ib,y € Gy mamy

(a,e2)-(z, 62)_1 = (a, 62)'(33_17 ey) = (a'lm_l, e22€2) = (a'1$_1, e2) € Gy

oraz
(61,1)) : (elay)—l = (61 ‘1e1,b 3/_1) = (elab'2 y_l) € 62,

skad G, i G, sa podgrupami grupy G. Ponadto dla ¢ € G;,h € G,
mamy

(g,h) - (a,ez) - (gah)_l =(g1a,h-e)- (g‘l, h_l) =

=(g1a19 Y haoeyoh™)=(g1a-19 ' e) € Gy
oraz

(9.h) - (e1,0) - (g, h) ' =(g1e1,hob) - (97, h71) =

=(g1e119 L haboh™) = (e, h-2boh7t) € Gy

Zatem rzeczywiscie G, < G oraz G < G.
Z okreslenia podgrup G, i G wynika od razu, ze

G1NGy = {e} oraz G,G2 =G. (5.7)

Niech teraz a € G; i b € G5 beda elementami o skonczonych rze-
dach réwnych odpowiednio n i m. Wykazemy, ze wowczas element
g = (a,b) € G ma rzad réwny [n,m|. W tym celu zauwazmy, ze
poniewaz n | [n,m] i m | [n,m], wiec a®™ = e, oraz b = ¢,
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skad g™ = (alm™l pmml) = (e1,e2) = e. Zatem o(g) = k € N oraz
k | [n,m). Ponadto e = g* = (a¥,b*), wiec a¥ = e, i bF = e,, skad
z wlasno$ci rzedu elementu grupy wynika, ze n | ki m | k. Zatem
z elementarnej teorii liczb [n,m| | k. W ten sposéb wykazaliSmy, ze
k | [n,m] oraz [n,m] | k, wiec poniewaz k i [n,m] sa liczbami natu-
ralnymi, to k = [n,m]. Z tych rozwazan wynika od razu, ze iloczyn
prosty skonczonych grup cyklicznych o wzglednie pierwszych
rzedach jest grupa cykliczna.

5.3 Homomorfizmy grup i ich wlasnoSsci

Definicja 1. Niech (Gy,-1,€;1) i (Ga,-2,€2) bedg grupami. Prze-
ksztalcenie f : G; — G, takie, ze

f(a-1b) = f(a) - f(b) dla dowolnych a,b € G, (5.8)
nazywamy homomorfizmem grupy G, w grupe G, za$ zbior
Ker(f) ={z € G1: f(z) = ez} (5.9)

nazywamy jgdrem homomorfizmu f. Jezeli dodatkowo f jest rézno-
wartosciowe, to mowimy, ze f jest zanurzeniem grupy G, w grupe G,.
Jezeli zas homomorfizm f jest bijekcja, to méwimy, ze f jest izomor-
fizmem grup.

Definicja 2. Powiemy, ze grupa G jest obrazem homomorficznym
grupy G, jezeli istnieje homomorfizm f grupy G; na grupe Gs.

Definicja 3. Powiemy, ze grupa G; zanurza sie w grupe Go, jesli
istnieje zanurzenie grup f : G; — Gos.

Definicja 4. Powiemy, ze grupy G; i G2 sg izomorficzne i piszemy,
G = G, jezeli istnieje izomorfizm grup f : G; — Gs.

Definicja 5. Automorfizmem grupy G nazywamy kazdy izomor-
fizm grup f : G — G.
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Wtlasnosci homomorfizméw grup

1. Ztozenie homomorfizmow jest homomorfizmem, tzn. jezeli
f G — G219 : Gy — G3 sg homomorfizmami grup, to
go f : Gy — Gj3 tez jest homomorfizmem grup. W szczegdlnosci
ztozenie izomorfizmow jest izomorfizmem.

Dowdéd. Rzeczywiscie, dla dowolnych a,b € G; mamy

(90 f)(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)f (b)) = g(f(a))g(f(b)) =
= (9o f)(a)(go f)(b). O

2. Jezeli f : Gy —> Gy jest izomorfizmem grup, to f~1 : Go — G
tez jest izomorfizmem grup.

Dowdéd. Rzeczywiscie, poniewaz f jest bijekcja, wiec ze wstepu do
matematyki f~! istnieje, jest bijekcjg oraz dla x € G i y € G2 mamy,
zey = f(zr) & fHy) = z. Wezmy dowolne y1,y2 € Go. Wtedy
istnieja z1,z2 € G, takie, ze y; = f(x1) 1 y2 = f(z2), wiec y1y2 =
= f(z1) f(z2) = f(z122), skad [ (y1y2) = 2122 = f~'(11) f (). O

Z 1. i 2. oraz z tego, ze przeksztalcenie tozsamosciowe grupy G
w grupe G jest jej automorfizmem wynika od razu

3. Dla dowolnych grup G,,G3,G3:

a) G1 = Gl,

b) ]6372 G1 = Gg, to GQ = Gl,

C) ]68:17, G1 = G2 7 G2 = Gg, to G1 = G3. D

Niech teraz f : G; —> G; bedzie homomorfizmem grup. Dla
uproszczenia zapisu dzialania w obu grupach bedziemy oznaczaé tak
samo. Podobnie elementy neutralne tych grup tez oznaczymy przez e.
Wéwcezas

4. f(e) =

Dowéd. Rzeczywiscie, f(e) = f(e-e) = f(e) - f(e), skad po
skréceniu e = f(e). O

5. f(a™t) = [f(a)]™! dla kazdego a € G;.

Dowdd. Rzeczywiécie fla™ )'f(a) = f(a™*-a) = f(e) = e na
mocy 4., wiec f(a™t) = [f(a)]7L.

6. f(ar-ay ... ay) = f(al) - flaz) - ...+ f(a,) dla dowolnych
a,...,a, € Gy oraz dla dowolnego n > 2.
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Dowdéd. Rzeczywiscie, dla n = 2 teza wynika z definicji homo-
morfizmu, a jezeli zachodzi ona dla pewnego naturalnego n oraz
ay,...,0n,0p41 € Gl, to f(al-...-an'anﬂ) = f((al-...-an)’-an+1) =
= flar- ... an) - f(anp1) = f(a1) - ... fan) - f@n41). O

Z 5.1 6. wynika od razu, ze '

7. f(a*) = [f(a)]* dla dowolnych a € G,k € Z. O

8. Jezeli a € G, jest elementem skoriczonego rzedu, to f(a) tez jest
elementem skoriczonego rzedu oraz o(f(a)) | o(a).

Dowdéd. Rzeczywiscie, niech n = o(a). Wtedy a™ = e, skad na
mocy 4. i 7. e = f(a") = [f(a)]*. Zatem istnieje liczba naturalna k
taka, ze k = o(f(a)) i z wlasnosci rzedu elementu grupy & | n, bo
f@)] =e O

9. Ker(f) g Gl.

Dowé6d. Z 4. mamy, ze e € Ker(f). Jesli z,y € Ker(f), to
f(x) = f(y) = e, skad f(zy) = f(2)f(y) = e-e =€, czylizy € Ker(f)
oraz na mocy 5. f(z7!) = [f(z)]! = e ! =¢, czyli 7! € Ker(f).
Zatem Ker(f) jest podgrupa grupy G,. Ponadto dla ¢ € Gi,h €
€ Ker(f) na mocy 6. i 5. mamy, ze f(ghg™") = f(g9)f(h)[f(g)]"" =
= f(g9)e[f(9)]"! =e, skad ghg™' € Ker(f). Zatem Ker(f) < G;. O

10. Homomorfizm f jest zanurzeniem wtedy i tylko wtedy, gdy
Ker(f) = {e}.

Dowéd. = Niech z € Ker(f). Wtedy f(z) = e = f(e), skad
r=ce. Ale e € Ker(f), wiec stad Ker(f) = {e}.

< Niech a,b € G; beda takie, ze f(a) = f(b). Wtedy e =
= /(@) [FB)] = f(a)- F(b) = f(ab™), skad ab™" € Ker(f) = {e},
czyli ab=! = e. Zatem a = b i f jest zanurzeniem. O

11. Jezeli H jest podgrupg grupy Gi, to f(H) = {f(h) : h € H}
jest podgrupg grupy Gs.

Dowéd. Z 4. mamy, ze e = f(e) € f(H), gdyz e € H. Niech
x,y € f(H). Wtedy istnieja a,b € H takie, ze x = f(a) iy = f(b).
Zatem a-b~' € H,skad f(a-b7') € f(H) oraz z-y~* = f(a)-[f(b)]7' =
= f(a)- f(b") = f(a-b7"), cayliz-y~' € f(H) i f(H) jest podgrupa
grupy G,. U

12. Jezeli K jest podgrupg grupy Gs, to

fTUK)={z€G,: f(z) € K}
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jest podgrupg grupy G.

Dow6d. Poniewaz e € K i e = f(e), wiec e € f~'(K). Niech
0,b€ 7 (K). Wiedy f(a), () €K, skad f(ab™) = £(a)-[f(b)] " € K,
czyli ab™! € f~Y(K). Zatem f~}(K) jest podgrupa grupy G,. O

Jezeli f : G; —> Gy jest izomorfizmem grup, to |G;| = |G3| oraz
kazda wlasnoé¢ grupy G, definiowana za pomoca dziatania w tej grupie
jest zachowywana przez f. Z tego powodu w algebrze utozsamia
sie grupy izomorficzne.

5.4 Twierdzenie o izomorfizmie
Twierdzenie o izomorfizmie. Jezeli f : G; — G5 jest homo-
morfizmem grup, to
f(G1) = G1/Ker(f).

W szczegdlnosci, jezeli f jest ,na”, to Gy =2 G/Ker(f).

Dowdd. Z wlasnosci 11. homomorfizméw mamy, ze f(Gp) jest
podgrupa grupy Gs. Ponadto f odwzorowuje grupe G; na f(G)).
Oznaczmy Ker(f) = H. Wtedy z wlasno$ci 9. homomorfizméw
H < G;. Niech F : G;/H — f(G,) bedzie dane wzorem

F(zH) = f(z) dlaz € G;.
Wtedy dla z,y € G; mamy

F(zH)=F(yH) & f(z) = fy) & [f@)] - fly) =e &
Sfla) fy)=ee flzt-y)=ee2!-yec Hs zH = yH.

Zatem F' jest dobrze okreslong funkcja réznowartosciows. Stad F' jest
bijekcja. Ponadto

F((zH)o (yH)) = F((zy)H) = f(zy) = f(z)- f(y) = F(zH) - F(yH).
Zatem F jest izomorfizmem grup, czyli f(G;) = G1/Ker(f). O

Uwaga 1. Niech (G, -, e) bedzie grupa i niech f: A — G bedzie
bijekcja zbioru A na zbiér G. W zbiorze A wprowadzamy dzialanie o
przy pomocy wzoru:

wy SONB/SP/512497/2021
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aob= f~Yf(a)- f(b)) dlaa,be A.

Niech € = f~!(e). Wéwczas (A,o0,¢€) jest grupa i f jest izomorfizmem
grup, czyli A = G. Rzeczywiscie, dla dowolnych a,b,c € A mamy

ao(boc)=ao fTI(f(b)-f(c) = ( (@) - F(FHS(B) - f(0))) =
= f7H(f(a) - ((b) - f(C))) H(f(a)- £(b)) - f(0))

oraz

(aobyoc=f(f(a)- f(b)oc=f(f(/ (f(a) - f())- f(c)) =
= f7H(f(a) - £(B)) - f(c))-

Zatem dzialanie o jest laczne. Ponadto dla a € A mamy, ze aoe =
= [7Hf(a) - f(e)) = f7H(f(a) -e) = f}(f(a)) = a oraz e0a =
= [THf(&) - fla)) = fH e f(a)) = [T (f(a)) = a, wiec € jest

elementem neutralnym dzialania o. W koncu dla a € A oraz dla

z = f"Y([f(a)]"") mamy
aox = fY(f(a)- F(f7H(f(@)]™) = F (f(a)-[f(a)]h) = fl(e) =€
zoa = fTHf(fHf(@)] ™) -fla) = FH[f(@)] " f(a) = f () =,

wiec kazdy element a € A jest odwracalny i ostatecznie (A, o, €) tworzy
grupe. [J




Rozdzial 6

Przyklady homomorfizmoéw.
Grupy permutacji I

6.1 Przyklady homomorfizméw grup

Przyklad 1. Niech ABCD bedzie prostokatem, ktéry nie jest
kwadratem. Oznaczmy przez a symetralng odcinka AB oraz przez b
symetralng odcinka BC'. Niech O bedzie punktem przeciecia prostych
aib. Wéwcezas grupa K izometrii wlasnych tego prostokata sklada sie
z dokladnie czterech elementéw: e (przeksztalcenie tozsamosciowe),
Sa, Sy, So. Tabelka dzialania o wyglada nastepujaco:

o e Sa Sb So

€ € Sa Sb SO
Sa Sa € SO Sb .
Sb Sb So (& Sa
So So Sb Sa e

Zatem K jest grupa abelowa, ktéra nazywa sie grupg czworkowq Kle-
ina. Niech teraz G bedzie niecykliczng grupg rzedu 4. Wéwczas z roz-
dziatu 2 2? = e dla kazdego x € G. Wéwezas G jest grupa abelowa oraz
G = {e,z,y,z}, przy czym x? = y? = 2> = e oraz yz = zy # e, x, v,
skad xy = 2. Podobnie zx = rz = y oraz zy = yz = . Na mocy
uwagi 1 z rozdzialu 5 mamy zatem, ze f : G — K takie, ze f(e) = e,
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f(z) = Sa, f(y) = S, f(2) = So jest izomorfizmem grup. W ten
sposéb wykazali$my, ze istnieje tylko jedna z doktadno$cia do izomor-
fizmu niecykliczna grupa rzedu 4 (mianowicie jest nig grupa czwérkowa
Kleina).

Przyklad 2. Dla dowolnych grup G;, G2 przeksztalcenie
f: G — G, dane wzorem

f(z) =edlaz € G,

jest homomorfizmem grup. Nazywamy go homomorfizmem trywial-
nym.

Przyktlad 3. Niech G bedzie grupai g € G. Wtedy przeksztalcenie
f: G — G dane wzorem

flz)=g-z-gtdlazeqG

jest automorfizmem grupy G, gdyz dla a,b € G jest f(a -b) =
=g-(ab)-gt=(g-a-g7V)-(g-b-g7') = f(a)- f(b) oraz przeksztalcenie
h: G — G dane wzorem: h(z) = g7'-z-g dla x € G jest odwrotne
do f. Taki automorfizm f nazywamy automorfizmem wewnetrznym.

Przyklad 4. Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G
i niech 7 : G — G/H bedzie odwzorowaniem danym wzorem

n(z) =zH dlaz € G.

Woéwezas dla dowolnych a,b € G mamy, ze w(ab) = (ab)H =
= (aH)o(bH) = m(a)on(b), wiec 7 jest homomorfizmem grup. Ponadto
G/H = {aH = 7(a) : a € G}, wiec 7 jest ,na”. Dla a € G mamy, ze
a € Ker(n) & n(a) = H < aH = H < a € H, wiec Ker(r) = H.
Taki homomorfizm 7 nazywamy epimorfizmem naturalnym.

Przy okazji zauwazmy, ze kazdy dzielnik normalny grupy G jest
jadrem pewnego homomorfizmu okreslonego na tej grupie. Stad wo-
bec wilasnosci 9. homomorfizméw mamy, ze dzielniki normalne
grupy G sa to dokladnie jadra homomorfizméw okreslonych
na grupie G. Z twierdzenia o izomorfizmie wynika stad zatem, ze
kazdy obraz homomorficzny grupy G jest izomorficzny z grupa
ilorazowa G/H dla pewnego H <G.
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Przyktlad 5. Opiszemy wszystkie homomorfizmy okreslone na nie-
skonczonej grupie cyklicznej G o generatorze a w dowolng grupe B.
Z wlasnosci rzedu elementu grupy mamy, ze o(a) = co. Zatem kazdy
element grupy G moze byé jednoznacznie zapisany w postaci af dla
pewnego calkowitego k. Niech f : G — B bedzie homomorfizmem
grup. Oznaczmy b = f(a). Wtedy z wlasnosci 7. homomorfizméw
bedziemy mieli, ze f(a*) = b* dla k € Z. Na odwrét, wezmy dowolny
element b € B i niech

f(a¥) = b* dla wszystkich k € Z. (6.1)

Wtedy z wlasnoéci potegowania w grupie mamy, ze f jest homomor-
fizmem grupy G w grupe B, f(a) = b oraz f(G) = (b). Wynika stad,
ze istnieje dokladnie |B| réznych homomorfizméw f : G — B. Jesli
o(b) = oo, to dla calkowitych k mamy, ze b* = e < k =0 of =,
wiec f jest zanurzeniem. Jesli za$ o(b) = n € N, to dla caltkowitych k
mamy, z¢ f(a¥) = e & b¥ = e & n |k, skad Ker(f) = (a"). Ponadto
homomorfizm f dany wzorem (6.1) jest ,na”wtedy i tylko wtedy, gdy
b jest generatorem grupy B. Jezeli B = (b) oraz o(b) = oo, to homo-
morfizm f dany wzorem (6.1) jest izomorfizmem. W szczegdlnosci
udowodniliSmy wiec nastepujace

Twierdzenie 2. Kazde dwie nieskoriczone grupy cykliczne (a) i (b)
sq izomorficzne. Ponadto przeksztatcenie f : (a) — (b) dane wzorem
(6.1) jest izomorfizmem grup. O

Przyklad 6. Opiszemy wszystkie homomorfizmy okre$lone na
skoriczonej grupie cyklicznej (a) rzedu n w dowolna grupe B. Niech
f : (a) — B bedzie homomorfizmem grup. Oznaczmy b = f(a).
Wtedy z wlasnoséci 8. homomorfizmu mamy, ze o(b) | o(a) oraz z wia-
snosci 7. homomorfizmu mamy, ze f(a*) = b* dla k € Z. Na odwrét,
niech b € B bedzie takie, ze o(b) | o(a). Wodwczas przeksztalcenie
f dane wzorem (6.1) jest dobrze okreslone, bo dla dowolnych k,l € Z
mamy, ze jesli a* = d!, to a*~! = e, skad o(a) | k—1. Ale o(b) | o(a), wiec
stad o(b) | k—11ibF~t = e, czyli b¥ = b'. Natomiast z wtasnosci potego-
wania w grupie mamy, ze takie f jest homomorfizmem grup. Ponadto
taki homomorfizm f jest ,na”wtedy i tylko wtedy, gdy (b) = B oraz
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dla catkowitych k£ mamy, ze af € Ker(f) < b* = e & o(b) | k, wiec
Ker(f) = (a°®). Stad dla b takiego, ze o(b) = o(a) jest Ker(f) = {e},
czyli f jest wtedy zanurzeniem grup. W ten sposéb udowodnili$my na-
stepujace

Twierdzenie 3. Kazde dwie grupy cykliczne skoriczone (a) i (b)
tego samego rzedu sq izomorficzne. Ponadto przeksztatcenie
f:(a) — (b) dane wzorem (6.1) jest izomorfizmem grup. O

Uwaga 2. 7 twierdzenia 3 i z przyktadu 1 wynika, ze z doklad-
noscig do izomorfizmu istnieja tylko dwie grupy rzedu 4. Mianowicie
grupa czwérkowa Kleina i grupa cykliczna Z; . Ponadto z twierdzenia 3
mamy, ze C;, =2 Z}.

Uwaga 3. Z przykladu 4 mamy, ze f : Z* — Z;} dane wzorem
f(k) = k-1 dla k € Z jest homomorfizmem grupy Z* na grupe Z;
oraz Ker(f) = (n). Zatem z twierdzenia o izomorfizmie mamy

Z} = 7+ /(n).

Twierdzenie 4. Niech f : G — A bedzie homomorfizmem grupy
skoriczonej G w grupe A. Wowczas |f(G)| dzieli |G|. Jezeli dodatkowo
A jest grupg skoriczong, to |f(G)| dzieli (|G|, |A|).

Dowéd. Z twierdzenia o izomorfizmie mamy, ze f(G)=G/Ker(f),
skad na mocy twierdzenia Lagrange’a |f(G)| = |G/Ker(f)| = |K|e(f('f)|,
a wiec |f(G)| | |G]. Jezeli dodatkowo grupa A jest skoniczona, to
z twierdzenia Lagrange’a |f(G)| dzieli |A|, wiec z elementarnej teorii

liczb | f(G)| dzieli (|G|, |A]). O

Przyklad 7. Pokazemy, ze nie istnieje nietrywialny homomor-
fizm grupy Ds; izometrii wlasnych tréjkata réwnobocznego
w grupe Zjf. W tym celu zalézmy, ze istnieje nietrywialny homo-
morfizm f : D3 — Z{,. Wtedy |f(D3)| > 1 oraz z twierdzenia 4,
|f(Ds3) | |(6,15) = 3, wiec |f(D3)| = 3 oraz z twierdzenia o izomor-
fizmie i z twierdzenia Lagrange’a |Ker(f)| = 2. Ale Ker(f) < D;
i grupa Dj nie posiada dzielnika normalnego rzedu 2, wiec mamy
sprzecznosc.
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Przyklad 8. Pokazemy, ze jesli zbiory A i B sg réwnoliczne, to
grupy symetryczne S(A) i S(B) tez sa izomorficzne. Rzeczywiscie,
niech f : A —> B bedzie bijekcja. Okreslamy F : S(A) — S(B)
wzorem F(¢) = fogo f7! dla ¢ € S(A). Wtedy ze wstepu do
matematyki mamy, ze F(¢@) jest bijekcja jako ztozenie bijekcji, czyli
F(¢) € S(B) dla ¢ € S(A). Ponadto dla dowolnych ¢;,$, € S(A)
mamy

F(pro¢y) = fo(drog¢g)o fl=
= (fodrof ) o(fopao f) = F(¢)o F(ds),

wiec F jest homomorfizmem grup. Ponadto G : S(B) — S(A) dane
wzorem G(¢) = f~loo f dla ¢ € S(B) jest przeksztalceniem od-
wrotnym do F. Zatem F' jest izomorfizmem grup.

Twierdzenie 5 (Cayley’a). Kazda grupa G zanurza sie w grupe
symetryczng S(G).

Dowdéd. Niechdlag € G: [,(z) = gz dlaz € G. Wtedy, jak wiemy
I, jest bijekcja zbioru G na siebie, wiec I, € S(G). Niech F(g) = [, dla
g € G. Wtedy dla g, h,z € G mamy, ze (F(gh))(z) = ln(z) = (gh)r =
= 9(h2) = gla(x) = L(n(@) = (Iy 0 1n)(z) = (F(g) o F(h)(x), skad
F(gh) = F(g)oF(h)iF jest homomorfizmem grup. Jezeli g € Ker(F),
to [y(z) =z dlaz € G, czyli gz = z dlaz € G. Zatem g = e. Stad
z wlasnosci 10. homomorfizméw mamy, ze F jest zanurzeniem grup. (J

Z twierdzenia Cayley’a i z przyktadu 8 wynika od razu nastepujacy

Whniosek 1. Kazda grupa skonczona rzedu n zanurza sie w grupe
permutacji S, zbioru n-elementowego {1,2,...,n}. O
6.2 Grupy permutacji

Niech n > 2 bedzie ustalona liczba naturalna. Niech X,={1,2,...,n}.
Kazda permutacje f € S, mozna zapisa¢ w postaci dwuwierszowej
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tablicy

1 2 ... 1 ... mn

= . , 6.2

f (f(l) 1@ ... ) . f(n)) (6.2)

w ktérej w pierwszym wierszu umieszczone s3 wszystkie elementy
zbioru X, (najczesciej w porzadku rosnacym), zas w drugim wierszu
umieszczone sg kolejne obrazy tych elementéw przy odwzorowaniu f.
Niech X = {z € X, : f(z) # z}. Wtedy dla z € X,, jest x # f(z),
skad f(z) # f(f(z)), wiec f(z) € X;. Stad f(Xy) € Xy, a poniewaz
f jest réznowartosciowe i zbiér Xy jest skonczony, wiec f(Xy) = Xy.
Z tego powodu w zapisie permutacji f pomijamy zazwyczaj te ¢, dla

. N . 1 2 3 . ., (2 3

ktorych f(z) = 1. Np. zamiast ( 1 3 9 ) mozna pisaé¢ ( 3 9 )

Przy tej notacji dla permutacji f mamy wzdr:

(YR, ©9
Ponadto
e=(15 i) (64
Inwersje

Inwersjq permutacji f € S, nazywamy taki podzbiér dwuelemen-
towy {i,7} zbioru X,, ze ¢ < j oraz f(i) > f(j). Zbiér wszystkich
inwersji permutacji f € S, oznaczamy przez I;. Np. I, = 0, wiec
|I.| = 0, czyli permutacja tozsamo$ciowa nie posiada inwersji.

Przyktad 9. Niech i,j € X,,, ¢ < j. Oznaczmy przez (i, j) permu-
tacje zbioru X,,, ktora zamienia miejscami elementy ¢, 7 oraz nie zmie-
nia pozostalych elementéw zbioru X, (takie permutacje nazywamy
transpozycjamsi). Zatem

)= (12 o imliidl o1 g gl
=12 i—=1 7 i+1 ... j—1 4 j+1 ... n )




Przyklady homomorfizméw. Grupy permutacji I 53

Stad I ;) = {iz,z + 1}, {i,i+ 2}, {4,s+3},...,{i,5 — 1},{i,jl,
i
fi +1L,ih{i+2,5},{¢+3,5},...,.{j - 1,j}1}. Zatem |I; 5| = (j—i)+
(j-1)-i
+(j—1)—1i = 2(j—1)—1. UzyskaliSmy zatem, ze kazda transpozycja
posiada nieparzystg liczbe wszystkich inwersji.

Znak permutacji

Znakiem permutacyi f € S, nazywamy liczbe sgn(f) okreslona wzo-
rem:

sgn(f) = (~1)" (6.6)

Powiemy, ze permutacja f € S, jest parzysta, jesli sgn(f) = 1 oraz , ze
f jest nieparzysta, jesli sgn(f) = —1. Zatem z przykladu 9 mamy, ze
dowolna transpozycja jest permutacja nieparzysta. Poniewaz
sgn(e) = (=1)° = 1, wiec permutacja tozsamo$ciowa jest parzysta.
Zbior wszystkich permutacji parzystych f € S, bedziemy oznaczali
przez A,.

Twierdzenie 6. Dla dowolnych permutacji f,9 € S, zachodzi
wzor:

sgn(f o g) = sgn(f) - sgn(g)- (6.7)

W szczegdlnosci sgn(f~1) = sgn(f).

Dowdéd. Oznaczmy przez P, rodzine wszystkich podzbioréow dwu-
elementowych zbioru X,,. Niech h € S,. Wezmy dowolne A € P,.
Wtedy A = {i,j} dla pewnych 7,j € X, i # j. Oznaczmy sgnn(A) =
= sgn (h(it? J ) Okreslenie to jest poprawne, bo

Jj—i —(i—3)

hG)=h() _ —(h@)=h() _ hE)=h()
- =

Ponadto A € I, & sgn,(A) = —1. Wynika stad wzér:

sgn(h) = H sgnp(A). (6.8)

A€eP,
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bLatwo zauwazy¢, ze dowolna permutacja g € S, wyznacza bijekcje
G : P, — P, przy pomocy wzoru G(A) = {g(i),9(j)} dla A = {4, j}.
Wynika stad, ze dla dowolnych f, g € S, zachodzi wzér:

sgn(f) = [ sgns(G(A)). (6.9)
AeP,

Ponadto dla A € P, mamy
sgns(G(A)) - sgng(A) = sgnjoe(A). (6.10)
Rzeczywiscie, A = {i,j} dla pewnych i,j € X, i # j oraz

fle(®)) - f(g(J')))
9(%) = 9(7)

sgns(G(A)) = sgn;({g(i), 9(7)}) = sgn (

oraz 4 .
sgny(A) = sgn (M) :
i —
Ale sgn(zx)-sgn(y) = sgn(z-y) dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y,
wiec

sgn;(G(A)) - sgngy(A) = sgn (f(gg(zg - ;‘((j_})(i)) , g(z’i = ?U)> _
 ogn (U220 =G 200

1—J
Zatem na mocy (6.8), (6.9) i (6.10) mamy

sgn(f o g) H Sgnfog H [Sgnf(G(A)) ) Sgng(A)] =

APy AeP,
= [T sons(G(A) - ] sane(A) = [] sens(A)- [ some(A) =
AcP, AP, Aep, AeP,
= sgn(f) - sgn(g).
W szczegdlnosci mamy stad, ze 1 = sgn(e) = sgn(f o f7!) =

= sgn(f) - sgn(f1), czyli sgn(f~') = sgn(f). Konczy to dowdd na-
szego twierdzenia. [J

> = 80N foq(A).
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Whniosek 2. Dlan > 2 A, jest podgrupg normalng indeksu 2
grupy Sp.

Dowé6d. Poniewaz sgn(e) = 1, wiec e € A,. Niech f,g € A,.
Wtedy sgn(f) = sgn(g) = 1, skad z twierdzenia 6 mamy, ze
sgn(g™') = 1oraz sgn(fog™!) = sgn(f) sgn(g™') = 1-1 = 1,
czyli fog™ € A,. Zatem A, jest podgrupa grupy S,. Dalej, n > 2,
wiec (1,2) € S, oraz z przyktadu 9 mamy, ze sgn((1,2)) = —1, wiec
(1,2) ¢ A,. Wezmy dowolne g € S,. Jesli g & A,, to sgn(g) = -1,
skad na mocy twierdzenia 6 sgn((1,2) o g) = (—1) - (—1) 1, czyli
f=(1,2)og€ A,. Ale (1,2)0(1,2) =€, wiecg = (1,2)o f (1,2)
Oznacza to, ze S, = A, U (1,2)A4,, wiec ostatecznie (S, : A,) =
Zatem z rozdziatu 4, A, < 5,,. O




Rozdzial 7

Grupy permutacji 11

7.1 Permutacje rozlaczne

Definicja 1. Permutacje f,g € S, nazywamy roztgcznymi, jezeli
X; N Xy, = 0 (réwnowaznie: f(z) = z lub g(z) = z dla kazdego
T € Xp).

Poniewaz dla h € S, i dla k € N mamy, ze Xy C X (bo jesli
z € X, to f¥(z) # =z, czyli f(z) # ¢ 1z € X;), wiec mamy stad
natychmiast nastepujace

Stwierdzenie 1. Jezeli permutacje f,g € S, sq roztgczne, to dla
dowolnych liczb naturalnych k, | permutacje f* i g' tez sq roztgczne. O

Stwierdzenie 2. Jezeli permutacje f,g € S, sq roztgczne, to

(i) fog=gof,

(ii) jezeli fog=e, to f =g=c,

(1i3) o(f o g) = [o(f), 0(g)]-

Dowdéd. (i) Dla z € X, \ (X;U Xy) jest f(z) = g(z) = z, wiec
(fog)(z) = flg(z)) = flz) =z = g(z) = g(f(z)) = (90 f)(=).
Ponadto dla z € X jest f(z) € Xy, wiec f(z) ¢ X, oraz g(f(z)) =
= f(z) i f(g9(z)) = f(z), bo g(z) = =, gdyz v ¢ X,. Zatem dla
z € X; mamy, ze (f o g)(z) = (9o f)(z). Podobnie pokazujemy, ze
(fog)(z)=(go f)(z) dlaz € X,. Stad ostatecznie fog=go f.

o6
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(ii) Zalézmy, ze g # e. Wtedy istnieje z € X,, takie, ze g(z) # z,
skad z € X, wiec g(z) € X, czyli g(z) & X1 f(g9(z)) = g(z). Ale
x =e(x) = (fog)(z) = f(g9(x)) = g(z) i mamy sprzeczno$é. Stad
g = e i w konsekwencji f = e.

(iii) Oznaczmy k = o(f), | = o(g), m = [k,l], s = o(f o g). Wtedy
e = (fog)® = f®o¢° namocy (i), wiec z (ii) i ze stwierdzenia 1 mamy,
ze f*=ei1¢g° =e Zatemk|sil]|s, skad m|s. Ale na mocy (i
(fog™m = fMfog" =eoe=e,bok|mil|m, wiec s | m. Zatem
m|sis|m,skad s =m. O

Uwaga 1. Wz6r (iii) mozna uogdlni¢ na wiekszg liczbe parami
roztacznych permutacji.

7.2 Rozklad permutacji na cykle

Niech A bedzie niepustym zbiorem oraz niech by, by,..., b1 (r > 2)
beda réznymi elementami zbioru A. Wéwczas permutacje postaci
b by ... by_o b,
( bioby ... by b (7.1)

nazywamy cyklem, a liczbe r — jego dlugoscia. Cykl (7.1) zapisujemy
prosciej jako (bg, by, ...,b,_1). Zatem transpozycje sa to dokladnie cy-
kle dtugosci 2. Z okreslenia cyklu mamy od razu wzor:

(bﬂv bla B br—l)(bi) = bi@rl (72)

dla kazdego ¢ =0,1,...,r — 1.
Ze wzoru (7.2) natomiast przez prosta indukcje uzyskujemy, ze

(b(), b], PN ,br_l)k(bi) - bi@rk (73)

dla k,t=0,1,...,r — 1.
Ze wzoru (7.3) mamy w szczegdlnosci, ze (bg, by, ..., b—1)¥(by) =
= by, # by dla naturalnych k < r, wiec (bg, by, ..., b._1)* # e dla natu-

ralnych & < r. Ponadto ze wzoru (7.3) wynika, ze (by,by,...,b,_1) =e.
W ten sposéb udowodniliémy nastepujace -
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Stwierdzenie 3. Rzqd dowolnego cyklu dtugosci r jest rowny r. [J

Teraz udowodnimy, ze kazdy cykl dlugosci r jest ztozeniem r — 1
transpozycji.

Stwierdzenie 4. Dla dowolnych réznych elementow aq, as, . .., a, €
€ A (r > 2) zachodzi wzor:

(al, as, ... ,(IT) = (al, G,r) @) (al,ar_l) 0...0 (al, G,Q). (74)

Dowéd. Indukcja wzgledem r > 2. Dla r = 2 teza jest
oczywista. Jezeli za$ teza zachodzi dla pewnego naturalnego r > 2
iay,ay,...,0;,a,4, S3 roznymi elementami zbioru A, to z zalozenia
indukcyjnego

(a17a37 - '7ar7a7‘+1) = ((1,1,0,1«+1) o (a17a7") ©...0 ((11,0,3),
wiec

(@17 a,.+1)o(a1, a'r)o- . -O(al, as)o((ll, Cb2)= (al, as,...,Qar, ar+1)0(a1, Gz) =
a ap daz ... a, QAr41

= = (a1,a2,...,0r,0,41). O
do asz Q4 ... QApyy ai

Whniosek 1. Cykl jest permutacjq parzystg wtedy i tylko wtedy, gdy
jego dtugosé jest liczbg nieparzystq.

Dowdéd. Niech f = (ay,aq,...,a,;) bedzie cyklem dlugosci r.
Wtedy ze stwierdzenia 4 mamy, ze f jest zlozeniem r — 1 transpo-
zycji. Zatem z poprzedniego rozdzialu mamy, ze sgn(f) = (—1)"7},
skad mamy teze. [J

Stwierdzenie 5. Dla dowolnych réznych elementow ag, ay, . . . ,ar_1
zbioru A i dla dowolnej permutacji f € S(A) zachodzi wzdr:

folag,ar,...,arm1) 0 f70 = (f(ao), flar),.-., flara)).  (7.5)
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Dowéd. Dlaa € A\ {ag,ay,...,a,—1} mamy
[fo (a0, a1, a,1) 0 f7](a) = [f o (ag, a1, - .., ar-1))(a) = f(a)
oraz f(a) € {f(ao, f(ar),..., flar—1)}, wigc
(f(ao), flar),-- ., far-1))(f(a)) = f(a).

Ponadto dlaz=0,1,...,7 — 1 mamy

[f o (ag,a1,...,a,_1) o f7)(a;) = [f o (ag, ay,---,ar—1)](a;) = flaig.1)

oraz
(f(ao), f(a1),-.., f(ar—1))(f(ai) = f(aig,1).
Stad mamy teze. (J

Twierdzenie 1. Kazda permutacja # e zbioru skoriczonego A jest
ztozeniem parami roztgcznych cykli. Przedstawienie permutacji w po-
stact ztozenia parami roztgcznych cykli jest jednoznaczne z doktadno-
scig do kolejnosci czynnikow.

Dowdéd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na liczbe n elemen-
tow zbioru A. Dlan = 11in = 2 teza jest oczywista. Zalézmy,
ze teza zachodzi dla permutacji zbioréw o liczbie elementéw mniej-
szej niz n. Niech f # e bedzie permutacja zbioru n-elementowego
A. Istnieje wtedy a € A takie, ze f(a) # a. Rozpatrzmy ciag
a; = a, ay = f(a1), a3 = f(az),... Poniewaz zbiér A jest skoriczony,
wiec wyrazy tego ciagu nie moga byc¢ wszystkie rézne. Niech ayi;
bedzie najwczesniejszym jego wyrazem réwnym jednemu z wyrazow
poprzednich, tzn. niech axy; = ay dla pewnego s < k + 1. Je-
zeli s > 1, to f(ax) = apy1 = a5 = f(as_1), skad ax = as_1, co
przeczy minimalnosci £ + 1. Zatem s = 1 i wobec tego elementy
ay, a2 = f(a1),...,ar = f(ax—1) sa rézne oraz f(ax) = axy1 = a;.
W zapisie permutacji f przestawmy kolumny tak, aby w pierwszym
wierszu na poczatku wystepowaly elementy aq, as, ..., ax. Wtedy

f:<a1 Ay ... @1 G Ay ... Gy _
ay az ... ax a; f(ay) ... f(a_;)
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Zatem f jest zlozeniem cyklu (ai,...,ar) oraz permutacji
al ... al_g ) .
= zbioru A" = {a/,...,al_,}. Na mocy
o= sy s -t}

zalozenia indukcyjnego g = e lub g jest zlozeniem skonczonej liczby
cykli roztacznych, z ktérych kazdy jest roztaczny z cyklem (ay, ..., ax),
skad f jest iloczynem parami roztacznych cykli.

Dla dowodu drugiej czeSci twierdzenia przypusémy, ze permutacja
f # e ma dwa istotnie rézne przedstawienia w postaci ztozenia (ilo-
czynu) cykli roztacznych:

f:(al,...,ak)o...:(bl,bQ,...,bs)o_..

Niech np. cykl (b1, by, ..., bs) bedzie rézny od kazdego z cykli wyste-
pujacych w pierwszym przedstawieniu permutacji f. Poniewaz b, € A,
wiec element b; nalezy do pewnego cyklu wystepujacego w pierwszym
przedstawieniu permutacji f. Ale sktadanie cykli roztacznych jest prze-
mienne, wiec mozna zakladac, ze b; = a; dla pewnego 1 = 1,2,... k.
Ponadto

(Cll, sy Ay Ay, - 7ak) = (aiyaz‘+1,---,ak,<11, . -~,Clz‘—1),

wiec mozna zaktadaé, ze by = a;. Wtedy by = f(b1) = f(a1) = ap, b3 =
= f(by) = f(ag) = as, itd. Wynika stad, ze s = k oraz (by, bs, ..., b;) =
= (a1, as, ..., ax). Uzyskana sprzeczno$¢ konczy dowdd naszego twier-
dzenia. UJ

Ze stwierdzenia 2 oraz z dowodu wniosku 1 wynika od razu naste-
pujace

Twierdzenie 2. Jezeli permutacja f jest ztozZeniem s cykli parami
roztgcznych o dtugosciach ri,ra,...,75, to

(i) o(f) = [ri,ra, ..oy ms);
(,”) sgn(f) — (_1)r1+r2+...+rs—s‘ dJ

Z twierdzenia 1, ze stwierdzenia 4 oraz z tego, ze e = (1,2) o (1,2)
wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 3. Kazda permutacja f € S, dlan > 2 jest ztoze-
niem skonczonej liczby transpozycji. O
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Poniewaz znak zlozenia permutacji jest réwny iloczynowi znakéw
tych permutacji oraz transpozycje s3 permutacjami nieparzystymi,
wiec mamy tez nastepujace

Twierdzenie 4. Permutacja f € S, dla n > 2 jest permuta-
cja parzystg wtedy i tylko wtedy, gdy f jest ztozeniem parzystej liczby
transpozycji. U

Stwierdzenie 6. Jezeli x,y, z,t sqg roznymi elementami zbioru A,
to w grupie permutacji S(A) zachodzi wzor:

[(z,y,2), (z,y,t)] = (z,y) o (2, ). (7.6)

Dowdéd. Mamy

(9, 2), (2,9, 0)] = (z,4,2) o (2,4, )" o (z,, 2) o (x,y,) =
= (z,z,y) o (t,y,x) 0 (z,y,2 )O(x,y,t)=
=(7 77 ) =@ven.0O
Przyklad 1. Niech w grupie Sj:
V ={e,(1,2)0(3,4),(1,3) 0 (2,4),(1,4) 0 (2,3)}. (7.7

Oznaczmy: a = (1,2)0(3,4),b = (1,3)0(2,4), c = (1,4)0(2,3). Wtedy

1 2 3 4
2 _p2 2 _ — —
a*=b"=c"=e. Ponadtoaob—<4 3 9 1)-(1,4)0(2,3)_

4 3 2 1
(izomorficzna z grupa czwérkowa Kleina). Dla f € S; na mocy stwier-
dzenia 5 mamy, ze foao f7! = fo (1,2)0(3,4)0 f7! =
—[fo(L,2)o f o lfo(3,4)0 f] = (f(1), £(2)) o (F(3), /(4)) € V
i podobnie fobo f71, focof LeV. Stad V < Ss. Ale V C Ay,
wiec V' < Ay. Dalej, [A4| =5 =121 |A/V| = ||/“,“|' = 12 =3, wiec
grupa A4/V jest abelowa, skqd z twierdzenia 1 z rozdzialu 5, A} C V.
Ponadto e = [e, e|, wiec ze stwierdzenia 6 kazdy element grupy V

2
boa = ( L 3 4 ) = ¢, wiec V jest podgrupa rzedu 4 grupy S,
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jest komutatorem dwoch cykli dtugosci 3, ktére na mocy wniosku 1 sg
permutacjami parzystymi, wiec V' C Aj i ostatecznie V = A). Z przy-
ktadu 1 z rozdzialu 5 mamy zatem stad, ze w grupie A4 nie istnieje
podgrupa rzedu 6, chociaz 6 dzieli rzad grupy A4. O

Twierdzenie 5. Jezeli A jest zbiorem o co najmniej trzech ele-
mentach, to Z(S(A)) = {e}.

Dowdd. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje zbiér A o co
najmniej trzech elementach i istnieje f € Z(S(A)) takie, ze f # e.
Zatem istnieje a € A takie, ze f(a) # a. Oznaczmy b = f(a). Wtedy a
i b s3 réznymi elementami zbioru A i zbiér A posiada co najmniej trzy
elementy, wiec istnieje ¢ € A\{a, b}. Dalej, f € Z(S(A)), wiec na mocy
stwierdzenia 5 (b, f(c)) = fo(a,c)of™! = (a,c), skad {b, f(c)} = {a,c}.
Ale ¢ # b, wiec ¢ = f(c) oraz a # b, wiec a = f(c), czyli a = ¢ i mamy
sprzeczno$¢. Oznacza to, ze Z(S(A)) = {e}. O




Rozdzial 8

Zasadnicze twierdzenie
algebry. Pojecie pierscienia

8.1 Zasadnicze twierdzenie algebry i jego
dowdd

Definicja 1. Wielomianem o wspotczynnikach zespolonych nazy-
wamy funkcje f : C — C postaci

f(z) = apa™ + ap_ 12"t + ... + a1z + ag,

gdzie ag, a1, . . ., a, s3 ustalonymi liczbami zespolonymi oraz n=0,1, ...
Ponadto dla a, # 0 méwimy, ze n jest stopniem wielomianu f(z).

Lemat 1. Niech f(x) bedzie wielomianem o wspotczynnikach ze-
spolonych. Wowczas dla kazdego v > 0 istnieje stata K > 0 taka,
ze

[f(21) = f(2)| S K - |21 — 2]

dla wszystkich z1, zo € C takich, ze |z|,|2z| <.

Dowdéd. Jezeli f(z) = ag dla z € C, to wystarczy wzia¢ K = 1.
Zaléimy wiec, ze f(z) = anz™ + an_12" 1+ ...+ a1z +ag, gdzien > 1
ia, #0. Wezmy dowolne z1, 2o € C takie, ze |z], [22] < 7. Wtedy dla
k=1,2,...,n mamy, ze
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k=1 k=2 k-2 k-1
ek =(n—2) T A Pt 2z )
oraz z nieréwnos$ci trojkata:

|25V 22 4T AT <
S i  E Y P I P P21 | P L S oY L T

Stad

[f(21) = f(22)] = lan(2} = 28) + an1 (277 =237+ 4 ar(;1 — 2)] <
< anllzf = 25| + lana|l27 ™ = 257+ aa| |21 — 20| <
< anllzr — 22|nr™™ + |an-1]]z1 — 22| (n = 1)r" 2 + ...+ |ay||z1 — 2] =
=|z1 — 22|(|@n|nr™ Y + |an_1|(n — D)r" "2 + ..+ |ap|2r + |ai]),

wiec wystarczy wzigé K = |an|nr™ 1+ |an_1|(n—1)r" "2+ .. . +|aq|2r +
+|O,1|. O

Definicja 2. Powiemy, ze liczba zespolona 2 jest granica ciggu
(z,) liczb zespolonych, jezeli

VE>03no€NVn2nolzn - z0| <e.
Piszemy wtedy lim z, = z.
n—00

Lemat 2. Niech f(z) bedzie wielomianem o wspdtczynnikach ze-

spolonych. Wowczas z lim z, = 2z wynika, ze lim |f(z,)| = |f(20)|.
n—oo n—o0

Dowd6d. Wezmy dowolne € > 0. Z lematu 1 dlar = 1+4|z] istnieje
stata K > 0 taka, ze |f(z) — f(20)| < K|z — 20| dla wszystkich z € C
takich, ze |z| < 1+ |20, gdyz |20] < 1+ |20]- Ale lim z, = z,, wiec

n—oo

dla 6 = min{5%,1} istnieje ng € N takie, ze dla wszystkich n > ng

jest |z — 20| < 6, czyli |z, — 20| < 1, a wiec |2,] = |(zn — 20) + 2| <
< Vo — 20/ + [20] < 1+ |z0ly skad |f(z0) — F(0)] < Kpie = § < € dla
n = ng. Oznacza to, ze lim |f(z,)| = |f(20)]- O

n—oo

Definicja 3. Powiemy, ze ciag (z,) liczb zespolonych jest ogra-
niczony, jezeli istnieje stala A > 0 taka, ze |z,] < A dla wszystkich
n € N.
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Lemat 3. Z kazdego ciggu ograniczonego liczb zespolonych mozna
wybrac podcigg zbiezny do pewnej liczby zespoloney.

Dowéd. Niech (z,) bedzie ograniczonym ciagiem liczb zespolo-
nych. Wtedy istnieje stala A > 0 taka, ze |z,| < A dla wszyst-
kich n € N. Ponadto dla n = 1,2,... istniejg a,,b, € R takie,
7€ zZn = Qn + byi, wiec |a,| < /a2 +b2 = |z] < A i podobnie
|b,] < Adlan = 1,2,... Zatem (a,) i (b,) sa ograniczonymi cia-
gami liczb rzeczywistych. Stad z twierdzenia Weierstrassa istnieje
podciag (ax,) ciagu (a,), ktéry jest zbiezny do pewnej liczby rzeczy-
wistej ag. Zatem z twierdzenia Weierstrassa istnieje podciag (b, )
ciaggu (bg, ) zbiezny do pewnej liczby rzeczywistej by. Stad takze pod-
ciag (ay,, ) jest zbiezny do ap. Wezmy dowolne ¢ > 0. Wtedy ist-

nieje ng € N takie, ze dla wszystkich n > ng jest |a;,  — ao| < %

i by, — bl < % Zatem dla zy = ag + bgi oraz dla n > ny mamy
2 2
21, — 20l = \/lay,, — aol* + [by,, —bo|> < y/5 + 5 = €. Oznacza to,
ze lim 2z, = z0. U
n—0o0

ZASADNICZE TWIERDZENIE ALGEBRY. Kazdy wielo-
mian dodatniego stopnia o wspotczynnikach zespolonych posiada pier-
wiastek zespolony.

Dla wielomiandw stopnia 1 nasze twierdzenie zachodzi, bo maja one
postaé f(z) = az + b, gdzie a,b € C i a # 0 oraz wtedy f(—2) =0.
Wystarczy zatem udowodni¢ to twierdzenie dla wielomianéw
stopni > 2. Ale jezeli f(z) = ap2™ + an_12" ' + ... + a1 + ay,
gdzie ag,a;,...,a, € C, a, #01in > 2, to f(z) = a, - g(x), gdzie
o(z) ="+ 2=t otz + 2% i wielomiany f(z) i g(z) maja ta-
kie same zblory plerw1astk0w Sta¢d wystarczy wykazac, ze dla kazdego
n > 2 i dla dowolnych ag,ay,...,a,_; € C wielomian

fl@)=2"+ap12" '+ ...+ a1z + ag (8.1)

posiada pierwiastek zespolony.

Lemat 4. Dla wielomianu f(x) postaci (8.1) i dla kazdego z € C
takiego, ze |z| > 1+ |an—1| + ...+ |ao] mamy, Ze |f(z)| > 1+ |aol.
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Dowéd. Zalézmy, ze z € C1i |z| > 1+ |ap—1| + ...+ |ao]. Wtedy
|z| > 1, wiec |z|¥ > 1dlak =1,2,... Stad dla takich 2 mamy

If(2) = 2"+ an12" P+ ...+ a1z + ag| =
> 2" —=|an_12""1+. . Harzt+ao] 2 |z —|an-1||2[" = .. =]a1||z|—|ao].

Ale |z]F < |2|" P dlak=0,1,...,n—1,bo |z| >1in > 2 wiec

1F(2)] 2 2" = 2" - (lanal + -+ laa] + aol) =
= [z[*"" - (l2] = lana| = - = la] = lao]) 2 2" 2 |2,

bon>2ilz| =1+ |an_1]|+ ...+ |ao|- Stad
|f(2)] > 14 |an_1| + ...+ |ar| + |ao| = 1+ |ao],

czyli |f(2)] > 1+ |ag| dla |z] > 1 + |an_1| + ... + |ar| + |ag|. O

Lemat 5. Dla wielomianu f(x) postaci (8.1) istnieje zo € C takie,
ze

1£(2)] = 1 (20)]

dla kazdego z € C.

Dowéd. Poniewaz dla kazdego z € C jest |f(2)| = 0, wigc zbiér
{If(2)] : 2z € C} jest ograniczony z dotu. Posiada on zatem kres
dolny q. Wtedy |f(2)| = ¢ dla kazdego z € C oraz dla dowolnego
m € N istnieje 2z, € C takie, ze |f(zm)| < ¢ + &. Gdyby dla pewnego
m bylo |zm| > 1+ |an—1| + ... + |a1| + |aol, to z lematu 4,

|f(zm)| > 1+ |ao] = |f(O)| +1>q+1>q+ &

skad | f(zm)| > ¢+ = i mamy sprzeczno$¢. Stad |z,,| < 14|an_1|+. .
+]ag| dla m € N. Zatem z lematu 3 istnieje podciag (zx,) ciagu (zn)

taki, ze lim zx, = 2o dla pewnego z, € C. Wéwczas dla kazdego z € C
n—oo

i dla kazdego m mamy, ze |f(zm)| < |f(2)| + L, skad

F@] > 1 ()] -
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wiec po przejsciu do granicy z wykorzystaniem lematu 2 uzyskamy, ze

[f(2)] 2 [f(20)]. O

Udowodnimy teraz lemat, ktéry zakonczy dowdéd zasadniczego
twierdzenia algebry.

Lemat 6. Dla wielomianu f(z) postaci (8.1) i dla liczby zo z le-
matu 5 mamy, ze f(z) = 0.

Dowdd. Niech h(z)=f(z+ z0)= (24 20)" + an_1(z + 2)" 1 + ...
ot a(z+42)tag = 2" +by_12" P+ ...+ bz + by dla pewnych
bo, b1,...,bn_1 € C, b, = 1. Niech k bedzie najmniejsza liczba natu-
ralng taka, ze by # 0. Wéwcezas h(z) = 2" + b1z V4. b2k + by
Z lematu 5 mamy, ze dla kazdego z € C

|Zn + bn_lz"‘l + ...+ kak + b()l > lf(Zo)'
oraz by = h(0) = f(2), wiec dla z € C mamy
|2" + by12" " 4 . be2® + bo| > |bol- (8.2)

Dla ¢ € (0,1) podstawmy w nieréwnosci (8.2): z = ¢ - ,’C/—Zikl. Otrzy-

mamy wéwczas

n n—1 k
b b b
|c"('“ —l;%) +b,_1c 7t (‘k/_i)%) +. . Abck (k —i) +bo| = |bol,

(8.3)

wiec z (8.3) po uproszczeniach i podstawieniu

b n b n—1 5 k+1
— k — k — e
dn_(\/_i> >dn—1—bn—1< —i ,---7dk+1—bk+1(" —kal

uzyskamy
|dnc +dp_1c" 1. .+dk+1ck+1—bock+b0| > |b| dla c€ (0,1). (8.4)

Oznaczmy ¢(z) = dz™ %' + dp_12" ¥ 2 4+ ... 4 diy1. Wtedy z (8.4)
mamy

|**g(c) +bo(1 — )| > |bo| dla c € (0,1). (8.5)
Ponadto [c+1g(c) + bo(1 — )| < |c+g(c)| + bl 1 — 4] = =+1]g o) +
+]bo[(1 — c*), bo 0 < ¢ < 1. Zatem z (8.5):
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cEHg(e)| + |bol — |bo|c* > lbo| dla ¢ € (0,1),
a wiec
clg(c)| > |bo| dla c € (0,1).

Ponadto
lg(c)| = |dnc™ P+ dpic™ 24+ + dis1| <

< |dnlc™ ¥ 4 dpoi |2+ L+ || <
|dn| + |dn-1| + ... + |di41l,
bo 0 < ¢ < 1. Zatem

C(Idnl -+ |dn_1| —+ ...+ [dk+1l) 2 |b0| dla c € (O, 1)

Stad po przejsciu do granicy wzgledem ¢ — 0 otrzymamy, ze 0 > |bo|,
czyli |b0l =0. Ale f(Zo) = b(), WIQC f(Z()) =0.0

8.2 Pojecie pierscienia

Definicja 4. Pierscieniem nazywamy system algebraiczny
(P,+,-,0,1) taki, ze

P1. (P, +,0) jest grupa abelowa;

P2. Vypcepa-(b+c)=a-b+a-q

P3. Yopeepa-(b-c)=(a-b)- ¢

P4. Vcpa-1=a;

P5. va,beP a-b=">-a.

Dzialanie oznaczane przez + nazywamy dodawaniem, za$ dzialanie
oznaczane przez - nazywamy mnozeniem, natomiast element oznaczony
symbolem 1 nazywamy jedynkq pierscienia P. Grupe abelowa (P, +,0)
nazywamy grupq addytywng piercienia P i oznaczamy przez P+.
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Wilasnosci dzialan w pierscieniu

Niech (P, +, -, 0, 1) bedzie pier§cieniem. Wéwczas:

1. Voepa-0=0-a=0.

Dowdd. Poniewaz 0 = 0+0, wiec namocy P2: a-0=a-(0+0) =
=a-0+a-0,czylia-0+0=a-0+a-0, skad z prawa skracania
w grupach abelowych mamy, ze a -0 = 0. Zatem na mocy P5 takze
0-a=0.0

2. Vopep —(a-b) = (—a)-b=a-(-b).

Dowdd. Na mocy P211 mamy, ze a-b+a-(=b) =a-[b+(=b)] =
a-0=0,skad a-(—=b) = —(a-b). Stad na mocy P5: —(a-b) =
=—(b-a)=b-(—-a)=(—a)-b. O

3. va,b,ceP (a'+b) c=a-c+b-c.

Dowéd. Na mocy P5, P2 i znowu P5 mamy, ze (a +b) - c =
=c-(a+bc-at+c-b=a-c+b-c. O

4. Voep (1) -a=a-(-1) = —a.

Dowéd. Na mocy P4 i P5 mamy, z2 a =a-1 =1-a, wiec z 2
iP5 —-a=—(a-1)=a-(-1)=(-1)-a. O

5. Vaay,.anep @ (a1 +...+ay) =a-a;+ ... +a-ay,.

Dowdéd. Indukcja wzgledem n. Dla n = 2 teza wynika z P2.
Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n > 2 i niech
a1, ...,0n,0,+1 € P. Wtedy na mocy P2 i zalozenia indukcyjnego:
a(a1+ ...+ ap+ans)=a(a;+...+a,) +api1]=a- (a1 +...+a,) +
4+a-apyy =a-a1+...+a-a, +a-a,41, czyli teza zachodzi dla liczby
n+1. 0

6. Vopeera-(b—c)=a-b—a-c

Dowdd. Z okreslenia odejmowania, z P2, z 2 i znowu z okre$lenia
odejmowania mamy, ze a- (b—c) =a-(b+ (—¢)) =a-b+a-(—c) =
=a-b+(—(a-¢))=a-b—a-c O

Poniewaz (P,+,0) jest grupa abelowa, wiec ma sens catkowita wielo-
krotno$é k - a elementu a € P przez liczbe catkowita k. Przypomnijmy
jej okreslenie:

0-a=0,1la=aorazdlane N n-a=a+...+ai(-n)-a=

~————

n
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Z teorii grup mamy zatem nastepujace wlasnosci:

7. VaePVnmez 1 (m : a) = (nm) * @.

8. VaePVumezn+m)-a=n-a+m-a.

9. VapepVnezn-(a+b)=n-a+n-b.

Mozna takze udowodni¢ nastepujaca wlasnosc:

10. VopepVnezn-(a-b) =(n-a)-b=a-(n-b).

W pierécieniu P mozemy tez okresli¢ nieujemng catkowita potege
dowolnego elementu a € P przyjmujac, ze:

a®=1a'=aorazdlaneN: a"' =a"-a (czylia"=g-...-qa).
L

n
Przez prosta indukcje mozemy wéwczas udowodni¢ nastepujace

wlasnosci:
11. YeepVnmez a™ - a™ = a™™.
12. Ve pVn men (@™)™ = a™™.

13. Vo pepVnen (a + b)" = Z ( Z ) a"*bk.
k=0 '




Rozdziat 9

Podpierscienie, elementy
odwracalne, dzielniki zera

9.1 Okreslenie podpierscienia

Definicja 1. Podpierscieniem piericienia (P, +,-,0,1) nazywamy
taki podzbiér A C P, ktéry jest pierscieniem ze wzgledu na wszystkie
dzialania okreslone w pierscieniu P (zredukowane do A).

Stwierdzenie 1. Podzbior A pierscienia P jest podpierscieniem
pierscienia P wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetnia nastepujgce warunksi:

(I)1 € A oraz (II) Yopea a —b,a-b € A.

Dowdd. Zatézmy, ze A jest podpierScieniem pierScienia P. Wtedy
0,1 € A (ze wzgledu na wykonalno$é dzialan 0-argumentowych) oraz
dla dowolnego a € A, —a € A (ze wzgledu na wykonalno$¢ dzialania
l-argumentowego) i ponadto dla a,b € A a-b € A oraz a — b =
=a+ (—b) € A (ze wzgledu na wykonalno§¢ mnozenia i dodawania).

Na odwrét, zalézmy, ze 1 € A oraz a — b,a - b € A dla dowolnych
a,be A, Wtedy 0 =1—-1€ A skaddlabe A, —b=0—-5b € A,
wiec dla a,b € A, a+b=a— (—b) € A. Zatem w A jest wykonalne
mnozenie i dodawanie. Poniewaz wszystkie aksjomaty pierScienia sg
spelnione nawet w P, wiec (A4, +,-, 0, 1) jest pierScieniem. [J

71
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9.2 Przyklady pierScieni i podpierscieni

Przyklad 1. Kazde cialto jest pierécieniem. Podpierscienie cial sg
pierscieniami.

Przyklad 2. Podpierscienie ciata C nazywamy pierscieniami licz-
bowymi. Oczywiscie sa one pierScieniami. Przyklady pierScieni liczbo-
wych:

a) Pierscien liczb catkowitych Z;

b) Dla ustalonej liczby naturalnej a > 1 zbior

1 n
—| =3 —: Z,k > }
M {Zinkez k>0

jest pierScieniem liczbowym (sprawdzenie zostawiamy Czytelnikowi);

c¢) Niech d bedzie liczba catkowita, ktora nie jest kwadratem liczby
catkowitej. Woéwczas z teorii liczb wiadomo, ze d nie jest kwadra-
tem liczby wymiernej. Okreslamy v/d jako zwykly pierwiastek aryt-
metyczny z liczby d dla d > 0, za$ dla d < 0 okreslamy vd = +/|d] - i.
Zatem w obu przypadkach (\/6_1)2 = d. Mozna sprawdzié, ze woéwczas
zbiér Z[Vd] = {a+ bV/d : a,b € Z} jest pierscieniem liczbowym:;

d) Niech d bedzie liczbg catkowita, ktéra nie jest kwadratem liczby
catkowitej taka, ze d = 1(mod 4). Mozna sprawdzié, ze wtedy zbidr
7 [%@] ={z+y- l%‘/—z : z,y € Z} jest pierScieniem liczbowym.

Przyklad 3. Niech m > 1 bedzie ustalong liczba naturalng i niech
Z,, ={0,1,...,m — 1}. Dla a,b € Z,, okreslamy:

a®,b = reszta z dzielenia a + b przez m,;

a®,b = reszta z dzielenia a - b przez m.

W oparciu o wlasnosci kongruencji mozna sprawdzic¢, ze woéwczas
(Zr,, ®my Om, 0,1) jest pierScieniem.

Przyklad 4. Zbior wszystkich wielomianéw o wspotczynnikach
rzeczywistych z dodawaniem i mnozeniem funkcji tworzy pierscien.
Oznaczamy go przez R|z].

Przyklad 5. Zbiér wszystkich wielomianéw o wspdtczynnikach
wymiernych z dodawaniem i mnozeniem funkcji tworzy pierScien.
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Oznaczamy go przez Q|z].

Przyklad 6. Zbiér wszystkich wielomianéw o wspotczynnikach
catkowitych z dodawaniem i mnozeniem funkcji tworzy pierScien.
Oznaczamy go przez Z[z).

Przykltad 7. Zbiér wszystkich wielomianéw o wspétczynnikach ze-
spolonych z dodawaniem i mnozeniem funkcji tworzy pierscien. Ozna-
czamy go przez Clz].

Przyktad 8. Niech Pj,...,P, beda pierScieniami. W zbiorze
P, x ... x P, okreslamy dodawanie i mnozenie nastepujaco:

(a'lt"°7an)+(b17'-'7bn):(a1+bla"'7a‘n+bn)7
(a17"'7a'n)‘(bl)"';bn):(al'bla'--aan'bn)a

Ponadto okre§lamy 0 = (0,...,0) oraz 1 = (1,...,1). Mozna spraw-
dzi¢, ze wtedy (P; x ... X P,,+,-,0,1) tworzy pierScien. Nazywamy
go iloczynem kartezjaniskim pierscient Py, ..., P,.

Przykiad 9. Dowolny zbiér jednoelementowy P = {a} z dzia-
taniami + 1 - takimi, ze a +a = a i a-a = a oraz z wyréznionymi
elementami 0 = 1 = a tworzy pierScien. Nazywamy go pierscieniem
zerowym. Zauwazmy, ze jeSli pierscien P jest niezerowy, to |P| > 1,
wiec istnieje niezerowe a € P. Wtedy a = a-1oraz a-0 = 0 # a,
skad wynika, ze 0 # 1 w P. Na odwrét, jesli 0 # 1 w pierécieniu P, to
|P| > 1, wiec pierécien P nie jest zerowy.

Twierdzenie 1. C(Cze$é wspolna dowolnej niepustej rodziny pod-
pierscient pierscientia P jest podpierscieniem tego pierscienia.

Dowé6d. Niech {A;}ier bedzie dowolng niepusta rodzinag pod-
piercieni pierscienia P oraz niech A = (),.p A;. Poniewaz 1 € A4,
dla kazdego t € T, wiec 1 € A. Wezmy dowolne a,b € A. Wtedy
a,b € A, dla kazdego t € T, wiec ze stwierdzenia 1, a — b,a-b € A; dla
kazdego t € T. Zatem a —b,a-b € A. Stad na mocy stwierdzenia 1, A
jest podpierscieniem pierscienia P. (J

Uwaga 1. Niech P bedzie pierscieniem. Wéwczas dla dowolnego
podzbioru X C P istnieje najmniejszy (w sensie inkluzji) podpierscien
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pierscienia P zawierajacy zbiér X. Nazywamy go podpierscieniem ge-
nerowanym przez zbidr X i oznaczamy przez [X]. RzeczywiScie, niech
{A:¢}ier bedzie rodzing wszystkich podpierscieni pierscienia P zawie-
rajacych zbiér X. Wtedy P € {A;}ier, wiec z twierdzenia 1 mamy,
2e A = (Ver At jest podpierScieniem pierscienia P. Ale X C A; dla
kazdego t € T, wiec X C A, skad A jest najmniejszym elementem w ro-
dzinie {A;}ser, czyli A jest najmniejszym podpierScieniem pierscienia
P zawierajacym zbior X.

Nietrudno jest zauwazyé, ze [0] = {k-1 : k € Z}, natomiast
dla X # () podpiericien [X] sklada sie ze wszystkich skoriczonych

sum elementéw postaci s-1 oraz k -z -2 - ...  x,, gdzie s,k € Z,
T1,%9,...,Ln € X oraz n = 1,2,... Jesli X jest zbiorem skonczo-
nym oraz X = {ay,...,an}, to zamiast [{ai, ..., an,}] bedziemy pisali
[ai,...,am]. Zatem w szczegdlnodci mamy stad

a) = {ko-1+ki-a+...+ky-a" ko, kiyoo o hn €2, n=0,1,2,.. }.

Przyklad 10. Niech A i B beda podpierscieniami pierscienia P.
Oznaczmy przez AB zbiér wszystkich skonczonych sum elementéw po-
staci a - b, gdzie a € A, b € B. Wtedy 1 = 1-1 € AB. Ponadto
z okreSlenia AB oraz z tego, ze —(a -b) = (—a) - b wynika od razu,
ze jesli z,y € AB, to x —y € AB. Ponadto z rozdzielnosci mnoze-
nia wzgledem dodawania i z tego, ze dla a;,as, € A, by,by € B jest
(ay - b1) - (ag - by) = (a1 - ag) - (by - ba) € AB wynika, ze dla dowolnych
z,y € AB, -y € AB. Zatem na mocy stwierdzenia 1 mamy, ze AB
jest podpierScieniem piersScienia P.

9.3 Elementy odwracalne

Definicja 2. Powiemy, ze a € P jest elementem odwracalnym
wiersScienta P, jezeli istnieje x € P takie, ze a-x = 1. Zbior wszystkich
elementéw odwracalnych pierécienia P oznaczamy przez P*.

Twierdzenie 2. Dla dowolnego pierscienia P system algebraiczny
(P*,-,1) jest grupg abelowgq.
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Dowéd. Poniewaz 1-1 =1, wiec 1 € P*. Niech a € P*. Wtedy
istnieje x € P takie, ze a-x = 1, skad x - a = 1, czyli z € P~
Dalej, dla a,b € P* istnieja =,y € P takie,ze a-z =11ib-y = 1,
wiec (a-b)-(z-y) =(a-2)-(b-y)=1-1=1,czylia-b e P
Poniewaz mnozenie jest laczne w P, wiec mnozenie jest laczne w P*.
Zatem z tych rozwazan mamy, ze (P*,-,1) jest grupa. Natomiast z P5
wynika od razu, ze grupa ta jest abelowa. U]

Uwaga 2. Element odwrotny do elementu a € P* oznaczamy
przez a~'. Z dowodu twierdzenia 2 wynika, ze dla dowolnych a, b € P*
mamy wzOr:

(@-b)"t=at b7l

Przyklad 11. Z teorii liczb wynika, ze dla dowolnej liczby natu-
ralnej m > 1:

Z;, ={a € Zy, : (a,m) = 1}.

W szczegdlnosei |Z5,| = p(m). O

Przyklad 12. Mozna pokazaé¢, ze dla dowolnych pierscieni
Py, ..., P, zachodzi wzor:

(Pyx...xP)*=Pfx...x P

9.4 Dzielniki zera

Definicja 3. Mowimy, ze element a pierScienia P jest dzielnikiem
zera, jezeli istnieje niezerowy element b € P taki, ze a - b = 0.

W kazdym pierscieniu niezerowym P mamy, ze 0#1 oraz 0-1 = 0,
wiec 0 jest dzielnikiem zera w kazdym pierScieniu niezerowym P. Dziel-
niki zera rézne od 0 nazywamy wtasciwymi dzielnikami zera.

Przykltad 13. Dla liczb ztozonych m pier$cien Z,, posiada wta-
sciwe dzielniki zera, gdyz istniejg liczby naturalne a,b < m takie, ze
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a-b=miwtedy a,b s niezerowymi elementami pierscienia Z,, oraz
a®,b=0.

Twierdzenie 3. W dowolnym pierscieniu P element odwracalny
nie jest dzielnikiem zera.

Dowéd. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje pierécien P oraz
istnieje element odwracalny a € P, ktéry jest dzielnikiem zera. Zatem
istnieje niezerowe b € P takie, ze a - b = 0 oraz istnieje x € P takie, ze
a-x=1 Zatemb=b-1=b-(a-2)=(b-a)-z=(a-b)-2=0-2=0
1 mamy sprzecznos$¢. [J

Whniosek 1. Dowolne ciato nie posiada wtasSciwych dzielnikow
zera. [J

Elementy pierscienia P, ktore nie sa dzielnikami zera nazywamy
elementami reqularnyma.

Twierdzenie 4. W dowolnym pierscieniu P:

a) iloczyn elementow regularnych jest elementem regularnym;

b) jesli a € P jest reqularny ia-xz =a-y, tox =vy;

¢) 1 jest elementem regularnym.

Dowdd. a) Niech a,b € P beda elementami regularnymi. Wezmy
dowolny z € P taki, ze (ab)z = 0. Wtedy a(bz) = 0, wiec z regular-
nosci a, bx = 0, skad z = 0, z regularnosci b. Zatem ab jest elementem
regularnym.

b) Niech a € P bedzie elementem regularnym i niech z,y € P beda
takie, ze ax = ay. Wtedy a(x —y) = 0, skad z regularnosci a mamy,
zex—y=0,czyliz =y.

c) Niech .x € P bedzie takie, ze 1 -z = 0. Poniewaz 1 -z = z, wiec
=011 jest elementem regularnym. [

Definicja 4. Niezerowy pierscien P, ktéry nie zawiera wlasciwych
dzielnikéw zera nazywamy dziedzing catkowitosci.

Z tej definicji wynika od razu, ze dziedziny catkowitosci sg to takie
niezerowe pierscienie, w ktorych kazdy element niezerowy jest regular-
ny. W szczegélnosci na mocy wniosku 1, kazde cialo jest dziedzing
catkowitosci, a nawet kazdy podpierscien ciala jest dziedzing catkowi-
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tosci. Z twierdzenia 4 mamy natychmiast nastepujacy

Whniosek 2. Jezeli a jest niezerowym elementem dziedziny catko-
wito$ci P oraz ¢,y € P sq takie, Ze ax = ay, tox =y. U
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Rozdziatl 10

Homomorfizmy i idealy

10.1 Pojecie ideatu pierscienia

Definicja 1. Niepusty podzbiér I pierécienia P nazywamy ideatem
pierscienia P (oznaczenie: I < P), jezeli

(I) Vi’jej 1— 7 € I oraz (H) VieiVacpa-1 € 1.

Przyklad 1. W dowolnym pierscieniu P zbiér {0} jest idealem
(nazywamy go ideatem zerowym). Ponadto caly pierScien P jest ide-
alem P (nazywamy go ideatem niewtasciwym). Idealy I pierScienia P
takie, ze I # P nazywamy ideatam: wtasciwymi.

Uwaga 1. Niech I bedzie idealem pierscienia P. Wéwcezas I jest
ideatem wlasciwym wtedy i tylko wtedy, gdy 1 & I. Rzeczywiscie, jezeli
1¢1,tol # P, ajezelil € I, to dla kazdego a € P,a=a-1€ I na
mocy (II), skad I = P.

Twierdzenie 1. Kazde ciato K ma doktadnie dwa idealy: {0}
1 K.

Dowdéd. Niech I bedzie niezerowym idealem ciala K. Wtedy
1

istnieje niezerowe 7 € I, skad 1 = 7 -1 € I. Zatem z uwagi 1,

I=K.0U
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Uwaga 2. Z okreSlenia idealu wynika od razu, ze kazdy ideal
I pierScienia P jest podgrupa grupy addytywnej P tego pierScienia.
W szczegélnosci 0 € I dla kazdego I < P. Ponadto jesli ¢y, ...,1, € I<QP
oraz ai,...,a, € P,toay-11,...,ap i, € I,skad a;-11+.. . +ap-1y, € 1.

Twierdzenie 2. Czesé wspdlna dowolnej niepustej rodziny {1 }ier
ideatow pierscienia P jest ideatem pierscienia P.

Dowéd. Niech {I;};er bedzie niepusta rodzing idealéw pierscie-
nia P iniech I = (\,ep I;. Wtedy 0 € I; dla t € T, wiec 0 € I. Dla
t,J € I mamy, ze 1,j € I, dla kazdegot € T, wieci —je€ I;dlate T,
skad t —7 € I. Ponadtodlaa € P,1 € I mamy, ze 1 € Iy dlat € T,
wiec at € I, dla kazdego t € T', skad at € I. Zatem I < P. [J

Uwaga 3. Z twierdzenia 2 wynika, ze dla dowolnego podzbioru X
pierscienia P istnieje najmniejszy w sensie inkluzji ideal pierscienia P
zawierajacy zbiér X. Nazywamy go ideatem generowanym przez
zbiér X 1 oznaczamy przez (X). Natomiast X nazywamy zbiorem
generatordow ideatu I. Np. (@) = {0}. Jesli zbiér X jest skonczony

oraz X = {a1,...,a,}, to zamiast ({a1,...,a,}) piszemy (ai,...,a,).
Jezeli istnieje a € P takie, ze I = (a), to méwimy, ze ideal I jest
gtowny. Jezeli istnieja ay,...,a, € P takie, ze I = (a1,...,a,), to

mowimy, ze ideat I jest skonczenie generowany.

Twierdzenie 3. Dla dowolnych elementow aq,...,a, pierscienia
P zachodzi wzor:

(a1,...,an) ={x101 + ...+ Tpay : T1,...,2, € P}.

Dowéd. Oznaczmy J = {z1a; + ... + Zna, : T1,...,2, € P}.
Wtedy 2, =0-a1+...+1-2;+...40-a, € Jdlat=1,...,n.
Zatem {ai,...,a,} C J. Niech i,j € J, a € P. Wtedy istnieja
Ty 3 Tny Y1, ..., Y € P takie, ze 1 = z1a; + ... + 0, oraz j =
=101 + ...+ Yy, wiec i —j = (z; —y1)ar + ... + (Tn — Yn)an € J,
at = (azx))ay + ...+ (azy)a, € J. Zatem J < P oraz {a1,...,a,} C J.
Niech A bedzie dowolnym ideatem pierscienia P zawierajacym zbidr
{a1,...,an}. Wtedy z uwagi 2 mamy, ze Ta; + ... + Tpa, € A dla
dowolnych zy,...,z, € P. Zatem J C A, czyli J jest najmniejszym
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ideatem pierScienia P zawierajacym zbiér {ai,...,a,}. Zatem J =
= (al,...,an). O

Przyktad 2. 7 teorii grup wiemy, ze wszystkimi podgrupami
grupy Z% sa zbiory wielokrotnosci ustalonych nieujemnych liczb cal-
kowitych. Na mocy twierdzenia 3 mamy wiec stad, ze kazdy ideal
pierScienia Z jest gléwny i wszystkimi idealami tego pierScienia sg ide-
aly postaci (k) dla k =0,1,2,...

Podobnie jest w pierscieniu Z,,, gdyz kazda niezerowa podgrupa
grupy addytywnej tego pierscienia sklada sie z catkowitych wielokrot-
noéci ustalonych dzielnikéw naturalnych liczby m. Wynika stad, ze
wszystkie idealy pierScienia Z,, sa postaci: (d), gdzied =0 lubd <m
jest naturalnym dzielnikiem liczby m. W szczegdlnosci kazdy ideat
pierscienia Z,, jest gléwny i ten pierScien posiada tyle idealéw, ile
dzielnikéw naturalnych ma liczba m.

Twierdzenie 4. Jezeli I,...,I, sq ideatami pierscienia P, to
L+...+1,<P.
Dowéd. Z teorii grup mamy

L+.. . +L,={i+...+ip:ix€ly dla k=1,...,n}

jest podgrupa grupy P zawierajaca I;U...UIl,. Niecha € P,i € I, +
+... 4+ I,. Wtedy istniejg 2 € I, dla k = 1,...,n takie, ze i =
=%+ ...+ 0, Sk@d ai:ai1+...+ain 6[1++In, bo aik le
dlak=1,...,n. O

10.2 Konstrukcja pierscienia ilorazowego
Niech I bedzie ideatem pierscienia P. Wéwczas I jest podgrupa grupy

P*, wiec mozna zbudowaé grupe ilorazowa P/I = {a+1 : a € P}.
Woéwczas:

a+I={a+i:iel}dlaacP,

a+I=b+1<a—-beldlaa,beP,
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(a+I)+(b+I)=(a+b)+1dlaa,be P,
(P/1,+,I) tworzy grupe abelowa.
W P/I mozna tez okresli¢ naturalne mnozenie:
(a+1)-(b+1)=ab+Idlaa,be P.

Sprawdzimy, czy mnozenie warstw nie zalezy od wyboru reprezen-
tantéow. W tym celu wezmy dowolne a1, aq, by, by € P takie, ze a;+1 =
=ag+1lorazb;+1 =by+1. Wtedyi=a;—ay € [orazj =b;—by € I,
wiec a; = ag+1, by = by+J, skad a1by —asby = (az+1)(ba+7) — azby =
= ayj +1iby+15 € I, gdyz I < P. Zatem a,b; + I = asbs + I i mnozenie
warstw jest dobrze okreslone.

Dla a,b € P mamy, ze (b+ 1) -(a+1I) =ba+1 =ab+1 =
= (a+1)-(b+ I), wigc mnozenie warstw jest przemienne.

Dlaa,b,c € P mamy, ze (a+1)-[(b+1)-(c+I)] = (a+1)-(bc+1) =
=a(bc)+ 1= (ab)c+I=(ab+ 1) - (c+I)=[(a+1I)-0+I)](c+1),
wiec mnozenie warstw jest taczne. Ponadto (a+[) [(b+1)+ (c+1)] =

= (a+I)-[(b+c)+I] = a(b+c)+1 = (ab+ac)+I = (ab+1)+(ac+1) =
=(a+1)-(b+1)+ (a+1)-(c+1I), wiec mnozenie warstw jest rozdzielne
wzgledem dodawania warstw. Ponadto (a+1)-(14+1) =a-1+1 = a+1
dla a € P, wiec ostatecznie system algebraiczny (P/I,+,-, 1,1+ I)
jest pierScieniem. Nazywamy go pierscieniem ilorazowym wzgledem
ideatu I.

10.3 Idealy: pierwsze i maksymalne

Definicja 2. Wlasciwy ideal I pierScienia P nazywamy
(i) tdeatem pierwszym pierScienia P, jezeli

Vaperlab€ I = (a €I lub be I)];

(i) ideatem maksymalnym pierscienia P, jezeli

wy SONB/SP/512497/2021
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Twierdzenie 5. Niech I bedzie ideatem pierscienia P. Wowczas
roumowazne s¢ warunki:

(i) I jest ideatem pierwszym pierscienia P;

(i) pierscien ilorazowy P/I jest dziedzing catkowitosci.

Dowdd. (i)=(ii) Z zalozenia I # P,wiec1 € I, czyli 1+1 # 0+1.
Zatem pierscien P/I jest niezerowy. Niech a,b € P beda takie, ze
(a+1I)-(b+1) =1 Wtedy ab+1 = 0+ I, wiec ab € I. Zatem
z pierwszo$ci I wynika,zea € I lubbe I, czylia+I=0+1=1 lub
b+1=0+1=1. Zatem P/I jest dziedzina catkowitosci.

(ii)=(i) Z zalozenia 1 + 1 # 0+ I, skad 1 ¢ I, wiec I # P.
Wezmy dowolne a,b € P takie, ze ab € I. Wtedy ab+ 1 = 0+ 1,
skad (a+1I)-(b+ I) = 1. Ale P/I jest dziedzing caltkowitosci, wiec
a+I=1=0+Tlubb+I=1=0+1,czyliae Ilubbe . Zatem
I jest idealem pierwszym pierscienia P. [J

Twierdzenie 6. Niech I bedzie ideatem pierscienia P. Wowczas
rownowazne ¢ warunki:

(i) I jest ideatem maksymalnym pierscienia P,

(i) pierscien ilorazowy P/I jest ciatem.

Dowdéd. (i)=(ii) Z zalozenia I # P, wiec 1 ¢ I, skad 1 + 1 #
# 0+1 = I. Wezmy dowolne a € P takie, ze a+1 # 0+1. Wtedy a ¢ I.
Zatem I C I + (a), wiec z maksymalnosci I wynika, ze I + (a) = P.
Stad 1 = ¢+ xa dla pewnych i € I oraz x € P. Zatem 1 —za =1 € [,
wiec 1l +I =za+1 = (x+1) (a+1I), czyli a + I jest elementem
odwracalnym pierécienia P/I. Zatem P/I jest cialem.

(i1)=(i) Z zalozenia 1 + I # 0+ I, skad 1 &€ I, wiec I # P. Niech
J<Poraz I C J. Wystarczy wykazaé, ze J = P. Aleistniejea € J\I,
wiec a+1 # 0+ 1. Zatem istnieje x € P taki, ze (a+1)-(z+1) =1+1,
czvliar + I =1+4+1. Zatemi=azx —1€ 1. Stad 1l =ax —i € J, bo
ar € J,1 €1 CJ. Zatem 1 € J,skad J = P. O

Poniewaz kazde cialo jest dziedzing calkowitosci, wiec z twier-
dzen 5 i 6 mamy od razu nastepujacy

Whniosek 1. Kazdy ideat maksymalny pierscienia P jest ideatem
pierwszym pierscienia P. [
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Uwaga 4. Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa, bo np. {0}
jest idealem pierwszym pierscienia Z, ale {0} C (2) C Z, wiec {0} nie
jest idealem maksymalnym pierScienia Z.

Mozna wykazaé, ze w pierscieniu P = Z[x] ideal (z) jest pierwszy,
ale (z) C (z,2) C P, wiec ideal (x) nie jest maksymalny w pierScie-
niu P.

10.4 Homomorfizmy pierscieni

Definicja 3. Niech A, B beda pierScieniami. Przeksztalcenie
f : A — B spelniajace warunki:

@ f(1) =1,

(I1) Yapea fla+b) = f(a) + £(b),

(IIT) Yapea f(ab) = fla)f(b)
nazywamy homomorfizmem pierScienia A w pierScien B. Natomiast
zbiér Ker(f) = {x € A : f(z) = 0} nazywamy jgdrem homomor-
fizrnu f.

Przy powyzszych oznaczeniach mamy nastepujace wtasnosci homo-
morfizmu f:

1. Ker(f) < A.

Dowdd. Poniewaz f jest homomorfizmem grupy AT w grupe BT,
wiec z teorii grup wynika, ze Ker(f) jest podgrupa grupy A*. Ponadto
dlai € Ker(f),a € Ajest f(i) =0, wiec f(at)=f(a)f(i)=f(a)-0=0,
skad ai € Ker(f) i Ker(f)< A. O

2. Jezeli P jest podpiericieniem pierscienia A, to f(P) jest pod-
pierscieniem pierscienia B.

Dowéd. Poniewaz P jest podgrupa grupy A* i f jest homo-
morfizmem grup addytywnych, wiec z teorii grup f(P) jest podgrupa
grupy Bt. Ale 1 = f(1) € f(P) oraz dla z,y € f(P) istnieja a,b € P
takie, ze z = f(a), y = f(b), wiec zy = f(a)f(b) = f(ab) € f(P), bo
ab € P. Zatem f(P) jest podpierScieniem pierScienia B. [J

3. Jezeli S jest podpierscieniem piericienia B, to f~1(S) jest pod-
pierscieniem pierscienia A.
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Dowdd. Poniewaz S jest podgrupa grupy B* i f jest homomor-
fizmem grup addytywnych, wiec z teorii grup mamy, ze f~1(S) jest
podgrupa grupy A*. Dalej, f(1) =1 € S, wiec 1 € f~1(S). Ponadto
dla a,b€ f~1(S) mamy, ze f(a), f(b) €5, skad f(ab) = f(a)f(b) € S,
czyli abe f~1(S). Zatem f~1(S) jest podpierscieniem pierscienia A. O]

4. Homomorfizm f jest réznowartosciowy < Ker(f) = {0}.

Dowéd. Poniewaz f jest homomorfizmem grup addytywnych, wiec
teza wynika z teorii grup. UJ

5. f(a1az...a,) = f(a1)f(a2)... f(an) dla dowolnych ay,ay, ...

.,an € A.
Dowdd. Prosta indukcja wzgledem n. [J

Definicja 4. Powiemy, ze homomorfizm f pierécienia A w pier-
Scien B jest izomorfizmem pierscieni, jezeli f jest bijekcja. Powiemy,
ze pierécien A jest izomorficzny z pierécieniem B i piszemy A = B,
jezeli istnieje izomorfizm pierscieni f : A — B.

W algebrze utozsamia sie pierScienie izomorficzne. Mozna latwo
pokazaé, ze jezeli pierScienie A i B s izomorficzne, to np.

| Al = |B;

A jest cialem < B jest cialem;

A jest dziedzing calkowitosci < B jest dziedzina catkowitosci.

Twierdzenie 7 (o izomorfizmie). Jezeli f : A — B jest ho-
momorfizmem pierscienia A na pierscien B, to

B= A/Ker(f).

Dowé6d. Niech F : A/Ker(f) — B bedzie dane wzorem
F(a + Ker(f)) = f(a) dla a € A. Wtedy z teorii grup wiadomo,
ze F jest bijekcja i dla a,b € A: F((a + Ker(f)) + (b + Ker(f))) =
= F(a+Ker(f))+F(b+Ker(f)). Ponadto F(1+ Ker(f)) = f(1) =1
oraz dla a,b € A: F((a+ Ker(f)) - (b+ Ker(f))) = F(ab+ Ker(f)) =
= f(ab) = f(a)f(b) = F(a+ Ker(f))F(b+ Ker(f)), wiec ostatecznie

F jest izomorfizmem pierscieni. [J

Whniosek 2. Jezeli f : A —> B jest homomorfizmem pierscienia
A w pierscien B, to




Homomorfizmy i idealy 85

f(A) = A/Ker(f).

Whniosek 3. Niech f : A —> B bedzie homomorfizmem pierscienia
A na pierscien B. Wowczas:

(i) Ker(f) jest ideatem pierwszym pierscienia A < B jest dziedzing
catkowitosci;

(i) Ker(f) jest ideatem maksymalnym piericienia A < B jest
ciatem.

Dowéd. Z twierdzenia o izomorfizmie mamy, ze B = A/Ker(f).
Zatem z twierdzen 5 i 6:

(i) B jest dziedzing catkowitosci < A/Ker(f) jest dziedzing cal-
kowitosci < Ker(f) jest idealem pierwszym pierécienia A;

(ii) B jest cialem < A/Ker(f) jest cialem < Ker(f) jest idealem
maksymalnym pierScienia A. [J

Przyktad 3. Niech f : Z[z] — Z bedzie takie, ze f(w) = w(0) dla
w € Z[z]. Latwo sprawdzié, ze wéwczas f jest homomorfizmem pier-
Scienia Z[z] na pierScien Z. Poniewaz Z jest dziedzing catkowitosci, ale
nie jest cialem, wiec z wniosku 3 mamy, ze Ker(f) jest idealem pierw-
szym, ale nie jest idealem maksymalnym pierscienia Z[z]. Z twierdze-
nia Bezout wynika ponadto, ze Ker(f) = ().

Przyklad 4. Niech m > 1 bedzie liczbag naturalng i niech
f:Z — Z,, bedzie funkcja dang wzorem:

Fk) = [k]m dlak € Z.

Wtedy dla a € {0,1,...,m — 1} mamy, ze f(a) = a, wigc f jest ,na”
oraz f(1) = 1. Ponadto dla k,! € Z mamy

Fk+) =k +m=k+1=[klm+ [n = [Klm Om [ (mod m),

skad f(k+1) = f(k) ®m f(l) i podobnie f(kl) = f(k) Om f(I). Zatem
f jest homomorfizmem pierScienia Z na pierscien Z,,. Ponadto

Ker(f)={k€Z:[kln=0}={k€Z:m|k} =(m).

Zatem z twierdzenia o izomorfizmie mamy

wy SONB/SP/512497/2021
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Ly = 7/(m).

Ponadto pierscien Z,, jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy m jest liczba
pierwsza. Zatem z wniosku 3 wynika, ze (m) jest idealem maksymal-
nym pierscienia Z wtedy i tylko wtedy, gdy m jest liczba pierwsza.

ymstoku,
awie umowy SONB/SP/512497/2021



Rozdziat 11

Pierscienie wielomianow

11.1 Konstrukcja pierscienia wielomianéw

Niech P bedzie dowolnym niezerowym pierScieniem. Oznaczmy przez
P[x] zbidr wszystkich nieskoficzonych ciagéw

f=(fo f1, fo,...) (11.1)

takich, ze f; € P dlai = 0,1,... oraz istnieje k takie, ze 0 = fx =
= fkt1 = frra = - ..

- Elementy zbioru P[z] nazywamy wielomianamizmiennej £ o wspét-
czynnikach z pierscienia P. Przyjmujemy umowe, ze jesli wielomian
nazywa sie ¢, to ¢ = (9o, 91,---), czyli go,91,... sa jego kolejnymi
wspoétezynnikami. Przy tych oznaczeniach dla wielomianéw f, g € P|z]
mamy

f=g9g<% fi=g; dla kazdego i =0,1,2,... (11.2)
Wielomian 0 = (0,0,...) nazywamy zerowym, za$ 1 = (1,0,0,...)
nazywamy jedynkowym. Jezeli 0 = f; = fo = ... to wielomian f

nazywamy statym. Wyrazem wolnym wielomianu f postaci (11.1) jest
wspolczynnik fo. Jezeli f # 0, to istnieje najwieksze n takie, ze f, # 0
i wéwczas n nazywamy stopniem wielomianu f i piszemy st(f) = n, za$
~ fn nazywamy najstarszym wspotczynnikiem tego wielomianu. Ponadto
przyjmujemy, ze st(0) = —oo oraz —oo <ndlan=0,1,...1i (—00) +
+n = (—00) + (—o0) = —co dlan=0,1,...

87
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Jezeli f,g € P[z], to istnieja k,! € Ny takie, ze f; = 0 dla wszyst-
kich j > k oraz g; = 0 dla wszystkich j > [. Zatem dla wszystkich
7 > max{k,l} jest f; + g; = 0, skad wynika, ze (fo + go, f1 + g1,...) €
€ P[z]. Mozemy wigc zdefiniowaé¢ w naturalny sposéb sume wielomia-
now f,g € P[z] jako wielomian f+ g = (fo + go, fi + g1, ...). Wéwczas
z naszych rozwazan mamy, ze dla dowolnych wielomianéw f, g € P[z]:

st(f +g) < max{st(f), st(g)}. (11.3)

Jezeli zas st(f) < st(g), to oczywiscie st(f + g) = st(g).

Z okreslenia dodawania wielomianéw tatwo wynika, ze system al-
gebraiczny (P[x],+,0) jest grupa abelowa, przy czym wielomianem
przeciwnym do wielomianu f jest wielomian —f = (—fo, —f1,...).

Tloczynem wielomiandw f, g € P[z] nazywamy ciag

f-9=(fogo, fog1 + fig0, fog2 + fig1 + fago,...). (11.4)

Zatem dla kazdego n =0,1,...

(f 9= figni= > fig;. (11.5)
1=0

i+j=n

Zauwazmy, ze f - g € P[z]. Rzeczywiscie, istnieja k,l € Ny takie, ze
fi = 0 dla wszystkich ¢ > k oraz g; = 0 dla wszystkich j > I. Wezmy
dowolne n > k+loraz i, 5 € Ny takie, ze i+7 = n. Jeslit > k, to f; =0,
wiec fig; =0;jeSlizasi < k,tog=n—i2>2n—k>k+1l—k =1, wiec

g; =0, czyli f;g; =0. Stad dlan >k +1 jest (f-g)n = Z fig;i =0

i+j=n
if-ge€ Pl
Jezeli f; =0dlai=1,2,...to ze wzoru (11.5) mamy
(f0’0707 H ) ’ (goagla s ) = (ngO’f0g17f0g27 H ) (116)

Jezeli za§ f; = 1 oraz f;, = 0dlas = 0,2,3,... to ze wzoru (11.5)
wynika, ze

(0,1,0,0,...) (90, 91,---) = (0,90,91,---)- (11.7)
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Niech teraz f,g € Plz] \ {0} i n = st(f), m = st(g). Wtedy z wcze-
$niejszych wyliczenr mamy, ze (f - g)r, = 0 dla wszystkich k > n + m.
Stad i z (11.6) mamy

Vsgepa) st(f - g) < st(f) + st(g). (11.8)

Stwierdzenie 1. Niech f g € P[z]\ {0} bedq takie, ze naj-
starszy wspotczynnik wielomianu f lub najstarszy wspotczynnik wie-
lomianu g jest elementem regularnym pierscienia P. Wtedy st(f - g) =
= st(f) + st(g) oraz najstarszy wspdtczynnik wielomianu f - g jest ilo-
czynem najstarszych wspotczynnikow wielomiandw f i g.

Dowdéd. Oznaczmy n=st(f), m=st(g). Wezmy dowolne 7,5 € Ny
takie,ze i1 +j=n+m. JeSlit <n,to j=n+m—1>m, skad g; =0
oraz f;g; = 0. Jesli< > mn, to f; =0, wiec fig; = 0. Zatem ze wzoru
(11.5) mamy, ze (f - 9)nim = fugm # 0, bo fr # 0, g # 0 oraz f,
lub g,, jest elementem regularnym. Stad ze wzoru (11.8) wynika teza
naszego stwierdzenia. [J

Whniosek 1. Jezeli P jest dziedzing catkowito$ci, to dla dowolnych
f,9 € P|z]

st(f - g) = st(f) + st(g). O

Ze wzoréw (11.4) 1 (11.5) wynika od razu, ze mnozenie wielomianéw
jest przemienne. Natomiast ze wzoru (11.6) wynika od razu, ze 1 =
=(1,0,0,...) jest elementem neutralnym mnozenia wielomianéw.

Teraz udowodnimy, ze mnozenie wielomiandéw jest rozdzielne wzgle-
dem ich dodawania oraz mnozenie wielomianéw jest laczne. W tym
celu wezmy dowolne f, g, h € P[z]. Wtedy dla n € Ny mamy

(f-(g+h) Zfzg+h Zflg]"i-h

i+j=n i+j=n

= > (figi+ fih) = D figi+ D fihi=(f - @n+(f B,

i+j=n i+j=n i+j=n
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skad f-(g+h)=f-g+f-h

Ponadto ((f - g) - h)n = D (f-9kihy = Y Y (fug)h; =

z—+—] n i+j=n s+t=i
= Y (figdhj= D folahy) oraz (f-(g-h))n =D flg-h)x =
s+t4j=n s+t+j=n s+k=n
Yo D flahy) = D folgihy) wiee f(g-h) = (f - g) h
stk=nt+j=k s+t+j=n

W ten sposéb udowodniliSmy nastepujace

Twierdzenie 1. System algebraiczny (P[z],+,-,0,1) tworzy pier-
Scien.

Ten pierScien nazywamy pierscieniem wielomianow zmiennej T
o wspolczynnikach z pierscienia P.

Ze wzordw (11.3) i (11.6) wynika od razu, ze przeksztalcenie
¢ : P — P|z] dane wzorem

é(a) = (a,0,0,...) (11.9)

jest réznowarto$ciowym homomorfizmem pierécieni. Z tego powodu
mozna dokonaé¢ utozsamienia

(a,0,0,...)=a dla a € P. (11.10)

Przy takim utozsamieniu P jest podpierScieniem pierScienia P[z].
Wprowadzmy teraz oznaczenie:

=(0,1,0,0,...). (11.11)

Woéweczas ze wzoru (11.7) przez prosta indukcje uzyskamy, ze
2" =(0,0,...,0,1,0,...) dla n=0,1,... (11.12)

Niech f € P[z] bedzie wielomianem stopnia n > 1. Wtedy f, # 0
oraz f; = 0 dla kazdego i > n + 1. Ponadto ze wzoréw (11.6) i (11.12)

k
mamy, ze (f¢,0,0,...) - 2% = (0,...,0, fx,0,...) dla k = 1,2, ... wiec
f=1(f0,0,0,...)+(0, f1,0,...)+...4(0,0,..., fn,0,...) = fo+ fiz+
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+ fox?+.. .+ frx". Poniewaz dla wielomianu stalego f jest f = f,, wiec
dla dowolnego wielomianu f € P[z] stopnia n > 0 mamy utozsamienie:

f=fo+ fix+ fox® + ...+ fra™ (11.13)

Otrzymujemy w ten sposéb naturalng notacje dla wielomianéw z pier-
Scienia P[z]. Przy tej notacji mozemy powiedzie¢, ze wielomiany f, g €
€ P|z] sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy st(f) = st(g) oraz f; = g;
dla kazdego i.

Z wniosku 1 i tego, ze pierScien P jest podpierScieniem pierscie-
nia P[z] wynika od razu nastepujace

Twierdzenie 2. Jezeli pierscien P jest dziedzing catkowito$ci, to
Pla] tez jest dziedzing catkowitosci.

Poniewaz podpierécien dziedziny catkowitosci jest dziedzing catko-
witosci, wiec zachodzi nastepujace

Twierdzenie 3. Jezeli pierscieri P[z] jest dziedzing catkowitosci,
to P tez jest dziedzing catkowitosci.

Twierdzenie 4. Jezeli P jest dziedzing catkowitosci, to
(Plz])" = P~.

Dowéd. Niech f € (P[z])*. Wtedy istnieje g € P[z] takie, ze
f-g =1, skad z wniosku 1 mamy, ze st(f) + st(g) = 0, wiec st(f) =
= st(9) = 0. Zatem f,g € Pif.-g =1, czyli f € P*. Jezeli zas
f € P*, to istnieje g € P takie, ze f-g =1, skad f € (P[z])*. O

Whiosek 2. Pierscienn P[x] nigdy nie jest ciatem.

Dowdéd. Zalézmy, ze dla pewnego piercienia P pierScien P|x] jest
ciatem. Wtedy P jako podpiericienn P[z] jest dziedzing catkowitosci,
wiec na mocy twierdzenia 4, (P[z])* C P. Ale P[z] jest cialem, wiec
stad x € P i mamy sprzecznos$¢. [J

Przyklad 1. Zalézmy, ze w pierScieniu P istnieje niezerowy ele-
ment a taki, ze a®> = 0. Wtedy w pierScieniu P[z] dla kazdego n =
=1,2,...mamy, ze (1+az")-(1—az")=1—-a’2r""=1-0-22" = 1.
Zatem w pier§cieniu P[z] istnieja wielomiany odwracalne dowolnego
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stopnia n > 1. Oznacza to, ze dla takich pierScieni P twierdzenie 4 nie
jest prawdziwe. Przykladem takiego pierScienia P jest Z,.

Definicja 1. Warto$cig wielomianu f = fo+ fiz+. ..+ faz™ € Plz]
w punkcie a € P nazywamy f(a) = fo + fia + ... + fra™

Definicja 2. Pierwiastkiem wielomianu f € P[z] nazywamy takie
a€ P, ze f(a)=0.

Definicja 3. Wielomiany f, g € P[z] nazywamy rownymi funkcyj-
nie, jezeli

f(a) = g(a) dla kazdego a € P.

Przyktlad 2. Niech P bedzie niezerowym pierScieniem skonczonym

o n elementach oraz P = {ay,...,a,}. Poniewaz 0 # 1 w P, wiec 1
jest elementem regularnym w P i na mocy stwierdzenia 1 mamy, ze
wielomian f = (z —a1) - (z — ay) - ... - (z — a,) € P[z] ma stopien n.

Ponadto f(a) = 0 dla kazdego a € P, wiec wielomiany f i 0 sg réwne
funkcyjnie, chociaz f # 0. Z tego powodu wielomiany nad dowolnym
pierscieniem P nie moga by¢ traktowane jako funkcje wielomianowe
z pierScienia P w pierécien P.

11.2 Homomorfizmy na pierscieniach wie-
lomianow

Twierdzenie 5. Niech f : P — A bedzie homomorfizmem
pierscienia P w pierscien A 1 niech a € A. Wtedy przeksztatcenie
F : P[z] — A dane wzorem

F((wo, w1, ...)) = flwo) + f(wr)a+ f(wg)a® + ... (11.14)

jest homomorfizmem pierscienia Plx] w pierscieri A oraz (Ker(f)) C

C Ker(F). Jezeli dodatkowo [ jest ,na”, to F tez jest ,na”.
Dowdéd. Poniewaz istnieje n takie, ze w; = 0 dla wszystkich i > n,

wiec f(w;) = 0dlai > n i wzér (11.14) ma sens. Ze wzoru (11.14)




PierScienie wielomianéw 93

many, e F(1)=F((1,0,0,...)) = f(1)+ f(0)a+ f(0)a’+... = f(1) =

oraz F(w+u) = F(w )+F( ) dla dowolnych w, u € P[z]. Ponadto dla

w,u € Plz] mamy, ze (w-u), Z w;u; dlan =0,1,... oraz istnieje
i+j=n

m takie, ze dla wszystkich k > m jest (w-u), = 0, skad f((w-u)r) =0

dla £ > m. Ponadto

F(w - u)= f(woug) + f(wou; + wiug)a + ...+ f( Z wiuj)a” + ... =
i+j=n

= f(wo) f(uo)+[f (wo) f (ur)+f (wr) f (uo)]a+. . +Z f(wi) f(uz)a™+. ..
F(w) - F(u) = [f(wo) + f(wi)a+...]- [f(u) + flwm)a+..]=

(wo [f (wo) f (1) +f(w1)f(U0)]a+---+
+[f(wo) f(un) + f(wr)f(tn-1) + ...+ f(wn) f(uo)]a™ +.
)

wiec F(w - u) = F(w) - F(u) dla dowolnych w,u € P[z]. Zatem F jest
homomorfizmem pierscieni. Jezeli b € Ker(f), to f(b) = 0, wiec dla
w € Plz]jest F(b-w) = F(b)-F(w) = f(b)- F(w) =0-F(w) = 0, skad
b-w € Ker(F). Zatem (Ker(f)) C Ker(F). Jezeli f jest ,na”iy € A,
to istnieje b € P takie, ze f(b) = y, skad F(b) = F((b,0,0,...)) =
=f(b)+0-a+... =y, wiec F jest ,na”’. O

Twierdzenie 6. Niech a bedzie ustalonym elementem pierscie-
nia P. Wtedy przeksztatcenie F': P[x] — P dane wzorem F (w)= w(a)
dla w € P[z] jest homomorfizmem pierScienia Plx| na pierscieri P
0 jadrze (x — a). W szczegdlnos$ci

Plz]/(x —a) = P.

Dowéd. Przeksztalcenie f : P — P dane wzorem f(p) = p
dla p € P jest homomorfizmem pierscienia P ,na’pierscien P. Za-
tem na mocy twierdzenia 5 mamy, ze F' jest homomorfizmem pier-
Scienia P[z] ,na”pierSciei P. Zatem z twierdzenia o izomorfizmie
Plz]/Ker(F) = P. Ponadto F(z —a) =a—a =0, wiecz — a €
€ Ker(F), skad (z — a) C Ker(F). Niech teraz w € Ker(F). Wtedy
w = ay + ax + ... + a,z" dla pewnych ap,a,...,a, € P oraz
ap + aja+ ...+ apa™ = 0. Stad
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w=(ag+ a1+ ...+ a,z") — (ap +a1a+ ...+ aza") =
=ai(z — a) + ax(z? — a®) + ... + a,(z" — a").

Ale 2¥ —a* = (z — a)(z* ' + ¥ %a + ... + 2aF"% 4 aF7Y) dla
k=1,...,n, skad wynika, ze w € (z — a). Zatem Ker(F) = (z — a)
oraz P[z]/(z —a) =2 P. O

Twierdzenie 7. Niech f : A — B bedzie homomorfizmem pier-
Scienia A w pierScieri B. Wowczas przeksztatcenie F : Alz] — Bx]
dane wzorem

Flap+ a1z + ...+ ayz™) = f(ag) + f(a)z + ... + f(an)z™ (11.15)

dla ag,...,a, € A, n=0,1,... jest homomorfizmem pierscienia Alx]
w pierScien B(z]. Ponadto Ker(F) = (Ker(f)) oraz jezeli f jest ,na”,
to F' tez jest ,na”.

Dowé6d. Poniewaz B jest podpiericieniem pierscienia B[z], wiec
f jest homomorfizmem pierScienia A w pierScien Blz].
Podstawiajac a = z w twierdzeniu 5 uzyskamy, ze przeksztalcenie F
dane wzorem (11.15) jest homomorfizmem pierScienia A[z] w piericieri
Blz] oraz (Ker(f)) C Ker(F). Niech w € Ker(F). Wtedy istnieja
ag,...,a, € A takie, ze w = ag+ a1z + ... + a,z" oraz f(ag) +
+f(a))z + ...+ f(ap)z™ = 0 oraz f(a;) € Bdlai=0,1,...,n, skad
f(ai) =0, czyli a; € Ker(f) dlai =0,...,n. Zatem w € (Ker(f)).
Stad Ker(F) = (Ker(f)). Zalézmy, ze f jest ,na”i wezmy dowolne
b, ...,bp, € B. Wtedy istnieja ao,...,a, € A takie, ze b, = f(a;) dla
i=0,...,n,skad bp + bz + ... + bpz™ = Flag + a1z + ... + azz"),
czyli F jest ,na”. O




Rozdzial 12

Wazne pierscienie

12.1 Dzielenie wielomianow

Definicja 1. Niech P bedzie pierScieniem, ktéry moze nie by¢
dziedzina catkowitosci. Powiemy, ze w pierScieniu P[z] jest wykonalne
dzielenie z reszta przez wielomian f € P[z], jezeli dla kazdego wie-
lomianu g € P[] istnieje dokladnie jedna para (g,r) wielomianéw
q, 7 € P[z] taka, ze g = q - f + r oraz st(r) < st(f).

Uwaga 1. Poniewaz st(0) = —oo, wiec dla powyzszych f jest

f#0.

Uwaga 2. Wielomian r nazywamy resztq, za$ ¢ nazywamy niepet-
nym ilorazem z dzielenia wielomianu g przez wielomian f.

Twierdzenie 1. Dla dowolnego pierscienia P 1 dla dowolnego wie-
lomianu f € Pz] réwnowazne sq warunki:

(i) w pierscieniu P[z] jest wykonalne dzielenie z resztq przez wie-
lomian f;

(i) najstarszy wspotczynnik wielomianu f jest elementem odwra-
calnym w P.

Dowdéd. Niech st(f) = n i niech a bedzie najstarszym wspdlczyn-
nikiem wielomianu f.

(i) = (i) Zal6ézmy, ze w pierScieniu P[z] jest wykonalne dzielenie
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z reszty przez wielomian f. Jezeli a jest dzielnikiem zera w pierscie-
niu P, to istnieje 0 # b € P takie, ze b-a = 0. Wtedy st(bf) < n oraz
bf =b-f+0=0-f4+0bf1(b,0)#(0,bf) oraz st(0) < n, wiec mamy
sprzeczno$¢. Zatem a jest elementem regularnym w pierScieniu P.
Z zalozenia istnieja wielomiany ¢, € P[z] takie, ze 2" = q- f + r oraz
st(r) < n. Stad q¢ # 0 i ze stwierdzenia 1 z rozdzialu 11 mamy, ze
st(q - f) = st(q) + st(f) = st(q) + n > st(r), wiec n = st(q) + n, czyli
st(q) = 0. Zatem q € P i q # 0 oraz ze stwierdzenia 1 z rozdziatu 11
najstarszym wspoétczynnikiem wielomianu q- f +7 jest ga, wiec qa = 1,
skad a € P*.

(ii) = (i) Zalézmy, ze a € P*. Wtedy istnieje b € P takie, ze ab =1
1 a jest elementem regularnym w pierscieniu P. Niech q;,qy,71,72 €
€ P[z] beda takie, ze st(ry),st(rs) <norazq - f+mn =q- f+ro.
Wtedy (g1 — ¢q2) - f = ro — r1. Ale ze stwierdzenia 1 z rozdziatu 11 jest
st((g1—q2)- f) = st(q1—gq2)+st(f) = st(q1 —go2) +n oraz st(ro—7r1) < n,
wiec stad st(q; — g2) = —00, czyli 1 — ¢ = 0. Zatem 7, — r; = 0 oraz
ro =111 ¢ = qy, a wiec (g2,72) = (q1,71). W ten sposéb wykazaliSmy
jednoznaczno$¢ reszty i niepelnego ilorazu.

Zalézmy teraz, ze pewien wielomian z P(z] nie jest podzielny z resz-
ta przez wielomian f. Wtedy istnieje wielomian g € P[z] najnizszego
stopnia m niepodzielny z reszta przez wielomian f. Jezeli m < n, to
g = 0-f+ g i mamy sprzeczno$¢. Zatem m > n. Niech ¢ bedzie
najstarszym wspolczynnikiem wielomianu g i niech h = g — cbz™ " f.
Poniewaz ze stwierdzenia 1 z rozdzialu 11 jest st(cbx™ ™f) = m —
—n-+n = m i najstarszy wspolczynnik wielomianu cbz™ " f jest réwny
cba = ¢-1 = ¢, wiec st(h) < m. Z minimalno$ci m wynika, ze istnieja
wielomiany ¢;,r € P[z] takie, ze h = q; - f + 7 1 st(r) < n, skad
g = (cbz™ "™+ qq) - f + r. Zatem mamy sprzecznos¢. O

Uwaga 3. Algorytm dzielenia wielomianéw z reszta znany ze
szkoty Sredniej jest dobry dla dowolnego pierscienia wielomianow.

Uwaga 4. Wielomian f € P[z] o najstarszym wspdlczynniku
rownym 1 nazywamy wielomianem unormowanym. Poniewaz 1 € P*,
wiec z twierdzenia 1 w pier§cieniu P[z] jest wykonalne dzielenie z reszta
przez wielomiany unormowane.
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Twierdzenie 2. (Bezout). Dla dowolnego wielomianu g € P|[z]
i dla dowolnego a € P reszta z dzielenia wielomianu g przez dwu-
mian T — a jest rowna g(a), tzn. istnieje wielomian q € P[z] taki, ze
9=4q (z—a)+g(a)

Dowéd. Z uwagi 4 istnieja ¢, € P[z] takie, ze g =¢-(x—a) +7 1
st(r) <1=st(x —a). Stadr € Pig(a) =qla)-(a—a) +r =7, czyli
r=g(a)ig=q-(z—a)+g(a). O

Definicja 2. Niech f,g € P[z]. Powiemy, ze wielomian f dzieli
wielomian g w pierécieniu P[z] i piszemy f | g, jezeli istnieje wielomian
h € Plz] taki, ze g = f - h.

Whniosek 1. Dia dowolnego wielomianu f € P|x] i dla dowolnego
a € P mamy

T —a|g w pierScieniu P[z] < g(a) = 0.

Dowéd. Jezeli  — a | g w pier§cieniu P[z], to istnieje ¢ € P[z]
takie, ze ¢ = ¢ - (z — a), skad g(a) = ¢g(a) - (a — a) = 0. Na odwrdét,
niech g(a) = 0. Wtedy z twierdzenia Bezout istnieje ¢ € P[xz] takie, ze
g=q-(z—a),czyliz—alg O

Stwierdzenie 1. Niech aq,...,a, bedg parami réznymi elemen-
tami dziedziny catkowitosci P. Wowczas dla dowolnego wielomianu
f € P[z] réwnowazne sq warunki:

(i) (x —ay)-...-(x —a,) | f w piericieniu Plz);

(ii) Flar) = ... = f(an) = 0.

Dowéd. (i) = (ii) Z zalozenia istnieje h € P[z] taki, ze
f=h-(z—a) ...- (z—an),
skad f(a;) = h(a;) - (a; —a1) - ... (a; —a;) - ... (a; — ay) = 0 dla

1=1,...,n.

(ii) = (i) Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza wy-
nika od razu z wniosku 1. Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnego
naturalnego n i niech aj,...,a,,; beda parami réznymi elementami
pierscienia P takimi, ze f(a;) =... = f(any1) = 0. Wtedy z zalozenia
indukcyjnego istnieje g € P[x] takie, ze f = g-(x—ay)-...-(x—ay,). Ale
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0= f(ant1) = 9(@ns1) (ans1—0a1)". . .- (ant1—an), wiec poniewaz P jest
dziedzing calkowitoéci, to g(an+1) = 0 1z wniosku 1 istnieje h € P[z]
taki,ze g = h-(z —any1). Zatem f = (z—a1)-...- (z—an) - (T —any1),
czyli (z —ay)-...-(x—apy) | f. O

Ze stwierdzenia 1 i ze stwierdzenia 1 z rozdzialu 11 otrzymujemy
natychmiast nastepujacy

Whniosek 2. Niech P bedzie dziedzing catkowitosci i niech n € N.
Wowczas kazdy wielomian f € Plx] stopnia n posiada co najwyzej n
roznych pierwiastkow w pierscieniu P. O

Whniosek 3. Niech P bedzie nieskoniczong dziedzing catkowitosci.
Wowczas wielomiany f,g € P[x] rowne funkcyjnie sq rowne.

Dowéd. Z zalozenia f(a) = g(a) dla kazdego a € P, wiec
(f — g)(a) = 0 dla kazdego a € P. Stad wielomian f — g ma nie-
skonczenie wiele pierwiastkéw w piersScieniu P. Zatem z wniosku 2,
f—9g=0,czyli f=g.0

Stwierdzenie 2. Niech A bedzie podciatem ciata K. Wowczas dla
dowolnych wielomiandw f,g € Alzx] z tego, ze f | g w pierscieniu K|z]
wynika, ze f | g w pierscieniu Alz].

Dowdéd. Z zalozenia istnieje h € K|x] takie, ze g = h - f i z twier-
dzenia 1 istnieja q,r € A[z] takie, ze g = ¢ - f + 7 1 st(r) < st(f).
Zatem w pierScieniu K[z] jest h- f+0 = ¢- f +r, wiec z twierdzenia 1,
r=01h=gq. Stad g=gq- fif|g w piericieniu Alz]. O

Twierdzenie 3. Niech f € Plz] bedzie wielomianem stopnian > 1
o nagstarszym wspotczynniku odwracalnym w pierscieniu P. Wowczas
dla ideatu I = (f) = {f - g: g € Plz]} pierscienia P[z] mamy

Plz])/I ={ao + a1z + ... + an_12" ' +1:ag,0a1,...,an_1 € P}
(12.1)
oraz dla dowolnych aq,...,an_1,b9,...,bn_1 € P:

ay + ...+ an_lzc"_l + 1= bo + ...+ bn_l.’En_l +1 < Vi:O,...,n—] a;=b;.
(12.2)
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Dowdéd. Niech g€ P[z]. Wtedy z twierdzenia 1 istnieja g, € P[z]
takie, ze st(r) <norazg=¢q-f+r,skad g—7=q- f € I, wigc
g+ I = r+ I. Ponadto istnieja ag,a;,...,a,—1 € P takie, ze r =
=ay+ a1+ ... +a,_12""}, co dowodzi wzoru (12.1).

We wzorze (12.2) implikacja < jest oczywista. Zalézmy, ze ao, . ..
e\ Qp_1,b0,...,bp_1 € P sy takie, ze ag+...+ap_ 12" +1 = bo+.. .+
+b, 2" 1+ 1. Wtedy (ag+. ..+ an_12" 1) —(bo+...+by12™ 1) € 1,
wiec istnieje g € P[] takie, ze 7 = (ag—bo) +. ..+ (@p_1 —bp_1)z" ' =
=g-f,skad0=g-f+(—r)=0-f+0, wiec z twierdzenia 1, —r = 0,
czylia; =b;dlai=0,...,n—1. 0

Twierdzenie 4. Jezeli K jest ciatem, to kazdy ideat pierscienia
K[x] jest gtowny.

Dowéd. Niech I <1 K(z]. Jesli I = {0}, to I = (0). Niech dalej
I # {0}. Wtedy w zbiorze I \ {0} istnieje wielomian f minimalnego
stopnia n. Stad (f) € I, bo f € I. Jezeli g € I, to z twierdzenia 1
istnieja ¢, € K|[z] takie, ze g = ¢- f+rist(r) < n. Aler = g—q-f € I,
wiec z minimalnosci n jest 7 = 0, czyli g = q - f € (f). Zatem I C (f)
i ostatecznie I = (f). O

12.2 Dziedziny ideatéw gléwnych

Definicja 3. Dziedzing ideatow gtownych ( w skrécie: d.i.g.) nazy-
wamy dziedzine catkowitosci, w ktérej kazdy ideal jest idealem gléw-
nym.

Przyklad 1. Pierscien liczb catkowitych Z jest dziedzing idealéw
gtéwnych.

Przyklad 2. Z twierdzenia 4 wynika, ze dla dowolnego ciala K
pierscien K[z] jest dziedzing ideatéw gléwnych.

Twierdzenie 5. W dziedzinie ideatow gtownych kazdy niezerowy
ideat pierwszy jest ideatem maksymalnym.

Dowéd. Niech I # {0} bedzie idealem pierwszym dziedziny ide-
aléw gtéwnych P. Wéwczas I # P i istnieje a € P takie, ze I = (a).
Ale I # {0}, wiec a # 0. Niech J< P i I C J. Wéwczas istnieje b € P




100 Wyklady z algebry ogdlnej I

takie, ze J = (b). Gdyby b€ I, to J = (b) C I, skad I = J i mamy
sprzecznos¢. Zatem b ¢ I. Dalej, a € (a) =1 C J = (b), wiec istnieje
t € P takie, ze a = b-t. Stad b-t € Iib §Z I, wiec z pierwszoSci
ideatlu I, t € I i istnieje x € P takie, zet = a-2. Zatema=b-a-x
ia+# 0 oraz P jest dziedzina, wiec 1 =b-z € J, skad J = P. Zatem
I jest ideatem maksymalnym pierscienia P. U

Z przyktadu 2 i z twierdzenia 5 mamy natychmiast nastepujacy

Whniosek 4. Dla dowolnego ciata K kazdy niezerowy ideat prerwszy
pierscienia K|x| jest ideatem maksymalnym pierscienia K[z|. O

Twierdzenie 6. Jezeli I; C I, C I3 C ... sq ideatami dziedziny
wdeatow gtownych P, to istnieje n takie, ze Iy = Iy = I, 190 =
o0

Dowdd. Niech I = | JI. Wtedy I € I dlak = 1,2,... skad
k=1

I # 0. Wezmy dowolne z,y € I. Wtedy istnieja k,I € N takie, ze
r € I, y € I, wiec dla m = max{k, [} mamy, ze z,y € I,,, skad
xr—1y € I, czylix —y € I. Ponadto dla a € P jest ax € Ii, wiec
ar € I. Zatem I < P i P jest d.i.g., wiec istnieje ¢ € P takie, ze
I = (¢). Wtedy c € I, wiec istnieje naturalne n takie, ze ¢ € I, skad
I = (c) C I, C Iy CI dla wszystkich k > n. Zatem I, = I} dla
wszystkich £k > n. O

12.3 Arytmetyka dziedzin calkowito$ci

Od tej pory o wszystkich omawianych pierScieniach bedziemy zakla-
dali, ze s one dziedzinami catkowitosci.

Definicja 4. Niech a,b bedg elementami pierécienia P. Powiemy,
ze a dzieli b w pierScieniu P, jezeli istnieje t € P takie, ze b = a - t.
Piszemy wtedy a | b.

Przyklad 3. Niech k € Z, f € Z[z]. Latwo zauwazy¢, ze k | f
w Z[z] wtedy i tylko wtedy, gdy k dzieli (w pierScieniu Z) wszystkie
wspoétczynniki wielomianu f.
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Uwaga 5. Dla dowolnych elementéw a, b pierscienia P réwnowazne
sg warunki:

(i) al b (i) b € (o), (iii) (4) C ()

Dowdd. (i) = (ii) Istnieje t € P takie, ze b = at, skad b € (a).

(ii) = (iii) Istnieje t € P takie, ze b = at, skad dla z € P, bz =
= atz € (a), czyli (b) C (a).

(iii) = (i) Poniewaz b € (b) i (b) C (a), wiec b € (a) i istnieje t € P
takie, ze b = at, skad a | b. O

Definicja 5. Powiemy, ze elementy a, b pierScienia P sa stowarzy-
szone w P i piszemy a ~ b, jezelia |bib|a w P.

Uwaga 6. Dla dowolnych elementéw a, b pierscienia P réwnowazne
sa warunki:

(i) a ~ b, (ii) (a) = (b), (iii) Tuep+ a = bu, (iv) Jpep+ b = av.

Dowdéd. Z uwagi 5 mamy, ze (a) = (b) < [(a) C (b)1(b) C (a)] &
< (blaia|b) & a~ b Dalegj, dlau € P* istnieje v € P* takie, ze
uv = 1, skad wynika natychmiast réwnowazno$¢ warunkow (iii) i (iv).

(i) = (iii) Niech a ~ b. Wtedy a | bi b | a, wiec istnieja z,y € P
takie, ze b = axr 1a = by. Jeslib =10, to a = 0-y = 0 i wystarczy
wzia¢ u = 1. Jesli zas b # 0, to b = byz, skad 1 = yzx, wiec y € P*
1 wystarczy wzia¢ u = y.

(iii) = (i) Niech a = bu dla pewnego u € P*. Wtedy b | a i istnieje
v € P* takie, ze b = av, skad a | b. Zatem a ~ b. O

Uwaga 7. Z uwagi 6 otrzymujemy od razu, ze relacja ~ jest relacja
réwnowaznosci w pierScieniu P.

Definicja 6. Element a pierScienia P nazywamy elementem roz-
ktadalnym w pierScieniu P, jezeli istnieja niezerowe elementy nieod-
wracalne z,y € P takie, ze a =z - y.

Przyklad 4. Wielomian f € K|z], gdzie K jest cialem, jest ele-
mentem rozkladalnym w K[z] wtedy i tylko wtedy, gdy f jest iloczy-
nem dwéch wielomianéw g, h € K|[z] dodatnich stopni, gdyz (K[z])* =
= K \ {0}. Jezeli st(f) > 11 istnieje a € K takie, ze f(a) = 0, to
z twierdzenia Bezout istnieje g € K|x] takie, ze f = g- (z —a). Wtedy
st(f) = st(g) + 1, wiec st(g) > 01 f jest elementem rozkladalnym
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w K|[z]. Stad i z zasadniczego twierdzenia algebry wynika, ze w pier-
Scieniu C[z] kazdy wielomian stopnia co najmniej 2 jest elementem
rozkladalnym w tym pierscieniu. Wielomian z* + 4 € Q[z] nie po-
siada nawet pierwiastka rzeczywistego, ale jest rozktadalny w Q[z], bo
w4+ 4= (2242)? - (22)? = (22 + 2 — 22) - (2% + 2 + 22).

Definicja 7. Niezerowy element nieodwracalny a pierscienia P
nazywamy elementem nierozktadalnym w P, jezeli a nie jest elementem
rozkladalnym w P, tzn. dla dowolnych z,y € P z tego, ze a =z -y
wynika, ze x € P* lub y € P*.

Przyklad 5. Niech K bedzie cialem i f € K[z]. Jezeli st(f) =1
oraz g,h € K(z] sa takie, ze f = g- h, to 1 = st(g) + st(h), skad
st(g) = 0 lub st(h) = 0, czyli g € (K[z])* lub h € (K[z])*. Zatem
wielomian f stopnia 1 jest nierozkladalny w K|[z].

Przyktad 6. Niech K bedzie cialem i f € K|[z] oraz st(f) = 2 lub
st(f) = 3. Pokazemy, ze f jest nierozkladalny w K[z] wtedy i tylko
wtedy, gdy f nie ma pierwiastka w ciele K. Jezeli f jest nierozktadalny
w K|z|, to z przykladu 4, f nie ma pierwiastka w K. Na odwrét,
zalézmy, ze f nie ma pierwiastka w K. Wezmy dowolne g, h € K|z]
takie, ze f = g-hist(g) < st(h). Wtedy st(f) = st(g)+st(h) > 2st(g).
Ale st(f) = 2 lub st(f) = 3, wiec stad st(g) < 1. Jesli st(g) = 1, to
g = az + b dla pewnych a,b € P, a # 0, czyli g(—%) = 0, wiec tez
j'(—g) = 0 i mamy sprzeczno$¢. Zatem st(g) = 0, czyli g € (K[z])*1 f
jest elementem nierozkladalnym w K|x].

Lemat 1. Jezeli a jest niezerowym elementem nieodwracalnym
pierscienta P takim, Ze a nie jest iloczynem skonczonej liczby elemen-
tow nierozktadalnych, to istnieje b € P, ktore jest niezerowym ele-
mentem nieodwracalnym w P 1 nie jest iloczynem skonczonej liczby
elementdw nierozktadalnych takie, ze (a) C (b).

Dowéd. Z zalozenia wynika, ze a jest elementem rozkladalnym
w P, wiec istnieja niezerowe elementy nieodwracalne z,y € P takie, ze
a=uzy. Jezeiz =x,-...- g,y =y1-... -y, gdzie x1, .. ., Tk, Y1, ..., Y
sy elementami nierozkladalnymiw P, toa = xy-...-Zg-y;+. . .-y, wbrew
zalozeniu. Zatem mozna zakladac, ze x nie jest iloczynem skonczone]

ie umowy SONB/SP/512497/2021
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liczby elementéw nierozktadalnych w P. Ponadto z | a, wiec z uwagi 5,
(a) C (x). Jesdli (a) = (x), toz uwagi 6 istnieje u € P* takie, ze a = zu,
skad zu = zy, czyli y = u € P* i mamy sprzeczno$¢. Zatem (a) C (z)
i wystarczy wzia¢ b= z. U

Twierdzenie 7. W dziedzinie ideatow gtownych P kazdy niezerowy
element nieodwracalny jest iloczynem skonczonej liczby elementow nie-
rozktadalnych w P.

Dowdéd. Gdyby tak nie bylo, to przez prostg indukcje z lematu 1
znalezlibySmy nieskonczony ciag elementéw ai,as,... pierScienia P
taki, ze (a;) C (a2) C (a3) C ... co przeczy twierdzeniu 6. OJ

Whniosek 5. Dla dowolnego ciata K kazdy wielomian f € K|x]

dodatniego stopnia jest iloczynem skonczonej liczby wielomiandw nie-
rozktadalnych w Kz]. O

Twierdzenie 8. Jezeli f € R[x] jest wielomianem nierozktadal-
nym w pierscieniu Rz, to st(f) =1 lub st(f) = 2.

Dowdéd. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje f € R[z| nie-
rozkladalny w R[z] taki, ze st(f) > 3. Z zasadniczego twierdzenia
algebry wynika, ze istnieje zy € C takie, ze f(z9) = 0. Ponadto z przy-
kladu 4 jest, 7e 2o € R, wiec 2y # Zp. Ale f = apz™ + ap_12™ ' +
+ ...+ a1z + a¢ dla pewnych liczb rzeczywistych aq, . .., a,, wiec

f(Z) = an(Z)" + a1 (B)"  + ...+ aZo +ap =

= Qnzf +an 2 4. A A =

= an2l + p_12¢ N+ ...+ a1z0 +ag = f(z0) =0 =0.

Niech h = (z — 2z0) - (z — Z5) = 2? — (20 + Z0) + 20Z0. Poniewaz
zo + Zo, 2020 € R, wiec h € R[z]. Ponadto ze stwierdzenia 1 wynika, ze
h | f w piericieniu C[z]. Ale h, f € R[z], wiec ze stwierdzenia 2, h | f
w pier§cieniu R[z]. Zatem istnieje g € R[z] takie, ze f = h - g, skad
st(f) = st(h) + st(g) = 2 + st(g). Ale st(f) > 3, wiec st(g) > 0, co
przeczy temu, ze f jest nierozkladalny w R[z]. Zatem st(f) = 1 lub
st(f)=2. 0

Z twierdzenia 8 1 z wniosku 5 wynika od razu nastepujace
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Twierdzenie 9. Kazdy wielomian dodatniego stopnia o wspot-
czynnikach rzeczywistych jest iloczynem skonczonej liczby wielomianow
o wspotczynnikach rzeczywistych stopni < 2. [

Z przyktadéw 4 1 5 oraz z twierdzenia 8 1 wniosku 5 mamy od razu
nastepujace

Twierdzenie 10. Kazdy wielomian dodatniego stopnia o wspot-
czynnikach zespolonych jest iloczynem skonczonej liczby czynnikow li-
niowych. [J

Uwaga 8. Na mocy przyktadu 6 wielomian f = az?+bz+c € R[z]
stopnia 2 jest nierozkladalny w pierscieniu R[z] wtedy i tylko wtedy,
gdy f nie ma pierwiastka w R, czyli gdy A = b? — 4ac < 0.




Rozdziat 13

Rozklady elementow
piersScienia na czynniki

13.1 Wielomiany nierozkladalne w pier-
Scieniach Z[z] i Q|z]

Twierdzenie 1. Niech p bedzie liczbg pierwszq i niech f, g € Z[z].
Jezeli w pierscieniu Zz| p | f-g, top| f lubp]| g.

Dowdd. Z zalozenia istnieje h € Z[z] takie, ze f-g = p-h. Ponadto
przeksztalcenie T : Z[z] — Z,[z] dane wzorem

T(anx™ + ap_12™ 1+ ... + a1 + ag) =
= [anlpa™ + [an_1]pe" " + ..+ [a1]pz + [a0)p

jest homomorfizmem pierscieni o jadrze (p). Stad T(f)-T(g9) = 0
w pierdcieniu Zy[z]). Ale Z, jest cialem, gdyz p jest liczba pierwsza,
wiec Z,[z] jest dziedzing catkowitosci, skad T'(f) = 0 lub T'(g) = 0,
czyli f € (p) lub g € (p). Zatem p | f lub p | g w pierécieniu Z[z]. O

Definicja 1. Powiemy, ze wielomian
[ =02+ a, 12" + ..+ a1z + ag € Z[z]

jest wielomianem pierwotnym, jezeli (ag,ay,...,a,) = 1, tzn. jezeli nie
istnieje liczba pierwsza p taka, ze p | f w pier§cieniu Z|z].
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Z twierdzenia 1 wynika od razu nastepujacy

Lemat Gaussa. Iloczyn wielomianow pierwotnych jest wielomia-
nem pierwotnym. [

Twierdzenie 2. Niech f € Z[z] bedzie wielomianem pierwotnym.
Wowczas rownowazne sg warunki:

(1) f jest wielomianem nierozktadalnym w pierscieniu Z[x),

(i1) f jest wielomianem nierozktadalnym w pierscieniu Q[z].

Dowéd. (ii) = (i) Zalézmy, ze f jest wielomianem nierozktadal-
nym w pier§cieniu Q[z]. Wtedy st(f) = n > 1. Jezeli f = g - h dla
pewnych g, h € Z[z], to g € Q* lub h € Q*, skad g € Z\ {0} lub
h € Z\ {0}. Mozna zakladac, ze g € Z \ {0}. Jesli g ¢ Z* = {1, -1},
to |g| > 1, wiec istnieje liczba pierwsza p taka, ze p|g w pierécieniu Z,
skad p|f w pierScieniu Z[z] i mamy sprzeczno$é. Zatem g € Z*, skad
wynika, ze f jest wielomianem nierozktadalnym w pierécieniu Z[z].

(i) = (ii) Zalézmy teraz, e f jest wielomianem nierozktadalnym
w pierScieniu Q[z]. Poniewaz f jest wielomianem pierwotnym, wiec
stad st(f) > 1. Zalézmy, ze f nie jest wielomianem nierozkladalnym
w pier§cieniu Q[z]. Istnieja wtedy wielomiany g, h € Q[z] dodatnich
stopni takie, ze f = ¢g-h. Wtedy istnieja liczby naturalne k, [ takie, ze
kg,lh € Z[z)] oraz (kl)f = (kg)-(lh). Istnieje zatem najmniejsza liczba
naturalna s taka, ze wielomian sf jest iloczynem dwéch wielomiandéw
¢, € Z[x] dodatnich stopni. Jezeli s > 1, to istnieje liczba naturalna p
taka, ze p | s. Wtedy z twierdzenia 1, p | ¢ lub p | ¢ w pierScieniu Z[z].
Bez zmniejszania ogdlnosci mozemy zakladac, ze p | . Wtedy ;—) f=
= (%) -1 1 mamy sprzecznos¢ z minimalnoscig s. Zatem s = 1 oraz
f = ¢-9. Ale st(9), st(v)) > 1 oraz (Z[z])* = Z* = {1, —1}, wiec mamy
sprzeczno$¢ z nierozktadalnoscia wielomianu f w pierécieniu Z[z]. O

Twierdzenie 3. Jezeli wielomian unormowany f € P[z] jest ele-
mentem rozktadalnym w pierscieniu P[z], to istniejg wielomiany unor-
mowane g, h € P[z]| dodatnich stopni takie, ze f = g - h.

Dowéd. Z zalozenia istnieja wielomiany niezerowe nieodwracalne
g1, hy € P[z] takie, ze f = g; - h;. Niech a bedzie najstarszym wspot-
czynnikiem wielomianu g¢;, zas$ b niech bedzie najstarszym wspotczyn-

mowy SONB/SP/512497/2021
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nikiem wielomianu h;. Wtedy z zalozenia 1 = ab, skad a,b € P* C
C(P[z])*. Zatem st(g1), st(hy) > 1 oraz bg,, ah; sa wielomianami unor-
mowanymi dodatnich stopni i (bg;)-(ah;)= (ab)gi-h1 = g1- hy = f. O

Uwaga 1. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 3 jest takze praw-
dziwe, bo (P[z])* = P*.

Twierdzenie 4 (kryterium Eisensteina). Niech f = a,z" +
a1+ L+ ez + ap € Zx] bedzie wielomianem pierwotnym
stopnian > 1. Jezeli istnieje liczba pierwsza p taka, zep t a,, p | a; dla
i=0,1,...,n—1 oraz p* { ay, to f jest wielomianem nierozktadalnym
w pierscieniach Q[z] i Z[x].

Dowdd. Dla n =1 teza jest oczywista na mocy pierwotno$ci wie-
lomianu f. Niech dalej n > 2 i zalézmy, ze f jest rozkladalny w Q[z].
Wtedy z twierdzenia 2 mamy, ze f jest rozkladalny w pierScieniu Z[z].
Z pierwotnosci f wynika, ze istnieja wielomiany g, h € Z[z] dodatnich
stopni takie, ze f = g+ h. Niech g = byz® + b,_12°7 1 + ... + bz + by,
by # 0oraz h = ;2" + 12" '+ ...+ 1 + cg, ¢, # 0. Wtedy
s+r =mnicbs = a, oraz bpcg = ag. Stad z pierwszoéci p mamy,
ze p | by lub p | ¢p. Bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan mozemy
zaktada¢, ze p | by. Poniewaz p® { ay, wiec stad p t ¢o. Ponadto
p 1 a,, wiec p f bs i p {1 ¢,. Istnieje zatem najwieksza nieujemna
liczba catkowita k < s — 1 taka, ze p | by. Ponadto k +1 < s < n,

k+1 k

wige p | ag1 = Zbick+1—i = Zbick+l—i + bry1co. Ale p | b; dla
1=0 1=0

i=0,1,...,k, wiec p | bgr1¢o 1 p 1 co, wiec p | bry1 1 mamy sprzecznosé

z maksymalno$cig k. Oznacza to, ze wielomian f jest nierozktadalny
w pierscieniu Q[z] i na mocy twierdzenia 2 f jest nierozkladalny w pier-
Scieniu Z[z]. O '

Whniosek 1. W piericieniu Q[x] istniejg wielomiany nierozkta-
dalne dowolnego dodatniego stopnia.

Dowdéd. Dla naturalnych n wielomian f, = 2™ + 2 jest nierozkla-
dalny w pierscieniu Q[z] na mocy kryterium Eisensteina przy p = 2. O
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Elementy pierwsze

Definicja 2. Powiemy, ze niezerowy element nieodwracalny a pier-
Scienia P jest elementem pierwszym w P, jezeli dla dowolnych z,y € P
z tego, ze a | zy wynika, ze a | z lub a | y.

Twierdzenie 5. Kazdy element pierwszy pierscienia P jest ele-
mentem nierozktadalnym w P.

Dowéd. Niech p bedzie elementem pierwszym pierscienia P.
Wtedy p # 01 p € P*. Wezmy dowolne z,y € P takie, ze p = xy.
Wtedy p | zy, wiec p | = lub p | y. Zatem z = pt lub y = pt dla
pewnego t € P. Stad p = pty lub p = zpt, wiec 1 = ty lub 1 = xt,
czyli y € P* lub x € P*. Zatem p jest elementem nierozktadalnym
w pierScieniu P. [J

Uwaga 2. Nie zawsze element nierozktadalny jest elementem
pierwszym. Mianowicie P = Z + (x?) jest podpier$cieniem dziedziny
catkowitosci Z[z] i mozna wykazaé, ze a = z? jest elementem nieroz-
kltadalnym w pierécieniu P, ale nie jest elementem pierwszym w P.

Twierdzenie 6. Dla dowolnego niezerowego elementu p pierscie-
nia P rownowazne sqg warunki:

(i) p jest elementem pierwszym w P,

(1) ideat (p) jest pierwszy w P.

Dowdéd. (i) = (ii) Z zalozenia p ¢ P*, wiec 1 & (p), czyli (p) # P.
Niech a,b € P beda takie, ze ab € (p). Wtedy p | ab, wiec z pierw-
szo$cip, p | alubp | b, czylia € (p) lub b € (p). Zatem (p) jest ideatem
plerwszym w P.

(ii) = (i) Z zalozenia (p) # P, wiec 1 & (p), czyli p ¢ P*. Ponadto
z zalozenia p # 0. Wezmy dowolne z,y € P takie, ze p | zy. Wtedy
xy € (p), wiec z pierwszosci ideatu (p), € (p) lub y € (p), czylip | x
lub p | y. Zatem p jest elementem pierwszym w pierscieniu P. O

Twierdzenie 7. W dziedzinie ideatow gtownych kazdy element
nierozktadalny jest elementem pierwszym.

Dowéd. Niech a € P bedzie elementem nierozkladalnym w dzie-
dzinie idealéw gléwnych P. Wtedy a #01ia & P*, skad 1 € (a), wiec
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(a) # P. Niech I < P oraz (a) C I. Wtedy istnieje b € I takie, ze
I = (b), wiec (a) C (b). Zatem b | a i istnieje t € P takie, ze a = bt.
Stad z nierozkladalnosci a mamy, ze b € P* lub t € P*. Jesli t € P*,
to a ~ b, skad (a) = (b) i mamy sprzecznos¢. Zatem b € P*, skad
1 € (b), czyli (b) = P. Zatem (a) jest idealem maksymalnym w P.
Stad (a) jest ideatem pierwszym w P i na mocy twierdzenia 6, a jest
elementem pierwszym w P. [J

13.2 Dziedziny z jednoznaczno$cia roz-
kladu

Definicja 3. Niech a bedzie niezerowym elementem nieodwracal-
nym dziedziny catkowitosci P. Powiemy, ze a ma rozktad jednoznaczny
w P, jezeli a = py - ... p, dla pewnych nierozktadalnych elementéw
Pi1, - -.,Dn pierScienia P oraz jesli q,...,qs sa elementami nierozkla-
dalnymi w P takimi, ze a = ¢; - ... g5, to s = n oraz po ewentualne;j
permutacji indekséw uzyskamy, ze p; ~¢q; dlat=1,...,n.

Definicja 4. Powiemy, ze dziedzina calkowitoSci P jest dziedzing
z jednoznacznoscig rozktadu, jezeli kazdy niezerowy element nieodwra-
calny pierécienia P ma rozklad jednoznaczny.

Twierdzenie 8. W dziedzinie z jednoznacznosciqg rozktadu kazdy
element nierozktadalny jest elementem pierwszym.

Dowdéd. Niech p bedzie elementem nierozkladalnym dziedziny
z jednoznacznoscig rozkltadu P. Wezmy dowolne z,y € P takie, ze
plzy. Jesliz =0,top|x,jesliy=0,top]|y. Mozemy zatem dalej
zaktadaé, ze x # 01y # 0. Istnieje t € P takie, ze xy = tp. Jesli
r € P*, toy =z 'tp, skad p | y. Jedli y € P*, to analogicznie p | z.

Niech dalej z € P*iy & P*. Wtedy c =q1 ... ¢, y = t1-... 1,
dla pewnych elementéw nierozktadalnych q1,...,q.,t1,...,ts pierscie-
nia P. Zatem tp = g1 -...-¢q-t;-...-t;. Ale w rozkladzie tp na

czynniki nierozkladalne wystepuje p, wiec z jednoznacznos$ci rozktadu
elementu ¢p mamy, ze p ~ ¢; dla pewnego 7 < 7, skad p | z lub p ~ ¢,
dla pewnego j < s, skad p | y. Zatem p jest elementem pierwszym
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w pierscieniu P. (J

Twierdzenie 9. Niech P bedzie dziedzing catkowitosci, w kto-
rej kazdy element nierozktadalny jest elementem pierwszym. Wowczas
rownowazne s¢ warunki:

(1) P jest dziedzing z jednoznacznoscig rozktadu,

(i) kazdy niezerowy element nieodwracalny pierscienia P jest ilo-
czynem skorniczonej liczby elementow nierozktadalnych w pierscieniu P.

Dowdéd. (i) = (ii) Oczywiste. (ii) = (i) Niech zachodzi (ii), ale nie
zachodzi (i). Wtedy istnieje niezerowy element nieodwracalny a € P
rozkltadajacy sie na iloczyn najmniejszej liczby elementéw nierozkla-

dalnych pi,...,p, 1 nie posiadajacy jednoznacznego rozktadu w P.
Zatem istniejg elementy nierozktadalne q, ..., qs pierécienia P takie,
Zea=¢qy ... Qs =p1-... Py Oraz nie mozna spermutowac elementéw

Pi,..-,Pn tak aby p; ~ ¢q; dla i = 1,...,n lub n # s. Z zaloze-
nian > s Jezelin =1,tos =1, skad ¢ = p; i mamy sprzecz-
no$¢. Zatem n > 1. Ponadto p, jest elementem pierwszym w P oraz
Pn | @1 ... @s, wiec dla pewnego ¢ < s, pn | ¢;. Bez zmniejszania
ogdblnoéci mozna zaktadaé, ze i = s, tzn. p, | ¢s. Stad z nierozkladal-
nosci p, 1 ¢s mamy, ze p, ~ s, czyli ¢s = ppu dla pewnego u € P*
oraz q - ... qs—2 - (gs—1u) = p1 - ... Pn_1. Ale gs_1u jest elementem
nierozkladalnym w P, wiec z minimalno$ci n mamy, ze n — 1 =s — 1,
skad n = s. Ponadto po ewentualnej permutacji indekséw p; ~ ¢; dla
i=1,...,n—=21py_1 ~ qs_1u ~ @s—1. Stad p; ~¢q; dlai =1,...,n
1 mamy sprzeczno$¢. [J

Z twierdzen 7 1 9 oraz z twierdzenia 7 z rozdzialu 12 wynika od
razu nastepujacy

Whniosek 2. KazZda dziedzina ideatow gtownych jest dziedzing
z jednoznacznosciq rozktadu. O




Rozdzial 14

Ciala 1 ich wlasnosci

14.1 Charakterystyka ciata

Okreslenie ciala i wlasnoS$ci dziatan w ciele byty oméwione na algebrze
liniowej. Niech (K, +,-,0,1) bedzie cialem. Przypomnijmy, ze iloczyn
elementu a € K przez liczbe naturalng okreslamy nastepujaco:

l-a=aoraz (n+1)-a=n-a+adlan=1,2,...
Zatemn-a=a+...+a.
~—

n
Jezeli istnieje liczba naturalna n taka, ze n-1 = 0 w ciele K, to naj-
mniejsza taka liczbe naturalng n nazywamy charakterystykq ciata K.
Jezeli takiej liczby naturalnej nie ma, to méwimy, ze cialo K ma cha-
rakterystyke 0. Charakterystyke ciala K oznaczamy przez ch(K).

Twierdzenie 1. Jezeli n jest chamkterystykq ciata K in €N, to
n jest liczbg prerwszq.

Dowdd. Zalézmy, ze n nie jest hczbq pierwszg. Poniewaz 0 # 1
w K oraz1-1=1, wiec n > 11istnieja k,l € N takie, ze 1 < k,l <n
orazn =k-l. Wiedy 0 =n-1=(k-0)-1=1+1+4...41 =

ki
={1+...+1)-(1+...41) =(k-1)-(l-1) i K jest cialem, wiec
S——— S——
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k-1=01lubl-1 =0. Ale k,l < n, wiec mamy sprzeczno$c¢ z okresleniem
charakterystyki n ciata K. OJ

Przyktad 1. Dla dowolnej liczby pierwszej p ciato Z, ma charak-
terystyke p, bodla k € NNk <pjestk-1=1®,...®,1 =k # 0 oraz
~_—_———

k
- — = ++ = —()

p p
Przyklad 2. Cialo Q ma charakterystyke 0, bo dla n € N jest
n-1=n%#0.

Twierdzenie 2. Kazde ciato skornczone ma dodatnig charaktery-
styke.

Dowéd. Niech K bedzie cialem skonczonym o m elementach.
Wéwczas elementy 1-1, 2-1, 3-1,...,m -1, (m+ 1) -1 nie moga
by¢ parami rézne. Zatem istnieja liczby naturalne ¢ > 7 takie, ze
i-1=7-1.Stad (1 —j)-1=0. Alei — j € N, wiec ch(K) € N, czyli
ch(K)>0. 0O

14.2 Podciala i ciala proste

Definicja 1. Niech (K,+,-,0,1) bedzie cialem i niech L C K.
Powiemy, ze L jest podciatem ciata K, jezeli L tworzy ciato ze wzgledu
na wszystkie dzialania okreslone w K, tzn. gdy 0,1 € L oraz dla
dowolnych a,b € L mamy, ze —a € L, a+b€ L, a-be Lidlaa#0
jest, ze i € L.

Twierdzenie 3. Zbior L C K jest podciatem ciata K wtedy 1 tylko
wtedy, gdy 1 € L oraz dla dowolnych a,b € L jest a —b € L 1 dla
dowolnych a,b € L takich, ze b # 0 jest ¢ € L.

Dowdéd. = Zalézmy, ze L jest podciatlem ciata K. Wtedy 1 € L.
Niech a,b € L. Wtedy —b € L, stad a — b = a + (=b) € L. Niech
a,be L, b# 0. Wtedy %GL, wiqc%:a-%eL.

< Na odwrét, 1 € L, wiec0=1—-1 € L. Niech a,b € L. Wtedy
—b=0-be Loraza+b=a—(—b) € L. Ponadto dla b= 0 jest

wy SONB/SP/512497/2021
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a-b=0€ L,adlab#0, %GL,boleL,WiQC{f_—:wbEL. Zatem
b
L jest podciatem ciata K. OJ

Uwaga 1. Z okreslenia charakterystyki ciala wynika od razu; ze
jezeli L jest podciatem ciala K, to ch(L) = ch(K).

Definicja 2. Jezeli cialo K nie posiada podcial réznych od K, to
moéwimy, ze K jest ciatem prostym.

Przyklad 3. Zauwazmy, ze Q jest cialem prostym. Rzeczywiscie,
niech K C QQ bedzie podcialem ciala Q. Wéwczas 1 € K. Jezeli dla
pewnego n € N jest n € K, to n+ 1 € K, stad przez indukcje mamy,
ze NC K. Ale0 € Kidlan € N jest, 22 —n € K, bon € K, wiec
7 C K. Wezmy dowolne ¢ € Q. Wéwczas istnieja n € Z i k € N takie,
2 q=7% Alenk e Kik#0, wigcq € K. Stad Q C K, czyli
K =Q.

Przyktad 4. Dla dowolnej liczby pierwszej p, Z, jest cialem pro-
stym. Rzeczywiscie, niech K C Z, bedzie podcialem ciata Z,. Wéw-
czas 1l € K,stad 1®,1 =2 € K, wigc tez 3-1 € K itd. W koncu
L2,...,p—1,0 € K, czyli K = Z,.

Twierdzenie 4. Jedynymi ciatami prostymi z doktadnosciqg do
izomorfizmu sqg Q @ Z, dla p bedgcych liczbami pierwszymia.

Dowéd. Niech K bedzie cialem prostym. Jezeli ch(K) = 0, to dla
n € N mamy, ze n-1# 0, wigc dla m € Z, n € N mamy, ze 2 € K.
bLatwo sprawdzi¢, ze wéwczas zbidér L = {17’;—11 :m € Z,n € N} jest
podciatem ciala K, skad L = K. Ponadto przeksztalcenie f : Q — L
dane wzorem f(%2) = ’:Lill dla m € Z,n € N jest izomorfizmem cial.
Stad K = Q.

Niech teraz ch(K) = p > 0. Z twierdzenia 1 p jest liczbg pierwsza.
Latwo zauwazy¢, ze wtedy M = {0-1,1-1,...,(p—1)-1} jest podcialem
ciala K, skad K = M. Ponadto przeksztalcenie g : Z, — M dane
wzorem g(k) = k-1 dla k € Z, jest izomorfizmem cial, wiec K = Z,. O

Uwaga 2. 7Z dowodu twierdzenia 4 wynika, ze jesli cialo K ma
charakterystyke 0, to istnieje w nim podcialo izomorficzne z cialem Q,
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a jezeli cialo K ma charakterystyke p > 0, to istnieje w nim podciato
izomorficzne z Z, i jest to najmniejsze (w sensie inkluzji) podcialto
ciala K.

Definicja 3. Jezeli L jest podcialem ciala K |, to mowimy, ze K
jest rozszerzeniem ciata L.

Uwaga 3. Jezeli cialo K jest rozszerzeniem ciala L, to K jest
przestrzenia liniowa nad cialem L, jezeli dla a € K, a € L okreslimy

aoa=a-q,

gdzie - oznacza mnozenie w ciele K. Moc dowolnej bazy K nad L
oznaczamy przez (K : L) i nazywamy stopniem rozszerzenia L C K.
Jezeli (K : L) jest liczba naturalna, to méwimy, ze K jest skoriczonym
rozszerzeniem ciata L.

Twierdzenie 5. Jezeli K jest ciatem skonczonym, to istniejq
liczba pierwsza p oraz liczba naturalna n takie, ze ch(K) = p i |K| = p™.
Jezeli L jest podciatem ciata K, to istnieje m € N takie, ze m | n oraz
\L| =p™.

Dowdd. Z twierdzen 1 i 2 wynika, ze istnieje liczba pierwsza p
taka, ze ch(K) = p. Niech L bedzie podciatem ciatla K. Wtedy K jest
przestrzenia liniowa nad cialem L. Ale K jest skonczone, wiec istnieje
baza {a,...,as;} K nad L. Kazdy element nalezacy do K moze by¢
zapisany jednoznacznie w postaci kombinacji liniowej elementéw te]
bazy. Zatem |K| = |L*| = |L|*.

Z uwagi 2 istnieje podcialo F' takie, ze |F| = p. Stad |K| = p"
dla pewnego n € N. Jezeli L jest dowolnym podcialem ciata K, to
z uwagi 2 F C L, wiec |L| = p™ dla pewnego m € N. Ale p" = |K| =
= |L|* = p™* dla pewnego s € N, wiecn=ms im |n. O

Twierdzenie 6. Niech K bedzie ciatem dodatnie) charakterystyki p.
Wowczas dla dowolnych a,b € K:

a® + b = (a+0b).

Dowdéd. Ze wzoru Newtona mamy
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'S
,_.

(a+b)P:aP+bP+Z(Z> ak - k.

k=1

Ale z elementarnej teorii liczb dla k = ...,p — 1 mamy, ze p | (Z)v
wiec (Z) =p-lx, Ik € N. Zatem ( ) -1 )1 =1k (p-1) =1-0=0,
stad wynika teza. [J

Uwaga 4. Z twierdzenia 6 przez prosta indukcje uzyskujemy, ze
jezeli K jest cialem dodatniej charakterystyki p, todlan € Nia,b € K
zachodzi wzér:

(a+b)P" =a?" +b".

Przyktad 5. (C: R) = 2, to {1, i} jest baza C nad R. Natomiast
(R: Q) = oo, bo R jest nieprzeliczalne, a Q jest przeliczalne.

14.3 Cialo utamkow

Kazdy podpierécien ciala jest dziedzing calkowitosci. Okazuje sie, ze
takze kazda dziedzina calkowitosci jest podpierscieniem pewnego ciata.

Definicja 4. Powiemy, ze cialo K jest ciatem utamkow dziedziny
catkowitosci P, jezeli

(i) P jest podpierécieniem K oraz

(ii) kazdy element ciala K mozna zapisa¢ w postaci § dla pewnych
a,be P, b#0.

Przedstawimy teraz konstrukcje ciala utamkéw dowolnej dziedziny
catkowitoéci P. Niech S = P x (P \ {0}). W zbiorze S okresSlamy
relacje ~ przyjmujac, ze dla dowolnych (aq, 1), (ag, b)) € S:

(al,bl) ~ (ag,bg) & a - b2 =aQay - bl.
Sprawdzimy, ze ~ jest relacja réwnowaznosci w S

1° Jezeli (a,b) € S, toa-b=a-b wiec (a,b) ~ (a,b).




116 Wyklady z algebry ogdlnej I

2° Jezeli (a,b), (c,d) € S oraz (a,b) ~ (c,d) to a-d = c-b. Stad
c-b=a-d,czyli (c,d) ~ (a,b).

3° Jezeli (a1, b), (az2,b2), (as,bs3) € S s takie, ze (a1, b1) ~ (ag,b2)
oraz (ag,by) ~ (as, b3), to ay -by = as - by iay - by = az - by, stad
al'bQ'bg = &Q'bl'bg i ag-bg'bl = (L3‘b2'b1, WIQC al'b2~b3 = a3-b2-b1.
Ale by # 01 P jest dziedzing caltkowitosci, wigc a, - by = a3 - by,
stad (ay,by) ~ (as,bs).

Klase abstrakcji o reprezentancie (a,b) € S bedziemy oznaczali

przez §. Zbiér wszystkich klas abstrakeji relacji ~ bedziemy oznaczali
przez F,.

Zauwazmy najpierw, ze dla (a,b) € Si0 # d € P jest ¢ = %—g—
Rzeczywiscie, a- (b-d) = (a-d)-b stad (a,b) ~ (a-d,b-d), wiec § = £

Dla (a,b) € S mamy tez, ze § = % &< a = 0. Rzeczywiscie, dla

a=0jesta-1=0=0-b, wiec (a,b) ~ (0,1), stad & = % Jezeli za$
& =9 %o (a,b) ~(0,1),skad a-1=0-b, czyli a = 0.

Niech 1 = % 10= (1-). Poniewaz 0 # 1 w P, wiec z naszych rozwazan
wynika, ze 0 # 1 w K.

Okreslamy teraz w Py dodawanie i mnozenie przy pomocy wzoréw:

ar  ay ap-by+asg-by

My % 14.1
o T b by (14.1)
ay a2 ay - ap
M 2 . 14.2
b By by by (14.2)

Sprawdzimy, ze te okreslenia nie zaleza od wyboru reprezentantow
klas. Niech (a1, b1), (1, 1), (az, ba), (z2,y2) € S oraz (a1, b;) ~ (x1,91),
(az,bz) ~ (x2,92). Wtedy a1 -y = 21 -b1 1 ay-ys = 2 - bp. Musimy
udowodnié, ze woéwczas (ay-ba+ag by, by -b2) ~ (T1- Yo+ T2 y1, Y1 y2) i
(a1 - ag, by - ba) ~ (x1 - Ta, 41 - Ya), czyli ze (ay - by + ag - by) - y1yp =
= (T1y2 + Toy1) by cbr i@ cay -y Y2 = T -T2 - by - bo. Ale
ay-a - Y1 Y2 = (al'yl)'(a2'y2) =z by Xy by =131y by - by Oraz
(a1 b2+ az - b1) - y1y2 = (@1y1) - bavo + (a2y2) - biys = 1 - by - ba - yo +
+x3 by by -y1 = (X1 Y2 + T2 - Y1) - by - by, wiec wzory (14.1) i (14.2) sa
dobrze okreslone.

Teraz udowodnimy, ze (K, +,-,0,1) jest cialem. W tym celu spraw-
dzamy spelnienie aksjomatéw ciala:
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1.

. Niech (a,b) € S. Wtedy 0 = 2 oraz ¢ +0 = $+ 3 = 40 =

Niech (ay,b1), (az, b2), (a3, b3) € S. Wtedy

a1 4 a2 az __ ar-bytaz-by a3 — @a1-by-bztarbiby | a3-bi-by _
(0 4+ 52) + 5o = St + = S 4

— a3-by-b3+az-b1-bz+az-by-by
by-b2-b3 ’

a1 az _ a1+az L4 g — aicbtay b _ (a1+a2)b _ a1 +a,
bo -+ , gdyz § + F = 45 55 b

Ponadto

ay az a3) _ a1 az-bz+az-by — a1-b2-b3 az-b3-bi+az-ba-by —
by + (bz + b3) by + ba-b3 by1-ba-b3 + b1-ba-b3

— a1-by-b3tag-b3-bi+az-ba-b
by-b2-b3 ’

wiec dodawanie jest tgczne.

. Niech (al,bl), (CLQ,bz) €Ss. Wtedy

ar — az'bitaiby _ aibotanhy a1 4 a2
+ by ba-b1 - by-b2 b +

sk

wiec dodawanie jest przemienne.

o |

wiec 0 jest elementem neutralnym dodawania.

Niech (a,b) € S. Wtedy (—a,b) € Soraz §+32 = atize) _ 2=0.
Zatem —(%) = (_

Niech (ay,b1), (ag, b2), (a3, b3) € S. Wtedy

(. 22). 8 = w6 - sy
bi b2/ b3 T bib2 b3 by -ba b3

Rozbudowa oty
dofinansowanego z programu ,.Spolec

u w Bialymstoku,
a podstawie umowy SONB/SP/512497/2021
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wiec mnozenie jest taczne.

: a2 .4 _— 22:0q __ 01°G3 __ a1 Q2
6- NleCh (a1, b1)7 (a27 b2) € S Wtedy b2 1 ba-b1 b1 b2 b1 by
wl1€C mnozenie JeSt przemienne.

7. Niech (a,b) € S. Wtedy §$-1=¢-1 = el = 7> czyli 1 jest

elementem neutralnym mnozenia.

8. Niech (a1, b1), (ag, b2), (as, b3) € S. Wtedy

ay . (0'_‘& + %) — a1, az-bztazby _ ai-ap-bsta;-az-by

by bo b3 by ba-b3 b1 -bo-b3
oraz
4. 82 4 81, 83 — 81003 aj-a3 _ a1-a2b3 a1-a3-by _ a1-a3-b3+a;-az-by
b1 bo by bs b1-ba bi-b3 b1-ba-b3 by-ba-b3 by-by-b3 )

wiec mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

9. Niech (
wiec (b
&=

7 1-9 wynika zatem, ze (P, +,-,0,1) jest cialem.

Niech f:P — P, bedzie funkcjg dang wzorem f(a) = ¢ dlaa € P.
Dlaa,be P:f(a)=fb) & ¢=2e(g,1)~(l)<a-1=b-1&
& a = b. Zatem f jest réznowartosciowe. Ponadto f(1) = + = 1 oraz
dlaa,be P:

a,b) € S bedzie takie, ze ¢ # 0. Wtedy, jak wiemy a # 0,
,a) € Soraz -2 =22 =1 =1,boa,b # 0. Stad

a+b

flath =" =24 2= @)+ 1)

a-b a-b

fla-b) = L2 =80 =2 2= fla)- £,

Zatem f jest zanurzeniem pierscieni. Stad dla a € P mozna doko-
na¢ utozsamienia:

[u—
—
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Przy tym utozsamieniu P jest podpierscieniem ciata Py. Dla0 #b € P
mamy, ze + = (2)7' = b7, wiecdlaa € Pjest 2 =2%-1 =q-b7!, stad
Py={a-b"':a,be Pb+# 0}, czyli Py jest cialem utamkéw dla P.
Ponadto dla (aj, b1), (ag,b2) € S mamy, ze %1’- = ‘;42 S ap by =ay - by,
bo Z—; = %;— = (al,bl) ~ (ag,bg) Sap by =as- by,

Jezeli L jest cialem, to cialo utamkéw pierscienia L[] oznaczamy
przez L(x) i nazywamy ciatem funkcji wymiernych zmiennej x nad
ciatem L. Woéwczas L jest podcialem L(x), skad ch(L(z)) = ch(L).
Poniewaz 1,z,z?, ... s3 liniowo niezalezne nad L i naleza do L(z), wiec
(L(z) : L) = oo. Podstawiajac L = Z, uzyskamy stad, ze istnieja
ciata nieskonczone dowolnej dodatniej charakterystyki.




Rozdzial 15

Rozszerzenia algebraiczne
ciat

Twierdzenie 1. Gdy K C L C M sq ciatami oraz (L:K) =r € N
i(M:D=seN, to(M:K)=r-s.

Dowéd. Niech ay,...,a, € L bedzie baza L nad K oraz niech
b,...,bs € M bedzie baza M nad L. Udowodnimy, ze

{ai-b;:1<i<r1<j<s}
jest bazag M nad K. W tym celu wezmy dowolne ¢;; € K,t1=1,...,s,
s r
g =1,...,r takie, ze Zcijaibj =0. Woéwczas Z (Z cijai) b; = 0.
Elementy s;coj@ce w nawiasach naleza do ciata I]/,leiqz::illa j=1...s
mamy, ze ZCi]‘ a; =0. Stad z liniowej niezaleznosci elementéw ay,. . . ,a,

i=1
wynika, ze ¢;; =0 dla:=1,...,r. Zatem c;; = 0 dla wszystkich 4, j,

czyli elementy a;-b; dlai =1,...,r, 7=1,...,s sg liniowo niezalezne
nad K. V\’eimy teraz dowolne a € M. Woéwczas istniejg t1,...,t; € L

takie, ze a = Zt -bjorazdlaj =1,...,sistniejg cij,czj,...,¢5 € K

takie, ze t; Z cij - a;. Stad a = Z cij(a . Zatem elementy a;-b;

120
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dlai=1,...,7, 7=1,...,s generuja M nad K. Stad mamy teze. [J

Definicja 1. Niech K bedzie podciatem ciala L. Powiemy, ze
element a € L jest algebraiczny wzgledem ciata K, jezeli istnieje nieze-
rowy wielomian f € K(z] taki, ze f(a) = 0. W przeciwnym przypadku
element a € L nazywamy przestepnym wzgledem ciata K. Cialo L
nazywamy rozszerzeniem algebraicznym ciala K, gdy kazdy element
a € L jest algebraiczny wzgledem K.

Uwaga 1. Zauwazmy, ze * € K(x) jest elementem przestepnym
nad K.

Uwaga 2. Liczby zespolone a, ktére sa elementami algebraicznymi
wzgledem ciala Q nazywamy krotko liczbami algebraicznymi. Liczbe
a € C nazywamy przestepng, jezeli a nie jest liczbg algebraiczng. Np.
a = e 1a =7 sa przestepne.

Twierdzenie 2. Niech K bedzie podciatem ciata L 1a € L. Wow-
czas a jest algebraiczny wzgledem ciata K wtedy 1 tylko wtedy, gdy ist-
nieje wielomian nierozktadalny f € K|x] taki, ze f(a) = 0. Ponadto,
gdy g € K[z] i g(a) =0, to f | g w K|[z].

Dowéd. = Oczywiste. <« Zalézmy, ze a € L jest algebraiczny
wzgledem K. Wtedy istnieje niezerowy wielomian f € K[x] najnizszego
stopnia taki, ze f(a) = 0. Stad f ¢ K i jezeli w,u € K|[z] sa takie,
ze [ =w-u, to 0 =w(a)- u(a), skad w(a) = 0 lub u(a) = 0. Bez
zmniejszania ogdélnosci mozna zaktadaé, ze w(a) = 0. Wéwcezas st(f) =
st(w) + st(u), wiec z minimalnodci st(f) mamy, ze st(w) = st(f).
Stad st(u) = 01 u € K* Zatem wielomian f jest nierozkladalny
w K[z]. Niech teraz g € K|[z] bedzie takie, ze g(a) = 0. Wdwczas
istnieja q,r € K|[z] takie, z2 ¢ = f-q+ 7 1 st(r) < st(f). Stad
0=g(a) = f(a) q(a) +7(a) = 7(a), bo f(a) = 0, wiec z minimalnosci
st(f) wynika, ze r =0ig=f-q,czyli f | g. O

Whniosek 1. Gdy element a € L D K jest algebraiczny wzgledem
ciata K, to wielomian nierozktadalny f € K|z], ktdrego a jest pier-
wiastkiem, jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscig do statego
czynnika.
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Dowdéd. Jezeli fi, f» € K[z] sa wielomianami nierozktadalnymi
w K|z] takimi, ze fi(a) = fa(a) = 0, to z twierdzenia 2 mamy, ze
fil f2i fa| fi, wiec fi ~ fo. Stad istnieje 0 # c € K takie, ze
fr=c- fi. O

Gdy element a € L jest algebraiczny wzgledem podciala K C L,
to stopiefi wielomianu nierozktadalnego f € K|[z| takiego, ze f(a) =0
nazywamy stopniem elementu a wzgledem ciata K, za$ f nazywamy
wielomianem minimalnym dla a wzgledem ciata K.

Niech K bedzie podcialem ciata L i a € L. Woéwczas istnieje
najmniejsze w sensie inkluzji podcialo ciala L zawierajace a oraz K.
Oznaczmy je przez K (a). Oczywiscie K (a) jest czedcia wsp6lng wszyst-
kich podcial ciala L zawierajacych K U {a}.

Twierdzenie 3. Gdy a € L jest elementem algebraicznym stopnia
n wzgledem podciata K C L, to:

(i) K(a)={bo+b-a+...4by_y-a" :bg,by,...,bh 1 € K};

(i) Bazg K (a) nad K jest uktad: 1,a,a?,...,a"7};

(i) (K(a) : K) =n.

Dowéd. Jezelin = 1, toa € K i K(a) = K, wiec teza jest
oczywista. Niech dalej n > 1 i niech f € KJ[z] bedzie wielomianem
minimalnym a wzgledem K. Wtedy st(f) = n. Niech

Z\/I:{b0+b1-a+...+bn,1-a"_1:bo,bl,...,bn,leK}.

Woéwczas K C M ia € M. Jezeli by, by,...,b,1 € K sa takie, ze
bo+b-a+...+b,_y a1 =0,tog(a)=0dlag=20by+b -z +
+...4+ bpy - 2™ ! € K|z], wiec z minimalnosci st(f) mamy, ze by =
=0, =...=b,_; = 0. Zatem elementy 1,a,a?, ...,a"! s3 liniowo
niezalezne nad K. Jesli h € K][z], to istnieja ¢,r € K|[z] takie, ze
h=gq-f+r1ist(r) <mn, wiec h(a) = q(a)f(a) + r(a) = r(a) € M.
Zatem M = {h(a) : h € KJz]}. Stad od razu mamy, ze M jest
podpierscieniem ciala L. Wezmy dowolne bg, by,...,b,_1 € K takie,
e bp + b -a+ ...+ by, -a™ !t # 0. Wtedy, jak wiemy g = by +
+by x4+ ...+ by -x™ ! # 01 f jest nierozkladalny w K[z]. Za-
tem istnieja wielomiany u,v € K|[z| takie, ze g -u + f-v = 1, stad
g(a) - u(a) + f(a) - v(a) = 1, czyli ;;'(’12{)' = u(a) € M. Zatem M jest
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podciatem ciata L zawierajacym K U {a}. Niech N bedzie dowolnym
podcialem ciala L zawierajacym K U{a}. Wtedy 1,a,a?,...,a" ' € N
oraz dla dowolnych b, by, ..., by_y € K, by+b,-a+...+b,_1-a™* € N.
Stad M C N. Zatem M = K (a) i wobec powyzszego 1,a,a?,...,a""!
jest baza K (a) nad K, czyli (K(a): K) =n. O

Twierdzenie 4. FElement a € L jest algebraiczny wzgledem pod-
ciata K wtedy 1 tylko wtedy, gdy (K(a) : K) < oo.

Dowéd. = Wynika z twierdzenia 2. < Zalézmy, ze (K(a) : K) =
= n < oo, wowczas elementy 1,a,a?,...,a" s3 liniowo zalezne nad
K oraz naleza do K(a), wiec istnieja by, by, ...,b, € K nie wszystkie
réwne 0 i takie, ze bg + by -a+ ... + b, -a" = 0, stad g(a) = 0
dla 0 # bp+b, -z + ...+ b, - 2" € K[z]. Zatem a jest elementem
algebraicznym wzgledem ciata K. [J

Whniosek 2. Kazde rozszerzenie skonczone jest algebraiczne.

Dowéd. Niech (L : K) =n < ooia € L. Wtedy K(a) C L,
wiec (K(a) : K) < n, stad wobec twierdzenia 4 a jest elementem
algebraicznym wzgledem ciala K. (J

Jezeli a1,...,a, € L O K, gdzie K jest podcialem ciata L, to

istnieje najmniejsze podcialo ciala L zawierajace K U {ai,...,an}.
Oznaczmy je przez K(ay,...,a,). Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnych
ai,...,a,any1 € L 1 dla dowolnego n € N, K(ay,...,an,0ny1) =
= (K(a1,---,an))(ans1)-

Whniosek 3. Gdy ay,...,a, € L sq elementami algebraicznymi
wzgledem K C L, to K(ay,...,a,) jest rozszerzeniem algebraicznym

1 skonczonym ciata K.

Dowdd. Indukcja wzgledem n. Dla n = 1 teza wynika z twierdze-
nia 4. Zalézmy, ze teza zachodzi dla pewnego naturalnego n i niech
ai,...,0an,a,+1 € L bedg elementami algebraicznymi wzgledem K. Je-
i f € K[z] jest wielomianem minimalnym dla a,4; wzgledem K, to
f € K(ai,-..,an)[z], wiec (K(a1,...,a,)(ans1) @ K(ai,...,a,)) <
< (K(ant1):K) < oo, czyli (K(a1,...,an,ans1) : K(ay,...,a,)) < oo.
Ponadto z zalozenia indukcyjnego (K(ai,...,a,) : K) < oo, wiec
z twierdzenia 1, (K(ai,...,an,an41) @ K) < oco. Stad z wniosku 2

Rozbudowa
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rozszerzenie K C K(aj,...,an41) jest algebraiczne. O

Whniosek 4. Niech K bedzie podciatem ciata L. Wowczas zbior
M C L wszystkich elementow algebraicznych wzgledem K jest podcia-
tem ciata L zawierajgcym K.

Dowdéd. Poniewaz kazde a € K jest pierwiastkiem wielomianu
t—a € Klz], wiec K C M. Niech a,b € M. Wtedy z wniosku 3
K (a, b) jest rozszerzeniem algebraicznym ciala K, czyli K(a,b) C M.
Zatema—b € Mij € Mdlab# 0. Stad z twierdzenia 3 z rozdziatu 14,
M jest podciatem ciata L. O

Twierdzenie 5. Jezeli ciato L jest algebraicznym rozszerzeniem
ciata K 1 ciato M jest algebraicznym rozszerzeniem ciata L, to cialo
M jest algebraicznym rozszerzeniem ciata K.

Dowé6d. Weimy dowolne a € M. Wéwczas istnieje 0 # f € L[z]
takie, ze f(a) = 0. Ale f = I, + Lz + ... + [,2" dla pewnych
lo,...,ln, € L oraz z wniosku 3 mamy, ze (K(lp,...,l,) : K) < oc.
Ponadto a jest algebraiczny nad K (lo,...,l,), wiec z twierdzenia 4

mamy, ze ((K(lo,...,ln))(a) - K(lo, . .. ,ln)) < 00. Zatem z twierdze-
nia 1 i z wniosku 2, a jest algebraiczny nad cialem K. (J
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