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RESUMEN

Cuando se analizan datos de procesos en los que se observan muchas muestras
conformes, es decir, muchas muestras sin defectos, la utilizacién del modelo ZIB (Zero
Inflated binomial) puede ser una muy buena alternativa. Esto es especialmente cierto para
el caso en que los datos muestran una frecuencia mas elevada de ceros que la que se
deberia esperar si la muestra hubiera sido generada mediante una distribucion binomial.
Tradicionalmente estos procesos fueron monitoreados empleando la distribucién binomial
pero, bajo estas circunstancias, la distribucién binomial tiende a subestimar la variabilidad
del proceso. En esta situacion, los graficos de control tienen limites muy estrictos que
determinan excesivas sefales de falsa alarma, altos costos de inspeccion y frecuentes
paradas del proceso. Cuando no se tiene en cuenta el exceso de ceros, se genera un
modelo mal especificado y, en consecuencia, el grafico de control resultante no cumple con
la funcién para la cual ha sido construido En este trabajo se propone la utilizacion del
modelo lineal generalizado para establecer la bondad de ajuste entre los datos observados y
la distribucién asumida para la construccion del grafico. Se muestra ademas la aplicacion del
gréafico ZIB a un proceso con datos de una planta de autopartes, con analisis y discusion de
los resultados.

Palabras clave: Procesos de Alta Calidad, Modelo Binomial con Exceso de Ceros, Graficos
de Control ZIB, Modelo Lineal Generalizado.

Introduccién

Debido al avance tecnolégico y a la automatizacion de los procesos de produccion, un
proceso bien disefiado podria tener un nimero mayor de conteo de ceros de los que se
esperaria encontrar bajo distribucion Poisson o binomial. En particular, en el @mbito de la
produccion, es cada vez mas frecuente encontrar muestras conformes, es decir, muestras
sin ninguna unidad defectuosa. Estos procesos se conocen actualmente como procesos de
alta calidad en los que, gracias al control continuo, se han logrado estandares de calidad
realmente muy elevados.

Tradicionalmente estos procesos han sido monitoreados empleando las distribuciones
Poisson o binomial, pero ambas distribuciones tienden a subestimar la media y la
variabilidad del proceso en presencia de gran cantidad de ceros. Los gréficos de control
resultantes tienen limites de control muy estrictos que conduce a una mayor tasa de falsas
alarmas en la deteccion de sefiales de fuera de control.
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Una forma de solucionar este inconveniente consiste en extender las distribuciones
basicas de Poisson y binomial a una que pueda ser utilizada para modelar el efecto de una
mayor cantidad de ceros. De esta manera, surgieron los procesos “zero-inflated” o procesos
con “excesos de ceros”, que son aquellos procesos en los que se observa que los datos
muestrales presentan una frecuencia mas elevada de unidades conformes (cero defectos)
que la que se deberia esperar si la muestra hubiera sido generada mediante una distribucion
Poisson o binomial.

En los ultimos afos, varios investigadores han proporcionado nuevos modelos que se
obtienen mediante la modificacion de los modelos tradicionales existentes. Particularmente,
los modelos con exceso de ceros, que incluyen a los modelos zero-inflated Poisson (ZIP) y
zero-inflated binomial (ZIB), son modelos que se obtienen combinando adecuadamente el
modelo tradicional con una singular distribucion de ceros.

Sin embargo, los resultados obtenidos de estas investigaciones son muy variables debido
a que dependen de la magnitud de la proporcion de ceros, de los cambios en la media o en
la proporcion de no conformidades, del tamafio de las muestras, de la variabilidad y del
estado en el que se encuentra el proceso ya sea bajo control o fuera de control. Esta
situacion conduce a una cierta complejidad a la hora de seleccionar el procedimiento de
control adecuado.

En este trabajo se presenta una metodologia mas simple para determinar si un proceso
es binomial con un nimero elevado de ceros debido a una tasa de no conformidades muy
chica, o si se tiene una masa de probabilidad asociada con la presencia de ceros que es
superior a la esperada para una distribucién binomial estandar.

A efectos de realizar la eleccion adecuada del modelo, se propone utilizar el modelo lineal
generalizado por ser éste un procedimiento muy flexible para tratar con datos de conteos. El
modelo lineal generalizado es una extension del modelo lineal clasico a una familia méas
general que involucran una variedad de distribuciones seleccionadas de una familia
exponencial, como lo son las distribuciones, normal, binomial, Poisson, Gamma y binomial
negativa. Fueron introducidos por primera vez por Nelder y Wedderburn (1972) y
progresivamente se han aplicado en diversas disciplinas como agricultura, ecologia,
economia, ingenieria, y medicina entre otras.

Modelos con exceso de ceros o modelos cero-inflados

En una situacion ideal, sélo unidades perfectas serian observadas es decir, unidades o
muestras de unidades todas conformes. No obstante, una unidad o una muestra pueden
estar afectadas por un mecanismo aleatorio que produce no conformidades. Si tal
mecanismo, que puede ser controlable o no, ocurre, apareceran entonces algunas no
conformidades.

En el contexto del control estadistico de procesos esta situacion indica que, ademas de la
posibilidad de que el numero de no conformidades en la muestra tome un valor cero bajo
variacion aleatoria, puede observarse un nimero adicional de ceros con probabilidad ¢.

La funcion de probabilidad de la variable Y cero inflada esta dada por;
P(Y=y)=dlpn+1-)g(;6) y=01,2...

donde I 0y =1siy=0,yIy,0 =0 enotro caso. g(y;#) es la funcion de probabilidad de
la distribucion Poisson o de la distribucion binomial. Con vector de parametros 6.

Cuando la variable X sigue una distribucion Poisson de pardmetro A, es decir, cuando
gy, ) =e %1’/ y!, se tiene un modelo ZIP mientras que cuando la variable X sigue una
distribucién binomial con parametros ny p, es decir, cuando g(y,n,p) = C, p¥(1 —p)* 7, se
tiene un modelo ZIB.
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Modelo lineal generalizado aplicado a la distribucion binomial con exceso de
ceros

Los modelos lineales generalizados (Nelder y Wedderburn, 1972), pueden ser aplicados
en casos en que la variable de respuesta no necesariamente tiene distribucién normal y para
cierto grado de no linealidad en la estructura del modelo. El modelo con exceso de ceros
puede considerarse como un modelo mixto Bernoulli-binomial (Vieira et al., 2000), donde
una posible explicacibn del exceso de ceros en los datos puede provenir de un
mejoramiento considerable en alguna caracteristica de calidad bajo monitoreo.

En los modelos binomiales con exceso de ceros la funcién de probabilidad de Y se puede
expresar, evitando los subindices por simplicidad, de la siguiente manera;

0+ (1-9) (A —-p)* y=0

El logaritmo de la verosimilitud basado en estos datos esta dado por; [(8,4,y,Zz). Para un
modelo binomial simple, y expandiendo la funcién logaritmo, es posible demostrar que la
estimacion de p y de ¢, se pueden obtener maximizando los dos términos de (B, $,y,z)
separadamente de la siguiente manera;

LB,y 2) = 1By, 2) + 1(¢; 2)

En R esta funcion se conoce como “zibinomial” y por default los dos predictores
lineales/aditivos son el logit de p y el logit de ¢.

Seleccion del modelo adecuado

La distribuciéon binomial ha sido ampliamente utilizada para modelar datos de conteo,
tales como el nimero de no conformidades por muestra en procesos productivos. Sin
embargo, ante la presencia de una gran cantidad de ceros el investigador debera determinar
si el proceso es binomial con un ndmero elevado de ceros debido a una tasa de no
conformidades muy chica, o si se esta en presencia de una cantidad de ceros que es
superior a la esperada para una distribucién binomial estandar. En pocas palabras, se debe
decidir entre una distribucién binomial estandar y una distribucién binomial con exceso de
ceros.

Esta decision es de gran importancia, teniendo en cuenta que la habilidad de un gréfico
de control estd determinada por la bondad de ajuste entre los datos observados y la
distribucion asumida para la construccion del grafico. Cuando se fracasa en tener en cuenta
el exceso de ceros, se genera un modelo mal especificado que puede resultar en
estimadores sesgados o inconsistentes.

La bondad de ajuste entre modelos competitivos puede establecerse utilizando varios
criterios de informacion estadistica. En particular, en los MLG estas estadisticas son de vital
importancia para determinar la distribucion de probabilidad que mejor ajusta a los datos. En
este trabajo, se empleara el Criterio de Akaike que permite evaluar tanto el ajuste del
modelo a los datos como la complejidad del modelo. Cuanto méas pequefio es el valor del
AIC mejor es el ajuste. El AIC es util para comparar modelos similares con distintos grados
de complejidad.

Determinacién de los limites de control

Una vez que se ha determinado el modelo adecuado a los datos, es posible construir los
limites de control. Si la distribucién elegida es la binomial, es posible emplear cualquiera de
los gréficos tradicionales. Aqui sera considerado el grafico adecuado para el caso en el que
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los datos presentan un exceso de ceros es decir, cuando el modelo seleccionado es un
modelo ZIB.

Generalmente el limite inferior de control para el modelo ZIB no se considera, lo que es
comun en los graficos de atributos. Dado que la distribucion ZIB es altamente asimétrica,
para definir los limites de control se sugiere emplear limites de probabilidad. Luego, con una
sefal de falsa alarma predeterminada a, el limite superior k de control del grafico basado en
el numero de no conformidades se obtiene como el menor valor entero que satisface;

P (de k o mas no conformidades en la muestra) < a

Andlisis de sensibilidad del grafico de control

Es importante estudiar la sensibilidad del gréfico de control basado en el modelo ZIB.
Para ello se emplea la longitud promedio de corrida, ARL. Como el modelo ZIB contiene dos
parametros, cada uno puede tener un impacto diferente sobre la probabilidad de alarma.
Aqui sera considerado sélo el limite superior del grafico y se analizara el efecto de los
cambios de cada uno de los parametros del modelo suponiendo un proceso estable.

El ARL se obtiene mediante la relacion ARL = 1/(1 — B),, es decir, la inversa de la
potencia estadistica de la prueba siendo B una medida de la habilidad del grafico de control
para detectar desplazamientos en los pardmetros del proceso. Cuando p toma el valor po,
que indica el nivel aceptable de calidad o el nivel medio de calidad estimado del proceso, el
ARL = 1/a, donde a es la probabilidad de falsa alarma.

Para el modelo ZIB, este valor est4 dado por;

1 1

ARL = =
P (un punto fuera de control) Z;S:LSC (1—¢) (;) pY (1 —p)n—Yy

El andlisis de sensibilidad indic6 que este gréfico es relativamente sensible a aumentos
en el valor de ¢. Esto es importante en el control estadistico de procesos dado que ¢ esta
relacionado con la presencia de unidades conformes. Cuando ¢ aumenta, hay mas unidades
sin defectos, y luego la cantidad de unidades que deben ser inspeccionadas antes que se dé
una sefial de alarma aumenta rapidamente para cualquier tamafio de muestra. Por otro lado,
a medida que la fraccién de no conformes aumenta, alejandose del valor de la hipétesis
nula, aumenta la potencia y disminuye la cantidad de muestras a ser inspeccionadas antes
de dar la alarma.

Aplicacion del modelo ZIB a un proceso industrial

Se presenta la aplicacién de la metodologia propuesta para el caso de una empresa
autopartista que fabrica un tornillo de acero en forma de U, conocido técnicamente como
tornillo U-bolt. Este tornillo tiene rosca en los extremos y se utiliza para la sujecion de
elasticos en ciertos vehiculos. Por ser un componente de seguridad de los automdéviles el
nivel de defecto aceptado debe ser muy bajo. La caracteristica critica a controlar esta
relacionada con las posibles fisuras en la estructura del tornillo.

Las frecuencias observadas indican que la cantidad de muestras en las que no se
encontraron tornillos con fisuras tiene una frecuencia mas elevada que la que se deberia
esperar si la muestra hubiera sido generada mediante una distribucion binomial. Para
comprobarlo, el paso siguiente consistio en emplear el modelo lineal generalizado a efectos
determinar si el proceso es binomial con un namero elevado de ceros o si se esta en
presencia de una cantidad de ceros que es superior a la esperada para una distribucion
binomial estandar, generando un modelo ZIB. Se establecié el modelo que mejor ajusta los
datos y el valor de los parametros estimados.
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Con esta informacién se construy6 el limite superior del grafico de control y se obtuvieron
las conclusiones pertinentes.

Resultados y Conclusiones

Cuando se analizan datos de procesos en los que se observan muchas muestras
conformes, es decir, muchas muestras con cero defectos, la utilizacion del modelo ZIB
puede ser una muy buena alternativa. Esto es especialmente cierto para el caso en que los
datos muestran una frecuencia méas elevada de unidades conformes (cero defectos) que la
que se deberia esperar si la muestra hubiera sido generada mediante una distribucion
binomial. Tradicionalmente estos procesos fueron monitoreados empleando la distribucion
binomial pero, bajo estas circunstancias, la distribucion binomial tiende a subestimar la
variabilidad del proceso. En esta situacién, los graficos de control tienen limites muy
estrictos que determinan excesivas sefiales de falsa alarma, altos costos de inspeccion y
frecuentes paradas del proceso. La utilizacion del modelo lineal generalizado ha mostrado
ser un procedimiento adecuado para establecer la bondad de ajuste entre los datos
observados y la distribucién asumida para la construccién del grafico. Cuando no se tiene en
cuenta el exceso de ceros, se genera un modelo mal especificado y, en consecuencia, el
gréfico de control resultante no cumple con la funcién para la cual ha sido construido.
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