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PREFACIO

O presente livro destina-se ao ensino de uma primeira disciplina de Fisica de cursos de
ciéncias ou de engenharia, compreendendo o canone da Fisica Classica: Mecanica, Elec-
tromagnetismo e Termodinamica. Tem a sua génese na unidade curricular de “Fisica”
que temos vindo a leccionar ha varios anos no segundo semestre do primeiro ano da
Licenciatura em Matemadtica Aplicada a Tecnologia e 3 Empresa do Instituto Superior
de Engenharia de Lisboa — ISEL. E, portanto, um livro marcadamente pedagdgico, em
que procuramos que a exposicdo tedrica fosse sempre acompanhada de exemplos que
permitam uma mais facil assimilacao das diferentes matérias.

Sem prejuizo do rigor, procuramos concentrar-nos no que pensamos ser o essencial
da Fisica Classica que um futuro cientista ou engenheiro deve dominar e que podera,
eventualmente, aprofundar em disciplinas mais avancadas. O texto segue a ordem tradi-
cional de apresentagio das matérias. Depois de um capitulo introdutério sobre grandezas
e unidades, bem como de revisao de conceitos fundamentais de calculo vectorial (capi-
tulo 1), iniciamos o estudo da Mecanica com a cinemdtica do ponto material (capitulo
2). Seguem-se as leis de Newton da dindmica e o modo de as aplicar, acompanhadas de
uma discussdo dos principais tipos de for¢as que ocorrem em problemas de Mecanica
(capitulo 3). Introduzimos entio as grandezas trabalho e energia, assim como as relacoes
entre elas, que permitem simplificar muito a resolu¢ao de problemas de dindmica (capi-
tulo 4). Terminamos a Mecanica com o estudo da dindmica de sistemas de particulas
materiais, introduzindo o conceito de momento linear e respectiva lei de conservagio,
que nos permitem tratar os choques entre particulas e nos conduzem ao conceito de
centro de massa (capitulo §). Iniciamos o estudo do Electromagnetismo com o campo
electrostatico no vacuo e na matéria (capitulo 6), seguido dos circuitos de corrente eléc-
trica estaciondria, de inegdvel relevancia pratica (capitulo 7), e das relacdes entre a elec-
tricidade e 0 magnetismo, com particular énfase no fenémeno da indugio electromagné-
tica (capitulo 8). A parte final do livro é dedicada a Termodinamica: principiamos com
uma discussdo geral dos conceitos de temperatura e calor, incluindo escalas de tempera-
tura e mecanismos de transferéncia de calor (capitulo 9). Aborda-se em seguida as pro-
priedades térmicas da matéria e como sdo descritas por variaveis de estado e equagdes
de estado, utilizando como ilustracao os modelos do gas ideal e do gds de Van der Waals
(capitulo 10). Avanga-se depois para o estudo da primeira lei da Termodinamica e dos
principais processos termodinamicos (capitulo 11). Concluimos com uma breve discussdo
sobre a segunda lei da Termodinamica, com especial énfase no conceito de entropia e sua
interpretacao microscopica, bem como a andlise do rendimento de varios ciclos termo-
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dinamicos (capitulo 12). Os topicos assinalados com * podem ser omitidos sem qualquer
perda de continuidade — embora sugiramos que, neste caso, se aconselhe a sua leitura.
Deixamos ao docente a decisao quanto ao nivel de pormenor a que é apropriado descer
em cada circunstancia.

Como acima referido, o texto contém um niamero razoavel de problemas resolvidos
(“Exemplos”), que se destinam a clarificar conceitos e ilustrar as principais técnicas de
resolucdo de exercicios. Além disso, no fim de cada capitulo pode ser encontrado um
conjunto variado de problemas propostos que permitem testar a compreensao dos con-
teudos tedricos e que aconselhamos vivamente os alunos a tentar resolver por si. A sua
resolugdo permitird sedimentar a teoria e ganhar a necessaria confianca para a aplicar
correctamente nas mais variadas situagoes.

O livro termina com um conjunto de apéndices contendo informacio util, como sejam
— entre outros — os valores das principais constantes fisicas, factores de conversao entre
unidades e uma sumula de resultados matematicos que inclui relagdes trigonométricas,
tabelas de derivadas e primitivas, e as relagdes entre o sistema de coordenadas cartesianas
e os principais sistemas de coordenadas curvilineas). Incluimos igualmente no fim do
livro um conjunto de referéncias bibliograficas razoavelmente extenso que permitird, a
quem o desejar, aprofundar ou alargar o conhecimento das diferentes matérias tratadas.

Os capitulos 1 a 5 resultam da reproducdo ou adaptagdo de matérias tratadas com
maior profundidade do nosso livro Mecanica — uma Introducdo, publicado na editora
Gradiva e a quem agradecemos a autoriza¢do para a sua reprodu¢io no presente livro.

Este livro foi redigido seguindo as regras ortograficas pré-acordo ortografico. A razao
desta opgao é simples: é a ortografia que os autores dominam.

Os Autores,
Lisboa, Maio de 2021.
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Aceleracido, norma ou valor da aceleracao

Aceleragio do centro de massa, norma ou valor da aceleracao do centro de
massa

Aceleragao da particula i em relagdo a particula j, norma ou valor da acele-
ragdo da particula i em relacdo a particula j

Aceleragdo maxima, norma ou valor da aceleracio maxima

Acelerag¢io normal, norma ou valor da aceleracao normal

Aceleragido tangencial, norma ou valor da aceleracio tangencial

Componente x da aceleracao

Componente y da aceleragao

Componente z da aceleragao

Constantes da equacido de estado de Van der Waals

Area de uma superficie

Amplitude

Coeficiente da lei de Stokes

Campo de indugao magnética, valor do campo de indugao magnética
Campo de indug¢ao magnética no ponto P, valor do campo de indu¢iao mag-
nética no ponto P

Velocidade da luz no vacuo

Calor especifico por massa

Calor especifico por massa a volume constante ou a pressao constante
Capacidade eléctrica de um condensador

Calor especifico molar

Coeficiente de convecgio

Capacidade eléctrica equivalente de uma associagio de condensadores
Coeficiente de restituicdao

Calor especifico molar a volume constante ou a pressdo consante

Distancia entre as placas de um condensador de placas paralelas
Emissividade

Energia mecanica
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Campo eléctrico, valor do campo eléctrico

Energia mecanica final

Energia mecanica inicial

Campo eléctrico no ponto P, valor do campo eléctrico no ponto P

Variacdo da energia mecanica

Frequéncia

Funcdo de distribui¢do de velocidades de Maxwell-Boltzmann

For¢a, norma ou valor da for¢a

Forga conservativa, norma ou valor da forga conservativa

Forca deformadora realizada pelo agente exterior, norma ou valor da forga
deformadora realizada pelo agente exterior

Forca elastica, norma ou valor da forga elastica

For¢a resultante exterior, norma ou valor da for¢a resultante exterior

Forga de atrito num fluido, norma ou valor da forga de atrito num fluido
Forga gravitica ou peso, norma ou valor da forca gravitica ou peso
Componente normal da for¢a gravitica, norma ou valor da componente nor-
mal da forga gravitica

Componente tangencial da for¢a gravitica, norma ou valor da componente
tangencial da for¢a gravitica

Forca resultante que actua a particula 7, norma ou valor da forga resultante
que actua a particula i

Resultante das forgas exteriores que actuam a particula 7, norma ou valor da
resultante das forgas exteriores que actuam a particula i

For¢a de impulsdo, norma ou valor da for¢a de impulsdo

Forca interior exercida sobre a particula i pela particula j, norma ou valor da
forga interior exercida sobre a particula i pela particula j

For¢a de atrito cinético, norma ou valor da forca de atrito cinético

For¢a média, norma ou valor da forca média

Componente normal da forca F, norma ou valor da componente normal da
forca F

Forga potente, norma ou valor da for¢a potente

For¢a resultante, norma ou valor da forca resultante

Resultante das forcas exteriores, norma ou valor da resultante das forcas
exteriores

Forca de reac¢do de admissao, norma ou valor da for¢a de reac¢ao de admissao
Forga de reacgido de ejec¢do, norma ou valor da forga de reacgio de ejecgio
Forc¢a resistente, norma ou valor da forg¢a resistente

Forga de atrito estatico, norma ou valor da for¢a de atrito estatico
Componente tangencial da for¢a F, norma ou valor da componente tangencial
da forca F

Aceleragio gravitica, norma ou valor da aceleracdo gravitica

Constante de gravitacdao universal
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Dimensoes da grandeza G

Altura

Fluxo de calor

Campo magnético, valor do campo magnético

Campo magnético no ponto P, valor do campo magnético no ponto P
Intensidade de corrente eléctrica (caso geral)

Intensidade de corrente eléctrica estacionaria

Versor do eixo Ox

Versor do eixo Oy

Impulso de uma forga, norma ou valor do impulso de uma forga
Norma ou valor do impulso da for¢a gravitica

Versor do eixo Oz

Constante elastica de uma mola

Condutividade térmica

Constante de Boltzmann

Energia cinética

Energia cinética no referencial do centro de massa

Energia cinética do centro de massa

Energia cinética final

Energia cinética inicial

Energia cinética da particula i

Energia cinética de translagao

Variagao da energia cinética

Distancia, comprimento

Variagdo de comprimento

Coeficiente de auto-indu¢io

Coeficiente de auto-indugdo equivalente de uma associa¢ao de auto-inducdes
Massa

Caudal massico de admissao

Caudal maissico de ejeccio

Massa da particula i

Variaciao de massa

Massa admitida ou massa ejectada

Massa

Massa molar de uma substancia

Massa da Terra

Densidade de espiras num solendide

Numero de moles de particulas presentes num dado volume
For¢a de reac¢io normal, norma ou valor da forca de reaccao normal
Numero de particulas presentes num dado volume

Numero de Avogadro

Pressao
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Momento linear, norma ou valor do momento linear
Momento linear final, norma ou valor do momento linear final
Momento linear inicial, norma ou valor do momento linear inicial
Varia¢ao do momento linear, norma ou valor da variagio do momento linear
Poténcia instantanea

Poténcia de um gerador eléctrico

Poténcia mecdnica de um motor eléctrico

Poténcia dissipada por efeito de Joule na resisténcia R
Poténcia motora

Poténcia média

Poténcia util

Carga eléctrica

Calor

Vector posi¢ao

Coordenada radial

Resisténcia interna de um gerador eléctrico

Resisténcia interna de um receptor de energia eléctrica
Vector posi¢do do centro de massa

Posi¢do da particula i em relagdo a posi¢do da particula j
Vector deslocamento

Raio

Resisténcia eléctrica

Constante dos gases ideais

Resisténcia eléctrica equivalente de uma associag¢do de resisténcias
Raio médio da Terra

Distancia percorrida ao longo de uma trajectoria

Area de uma superficie

Entropia

Variagdo de entropia

Tempo

Tempo de descida

Tempo de subida

Tempo de voo

Periodo

Temperatura

Tensdo, norma ou valor da tensdo

Instante inicial

Intervalo de tempo

Velocidade relativa da massa admitida

Velocidade relativa da massa ejectada

Versor radial

Versor da tangente
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Energia interna

Energia potencial

Energia potencial associada a forca conservativa F.

Varia¢io da energia potencial

Energia potencial elastica

Energia potencial eléctrica

Energia potencial gravitica

Energia potencial magnética

Velocidade, norma ou valor da velocidade

Velocidade média, norma ou valor da velocidade média

Velocidade da massa admitida, norma ou valor da velocidade da massa ad-
mitida

Velocidade do centro de massa, norma ou valor da velocidade do centro de
massa

Velocidade da massa ejectada, norma ou valor da velocidade da massa ejec-
tada

Velocidade de escape, norma ou valor da velocidade de escape

Velocidade final, norma ou valor da velocidade final

Velocidade da particula i em relagdo a particula j, norma ou valor da veloci-
dade da particula 7 em relagao a particula j

Velocidade limite, norma ou valor da velocidade limite

Velocidade maxima, norma ou valor da velocidade maxima

Velocidade minima, norma ou valor da velocidade minima

Velocidade de embate no solo, norma ou valor da velocidade de embate no
solo

Componente x da velocidade

Componente y da velocidade

Componente z da velocidade

Velocidade no instante ¢,, norma ou valor da velocidade no instante ¢,
Componente x da velocidade
Componente y da velocidade
Componente z da velocidade v,
Variacdo da velocidade

Valor da velocidade quadratica média

=

=

Volume

Varia¢do de volume

Potencial eléctrico

Potencial eléctrico no ponto P

Diferenga de potencial eléctrico entre dois pontos
Coordenada cartesiana correspondente ao eixo Ox
Alcance de um projéctil

Valor da coordenada x no instante ¢,
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Coordenada cartesiana correspondente ao eixo Oy

A

3
g

Altura maxima atingida por um projéctil
Valor da coordenada y no instante ¢,
Trabalho

Trabalho total das forcas conservativas
Trabalho motor

Trabalho total das forcas ndo conservativas
Trabalho qtil
Coordenada cartesiana correspondente ao eixo Oz

NSESS S sS

N
<)

Valor da coordenada z no instante 7,
Acelerag¢do angular, norma ou valor da aceleragdo angular

IS

Angulo

Coeficiente de temperatura da resistividade eléctrica
Coeficiente de dilatac¢do linear

Angulo de embate no solo

solo

Angulo

™I™ Q { { &

Coeficiente de dilatagao voltimica
Angulo

Coeficiente de expansio adiabatica
Viscosidade

Rendimento
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Rendimento de um gerador eléctrico
Rendimento de um receptor de energia eléctrica

=
N

Permitividade eléctrica absoluta
Permitividade eléctrica absoluta do vicuo
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Permitividade eléctrica relativa

™

Forca electromotriz de um gerador eléctrico

Forga contra-electromotriz de um receptor de energia eléctrica
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Forca electromotriz induzida
Forga electromotriz auto-induzida
Comprimento de onda

Massa linear

Angulo

Posi¢ao angular
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Posi¢ao angular no instante ¢,
Massa reduzida
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p Massa volimica

p Raio instantaneo de curvatura

p Resistividade eléctrica

1) Energia potencial de interac¢do entre particulas constituintes da matéria

) Angulo

?, Fase inicial

D, Fluxo de indu¢do magnética

(O3 Fluxo de indugdo magnética através de uma unica espira

o Massa superficial

o Condutividade eléctrica

a, Velocidade angular, norma ou valor da velocidade angular

o, Velocidade angular no instante final

w, Velocidade angular no instante inicial

@y W, Velocidade angular no instante 7, norma ou valor da velocidade angular no
instante ¢, ,

ABREVIATURAS

CM Centro de massa

DCL Diagrama do corpo livre

d.d.p. Diferenga de potencial

f.c.e.m. Forga contra-electromotriz

f.e.m. Forca electromotriz

m.c.u. Movimento circular uniforme

m.c.w.v.  Movimento circular uniformemente variado

m.h.s. Movimento harmoénico simples

m.r.u. Movimento rectilineo uniforme

m.ru.v.  Movimento rectilineo uniformemente variado

m.u.v. Movimento uniformemente variado

r.p.m. Rota¢des por minuto
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CAPITULO 1

GRANDEZAS E UNIDADES: O SISTEMA
INTERNACIONAL DE UNIDADES. CONCEITOS
FUNDAMENTAIS DE CALCULO VECTORIAL

Iniciamos o estudo da Fisica com uma discussdo geral sobre grandezas fisicas e as uni-
dades utilizadas na sua medi¢ao, com especial énfase no Sistema Internacional de unida-
des (SI)1. Seguidamente, fazemos uma revisio dos conceitos fundamentais do cédlculo
vectorial, cujo dominio é indispensavel a compreensio da matéria tratada nos capitulos
posteriores.

1.1. NOCAO DE GRANDEZA

A Fisica (do grego @uoig, natureza) é a ciéncia que estuda a natureza ao nivel mais
fundamental, procurando descobrir as regularidades — ditas leis — que regem o com-
portamento dos fendmenos naturais. Tal como, por exemplo, a Quimica ou a Biologia,
a Fisica é uma ciéncia experimental por exceléncia. Uma experiéncia em Fisica é uma
observagao de um objecto — dito corpo — ou de um fendémeno natural, feita sob condi-
¢oes controladas, de modo a permitir extrair conclusdes acerca desse corpo ou desse
fenémeno.

De entre os muitos atributos de um corpo ou de um fenémeno — por exemplo, a cor,
o cheiro, a duragdo, os materiais envolvidos, seus volumes e suas massas —, interessam-
-nos sobretudo aqueles que é possivel quantificar, uma vez que assim podemos ter deles
um conhecimento mais objectivo. A observacio de um objecto ou fendémeno natural é
incompleta quando dela ndo podermos extrair uma informac¢ao quantitativa. Efectiva-
mente, a evolucao da Fisica tem sido no sentido de uma quantificagio crescente da nos-
sa compreensao do universo. O que nos conduz a defini¢do de grandeza (mensuravel) tal
como consta do Vocabulario Internacional de Metrologia:

! Para um estudo detalhado sobre grandezas fisicas e sistemas de unidades, em particular o Sistema
Internacional de unidades, recomendamos vivamente a leitura dos livros de J. Valadares e J. M. Tavares,
Grandezas e Medidas, edi¢des da Universidade Aberta, n.° 254, Universidade Aberta, Lisboa, 2002, e de G.
Almeida, Grandezas e Unidades Fisicas, Sistemas Internacional de Unidades, 2.* edi¢ao, Plitano Editora,
Lisboa, 1997.
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Grandeza é o “atributo de um fendmeno, corpo ou substancia susceptivel de ser
caracterizado qualitativamente e determinado quantitativamente”.

Grandeza é portanto algo que se pode medir, ou seja, cujo valor numérico pode ser
determinado. A determinacio do valor de uma grandeza dé-se o nome de medicio dessa
grandeza. A medicio (também dita medicdo efectiva) de uma grandeza consiste em com-
parar o valor dessa grandeza com o de outra da mesma natureza e cujo valor se tomou
como unidade. Por exemplo, para medir o comprimento de uma folha de papel, o que
fazemos é comparar a distancia entre as extremidades da folha com a distancia entre dois
tragos marcados numa régua, a qual sabemos corresponderem um determinado nimero
de unidades de medida.

O resultado da medic¢do é uma relagio do tipo

G={G}u, (1.1)

que tem a seguinte leitura: o valor (também designado por medida) da grandeza G é igual
ao produto de um numero, {G}, pela unidade da grandeza, u. Dito de outro modo, a
grandeza G é {G} vezes maior do que a unidade u. {G} é designado por valor numérico
da grandeza G no sistema de unidades a que pertence u. Regressando ao nosso exemplo
de medi¢ao do comprimento de uma folha de papel, o resultado poderia vir na forma?:

[=297 mm =297 x 1 mm, (1.2)

ou seja, o comprimento da folha de papel é igual a 297 vezes o comprimento da divisdo
da régua que corresponde a 1 milimetro.

Sublinhamos que é essencial ter presente que uma grandeza s6 fica correctamente
expressa se conhecermos o seu valor numérico e a unidade que foi utilizada. Claramen-
te, nao é o mesmo receber, por uma hora de trabalho, 10 euros, 10 francos suicos ou 10
doélares do Zimbabwe: embora o valor numérico seja o mesmo em todos os casos, as
unidades fazem toda a diferenga...

1.2. UNIDADES

A cada grandeza, e num dado sistema de unidades (veremos mais adiante o que isto €),
corresponde, portanto, uma dada unidade. Note-se, contudo, que podem existir grande-
zas diferentes que tém as mesmas unidades, como é o caso, por exemplo, do trabalho e
da energia, grandezas que encontraremos no capitulo 4 deste livro.

Toda a unidade tem um nome e um simbolo proprios, cuja escrita obedece a regras,
que se enunciam em seguida.

2 No caso de uma folha de formato A4.
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Os nomes das unidades devem ser escritos em caracteres redondos e sempre com
inicial mintscula, mesmo que derivem de nomes de cientistas. Exemplos: quilo-
grama, newton, watt, metro, hertz.

Quando o nome da unidade deriva do nome de um cientista, deve manter-se a
grafia original; é, portanto, incorrecto, ainda que corrente em certos meios, uti-
lizar formas aportuguesadas como vitio (em vez de watt), hmio (em vez de
ohm), etc.

Os nomes das unidades admitem plural, como as outras palavras. Exemplos: trés
metros, dois quilogramas, cinco segundos, dezoito joules.

Os simbolos das unidades devem escrever-se em caracteres redondos e sempre em
letra mintscula, excepto quando derivam dos nomes de cientistas. Apenas neste
caso deverdo escrever-se em maiusculas (se o simbolo consistir em uma so letra),
ou com inicial maiuscula (se o simbolo tiver mais do que uma letra). Exemplos:
s (segundo), m (metro), N (newton), Pa (pascal), J (joule).

O simbolo de uma unidade ndo é uma abreviatura, por conseguinte nao deve ser
seguido de qualquer ponto (excepto o ponto final da frase).

O simbolo de uma unidade nio admite plural, pelo que nio deve nunca ser segui-
do de “s”, “’s”, etc. Exemplos: 2 km (ndo 2 kms, nem 2 km’s), 10 W (ndo 10 Ws,
nem 10 W’s).

Ao referir unidades que resultam da combina¢ao de duas ou mais outras unida-
des, nio deverdo misturar-se nomes e simbolos. Exemplo: metro por segundo ou
m/s (ndo metro/s ou m/segundo).

As unidades sio também grandezas e, como tal, ttm de obedecer as mesmas
regras matemadticas que quaisquer outras varidveis ou constantes. Exemplos:
4 m x 2 m =8 m? (area), 2 joules por segundo =2 J/s,ou 2 J s, ou 2 J.s* (poténcia).

No presente livro encontraremos numerosos exemplos de aplicagdo de todas estas

regras.

1.3. SISTEMAS DE UNIDADES. O SISTEMA INTERNACIONAL
DE UNIDADES (Sl)

A enorme variedade de fendmenos que se estudam e com que se trabalha actualmente,

nos mais variados dominios da actividade humana, torna vastissimo o nimero de gran-

dezas a medir. Um conjunto de unidades que permita expressar os valores de todas estas

grandezas diz-se um sistema de unidades. Um sistema de unidades compreende unidades

de dois tipos, a saber:

L.

Unidades de base: sdo as unidades de medida das grandezas de base do sistema,
que sdo as grandezas que se consideram independentes entre si. Tradicionalmen-
te, foram definidas com base em protétipos, também chamados padrées. Sao
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actualmente definidas a partir das constantes fundamentais da natureza, como
Veremos a seguir.

ii. Unidades derivadas: sao as unidades em que se medem as grandezas que sao
definidas a partir das grandezas de base, através das equacdes de definicdo.

A escolha das grandezas de base é altamente arbitraria: basta que constituam uma
“base” em fungdo da qual se possam exprimir todas as outras grandezas. Ha, contudo,
muitas escolhas possiveis que satisfazem este requisito. Cingindo-nos, de momento, ao
dominio da Mecinica, é habitual tomar como grandezas de base o comprimento, a mas-
sa e o tempo. Mas nada nos impede de tomar, por exemplo, 0 comprimento, a for¢a e o
tempo, Ou 0 comprimento, a energia e o tempo.

Uma outra fonte de arbitrariedade esta na escolha dos protétipos ou padrées, que
tém sido, até agora, as materializagdes das unidades. Por exemplo, o metro foi inicial-
mente definido como 1/40000000 do comprimento de um meridiano terrestre. Mas o
nimero 40000000 nao tem nada de misterioso ou de especial: se se tivesse definido o
metro como a fracgao 1/80000000 do comprimento do meridiano terrestre, isso signifi-
caria apenas, por exemplo, que os autores deste livro teriam uma altura média ndo de
1.75 m, mas sim de 3.5 m — embora continuassem a ser as mesmas pessoas.

Uma ultima fonte de arbitrariedade tem que ver com a defini¢ao das grandezas deri-
vadas. Para percebermos melhor o problema, consideremos um exemplo. Suponhamos,
novamente, que 0 comprimento e o tempo sio grandezas de base e a velocidade é uma
grandeza derivada. Sabemos, intuitivamente, que a velocidade mede a rapidez com que
um corpo se desloca, o que sugere que a definamos através da equagio

Ar

y=—", 1.3
At (13)

onde Ar é o deslocamento sofrido por um corpo em movimento no intervalo de tempo
At (veremos em mais pormenor a defini¢do de velocidade no capitulo 2). Se tomarmos
0 metro como a nossa unidade de comprimento e o segundo como a nossa unidade de
tempo, a velocidade dada pela relagdo (1.3) serd expressa na unidade metros por segun-
do. No entanto, nada nos impediria de definir a velocidade como

V= 100g . (1.4)
At

De facto, o significado fisico da velocidade nio é alterado pela presenca do pré-
-factor numérico. A expressdao (1.4) continua a ser uma medida da rapidez de um
deslocamento; apenas o “tamanho” da unidade que escolhemos para medir essa rapi-
dez de deslocamento é diferente. Qual é agora a unidade de velocidade, se o desloca-
mento e o tempo continuarem a ser medidos em metros e em segundos, respectiva-
mente? Para respondermos a esta pergunta, notemos que multiplicar por 100 um
comprimento expresso em metros equivale a exprimi-lo em centimetros: por exemplo,
8 m = 8x100 cm = 800 cm. Assim, a unidade de velocidade que corresponde a equacao
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de defini¢ao (1.4) é o centimetro por segundo. Mais geralmente, podemos escrever a
equagdo de defini¢do (1.4) na forma
A
v=k=, (1.5)
At

onde k é um coeficiente de proporcionalidade arbitrario.
A escolha de um conjunto de grandezas de base em detrimento de outros é, entdo,
feita recorrendo aos seguintes critérios:

i. Simplicidade: as unidades de base adoptadas devem ter padroes simples, de facil
reproducdo e/ou verificacdo, ou poder ser expressas, de modo expedito, em fun-
¢do de constantes fundamentais da natureza. Devem tomar valores nio muito
diferentes de 1 quando aplicadas a objectos de uso corrente, e serem indepen-
dentes entre si. As equacdes de definicio das unidades derivadas devem ser tdo
simples quanto possivel.

ii. Exactiddo: As unidades devem ser passiveis de ser definidas com grande exacti-
dao, de preferéncia a partir de fen6menos naturais.

iii. Invariabilidade: Os padroes das unidades de base devem ser, tanto quanto possi-
vel, invaridveis, ou seja, ndo depender do tempo ou de quaisquer outras grandezas.

iv. Coeréncia: as unidades derivadas deverdao ser expressas como um produto de
poténcias das unidades de base, com coeficiente de proporcionalidade igual a 1.
Por outras palavras, se fizermos o célculo de uma grandeza derivada utilizando
sempre unidades de um sistema de unidades coerente, o resultado devera vir
automaticamente na unidade correspondente desse mesmo sistema para a gran-
deza que estamos a calcular.

A historia das unidades de medida e respectivos sistemas é longa e pode ser con-
sultada, por exemplo, no livro de J. Valadares e J. M. Tavares, Grandezas e Medidas,
edicoes da Universidade Aberta, n.° 254, Universidade Aberta, Lisboa, 2002. Limitar-
-nos-emos aqui a referir que existiram, e existem ainda, dos mais variados sistemas
de unidades. No entanto, a adop¢ao de um sistema de unidades tnico por todos os
paises teria vantagens Obvias para todas as actividades humanas, uma vez que pou-
paria a estudantes, professores, técnicos, engenheiros, cientistas, jornalistas, politicos,
etc., a necessidade de converter unidades, actividade que consome tempo e € atreita
a erros, por vezes com consequéncia graves. A tendéncia é, portanto, no sentido da
adopcdo daquele que é conhecido, desde 1960, por Sistema Internacional de unidades,
abreviadamente representado por SI (sem pontos). A utilizagao do SI é recomendada
pelas mais importantes organizagdes que se dedicam a normalizacdo, como é o caso
da International Standards Organization (ISO), a International Union of Pure and
Applied Physics (IUPAP), a International Union of Pure and Applied Chemistry (IU-
PAC), o National Institute of Standars and technology (NIST), bem como por muitas
sociedades cientificas e académicas. O SI foi adoptado oficialmente pela maior parte
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dos paises do mundo, com a excepg¢do de alguns, como os Estados Unidos da Amé-
rica, que continuam a utilizar o antigo Sistema Imperial Britanico. Portugal adoptou
oficialmente o SI em 1983.

Tabela 1.1. Grandezas e unidades de base do SI.

Grandeza fisica Unidade de Dimensao

de base (simbolo)  base (simbolo)  de base Definicdo da unidade de base

Comprimento (/) metro (m) L 1 m é o comprimento do trajecto da luz, no vazio, no
tempo de 1/299792458 s (1983).

Massa (m) quilograma (kg) M Definicao antiga
1 kg é a massa do protétipo internacional do quilogra-
ma (1901).
Nova definicao
1 kg = 1.475521x10%h Avic? (2018)}

Tempo (2) segundo (s) T 1 s é a duragdo de 9192631770 periodos da radiagdo
da transi¢do entre 2 niveis hiperfinos do estado funda-
mental do '*3Cs (1967).

Intensidade de ampere (A) I Definicdo antiga
corrente eléctrica (I) 1 A é a intensidade de uma corrente constante que man-

tida em 2 condutores paralelos, rectilineos, de compri-
mento infinito, de sec¢io circular desprezavel e a distancia
de 1 m no vazio produz uma forca de 2x10~7 N/m (1948).

Nova definicao
1A =6.789686x10%Ave (2018)*.

Temperatura kelvin (K) Q Definicao antiga
termodinadmica (T) 1K ¢é1/273.16 da temperatura termodindmica do ponto

triplo da 4dgua (1967).

Nova definicao
1K =2.266665Avhlk,(2018)°.

Quantidade de mole (mol) N Definicao antiga
matéria () 1 mol é a quantidade de matéria de um sistema conten-

do tantas entidades elementares quanto os 4tomos que
existem em 0.012 kg de 2C (1971).

Nova definicao
1 mol=6.02214076x1023/NA (2018)°.

Intensidade candela (cd) ] 1 cd € a intensidade luminosa numa dada direc¢io de

luminosa (I ) uma fonte que emite radiagio monocromadtica de fre-
quéncia 540x10'? Hz e cuja intensidade nessa direc¢do
¢ 1/683 W/sr (1979).

3 Onde Av = 9192631770 Hz é a frequéncia da radiacdo da transi¢do entre 2 niveis hiperfinos do estado
fundamental do 133Cs (1967), b é a constante de Planck e ¢ é a velocidade da luz no vacuo (ver Apéndica 1).

*Onde e é a carga elementar (ver Apéndice 1).

3 Onde &, ¢ a constante de Boltzmann (ver Apéndica 1).

¢ Onde N, ¢ a constante de Avogadro (ver Apéncice 1).
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O SI é um sistema de unidades absoluto ou fisico, pois as unidades de base sao abso-
lutas, isto é, ndo variam de lugar para lugar. O SI é, igualmente, um sistema coerente, ja
que as equacoes de defini¢ao das grandezas derivadas contém apenas produtos de potén-
cias das grandezas de base e nenhum factor de proporcionalidade diferente de 1, isto é,
no SI k = 1 na equagao (1.5) ou em qualquer outra equagao de definigao.

Importa referir que o SI sofreu recentemente uma verdadeira revolugao, visando a
substitui¢do de todos os protdtipos como defini¢do das unidades de base pelas expressoes
dessas unidades em fung¢io de constantes fundamentais da natureza, previamente deter-
minadas com a maior precisdo possivel. A grande vantagem desta mudanga de paradig-
ma esta em que as unidades de base, assim definidas, deixam de depender das proprie-
dades de um corpo fisico, as quais estdo sujeitas a inevitdveis variacdes (por exemplo, a
massa do chamado protétipo internacional do quilograma varia alguns microgramas por
ano devido a corrosio). O “novo SI” foi aprovado na Conferéncia Geral de Pesos e Me-
didas, realizada em Novembro de 2018, e entrou em vigor no Dia Mundial da Metrolo-
gia, 20 de Maio de 2019. Na tabela 1.1 estdao descritas as grandezas e unidades de base
do SI, bem como os respectivos simbolos e defini¢des (tanto no “antigo” como no “novo”
SI, no caso das unidades de base cuja defini¢ao foi alterada em 2018). Na tabela 1.2
encontram-se as grandezas e unidades de angulo plano e de Angulo sélido e na tabela 1.3
apresentam-se alguns exemplos de unidades derivadas do SI.

Tabela 1.2. Grandezas e unidades de dngulo plano e angulo sélido” do SI.

Grandeza Unidade Dimensao de - .
. , Defini¢ao da unidade
fisica (simbolo) base
Angulo plano radiano (rad) adimensional 1 rad é o Angulo plano compreendido entre 2 raios que, na

circunferéncia de um circulo, intersectam um arco de com-
primento igual ao comprimento do raio desse circulo
(1960).

Angulo sélido  esterradiano (sr)  adimensional 1 sré o angulo sélido que tendo o vértice no centro de uma
esfera, intersecta na superficie desta uma 4rea igual a de
um quadrado tendo por lado o raio da esfera (1960).

As unidades SI, bem como as de quaisquer outros sistemas de unidades, admitem
multiplos e submultiplos decimais. A sua utilizagdo é util pois permite abreviar a repre-
sentacao de valores numéricos que contenham muitos zeros. Para escrever esses multi-
plos e submultiplos existem os chamados prefixos SI, que constam das tabelas 1.4 ¢ 1.5.
respectivamente. Os prefixos, entre micro (10°) e mega (10°), foram introduzidos em
1874 como fazendo parte do sistema de unidades CGS (vide apéndice A3.1). Posterior-
mente, os doze prefixos entre pico (102) e tera (10'?) foram definidos como fazendo
parte do SI. Em 1964 foram adicionados os prefixos femto (10%) e atto (10'%); em 1975

7 As unidades SI de dngulo plano e de dngulo sélido foram inicialmente denominadas unidades
suplementares (1960). Foram posteriormente interpretadas como unidades derivadas sem dimensao (1980).
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os prefixos peta (10%) e exa (10'%) e em 1991 os prefixos zetta (10*'), zepto (10721),
yotta (10**) e yocto (1024).

Tabela 1.3. Exemplos de grandezas e unidades derivadas do SI.

Grandeza fisica derivada Dimensao Equacao de

Unidade (simbolo)

(simbolo) de base definigao
Area (A ou §) metro quadrado (m?) L? Ll
Volume (V) metro ctbico (m?) L’ LLL
Periodo (T) segundo (s) T
Frequéncia (f ouv) hertz (Hz ou s™) T f=YT=1T
Frequéncia angular (w) radiano por segundo (rad s) T! w=2f
Velocidade (v) metro por segundo (m s™) T'L V=dr/dt
Aceleragio (a) metro por segundo quadrado (m s72) T?L a=dv/dt
Massa linear (1) quilograma por metro (kg m™) LM A=m/L
Massa superficial (o) quilograma por metro quadrado (kg m2) L2M o=m/S
Massa volumica (p) quilograma por metro cubico (kg m™) LM p=mlV
Forca (F) newton (N) T2LM F=ma
Impulso de uma forga (J) newton segundo (N s) T'LM J=|Fdt
Momento de uma for¢a (M)  metro newton (N m) T2 L*M M=FxF
Momento linear (p) quilograma metro por segundo (kg ms™) T'LM p=mv
Momento angular (L) quilograma metro quadrado por segundo (kg m?s™)  T-' [2M L=Fxp
Momento de inércia (I) quilograma metro quadrado (kg m?) LM 1= I R*dm
Raio de giragio (Rg) metro (m) L R, =~NI1/m
Trabalho (W) joule (J) T2 L*M W=F- -AF
Energia (E) joule (J) T2 IL’M
Poténcia (P) watt (W) T L*M P=dw/dt

Tabela 1.4. Prefixos de miltiplos de unidades SI. Notar que alguns dos simbolos sio em letra
minuscula (por exemplo k) e outros em maidscula (por exemplo M).

Factor Prefixo Simbolo
10% yotta Y
10 zetta Z
1018 exa E
10" peta P
1012 tera T
10° giga G
10¢ mega M

10° kilo k
102 hecto h
10! deca da
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Tabela 1.5. Prefixos de submuiltiplos de unidades SI. Notar que todos simbolos sio em letra

minuscula.

Factor Prefixo Simbolo
10! deci d
102 centi c
1073 mili m
10°¢ micro n
107 nano n
1012 pico p
107 fento f
1018 ato a
102 zepto z
10 yocto y

Note-se que os multiplos ou submultiplos de uma unidade SI nio sdo unidades SI,
uma vez que hd apenas uma unidade SI para cada grandeza. Relativamente ao modo
como devem ser usados, os nomes e simbolos dos multiplos e submultiplos das unidades
formam-se juntando — sem qualquer espaco ou hifen — o prefixo ao nome ou simbolo da
unidade correspondente. Por exemplo:

10? s = 1 nanosegundo = 1 ns
10° m = 1 micrometro® = 1 pm
10° watt = 1 quilowatt = 1 kW
10° Hz = 1 gigahertz = 1 GHz

No caso da unidade SI de massa, o quilograma (kg), os multiplos e submultiplos sdo
construidos a partir do grama (g), uma vez que ndo sdo, em caso algum, admitidos dois
prefixos seguidos. Assim:

10° kg = 10° g = 1 megagrama = 1 Mg (e ndo 1 kkg)
102 kg = 10° g = 1 nanograma = 1 ng (e nao 1 pkg)

Refira-se ainda que, por vezes, se utilizam prefixos SI para formar multiplos ou sub-
multiplos de unidades fora do SI. Por exemplo MeV (megaelectrao-volt) e ml (mililitro).

Antes de passarmos a sec¢ao seguinte, convém recordar que as grandezas fisicas dizem
respeito ao mundo real. Importa por isso ter no¢dao dos valores numéricos que caracte-
rizam certos sistemas ou fendmenos naturais. A titulo de exemplo, estdo coligidos nas
tabelas 1.6, 1.7 e 1.8 as ordens de grandeza dos intervalos de tempo caracteristicos, das
dimensdes lineares e das massas de alguns sistemas fisicos, respectivamente.

8 Também chamado micron.

33



FISICA - UMA INTRODUCAOQ

Tabela 1.6. Ordens de grandeza da duracdo de alguns fendmenos naturais.

Facto Ordem de grandeza (s)

Tempo que a luz demora a atravessar um ntcleo de hidrogénio 102
Tempo que a luz demora a atravessar um dtomo 1018
Tempo que a luz demora a atravessar uma mao 107
Tempo entre dois batimentos de um coracao 1

Tempo que a luz demora a percorrer a distincia entre o Sol e a Terra 10°
Tempo médio de vida de um ser humano 10°
Idade das pirdmides do Egipto 102
Idade do universo 1018

Tabela 1.7. Ordens de grandeza das dimensdes lineares de alguns sistemas fisicos.

Facto Ordem de grandeza (m)

Raio de um niicleo atémico 104
Raio de um dtomo 101
Dimensdo de um virus 107
Dimensdo de um grio de sal 103
Altura de uma crianga 1

Altitude da Serra da Estrela 10°
Distancia da Terra a Lua 108
Distancia da Terra ao Sol 102
Distancia da Terra a estrela mais proxima 10"
Distancia da Terra ao centro da Via Lactea 10%
Distancia da Terra a galdxia mais proxima 10%
Dimensido do universo 10%

Tabela 1.8. Ordens de grandeza da massa de alguns sistemas fisicos.

Facto Ordem de grandeza (kg)

Massa do electrao 103
Massa do protdo 10>
Massa de um dtomo de uranio 10%
Massa de uma particula de p6 1010
Massa de um bago de uva 1073
Massa de um livro 1

Massa de um rinoceronte 10°
Massa de um navio transatlantico 107
Massa do asterdide Eros 101
Massa da Lua 102
Massa da Terra 10%
Massa do Sol 10%
Massa da nossa galdxia (Via Lictea) 104
Massa do universo (conhecido) 10%3
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1.4. CONVERSOES DE UNIDADES

Na pratica, é frequente depararmo-nos com grandezas expressas em unidades nao SI, seja
por serem expressas em multiplos ou submultiplos de unidades SI, seja por utilizarem
unidades de outros sistemas de unidades (por exemplo, o sistema CGS, vide apéndice A3.1).
Se no caso das unidades de base a conversdo é facil, ja as unidades derivadas apresentam
por vezes dificuldades. Descreve-se a seguir o método geral que permite efectuar a conver-
sao de quaisquer unidades sem problemas. O método baseia-se nos dois factos seguintes:

i. As unidades sio, elas proprias, grandezas;
ii. As unidades obedecem as habituais regras de manipulagio algébrica.

Vejamos entdo como aplicar o método através de alguns exemplos.

Exemplo 1.1
A massa volimica do ferro é 7.87 g cm?. Expressar o valor da massa volimica do
ferro em unidades SI.

Resolucdo:
Comecemos por notar que:

7.87gem™ =7.87x1gem™ =7.87x (1g)x(1 cm)f3 .

Para converter estas unidades para o SI, onde estdo gramas, queremos que estejam
quilogramas; e onde estio centimetros, queremos metros. Mais ndo temos que fazer
que substituir, na expressao acima, os factores de conversiao das unidades de base:
1g=103kge 1 cm =102 m. Obtém-se entio

7.87 gem™ =7.87x (107 kg )x (107 m) " =
=7.87x107 x1kgx10°x1m™ =
=7.87x10°x1kgm™ =7.87x10" kgm™.
Exemplo 1.2
E por vezes conveniente utilizar um sistema de unidades alternativo ao SI, chamado
sistema CGS, e cuja designacio deriva das iniciais das suas unidades de base para a

Mecanica, a saber: o centimetro, o grama e o segundo. A unidade de for¢a no sistema
CGS chama-se dine (simbolo dyn). Qual é a relagdo entre o newton e o dine?

Resolucdo:

A equacao de defini¢ao da grandeza forca é a mesma no SI e no CGS, apenas as uni-
dades sio diferentes. Além disso, ambos os sistemas sio fisicos e coerentes. Utilizando
a tabela 1.3, teremos entido que

ldyn=1gcms™.
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Procedendo como no exemplo 1.1, tem-se

ldyn=1x1gxlemx1s™ :1><(IO’3 kg)x(lO’2 m)xl s =
=1x10" x1kgms™ =10" kgm s,

Finalmente, notando que 1 N = 1 kg m s2, obtém-se

1dyn=10" N.

Referiu-se nas tabelas 1.1 e 1.3 as dimensoes das grandezas de base e derivadas, res-
pectivamente, sem definir este conceito. Fazemo-lo em seguida.

1.5. DIMENSOES DAS GRANDEZAS

Vimos atras que, em qualquer sistema de grandezas, as grandezas derivadas se relacionam
com as grandezas de base através de equagoes de definicao. Note-se que existe alguma
arbitrariedade na escolha das equacdes de defini¢io’. No entanto, é sempre possivel
escolhé-las de tal modo que qualquer grandeza G seja dada por um produto de poténcias
das grandezas de base: no caso do SI, tem-se

[G]=T"UM"I’©°N*J", (1.7)

onde a, B, 7, J, &, {, n sao nimeros reais. A equacao (1.7) diz-se a equagao das dimensoes da
grandeza G e ler-se do seguinte modo: G tem dimensao a relativamente ao tempo, dimensio
B relativamente ao comprimento, dimensao y relativamente a massa, etc. Se G nao depender
de uma dada grandeza de base, entdo a sua dimensao relativamente a essa grandeza ou
grandezas € zero. Em particular, qualquer grandeza de base tem dimensdo 1 relativamente
a si propria e zero relativamente a todas as outras grandezas de base; por exemplo,

[L]=L' =L, [T]=T'=T, [0]=0'=0, etc. (1.8)

Nocasoemquea=8=y=0=¢=_=#5n=0,a grandeza G em questdo tem dimensio
nula relativamente a todas as grandezas de base e diz-se adimensional. Exemplos de
grandezas adimensionais sio o dngulo (plano ou sélido) e o rendimento de um sistema
(que definiremos no capitulo 4). Em geral, é adimensional toda a grandeza que seja de-
finida como a razdo de duas grandezas com as mesmas dimensdes.

Decorre do exposto que as dimensoes de uma grandeza serio diferentes em diferentes
sistemas de unidades, uma vez que dependem das grandezas escolhidas como grandezas

de base.

° Vide a este respeito ]. Valadares e J. M. Tavares, Grandezas e Medidas, edi¢des da Universidade Aberta,
n.° 254, Universidade Aberta, Lisboa, 2002.
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Consideremos, por exemplo, apenas o conjunto das grandezas mecanicas, generica-
mente designadas por G . Como as dimensées de G, relativamente as grandezas de
base ndo mecanicas sdo, obviamente, zero, as dimensdes de G, envolvem apenas o
comprimento, a massa e o tempo. Assim, as dimensdes de G, podem ser escritas na
forma geral

[G,]=T"L'M". (1.9)
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.3: drea
Consideremos, por exemplo, um rectangulo de lados /; e /,. A sua area é dada pelo
produto dos comprimentos dos seus lados. Deste modo tem-se:

A=l xl, = [A]=LxL=0

onde a implicagdo resulta do facto de os comprimentos dos lados do rectingulo
terem, obviamente, dimensao 1 relativamente ao comprimento, ou, por outras
palavras, dimensdes de comprimento. Segue-se que a area tem dimensio 2 relati-
vamente ao comprimento (e zero relativamente a todas as outras grandezas de
base). Isto é valido, obviamente, para a dimensdo de qualquer 4rea. Pense o leitor,
por exemplo, na drea da superficie de uma esfera de raio R e verifique que tem
dimensao L2

Exemplo 1.4: massa voliimica

A massa volumica p de uma substincia define-se como a razdo entre a massa de uma
dada porcdo da substincia e o volume por ela ocupado. Se a por¢do de substancia
tiver forma paralelepipédica com lados de comprimentos /;, [, e [;, o seu volume
sera dado por V =1 xl, xI; e ter-se-a

pzﬁz—m — [p]:—M =ML,
Vool <, xI LxLxL

A massa volimica tem, portanto, dimensdo 1 relativamente a massa e dimensdo -3
relativamente ao comprimento. Dito por outras palavras, a massa volumica tem di-
mensdes de massa a dividir por comprimento ao cubo.

O conceito de dimensao fornece-nos imediatamente uma condi¢do necessaria (mas
nao suficiente) para que uma férmula possa estar correcta:

Uma férmula correcta tem de ser dimensionalmente homogénea, ou seja, as dimen-
soes de todos os seus termos tém de ser as mesmas.
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Vejamos o que isto quer dizer com um exemplo. Suponhamos que nao nos lembramos
bem da expressio que da a area de um circulo, mas desconfiamos que seja A = 7 R.
Sabemos que a drea tem dimensao 2 relativamente ao comprimento; ora o segundo
membro desta equacido tem apenas dimensdo 1 relativamente ao comprimento, logo
a equacdo nido pode estar correcta: a resposta correcta é, evidentemente, A = 7 R
Note-se, todavia, que a homogeneidade dimensional ndo é condi¢do suficiente para
que uma férmula esteja correcta: por exemplo, tanto A = 7 R? como A = 27 R? sdo
dimensionalmente homogéneas, mas s6 a primeira nos da o valor correcto da drea do
circulo de raio R.

1.6. GRANDEZAS ESCALARES E GRANDEZAS VECTORIAIS

A Fisica lida com grandezas escalares e grandezas vectoriais. As grandezas escalares ficam
totalmente determinadas por um valor numérico referido a uma unidade conveniente.
Sdo exemplos de grandezas escalares o comprimento, a massa, o tempo, a energia, a
temperatura ou a pressdo. Relativamente as grandezas vectoriais, para além de um valor
numérico e da respectiva unidade, a sua descri¢ao s6 fica completa se lhe for atribuida
uma direccdo e um sentido. S3o exemplos de grandezas vectoriais, o deslocamento, a
velocidade, a aceleragdo ou a for¢a. Na medida em que a descricao dos sistemas fisicos,
e em particular a dos sistemas mecanicos, faz simultaneamente uso de grandezas escala-
res e vectoriais, os conceitos fundamentais de calculo vectorial sdo essenciais e por isso
devem ser conhecidos e bem dominados.

1.7. NOCAO DE VECTOR

Um vector é definido matematicamente como uma classe de elementos geométricos,
denominados segmentos de recta orientados, que possuem todos a mesma magnitude
— denominada norma ou, por abuso de linguagem, médulo —, a mesma direc¢do e o
mesmo sentido. Deste modo, um vector v pode ser representado por qualquer seg-
mento de recta orientado que seja membro da classe deste vector, isto é, pode ser re-
presentado por qualquer segmento de recta orientado que possua a mesma norma, a
mesma direccio e o mesmo sentido de qualquer outro segmento da referida classe

(vide figura 1.1).
5
=

Figura 1.1. Conjunto de segmentos de recta orientados que pertencem a mesma classe do
vector v
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No caso de o segmento de recta orientado do ponto A para o ponto B ser um repre-
sentante do vector v, entdo podemos afirmar que o vector AB € igual ao vector V (vide
figura 1.2).

Figura 1.2. O segmento de recta orientado 4B é igual ao vector .

Os vectores dizem-se vectores aplicados quando tém um ponto de aplicacio bem
definido. Dizem-se vectores deslizantes no caso de puderem deslizar sobre a recta que os
contém. Dizem-se vectores livres caso o ponto de aplicacao possa ser qualquer ponto do
espago. A recta que contém um vector diz-se a linha de accdo do vector.

1.8. SISTEMA DE COORDENADAS. NOCAO DE BASE.
COMPONENTES DE UM VECTOR.

Para descrever de modo completo um vector é necessario referencia-lo em relagio a um
sistema de coordenadas, cuja construgio € feita a partir da nogao de base. Qualquer con-
junto de 7 vectores nao colineares pode formar uma base no espago z-dimensional, isto €,
€ possivel escrever qualquer vector deste espaco como uma combinagio linear dos vectores
da base. Por exemplo, quaisquer dois vectores ndo colineares podem formar uma base no
espaco bidimensional (plano) e quaisquer trés vectores nao colineares podem formar uma
base do espago tridimensional. Numa dada base, a decomposi¢io de um vector é tnica.

Exemplo 1.5
Considere-se o diagrama representado na seguinte figura:

Os vectores (€, /') formam uma base. Nesta base o vector O4 tem componentes (3,4),
podendo ser expresso na forma OA4 =3¢ + 4. Notar que o vector OA nio pode ser
expresso de outro modo na base (€, f). A sua decomposi¢do na base considerada é

unica.

Um conjunto de vectores (a,b,c,...) de R" forma uma base ortonormada se e sé se
os vectores forem perpendiculares dois a dois e as suas normas forem iguais a 1.
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1.9. REPRESENTACAO DE UM VECTOR NO ESPACO CARTESIANO

O sistema de coordenadas de utilizagao mais frequente € o sistema cartesiano ou espago
cartesiano'®, E um sistema de coordenadas ortonormado que no espaco bidimensional
(plano cartesiano) é formado pelos eixos Ox e Oy e com vectores de base (7, /). No caso
do espaco tridimensional, o sistema de coordenadas é formado pelos eixos Ox, Oy e Oz
e com vectores de base (7, 7, k) Os vectores i, | e k sio vectores unitarios (norma 1) que
apontam no sentido positivo dos eixos Ox, Oy e Oz, respectivamente. Sio os chamados
versores dos eixos coordenados.

(@) (b)

Figura 1.3. a) sistema cartesiano bidimensional e b) sistema cartesiano tridimensional com os eixos
orientados de modo a formar um triedro directo.

Na figura 1.3 encontram-se representados um sistema cartesiano bidimensional
(figura 1.3a) e um sistema cartesiano tridimensional (figura 1.3b). Note-se que neste
ultimo caso, as orientagdes dos trés eixos coordenados foram escolhidas de tal modo que
o sistema constitui um triedro directo. Qualquer vector v de componentes cartesianas
v, v, v,) pode ser escrito na forma

V=v.i+v j+v.k, (1.10)
ou, abreviadamente, na forma

¥ =(v,,v,.v,). (1.11)

yo Yz

10 A invengio do sistema de coordenadas cartesianas ficou a dever-se a René Descartes (séc. XVII). Foi
um contributo fundamental para o desenvolvimento da matemdtica, ndo sé providenciando a primeira
ligagdo sistemdtica entre a geometria euclidiana e a dlgebra como langando as bases para o desenvolvimento
da geometria analitica.
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1.9.1. Norma e versor de um vector
A norma ou magnitude do vector ¥ de componentes cartesianas (v, v, V), que se repre-
senta por ||v|| ou simplesmente por v, é dada por

Pll=v=yvi+v:+v2 . (1.12)

O vector unitdrio (vector de norma 1) com a direcgio e sentido de ¥V chama-se versor
de V e representa-se por vers V ou u,. E calculado através da expressao

(1.13)

Exemplo 1.6
Considere-se o vector v =2i + 4] + 4k. Determinar a) a norma do vector ¥ e b) o
versor do vector V.

Resolucdo:

[Fl=v=y2>+4 +4 =6.
=, 22 27

Da defini¢ao de versor de um vector expressa na relagao (1.13) deduz-se que qualquer
vector V pode ser escrito como o produto da sua norma pelo seu versor, isto €,

V=vii, . (1.14)

1.9.2. Vector definido por dois pontos do espaco

Consideremos dois pontos A e B de coordenadas cartesianas (a_, a, a)e(b, by, b), respec-
tivamente. O vector 4B, com origem no ponto A e extremidade no ponto B, tem compo-
nentes definidas pela diferenga entre as coordenadas do ponto B e as do ponto A, isto é,

AB=B-A=(b,—a b, —a,b —a,)= w1s)
—a

— (b, —a,)7 +(b, - )] +(b Na

Note-se que, se 0 ponto A coincidir com a origem do sistema de eixos, terda coordena-
das (0,0,0) e, portanto, o vector AB tera componentes coincidentes com as coordenadas
do ponto B. E este o facto que justifica a forma abreviada (1.11) de escrever um vector.
E, também, esta a razdo pela qual nos referimos frequentemente as “coordenadas” de um
vector — quando em rigor, deveriamos dizer “componentes”: ao fazé-lo, estamos implici-
tamente a pensar na representagio do vector num sistema de coordenadas cartesianas.
Noutros sistemas de coordenadas como as coordenadas polares ou as coordenadas esfé-
ricas, que encontraremos ja a seguir, as componentes de um vector nao sao iguais as
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diferencas das coordenadas das suas extremidades. No entanto, uma vez que utilizaremos
b
quase sempre coordenadas cartesianas, ndo diferenciaremos entre “componentes” e “coor-
denadas” de um vector. E uma pratica algo abusiva, mas corrente.
bl

1.9.3. Decomposicao de vectores nas suas componentes cartesianas

1.9.3.1. Caso bidimensional
Considere-se o vector v de coordenadas (v, vy) no plano cartesiano representado na fi-
gura 1.4. Seja v a sua norma e 6 o angulo por ele formado com o eixo dos xx.

A
y

o i v X

X

Figura 1.4. Representacio do vector V no plano cartesiano.

Da analise da figura 1.4, deduz-se imediatamente que as componentes v_e v, do vec-
tor V se relacionam com v e # através das seguintes relagoes:

v, =vcosd L6
v, =vsinf ' (1.16)

Notar que o vector v fica completamente determinado conhecendo o par de valores (v ,
vy) ou em alternativa, o par de valores (v, 8). O angulo 8 pode ser determinado através
de qualquer das seguintes expressdes usando as funcdes trigonométricas inversas:

v v, v
0 =arctan—+ ; O =arcsin—¥ ; O =arccos—*. (1.17)
v v %

X

Aos valores (v, 0) dd-se o nome de componentes polares do vector V. Face as relacdes (1.16)
ou (1.17), vemos que € equivalente representar um vector do plano através das suas com-
ponentes cartesianas (v, vy) ou através das suas componentes polares (v,0). No entanto,
dependendo do problema em estudo, em particular da sua simetria, podera ser mais con-
veniente utilizar um destes sistemas de coordenadas em detrimento do outro.
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1.9.3.2. Caso tridimensional

Considere-se agora o caso tridimensional. Seja V o vector de componentes v, V., vz) no
espaco cartesiano representado na figura 1.5. Seja v a sua norma, 6 o angulo que v
forma com o eixo Oz e ¢ angulo que a projecgao de vV sobre o plano Oxy forma com o

eixo Ox.

<

| BN
| /

Figura 1.5. Representacdo do vector ¥ no espago cartesiano tridimensional.

Através de relacoes trigonométricas simples deduz-se que o vector v admite a seguin-

te decomposigao:

v, =vsinf cosep
v, =vsinf sing . (1.18)

v, =vcosf

Tal como no caso bidimensional, é imediato inverter estas relagdes para achar 6 e ¢ em
fungao de (v, v, v,). O resultado, cuja demonstragdo se sugere como exercicio, €:

v, v
@ =arctan— ; 6 =arccos—=. (1.19)
% %

X

Aos valores (v, 0, ¢) dd-se 0 nome de componentes esféricas do vector V. Face as relagoes
(1.18) ou (1.19), vemos que é equivalente representar um vector do espaco tridimensio-
nal através das suas componentes cartesianas (v, v,v,)ou através das suas componentes
esféricas (v, 0, ). No entanto, tal como no caso bidimensional, dependendo da simetria
do sistema em estudo podera ser mais conveniente utilizar um ou o outro destes sistemas

de coordenadas.
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1.10. OPERACOES COM VECTORES

1.10.1. Adicao e subtraccao de vectores
A adigdo e subtrac¢do de vectores sdo talvez as mais simples de todas as operacdes com
vectores. Vejamos como efectud-las, primeiro graficamente, depois com recurso as repre-
sentacoes dos vectores num dado sistema de coordenadas cartesianas.

Sejam entdo i e V quaisquer dois vectores. Para calcular i +V graficamente podemos
utilizar os dois métodos representados na figura 1.6 e que a seguir se descrevem.

Meétodo 1 (vide figura 1.6a)
a) Translacionam-se os dois vectores de modo a que as suas origens fiquem coinci-
dentes.

b) Partindo da extremidade do vector i, traga-se um segmento de recta paralela ao
vector V. Em seguida, partindo da extremidade do vector ¥, traca-se outro segmen-
to de recta paralela ao vector .

c) #+7V serd,entdo, o vector cuja origem € a origem comum dos vectores ¥ e V,
e cuja extremidade € o ponto de interseccao dos dois segmentos acima referidos.

Método 2 (vide figura 1.6b)
a) Translaciona-se o vector v de modo a que a sua origem coincida com a extre-
midade do vector .
b) # +V serd, entdo, o vector cuja origem € a origem do vector ¥ | e cuja extremi-
dade é a extremidade do vector V-

E imediato concluir que a adi¢ao de vectores goza das seguintes propriedades:
i. A soma de dois vectores é um vector. Em geral com direc¢ao e norma diferentes

das de qualquer dos vectores parcelas.
ii. A adicdo de vectores é comutativa: i +vV =V +ii.

(@) (b)

Figura 1.6. Representacdo dos dois métodos graficos utilizados na adi¢do de vectores (vide texto).

Passemos agora a subtrac¢ao dos vectores i e V (vide figura 1.7). Esta operagao
reduz-se a adi¢do, tendo em conta que i —V =1 + (—\7 ) . Como veremos na sec¢ao seguinte,
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—V=—1xV é um vector com a mesma norma e a mesma direc¢do que V, mas sentido
contrario. Para calcular a diferenga u —V, basta entdo comecar por calcular =V e em
seguida somé-lo a #, usando qualquer dos dois métodos graficos anteriormente expli-
cados. Note-se que, ao contrario da adi¢io, a subtrac¢ao de vectores é anti-comutativa:
i—v=—(v—i).

(@) (b)

Figura 1.7. Representagdo dos dois métodos graficos utilizados na subtrac¢dao de dois vectores

(vide texto).

Finalmente, vejamos como efectuar as operagdes adi¢ao e subtracgio utilizando as
representagdes dos vectores # e ¥V num dado sistema de coordenadas cartesianas. Se i =

(u, u, u)ev=_(v, Vo V), ter-se-d:
o j) (1.20)
+

Ou seja, as componentes dos vectores soma e diferenca sao, respectivamente, a soma

e a diferenga das componentes correspondentes dos vectores parcelas.

1.10.2. Produto de um escalar por um vector

Seja i um vector do espaco a qualquer numero de dimensoes, e seja k um escalar. O
produto de k por U, representado por kii , é um vector com as seguintes propriedades
(vide figura 1.8):

i. A mesma direccdo que i.
ii. Sentido igual ao de # se k>0, e contririo ao de u se k <O0.
iii. Norma igual a |k| vezes a norma de u: || ki ||=|k|||4]|. Em particular se k>1

ou k<-1 tem-se ||k ||>||t]lese ~1<k<]1 tem-se || ki || <] u ||.

Esta ultima propriedade demonstra-se facilmente. Efectivamente se se considerar a
representacao do vector # num dado sistema de coordenadas cartesianas, teremos:

i z(ux,u},,uz)zuxf+u},] +uzl€ = ku :kuxl7 + kuy] + kuzlg. (1.21)
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Ou seja, as componentes do vector ki sao iguais ao produto de k pelas componentes
correspondentes do vector #, de onde resulta imediatamente que

||kﬁ||=\/ (ku, )"+ (ku, )2 +(ku,)’ =\/ i (u? +u) +ul) =
= [kl ul +uy + w2 =|k]|a]

E particularmente importante notar que a multiplicagio de um escalar por um vector

(1.22)

ndo altera a direc¢do do vector. Apenas a sua norma e/ou o seu sentido sdo, eventual-
mente, alterados. Uma consequéncia deste facto é a seguinte: se dois vectores i e V
forem colineares, isto €, tiverem a mesma direccdo, entdo existe um escalar (ndo nulo) k
tal que W =kV e ¥ =k 'ii. Ou seja, cada um dos vectores ¢ igual ao produto de um es-
calar pelo outro vector.

<)

(@) (b)

Figura 1.8. Representacdo gréifica da multiplicacao de um escalar por um vector. a) caso em que
k>1eb)casoem que k < -1.

Notemos ainda que o produto de um escalar por um vector é a operagdo que esta
na base da determinagao do versor de um dado vector, que vimos atras: vers u =k
com k= 1/||L7|| Mais geralmente, podemos considerar o seguinte problema: ao cal-
cularmos o versor de um vector, estamos a transformar esse vector em outro vector
com a mesma direc¢do, 0 mesmo sentido, e norma igual a unidade. Como obter, a
partir de um dado vector, ¥, um outro vector ¥ com a mesma direc¢io e norma
A >0 qualquer? A resposta é simples: partindo do vector V, comega-se por calcular
0 seu versor

<

> (1.23)

vers v =

<l

versor este que sabemos ter norma 1. Para o transformarmos num vector com norma A

qualquer, basta multiplica-lo por A:

| ~

V=Aversv=—-7, (1.24)

<!
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ou, 0 que é equivalente, multiplicar ¥ por 4 / ||\7|| intuitivamente, “extrai-se” a norma

de v dividindo por ||\7 , € “introduz-se” a norma pretendida multiplicando por 1. O
vector V tem a mesma direccio que ¥ e norma A (exercicio: verifique esta tltima afir-
magcio). Além disso, como 4 é positivo, ¥ tem o mesmo sentido que V; se se pretendesse
determinar um vector U com norma / e sentido oposto ao de ¥, bastaria multiplicar o

versor de V por -A:

U=-1 verS\"}:—;{Tﬁ. (1.25)
%]

1.10.3. Produto interno ou escalar de vectores

Sejam i e v dois vectores do espago a qualquer nimero de dimensdes. Define-se pro-
duto interno ou produto escalar de ii com V, e representa-se por U -V, ou, em alterna-
tiva, por i |V, a grandeza

ii v = i|[¥]cos (i1 ~ %), (1.26)
onde (# "V) é o menor dos angulos formados pelos vectores i e V (vide figura 1.9). A
expressdo # -V tem a seguinte leitura: “# interno com Vv ”.

(@) (b)

Figura 1.9. Angulo entre dois vectores. a) (i * V) <@ /2 rad = ii-v >0;b) (@~ v)>x/2rad = ii-v <0.
Da defini¢do do produto interno resultam imediatamente as seguintes propriedades:

i. O produto interno de dois vectores é um escalar.
ii. O produto interno é comutativo: 4 -V =V -u.
iii. O produto interno do vector nulo com qualquer outro vector (nulo ou nio) é
zero.
iv. Se(™v)<m/2rad=1u-v>0 ese (i"v)>n/2rad=u-v<0.
v. O produto interno de dois vectores nao nulos é zero se e sO se os dois vectores
forem perpendiculares entre si, ou seja, se (i V) =a/2 rad. Por outras palavras,
a operagao produto interno de vectores ndo obedece a lei do anulamento do
produto, ao contririo do que se passa com o produto de escalares, mas em per-
feita analogia com o que se passa no caso do produto de matrizes. Que assim
seja ndo € acidental, uma vez que, como se sabe, os vectores podem ser vistos
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como matrizes (linha ou coluna). Esta propriedade tem uma importante conse-
quéncia: se dois vectores ndo nulos tiverem produto interno nulo, podemos
imediatamente concluir que sao perpendiculares entre si. Por esta razao, o pro-
duto interno faculta-nos um método extremamente simples de determinar se dois
vectores dados sdo perpendiculares, ou, mais geralmente, de determinar o angu-
lo entre eles, como veremos ji a seguir.

vi. Por ser cos(i “ii) =1, o produto interno de um vector por ele préprio é igual ao
quadrado da sua norma:

i-d =i =u? +u? vl (1.27)

A maneira mais frequente e expedita de calcular o produto interno de dois vectores
¢ através das respectivas componentes. Se os vectores # e V forem representados, num
dado sistema de coordenadas cartesianas, por i = (e, u, uz) ev=(v, Vo vz), entio o seu
produto interno pode ser calculado como

u-v=uyv +uy +tuyv, = Z uy, . (1.28)
Tomadas em conjunto, as equagdes (1.12), (1.26) e (1.28) permitem calcular o Angu-
lo entre os dois vectores:

(L? n \7) = arccos

L (1.29)
a1

Utilizando este ultimo resultado podemos determinar, em particular, os chamados co-
-senos directores de um qualquer vector #,que sdo os co-senos dos angulos que esse
vector forma com os eixos dos xx, dos yy e dos zz. Para tal, basta tomar, sucessivamente,
V=i, V=jeV =/€, obtendo-se

cos(ﬁAf) L ; cos(ﬁ/\]):”%"" ; cos(ﬁﬁé)

= (1.30)
]

— uZ
]

Exemplo 1.7

Sejam os vectores =31 —4] e b=-2i —3k. a) Determinar o angulo formado

pelos vectores de b ; b) calcular os angulos formados pelo vector @ e os eixos Ox,

Oy e Oz.

Resolucdo:
a) O valor do angulo € calculado com base na expressdo (1.29). Calculamos primei-
ro as normas dos dois vectores:

|a|=a=y3>+(-4) =5 HBHsbz (—2) +(-3)" =3.6.
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Seguidamente calculamos o produto interno de @ com b:
a-B=(3?—4])-(—2?—312):—6+0+0:—6.
Finalmente, determinamos o angulo (ﬁ ~b ) :

b 6
ab  5x3.6
= (@~ b)=arccos(~0.33)=109.3".

=-033 =

cos(ﬁ ~b

b) Com base nas expressoes (1.30) obtemos:

cos(&Af)za—X=%=0.6 = (é“@)zarccos0.6=53.l°,

a

cos(aAj):ﬁz_%zo.s = (@ Oy)=arccos(~0.8) =143.1°,
a

cos((i/\lg)zﬁzgzo = (&"52)=arcc0s(0)=90°.
a

1.10.4. Produto externo ou vectorial de vectores

Sejam i e v dois vectores do espago tridimensional. Define-se produto externo ou pro-
duto vectorial de i com V, e representa-se por # XV 11, 0 VeCtor com as seguintes carac-
teristicas:

i. Tem direc¢do perpendicular ao plano definido pelos vectores i e V e sentido
definido pela regra da mao direita ou regra de Stokes, que se aplica do seguinte
modo: apontando o indicador e o dedo médio nos sentidos de i e V, respecti-
vamente, o polegar apontara no sentido de # xV (vide figura 1.10a) ou, em al-
ternativa, fechando a mio direita e curvando os dedos no mesmo sentido que
leva o vector i a ficar alinhado com o vector v, o polegar indicara a direcgao
e o sentido de i xV (vide figura 1.10b). Deste modo, os vectores i, Vv € U XV
formam um triedro directo.

'E também frequentemente usada a notagdo ii A v para designar o produto externo ou vectorial dos dois
vectores. N3o a usaremos por considerarmos que se pode confundir com a notagdo usada para representar o
angulo entre dois vectores.
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(@ (b)

Figura 1.10. Produto externo ou produto vectorial de & com v. a) Determina¢io da di-
rec¢do e sentido do vector i xv usando a regra da mao direita ou regra de Stokes. b) A
norma do vector i xv € igual a drea do paralelogramo definido pelos vectores i e ¥.

ii. Tem norma dada por
i) =l [ sin (2~ ¥) (1.31)

Repare-se que a norma assim definida é sempre maior ou igual a zero, uma vez que
o angulo entre dois vectores é sempre menor ou igual que 7 rad e, portanto,
sin(u " v) > 0.

A expressdo i xV deve ler-se “ii externo com v ”. Dever-se-a resistir a tentacdo (in-
teiramente compreensivel) de ler “i vezes vV ”, uma vez que esta leitura é ambigua. De
facto, como vimos, existem pelo menos dois tipos de opera¢ao envolvendo o produto de
vectores, sendo importante deixar sempre bem claro a que produto de vectores nos es-
tamos a referir.

Decorrem da defini¢io de produto externo ou vectorial as seguintes propriedades:

i. O produto externo de dois vectores é um vector.
ii. O produto externo é anti-comutativo: 1 XV =—V X ii.

iii. O produto externo de um vector por ele préprio é o vector nulo, porque
sin(# ~4)=0. Mais geralmente, o produto externo de dois vectores colineares
(isto é, com a mesma direcgao) é o vector nulo. Ou seja, tal como o produto in-
terno, também o produto externo nio obedece a lei do anulamento do produto.

iv. O produto externo do vector nulo com qualquer outro vector é o vector nulo.

A maneira mais frequente e expedita de calcular o produto externo de dois vectores
€ através das respectivas componentes. Se os vectores i e V forem representados, num
dado sistema de coordenadas cartesianas, por u =(u, u, u)ev=_(v, v, v_), entdo o seu
produto externo pode ser calculado através da operagao:
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A
Uuxv=u u, u,|=
Ve v, v, (1.32)
= (uyvz —uv, )i +(uy, —uy,)j+ (uxvy —uv, )k
onde || representa um determinante simbolico. A primeira linha deste determinante

contém os vectores de base do sistema de coordenadas, (i,/,k); a segunda linha, as
componentes do primeiro dos vectores do produto externo, U; e a terceira linha, as com-
ponentes do segundo vector do produto externo, v. E agora clara a origem de algumas

das propriedades do produto externo:

i. Trocar a ordem dos factores corresponde a trocar a segunda e terceira linhas do
determinante, logo a trocar o seu sinal.

ii. O produto externo de um vector por ele proprio, ou por outro que lhe seja colinear,
corresponde a um determinante em que a segunda e a terceira linhas nio s3o li-
nearmente independentes, o que implica que o determinante tenha valor nulo.

A operagio produto externo € particularmente util, uma vez que nos permite, a partir
de dois vectores i e V quaisquer, determinar um terceiro vector perpendicular a ambos,
isto é, que seja perpendicular ao plano definido pelos dois vectores: esse vector é simples-
mente u xV (ou, em alternativa, —ii xv ). Finalmente, verifica-se ainda que a norma do
vector produto externo de dois vectores # e V € igual a drea do paralelogramo definido

por esses dois vectores (vide figura 1.10b).

Exemplo 1.8
Sejam os vectores d=—2i +2j e b=1i +2j—3k. a) Determinar o vector ¢ =d xb;

b) calcular a drea A do paralelogramo definido pelos vectores d e b.

Resolucio:
a) Pela expressao (1.32) vem

=(=6—-0) +(0-6) ] +(-4—2)k=—6i -6 —6k.

b) A area do paralelogramo é igual 2 norma de axb , donde

A=[el=[axB|=\(-6) +(-6)' + (-6)" =104
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O valor de A devera ser expresso nas unidades que resultem do produto das unidades
do vector d pelas unidades do vector b.

1.10.5. Derivadas e integrais de vectores
Considere-se o vector v (t)zv(t)ﬁ (t) , que depende da variavel #. A sua derivada em
ordem a ¢ é

v d _
—=—[v(t)i(t)]==ii +v—, (1.33)
dt dt

onde utilizamos a regra habitual da derivada do produto. No caso de o vector estar es-
crito nas suas componentes cartesianas, ter-se-a que ﬁ(t) =V (t)z7 +v, (t)] +v. (1)k ea
sua derivada em ordem a ¢ serad

— - d - ~
& By Dy Dp (1.34)
aara

Ou seja, a derivada de um vector € o vector cujas componentes cartesianas sio as deriva-
das em ordem a ¢ das componentes cartesianas do vector original. De modo analogo se
calcula o integral definido de um vector expresso nas suas componentes cartesianas:

Tﬁ(r)dtz ]z.vx(t)dt i+ iz[vy(t)dt J+ TVZ(Z)dt k. (1.35)

4 4 4 4

Ou seja, o integral definido de um vector é o vector cujas componentes sao os integrais
definidos das componentes cartesianas do vector original.

Exemplo 1.9
Considere a hélice circular de equagio 7 (t) =costi +sint j +tk . Determinar:

a) dF/dt e |dF/dt|.

b) d*F/di® e Hdzf/dtzu.
7/2

c) If(z)dt.
0

Resolucao:
a) Derivando uma vez em ordem a ¢ e calculando a norma do vector, vem

=2.

r s + 7
— =-—sinti +costj+k e
dt

dF
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b) Derivando uma segunda vez em ordem a # e calculando a norma do vector, resulta
d’7 d’F
dr’

=—costi —sintj e
dar’

¢) Notando que os vectores da base sdo constantes, vem

/2 /2

IF(z)dtz j(cost?+sint]‘+tl€)dt=
0 0
72 /2 7/2
= Icostdt i+ J.sintdt J+ J.tdt k=
0 0 0

. /2 - /2 = tz & - - y'[z -
=[sin¢] " i +[-cost] " j + 5 k=i+] +?k,

0
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PROBLEMAS

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

A intensidade da forca gravitica, F, entre duas massas 72, e m, que se encontram
a distancia d uma da outra é dada pela lei da gravita¢do universal
m, m
F, = G—;ﬂ z
onde G é a chamada constante de gravitacdo universal. Com base nesta expressiao
e na informacdo contida nas tabelas 1.1 e 1.3, determine as dimensées da cons-
tante G, bem como as unidades em que deve ser expressa no SI.

Como referido no exemplo 1.2, é por vezes conveniente utilizar um sistema de
unidades alternativo ao SI, chamado sistema CGS, e cujas unidades de base para
a Mecdnica sdo o centimetro, o grama e o segundo. A unidade de energia no sis-
tema CGS chama-se erg (simbolo erg). Qual é a relagdo entre o joule e o erg?

Sabendo que as dimensoes lineares das bactérias sio da ordem de 1 pm, estime a
massa de uma bactéria. Sugestdo: de que substincia sdo, essencialmente, constitui-
das as bactérias? Dado: a massa volumica da dgua é Pino = 1gcm?.

A Antarctida é um continente aproximadamente semicircular, com um raio de 2000
km e coberta com uma camada de gelo de espessura 3000 m. Ignorando a curva-
tura da Terra, estime o volume de gelo na Antarctida em centimetros cubicos.

A unidade astronémica (au) é definida como a distincia média entre a Terra e o
Sol. O seu valor é aproximadamente 1.50x10® km. Sabendo que a velocidade da
luz é aproximadamente 3.0x10® m s, determine o valor da velocidade da luz em
unidades astronémicas por minuto.

A relagio entre a unidade de massa atomica (u) € o quilograma é 1 u=1.66057x10?" kg.
Sabendo que a massa da Terra é 5.9810%* kg e que a massa média dos 4tomos que
a constituem € 40 u, estime o nimero de dtomos que existem na Terra.

Um depésito com 5700 m? de dgua demorou 10 h a ser esvaziado. Determine o
fluxo massico de saida da dgua expresso em quilogramas por segundo. Dado: a
massa volumica da dgua é Pino = 1gcm?,

A Hesperoyucca whipplei é uma planta cuja inflorescéncia (flor) cresce muito ra-
pidamente, tendo sido registado num espécime o recorde de crescimento de 3.7 m
em 14 dias. Determine a taxa de crescimento do referido espécime em micrémetros
por segundo.

Sejam os pontos 0(0,0,0), A4(2,0,3), B(5,4,-1) e C(L,4,-3).

a) Determine os vectores d=B—A e b=C—-0 e calcule as respectivas normas.
b) Calcule a distancia entre os pontos A e B.

¢) Dado o vector V=i — ]/ +3 k , determine as coordenadas do ponto P tal que
V=P-A4.
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1.10.

1.11.

1.12.

1.13.
1.14.
1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.
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Dados os pontos 4(3,1,0), B(1,3,0) e C(0,1,3), determine:

a) A expressdo cartesiana dos vectores d=B—A4 e b=B—-C,bem como os res-
pectivos co-senos directores.

b) A distancia entre os pontos A e C.

¢) O ponto D tal que AD = BC.

d) A norma e o versor do vector ¢ =24 + b.

e) O angulo entre os vectores b e ¢.

f) 4ax2b.

Um navio parte de um ponto O e percorre, em linha recta, 50 km com a proa
apontando para sul. Muda, entio, de direccio apontando a proa para S40°E,
percorrendo mais 60 km. Finalmente, com a proa apontada para leste percorre 30 km
até parar. Calcule a distancia entre o ponto de partida e o ponto de chegada do
navio.

Determine as componentes do vector cuja norma é 16 unidades de comprimento,
que forma um angulo 6 = 28.9° com o eixo dos zz e cuja projeccao no plano Oxy
forma um angulo 6 = 49.7° com o eixo dos xx. Calcule em seguida os dngulos que
o vector forma com os eixos dos xx e dos yy.

Calcule o produto interno do vector V=27 —3 j com o vector 7 =47 +5j —2k.
Calcule 0 Angulo formadopelovector @ =27 +3 j —k comovector b =—i + j +2 k.

Calcule o angulo que o segmento de recta que liga o ponto P(1,2,3) a origem O
de um referencial cartesiano ortonormado forma com o eixo dos xx.

Dados os vectores P—O=i—j+k e Q—0O=2i + j—k, determine as coordena-
das cartesianas do vector Q — P, bem como os seus co-senos directores.

Considere o vector V=i —2 j +3 k.

a) Calcule os co-senos directores do vector.

b)
)

c
d) Calcule o valor de a para que o vector i =27 —(3+a) ] —k seja perpendicular

Determine o dngulo que o vector forma com o plano Oxy.
Calcule um vector unitario, w, perpendicular a v e definido no plano Oyz.

ao vector V.

Calcule a drea do paralelogramo cujos lados sio definidos pelos vectores
a=2i+3j-keb=—i+j+2k.

Recorrendo apenas a operagao produto externo, determine a drea do triangulo de
vértices A(1,1), B(3,3) e C(2,0). Qual é o valor do angulo no vértice A?
Determine a distancia entre o ponto P de coordenadas (4,-1,5) e a recta definida
pelos pontos B (-1,2,0) e P, (L1,4).

j+2k calcule:
forma com os eixos coordenados.

Dados os vectores G =37 +4 j -5k e b=—1i +
a) A norma e os angulos que o vector v=d +b

55



FISICA - UMA INTRODUCAOQ

b) A norma e os angulos que o vector i =d —b forma com os eixos coordenados.
¢) O angulo entre d e b.

1.22. Sejam d, b e C trés vectores que satisfazem (Ez xb) -¢ =0. Que se pode concluir
acerca destes vectores?

1.23. Prove que dois vectores d e b tém a mesma norma quando o vector soma d +b
é perpendicular ao vector diferenca a —b.

1.24. Mostre que (@ -b)* +(axb)* = a*b>.
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CAPITULO 2
CINEMATICA DO PONTO MATERIAL

A cinematica é o ramo da Mecanica que estuda a descri¢io dos movimentos sem preo-
cupacado das causas que os induziram ou os podem alterar; a dindmica, que se debruga
sobre as causas que induzem ou alteram um dado estado de movimento, sera tratada em
capitulos posteriores. Para o estudo da cinemdtica consideraremos sempre 0 movimento
de um ponto ou particula material, definido como um objecto dotado de massa, mas
suficientemente pequeno para que as suas dimensdes possam ser desprezadas.

2.1. POSICAO, TRAJECTORIA E DESLOCAMENTO

A posicao de uma particula material define a sua localizagdo no espago relativamente a
um dado sistema de coordenadas. E uma grandeza vectorial que, em geral, depende do
tempo, e € representada pelo vector 7 =7(¢). Em particular, num sistema de eixos carte-
siano, o vector I ¢ escrito na seguinte forma geral:

F(t)=x()i +y(0) ] +z()k , (2.1)

onde x(2), y(t) e z(¢) sdo fungdes do tempo e 7, j e k sdo, recorde-se, os versores dos
eixos Ox, Oy e Ogz, respectivamente. Quer o vector 7 quer as coordenadas cartesianas
X,y € z sdo expressos no SI em metros.

Ao descrever um determinado movimento, uma particula ocupa uma sequéncia de
posicoes ao longo do tempo (vide figura 2.1). Esta sequéncia de posi¢cdes define uma
curva matematica a que se da o nome de #rajectéria. Conhecidas as posi¢des da particu-
la em quaisquer dois instantes ¢, e ¢, define-se o vector deslocamento como a diferenca
entre 0s vectores posicdo nos instantes ¢, e ¢ :

|

AF =7 —7. (2.2)

2N

O vector deslocamento afere a mudanca de posicido da particula. Note-se, contudo, que
a norma ou moédulo do vector deslocamento, em geral, ndo coincide com a distancia
percorrida, que é o comprimento medido ao longo da trajectéria entre as posigoes inicial
e final. Coincidirdo apenas se o movimento for rectilineo e sem mudangas de sentido.
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Figura 2.1. Representa¢io do movimento de uma particula material ao longo de uma determina-
da trajectoria (linha a tracejado). O vector deslocamento A7 representado é determinado pela
diferenca entre as posigdes P, e P.

2.1.1. Equacoes paramétricas. Determinacao da trajectoria da particula
Como acima se referiu, a trajectoria de uma particula material fica definida pela sequén-
cia de posicdes por ela ocupadas no decurso do seu movimento. Esta sequéncia de pon-
tos define uma curva descrita por relagdes matematicas entre as coordenadas da parti-
cula, relagoes estas que ndo envolvem a variavel tempo!2. Coloca-se entdo a seguinte
questao: conhecido o vector posi¢ao ¥ =7#(t) como proceder para encontrar a curva
matemitica que define a trajectéria da particula? E ficil. Escrevem-se as equagdes pa-
ramétricas do movimento, definidas por

x=x(¢)
y=y, (2.3)
z=2z(¢)

e elimina-se a variavel ¢ destas equagoes. Em seguida, estabelecem-se as relacbes entre
coordenadas que definem a trajectéoria. Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 2.1
Uma particula descreve um movimento de tal modo que o seu vector posi¢do é
F(t)=2ti +5 + 4>k m. Determinar a equacio da trajectéria da particula.

Resolucao:
As equagoes paramétricas do movimento sdo as seguintes:

x=2t

z=4f

12O leitor deve certamente recordar que no estudo da geometria analitica nunca utilizou a variavel tempo
para descrever, por exemplo, a equacdo de uma recta ou de uma circunferéncia. As relagcdes que permitem
descrever estas curvas sdo relacdes apenas entre coordenadas espaciais.
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Eliminando ¢ do sistema de equacdes, resulta z
1
y=35 z=x2,
0 1
z = Xz \\\ /I’
donde se deduz que a trajectéria da particula é uma — S v
x i y=5

pardbola no plano y = 5, com vértice no ponto de
coordenadas (0,5,0).

2.2. VECTOR VELOCIDADE

A velocidade é a grandeza fisica que mede a taxa de variagdo da posi¢ao de um ob-
jecto. Define-se velocidade média como o deslocamento por unidade de tempo, num dado
intervalo de tempo finito At, isto €,

L

v = . 2.4
m At ( )

V,, € um vector com a mesma direc¢io e sentido que o deslocamento A7. Note-se que,
excepto quanto o deslocamento é o mesmo em intervalos de tempo iguais, V,, ndo é a
velocidade num dado instante ¢. A velocidade instantinea — a “verdadeira” velocidade
num determinado instante ¢ — é dada por
- . AFdr
v()=lim—=—. (2.5)
Aa—0 At dt
Tendo em conta a relagdo (2.5), a velocidade instantanea é um vector tangente em cada
ponto da trajectoria da particula, como decorre da defini¢do de derivada e ilustrado na figu-
ra 2.2. Quer a velocidade média quer a velocidade instantanea siao expressas no ST em m s™.

)

0

Figura 2.2. Em cada ponto da trajectoria o vector velocidade instantanea, v, , é tangente a trajec-
téria. Entre os pontos P, e P, esta indicado o vector deslocamento A7, e a correspondente veloci-
dade média ¥ .
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Se a norma da velocidade for constante, || v || = const, a taxa de varia¢ao da posi¢ao
nio muda e o movimento diz-se uniforme. A velocidade instantinea tem, neste caso,
valor (médulo) igual ao da velocidade média, v = v 1. Se, além disso, o vector velocida-
de for constante, v = const, ndo s6 a taxa de variacio da posicio como a direccio e
sentido do movimento nio mudam. Neste caso o movimento diz-se rectilineo e uniforme:
a trajectOria é uma linha recta, percorrida sempre no mesmo sentido.

2.3. VECTOR ACELERACAO

Em geral, os movimentos ndo sdo uniformes. Um movimento nao uniforme diz-se um
movimento variado. Para caracterizar os movimentos variados define-se uma grandeza
denominada aceleracio, que mede a variagdo da velocidade no tempo, do mesmo modo
que a velocidade mede a variagdo da posi¢ao no tempo. Define-se aceleracio média como
a variagao de velocidade por unidade de tempo, num dado intervalo de tempo finito Az,
como o vector

AV

d,=—.
At

(2.6)

d, €, portanto, um vector com a mesma direc¢io e sentido que a varia¢ao de velocidade
AV. A aceleracio instantinea é dada por
. . AV _dv dF
NS0 Ar dt o dit

(2.7)

A aceleragio instantanea é um vector tangente a curva da velocidade instantanea; nao
€, em geral, tangente a trajectoria’. Quer a aceleragao média quer a aceleragio instan-
tanea sao expressas no SI em m s2. O tipo mais simples de movimento nao uniforme é
aquele em que a aceleracdo instantinea tem valor (norma) constante e igual ao da ace-
leragdo média, a_ = a. E denominado movimento uniformemente variado.

2.4. MOVIMENTO RECTILINEO NO ESPACO UNIDIMENSIONAL

Iniciaremos o estudo dos movimentos com os casos mais simples: os movimentos rectili-
neos no espaco unidimensional. Nestes casos, a direccdo do movimento ndo se altera e
coincide com a direccdo do vector velocidade (média ou instantinea). Para facilitar, va-

13 No que se segue, utilizaremos frequentemente o simbolo de uma grandeza vectorial sem o sinal de vector
para representar o seu médulo ou norma; por exemplo v =| 7| é 0 médulo, norma ou valor da velocidade
instantanea.

4 Quando a trajectéria de uma particula material é rectilinea a acelera¢io tem sempre a direc¢do da
trajectoria. Apenas neste caso a aceleracdo é tangente a trajectoria.
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mos admitir que a referida direccio do movimento coincide com a direc¢ao do eixo dos
xx. Nao advém daqui qualquer perda de generalidade, uma vez que temos plena liber-
dade de escolher o sistema de eixos que mais nos convier. Deste modo, os vectores posi-
cdo, velocidade e aceleracio poderdo ser escritos na forma 7(¢)=x(¢)7, V(t)=v(t)i e
a(t)=a(t)i, respectivamente. Note-se que ao admitirmos que o movimento ocorre ao
longo de um dos eixos cartesianos podemos escamotear o caracter vectorial das grande-
zas posicdo, velocidade e aceleracdo e ter apenas em conta o seu valor e sinal.

2.4.1. Movimento rectilineo e uniforme
Um movimento rectilineo diz-se rectilineo e uniforme se o valor da velocidade for cons-
tante (v = const.), o que implica que a aceleracio seja nula (g =0) em qualquer instante.
Admitamos que uma particula que descreve um movimento rectilineo e uniforme (m.r.u.)
se encontrava na posi¢do x = x, no instante ¢ = ¢. Pretende-se encontrar a expressio
que permita calcular a posi¢do da referida particula em qualquer instante. Sabe-se que
v = dx/dt, logo

x(1) t

dx=vdt = J. dx'zJ‘vdt', (2.8)
Xy t

obtendo-se por integracdo de (2.8) a expressio
x()=x,+v(t—t,), (2.9)

conhecida por lei dos espagos ou equacdo do movimento do movimento rectilineo e uni-
forme. E a expressio (2.9) que permite determinar a posicio da particula em qualquer
instante ¢ que se considere. De notar que as constantes x , € £, sdo extremamente importan-
tes, pois é através delas que se introduzem as caracteristicas especificas de cada movimen-
to. No caso particular de ¢, = 0, a lei dos espagos do m.r.u. assume a forma simplificada

x(t)=x, +vt. (2.10)
A A A
X v a
v>0 »>0
X9
t
<0 ! v<0 !
(@ (b) (©

Figura 2.3. Graficos associados ao movimento rectilineo e uniforme: a) lei dos espagos, x # x(¢),
para os casos v > 0 e v < 0; b) lei das velocidades, v = const., para os casos v> 0 e v < 0; ¢) lei das
aceleracoes, a = 0 em qualquer instante. Note-se que x, v € 4 s30, respectivamente, as componen-
tes segundo o eixo dos xx da posicdo, da velocidade e da aceleracio.
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Na figura 2.3 mostram-se os graficos x = x(t), v = v(¢) e a = a(t) associados ao m.r.u..
A particula desloca-se no sentido positivo do eixo dos xx se v > 0, e no sentido negativo
se v < 0. Em qualquer dos casos nunca havera inversao do sentido do movimento, na
medida em que a velocidade é constante.

Exemplo 2.2

Uma particula movimenta-se com velocidade constante de 4 m s segundo a direcgio
e sentido positivo do eixo dos xx. a) Determinar a equagao do movimento sabendo
que no instante ¢ = 0 a particula se encontrava na posi¢do x = 3 m. b) Calcular a
posi¢do da particula no instante ¢ = 4 s. ¢) Calcular a distancia percorrida pela parti-
cula entre os instantes t = 0 e £ = 4 s.

Resolucdo:
a) Como se conhece a posi¢do da particula em ¢ = 0, a lei dos espagos do movimento é

x(t)=x0+vt=3+4t.

b) xt=4)=3+4%x4=19 m.
¢) |Ax|=|x(t=4) - x(t=0)|=[19-3|=16 m.

Exemplo 2.3

Uma particula movimenta-se com velocidade constante de 2 m s segundo a direcgio
e sentido positivo do eixo dos xx. a) Determinar a equagio do movimento sabendo
que no instante ¢ = 1 s a particula se encontrava na posi¢do x = 4 m. b) Calcular a
posi¢do da particula no instante # = 0 s. ¢) Calcular a distancia d percorrida pela
particula entre os instantes £ = 0 e £ = 4 s.

Resolucao:
a) Como neste caso niao se conhece a posicao da particula no instante ¢ = 0, a lei dos
espagos do movimento € calculada através da integra¢io da velocidade:
x(1) t x(1) t
dv=vdr = I dx' = J.vdt’ = Idx’zjzdt',
x(t=1) 1=1 4 |

donde,
x(t)-4=2(1-1) < x(t)=2+2t.

b) x(t = 0) =2 m (calculado directamente da lei dos espagos).

) x(1=4)=10 m; d =| Ax|=| x(t=4)—x(:=0)|=|10-2| =8 m.

2.4.2. Movimento rectilineo uniformemente variado

Consideremos agora o movimento rectilineo uniformemente variado (m.r.u.v.). Uma parti-
cula que descreva um m.r.u.v. tem aceleracao de norma constante nio nula, a = const. # 0.
Pretende-se conhecer, em cada instante ¢, a posi¢do e a velocidade de uma particula
animada deste movimento. Admita-se entdo que uma particula descreve um m.r.u.v. de
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tal modo que no instante ¢ = ¢ se encontrava na posi¢do x = x, animada de velocidade v
= v,. Comecemos por determinar a expressdo que permite calcular a velocidade da par-
ticula em qualquer instante. Sabe-se que a = dv/dt, logo
V(1) :
dv=adt = Idv'z_[adr’, (2.11)
Yo )

obtendo-se por integra¢ao de (2.11) a expressao
v(t)=v, +a(t—1,), (2.12)

conhecida por lei das velocidades do m.r.u.v. Esta a expressao permite o cilculo da ve-
locidade da particula em qualquer instante z. No caso particular de # = 0, a expressdo
(2.11) reduz-se a forma simplificada

v(t)=v0+at. (2.13)

Pretende-se agora determinar a lei dos espagos do m.r.u.v.. Recordando que v = dx/dt
e considerando a expressdo da lei das velocidades (2.11), vem
*(2) ‘ x(2) ‘
dx=vdt = I dx' = jvdl' = J dx'= I[VO +a(t—ty)]dr’, (2.14)

) )

donde, integrando (2.14), se tem
1
x(t)zxo+v0(t—t0)+5a(t—t0)2, (2.15)
que € a lei dos espagos do m.r.u.v.. No caso particular de # = 0, a expressdo (2.14) reduz-
-se a forma

x(t)=x0+vot+%at2. (2.16)

A lei dos espacos do m.r.u.v. pode ser igualmente deduzida graficamente. Para este
tipo de movimento, o grafico da velocidade em fun¢io do tempo é uma linha recta cuja
ordenada na origem ¢ a velocidade inicial, v, e cujo declive é a aceleracao, a (vide figura
2.4). O deslocamento Ax = x(t) — x, € simplésmente o integral da velocidade no tempo,
isto é, a drea delimitada por aquela linha recta e pelo eixo das abcissas. Como esta drea

tem a forma de um trapézio, vem
v, +v(1) Vo +v, +a(t—t,)

x(t)—xozAx—T(t—to)— > (t-1,), (2.17)

logo,

x(1)=x, +v0(t—t0)+%a(t—t0)2, (2.18)

que é a lei dos espagos do movimento anteriormente obtida.
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f t
Figura 2.4. Representagdo gréfica da lei das velocidades do movimento rectilineo uniformemente
variado. A drea delimitada pela recta v(t) = v, +al(t-t)eoeixo dos tempos iguala a o desloca-
mento Ax = x(t) — X,

Note-se que o movimento rectilineo e uniforme é um caso particular de movimento
rectilineo uniformemente variado em que a aceleracdo é constante e igual a zero; nesse
caso a figura delimitada pela curva da velocidade e pelo eixo dos tempos é um rectingu-
lo, como se pode verificar na figura 2.3 b).

Num m.r.u.v. o sentido do movimento fica definido exclusivamente pelo sentido
(sinal) da velocidade. Contudo, para se diferenciar um movimento acelerado de um
movimento retardado é necessdrio ter em conta os sinais relativos da velocidade e da
aceleragcdo. O movimento é acelerado se a velocidade e a aceleragdo tiverem o mesmo
sentido (sinal) e é retardado se a velocidade e a aceleracdo tiverem sentidos (sinais)
contrarios (vide esquema da figura 2.5). Note-se ainda que uma particula material que
descreva um m.r.u.v. pode inverter o sentido do movimento. Mas para o fazer tera for-
cosamente que anular a sua velocidade. Encontra-se o instante em que ocorre a inversao
do sentido de movimento igualando a zero a expressiao que define a lei das velocidades
do movimento da particula.

—_— =) Movimento acelerado, no sentido positivo

|

Movimento acelerado, no sentido negativo

— @y Pp  Movimento retardado, no sentido positivo

P  Movimento retardado, no sentido negativo
X

Figura 2.5. Representacdo esquemadtica de movimentos rectilineos acelerados e retardados. O
sentido do movimento fica definido pelo sentido da velocidade. O movimento é acelerado se v e
a tiverem o mesmo sentido (sinal) e é retardado se v e a tiverem sentidos (sinais) contrarios.
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Podemos igualmente deduzir uma relacdo entre a velocidade e o deslocamento no
movimento rectilineo uniformemente variado, eliminando o tempo entre as equagoes

(2.12) e (2.15):

x(1)=x, +v0(t—t0)+%a(t—t0)2

=
v(t)=v, +a(r—1,)
, (2.19)
i~ i, :v(t)—vo
a
<~ 2
v(t)—v, v(t)—v,
x(1)—x, =v, ()a 0+Ea ()a d
donde se obtém a relagio
vi=y,? +2a(x—x0). (2.20)

A expressdo (2.20) é uma relagdo cinematica importante porque permite relacionar o
deslocamento Ax = x — x  com a velocidade e a aceleracao, sem o envolvimento da va-
ridvel tempo.

Terminamos esta sec¢io com uma observacdo importante: decorre da lei das veloci-
dades (2.12) e da lei dos espagos do m.r.u.v. (2.15) que, para se determinar a velocidade
v(t) e a posi¢ao x(#) num determinado instante ¢, € necessario conhecer a velocidade v, e
a posi¢dao x, num determinado instante t.. Este instante £ ndo tem de ser zero. O seu
valor depende do problema concreto que se estiver a tratar.

Exemplo 2.4

Uma particula movimenta-se com acelera¢ao constante de 2 m s ao longo do eixo
dos xx. Sabe-se que no instante ¢ = 1 s a particula se encontrava na posi¢do x = 0 com
velocidade v = -2 m s!. a) Determinar a lei das velocidades e a lei dos espagos do
movimento. b) Calcular o instante em que a particula inverte o sentido do movimen-
to, indicando quando se movimenta no sentido positivo do eixo e quando se movi-
menta no sentido negativo. ¢) Calcular o deslocamento Ax sofrido pela particula no
intervalo de tempo [0, 5] s. d) Determinar a distancia As percorrida pela particula no
intervalo de tempo referido na alinea anterior.

Resolucdo:

a) A lei das velocidades do movimento é calculada através da integracdo da acelera-
¢do. Neste caso conhece-se a velocidade da particula no instante ¢ = 1 s e ndo no
instante ¢ = 0:

v(1) t V(1) t
dv=adt = J. dv' = J.adt’ R J. av' =2Idt',
-2 1

v(t=1) t=1
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donde vem

W) +2=2(t-1) & vO)=-4+2

A lei dos espagos é determinada integrando a velocidade
x(1) t x(2) ;
dx = vdi = I dx' = Iv(t')dt'@ J' dx’zj(—4+2t’)dt’,
x(t=1) 1=l 0 1
resultando
. tr2 !
— 4 _ 2
x(1)=—4['] +2 5| © x(t)=3-4t+1".
1
O instante em que hd inversdao do sentido do movimento é o instante que verifica

v(t) = 0, isto &,
v(it)=—4+2t=0 = t=2s.

A particula movimenta-se no sentido positivo do eixo dos xx (v > 0) parat>2s
e no sentido negativo (v < 0) parat < 2s.

Ax=x(t=5)-x(t=0)=8-3=5m.

Como no intervalo de tempo considerado ha inversio do sentido de movimento,
a distancia percorrida pela particula é diferente da norma do deslocamento cor-
respondente a0 mesmo intervalo de tempo (calculado na alinea anterior). Nestes
casos deveremos considerar dois intervalos de tempo: o primeiro entre o instante
inicial e o instante em que ocorre a inversio do movimento e um segundo inter-
valo entre este ultimo instante e o instante de tempo final. No presente caso, estes
intervalos sdo [0, 2] s e [2, 5] s. Em seguida, calcula-se a distancia mediante a soma
das normas dos deslocamentos correspondentes aos dois intervalos de tempo (as
quais, neste caso unidimensional, coincidem com os respectivos modulos):

As=|x(t=2)—x(t =0)|+| x(t =5) - x(t =2)| =
=|(-D)-3|+[8-(-D|=13m.
O raciocinio subjacente ao calculo efectuado encontra-se esquematizado na se-
guinte figura:
t=2s t=0 t=35s

e }

 ~
»

v

-1 0 3 8 x (m)
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2.5. MOVIMENTO RECTILINEO NOS ESPACOS BI E TRIDIMENSIONAL

As leis do movimento rectilineo uniforme e do movimento rectilineo uniformemente
variado no espa¢o unidimensional podem ser facilmente generalizadas aos espacos bi-
e tridimensionais, considerando agora explicitamente os vectores posi¢ao, velocidade
e aceleracdo e impondo as condi¢bes para que a trajectdria da particula seja uma linha
recta

2.5.1. Movimento rectilineo uniforme

Num movimento rectilineo e uniforme a duas ou trés dimensées teremos @ =0 ¢ por isso
a lei das velocidades sera v = const . Admitindo que no instante t, a particula se encon-
trava na posi¢do definida pelo vector 7, a lei dos espagos sera

(o)< +9(0-1). 221
ou, no caso particular de t, =0
Ft)=7+vt. (2.22)

Como neste caso a norma e a direc¢do do vector velocidade sdo constantes, a trajec-
téria de um movimento descrito pelas expressoes (2.21) ou (2.22) serd sempre rectilinea.

2.5.2. Movimento rectilineo uniformemente variado

Num movimento rectilineo uniformemente variado em espacos bi- ou tridimensionais
teremos @ = const. Admitindo que no instante ¢ a particula que descreve o movimento
se encontrava na posicao definida pelo vector 7 com velocidade v, , a lei das velocidades
do movimento sera

v(t)=v,+a(t—1,), (2.23)
ou, no caso particular de t,=0
v(1)=v, +at. (2.24)
A lei dos espagos sera
F(6)=7, +170(t—t0)+%5(t—t0)2, (2.25)

expressdo cuja forma se simplifica caso ¢z, = 0
1
x(1)=x, +vy,t + Sat

F(t)=", +\70t+%dt2 < 1y()=y, +v0yt+%ayt2 . (2.26)

z(t) =z, +V,, I+ %azt2
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Para que o movimento descrito pela expressoes (2.23) e (2.25) ou (2.24) e (2.26) seja
um movimento rectilineo uniformemente variado é necessario que os vectores V, € d
sejam colineares. Caso contrario, teremos um movimento uniformemente variado, mas
ndo rectilineo — a trajectéria serd curvilinea.

2.6. MOVIMENTO CURVILINEO

Um movimento diz-se curvilineo se a direc¢do da velocidade variar ao longo do tempo.
O movimento diz-se em duas dimensdes se o vector velocidade permanecer sempre no
mesmo plano, ou em trés dimensdes, se nao permanecer. Claro que em qualquer destes
casos o caracter vectorial da posi¢do, da velocidade e da aceleracdo ndo pode ser esca-
moteado. Note-se, contudo, que um movimento em duas (ou trés) dimensoes é descrito
por dois (ou trés) movimentos em uma dimensdo, cada um segundo um dos eixos coor-
denados: diz-se que um movimento em duas (ou trés) dimensoes € a composi¢ao de dois
(ou trés) movimentos em uma dimens3o. Para estudar o movimento em duas (ou trés)
dimensdes basta-nos, entdo, considerar separadamente os movimentos segundo os eixos
dos xx, yy e zz como dois (ou trés) movimentos rectilineos (unidimensionais) indepen-
dentes. Por exemplo, um movimento em que a velocidade seja igual a

V(t)=2ti +47, (2.27)

¢ claramente a composi¢ao de um movimento uniformemente acelerado segundo o eixo
dos xx, e um movimento uniforme no sentido positivo do eixo dos yy, pelo que, se no
instante inicial t, = 0 a posi¢ao for 7% =(x0,10) =(1,0), a lei dos espagos vem

t t

x(t)=x, + J.Vx(f')df' =1+ I2z’dz’ =1+
0

L

, (2.28)

! t
y(t)=p,+ fvy(z')dz' =0+ J-4dt’ = 4¢
0

f

1sto €,
F(t)=(1+2)i +4t] . (2.29)

Eliminando a varidvel ¢ do sistema (2.28) pode igualmente obter-se a equacio carte-
siana da trajectoria,

2

x=1+2, (2.30)
16

que neste caso é uma pardbola. Veremos outros exemplos quando abordarmos o movi-
mento dos projécteis.
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E importante ter sempre presentes as seguintes propriedades do movimento, qualquer
que seja o espago dimensional em que ocorra:

i. O vector velocidade é tangente a trajectéria em cada ponto.
ii. O vector aceleragio é tangente a curva da velocidade em cada ponto (ndo a trajectéria).
iii. Mesmo que, num dado movimento, o valor de ¥ nao mude, a sua direc¢cao pode
mudar, razdo pela qual a aceleragio @ ndo é necessariamente nula. Por esta ra-
z30, 0 vector aceleragdo tem, no caso mais geral, uma componente paralela e
uma componente perpendicular ao vector velocidade'.

Elaboremos um pouco mais sobre a terceira propriedade acima descrita e para o
efeito consideremos o esquema representado na figura 2.6. A componente de d paralela
a v recebe o nome de aceleracdo tangencial e designa-se por d,. A acelera¢do tangencial
mede a varia¢ao no tempo do valor da velocidade, sendo por isso o seu valor dada por

a -2 (2.31)

com v a norma da velocidade; 4, é nula se o movimento for uniforme. A componente de
a perpendicular a v é chamada aceleracido normal ou centripeta e designa-se por a@,. A
aceleracdo normal € a responsavel pela variacdo da direccdo da velocidade a valor cons-
tante. Verifica-se a relag¢io vectorial

d=a, +a,, (2.32)
da qual decorre

(2.33)

Figura 2.6. Representagdo de um movimento curvilineo. A circunferéncia tangente a trajectéria no
ponto P e centrada no ponto C define o raio de curvatura, 7, da trajectdria no ponto P. O vector
velocidade é sempre tangente a trajectdria. O vector aceleracdo tem duas componentes: a compo-
nente tangencial (at) e a componente normal (an). A componente a, tem a direc¢iao do vector velo-

cidade e a componente a_tem a direc¢do de p e aponta sempre no sentido PC. Deste modo o
vector aceleracio aponta sempre para o lado céncavo da trajectéria.

15 Qualquer vector pode ser escrito como a soma de dois vectores perpendiculares entre si.
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Se a acelera¢ao normal nio for nula, 0 movimento nao pode, portanto, ser rectilineo.
Define-se o raio de curvatura da trajectéria como

p=—. (2.34)

Note-se que p pode variar no tempo, uma vez que nada obriga a que os valores de v ou
de a sejam constantes; trata-se, portanto, de um raio de curvatura instantaneo. No caso
particular de p ser constante no tempo, a trajectoria da particula é circular.

A aceleragio tangencial tem a mesma direccdao que a velocidade. Se, além disso, tiver
o mesmo sentido (sinal) que a velocidade, 0 movimento diz-se acelerado; se tiver sentido
contrdrio, o movimento diz-se retardado. A aceleracio tangencial ndo afecta a direccdo
da velocidade, apenas o seu valor. Logo, um movimento curvilineo pode ter aceleragio
tangencial nula (se for uniforme), mas a aceleragdo normal s6 é nula se 0 movimento for
rectilineo (mesmo nao sendo uniforme).

O facto de a aceleracao ter, em geral, duas componentes, pode ser facilmente deduzi-
do tendo em conta que o vector velocidade é sempre tangente a trajectéria, ou seja

V= vii,, (2.35)

com v a norma da velocidade e 4, o versor da tangente a trajectoria. Como qualquer
destas duas grandezas é fung¢ao do tempo, a aceleragio é dada por

i(n=L-y v ¥ GG (2.36)
dt i d

Exemplo 2.5

Um ponto material percorre uma curva plana de tal modo que as suas coordenadas
cartesianas sio dadas pelo vector posicdo 7(t)=5t>i +12¢ j (SI). a) Determinar a equa-
¢do da trajectéria do ponto material; b) calcular os vectores velocidade e aceleragio
do ponto material; c) calcular as componentes normal e tangencial da aceleragio do
ponto material; d) calcular o raio de curvatura da traject6ria no instante ¢ = 2 s.

Resolucdo:
a) As equagoes paramétricas do movimento sao:
x=5¢
y=12¢
Eliminando ¢ deste sistema, obtemos a equacdo da trajectoria
Exlﬂ .

NG

d - - d -
b) v=—7F(@{)=10ti +12/ ms™, a=—v(t) =107 ms™.
) 7 () J 7 ()
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¢) Usando a relacao (2.31) e tendo em consideracao a expressao da velocidade ante-
riormente determinada, podemos calcular a componente tangencial da aceleragio:

v _d oy iz =L 200

1
a, ———=
dt dt 2 J(10¢)* +144

100¢ 501 S
= = ms
J10022 +144 257 +36

Da alinea b) sabe-se que a norma da aceleragdo é a = 10 m s Logo, através da
expressao (2.33) podemos calcular a componente normal da aceleragio:

(500 3600

a=\a +a’ < a=da -a =100- > =— ,
25t" +36  25t" +36

donde,

3600 60 5
a,= > = ms .
25t +36 251 +36

d) Para determinarmos o raio da trajectéria no instante £ = 2 s usamos a expressio
(2.34), calculando primeiro o quadrado da velocidade e a aceleragio normal na-
quele mesmo instante:

vV (1=2)=[ 100y +12°]  =544m’s”,

60

a,(t=2)=| ——
(=2) [,/25z2+36

Temos finalmente

} =5.145ms™.
t=

v 544
p(l‘=2)=|:—i| =m=1057m
=2 .

2.7. MOVIMENTO DE PROJECTEIS

Um projéctil é um corpo ao qual é comunicada uma velocidade inicial e que é seguida-
mente abandonado num campo gravitico (vide figura 2.7). As equagbes do movimento
de um projéctil podem obter-se a partir de

- a. =
a=—gj@{*_ , (2.37)

onde g = 9.8 m s? é a aceleragdo da gravidade da Terra (toma valores diferentes noutros
corpos celestes). E um facto experimental que a aceleracio da gravidade terrestre é a mesma
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para todos os corpos e dirigida segundo a vertical, de cima para baixo (ou seja, aponta para
o centro da Terra). Como a aceleragio de um projéctil é constante, o seu movimento vai ser
um movimento uniformemente variado. Deste modo aplicam-se as expressoes (2.23) e
(2.25), 0u (2.24) € (2.26) caso t = 0, para se deduzirem a leis das velocidades e dos espacos
do movimento de um projéctil, respectivamente. A lei das velocidades é, portanto,

v(1)=v, +a(r—1t,). (2.38)

A partir desta relagdo, considerando que @=-g/ e que

v, =v0x7+v0y] =v,cos0 i +v,sind j, (2.39)
podemos escrever a lei das velocidades do movimento na forma

V(t)=v,c080 i +[v,sind —g(t—1,)]/ . (2.40)
A velocidade do projéctil tem, pois, as seguintes componentes:

v, (1) =v,, =, cosb

. 2.41
v, (1)=v,, —g(t—1,)=v,sinf —g(t-1,) (2:41)

Reparar que a componente horizontal da velocidade nio depende do tempo; é constan-
te e sempre igual v . A razdo deste facto € simples: apds o seu langamento, o projéctil
fica submetido apenas a acelera¢do gravitica e esta s6 tem componente segundo yy (di-
reccao da vertical do lugar). Note-se que estamos a desprezar a curvatura da superficie
terrestre. Logo s6 pode haver variacio da componente v, da velocidade, como estd ex-
plicitamente indicado na segunda equacao do sistema (2.41).

A
y
V=9
Ox
ymax D T T ’
‘_}() vx = 0x
7 o
0y | y —
! Yinax \%
-0 ;
Yo Fg — e i
va
Ty
>
< xmax >‘ X
Xo

Figura 2.7. Representagdo de um movimento de um projéctil lancado da posicdo (x, y)) com
velocidade inicial de valor v, formando um angulo ¢ com a horizontal.
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No que respeita a lei dos espagos do movimento de um projéctil, usando a expressiao
do vector posi¢do para o movimento uniformemente variado

F)=7+7,(t-t,)+=a(t-1,), (2.42)

N | —

obtemos
F(t) =[x, + v, (t=1,) 7 + {yo +v,, (¢ —to)—%g(t_to)z}j ) (2.43)

verificando-se que o vector que define a posicao do projéctil em cada instante tem com-
ponentes
x(t) =X, +Vy, (t - to)
1 - (2.44)
y(6)= o+ v, (1 =10) =g (t=1,)

0 que permite verificar que o movimento de um projéctil € uma composi¢io de um mo-
vimento uniforme segundo o eixo dos xx e de um movimento uniformemente variado
segundo o eixo dos yy.

Eliminando (¢ - t,) entre as equagdes (2.44), facilmente se obtém a equagao da trajec-
téria de um projéctil’®:

g 2
=y, +tanf (x—x, ) ————(x—-x,), 2.45
Y=>X ( 0) 2v§cos20( 0) ( )
que é uma pardbola.
As equacdes (2.41) e (2.45) permitem determinar varios parametros de interesse re-
lativos ao movimento dos projécteis, a saber:

i. Tempo de voo do projéctil (t, ): é o tempo que decorre desde que o projéctil
inicia o seu movimento até se deter. Pode ser determinado, por exemplo, utili-
zando uma das equacgdes (2.44), se for conhecido o ponto onde o projéctil ter-
mina o seu movimento.

ii. Alcance do projéctil (x__): é a distancia percorrida na horizontal durante o
tempo de voo. Determina-se substituindo o tempo de voo na primeira das equa-
coes (2.44).

iii. Tempo de subida (t_,): € o intervalo de tempo até ser atingido o ponto mais alto
da trajectoria. Como a velocidade é sempre tangente a trajectdria, neste ponto
anula-se a componente vertical da velocidade, logo ¢ , determina-se igualando
a zero a segunda das equagoes (2.41).

16 Exercicio: deduza a equagdo (2.45).
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iv. Altura mdxima atingida pelo projéctil (y ): € o valor maximo de y atingido

durante o movimento do projéctil. Determina-se substituindo o tempo de subida
na segunda das equacdes (2.44).

2.7.1. Movimento de um projéctil lancado na horizontal
Como caso particular do movimento geral de projécteis, consideremos o langamento
horizontal de uma particula material representado esquematicamente na figura 2.8.

(070) X X

max

Figura 2.8. Representagdo do movimento de um projéctil lancado na horizontal de uma altura y,
com velocidade inicial de valor v .

Admitindo que o lancamento do projéctil ocorre no instante ¢, = 0, teremos, por
aplicagdo das equagdes (2.41), que as componentes da velocidade do projéctil sdo

{v‘ (£)= , (2.46)

deduzindo-se assim a lei das velocidades
V(t)=v,i —gt]. (2.47)

Por aplicagido das relacdes (2.44), as componentes do vector posi¢ao do projéctil sdo

1o (2.48)
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e portanto a lei das posi¢oes € definida pelo vector
F(t)zvotf+(yo—%gt2)]. (2.49)

Eliminando o tempo do sistema de equacdes (2.48), obtemos a equacao da trajectoria
do projéctil,

1 x?
Y=Yy =& 5> (2.50)
27 v,

que é uma pardbola no plano Oxy.
Podemos agora calcular alguns parametros caracteristicos do movimento:

i. Tempo de voo do projéctil (¢, ). E calculado fazendo y(¢) = 0 na segunda das
equacgoes (2.48):

2
y(t)zyo—%gﬁ:o e 1, =20, (2.51)
g

ii. Alcance do projéctil (x_ ). E calculado substituindo o valor t ~nacomponente

ax

x(t) definida pela primeira das equagoes (2.48):
xmax :x(tvoo):vo - . (252)

iii. Velocidade de embate no solo (v_, ). Calcula-se substituindo o valor 7, na ex-
pressao da velocidade (2.47):

‘_;solo:vof_gtvoojzvof_\lzyogj' (2‘53)

iv. Angulo de embate no solo (v_, ). E o angulo que o vector V,,, forma com a di-

lo

rec¢ao do eixo Ox. é dado por:

Vo -2
a,, = arctan(M] = arctan [iJ . (2.54)

v Vo

x,s0lo
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2.7.2. Movimento de um projéctil lancado obliquamente da origem
Consideremos agora o caso particular de um projéctil lancado obliquamente da origem
do referencial, conforme se representa na figura 2.9.

A
y
\_; = ‘_;Ox
Vmax T e ;
Vx = Vox
Vmax \7 .
7 AN
A4 i
Voy
L0
(0,0) Vou Xomax x

Figura 2.9. Representacio de um movimento de um projéctil lancado da origem do referencial
com velocidade inicial de valor v , formando um angulo 6 com a horizontal.

Admitindo, para simplificar, que o lancamento do projéctil ocorre no instante ¢ = 0,
teremos, por aplicacdo das equagdes (2.41), que as componentes da velocidade do pro-
jéctil sdo

v (t)=v,, =v,cos0
()= =v , , (2.55)
v,(1)=v,, —gt=v,sind — gt
donde se deduz que a lei das velocidades é dada pelo vector
V() =v,c086 i +(v,sin —gt) ;. (2.56)

Notar, mais uma vez, que a componente v_da velocidade é constante ao longo de toda
a trajectoria. Por aplicagdao das relagoes (2.44), as componentes do vector posi¢cao do
projéctil sdo

x(t)=v,, t=v,cos0 t

1, . 1 > (2.57)
y(t)=v,, t——gt* =v,sinf 1 ——gt
2 2
ficando a lei dos espagos do movimento definida pelo vector posi¢ao
— - . 1 2 |
F(t)=v,cos0ti + v0s1n9t—5gt j. (2.58)
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Tal como no caso anterior, podemos agora calcular alguns parametros caracteristicos
do movimento com base nas leis das velocidades e dos espagos acima deduzidas:

i. Tempo de voo do projéctil (¢, ). E calculado fazendo y(¢) = 0 na segunda das
equacoes (2.57):

_ 2v,sin6

voo (2'59)
g

y(t)zvosinGI—%gt2 =0 &

ii. Alcance do projéctil (x_ ). E calculado substituindo o valor de t ~nacompo-

ax

nente x(¢) definida pela primeira das equagoes (2.57):

2 : 2
x, =x(1,,)= vy (2sinf cosf) _ v; sin20 . (2.60)
g g

Da expressao (2.60) podemos concluir que, uma vez fixado o valor da velocidade
de lancamento v, o alcance de um projéctil serd maximo quando 0 = 45°,
e que se obtém alcances idénticos para dngulos complementares (exemplo:
0=15°e6=75°).

iii. Tempo de subida do projéctil (t_,). E calculado fazendo vy(t) = 0 na segunda das
equacgoes (2.55):

v, sinf

v, (t)=v,sinf —gt=0 < ¢
g

sub

(2.61)

Comparando as expressoes (2.59) e (2.61) verifica-se que ¢t . =2t , e, portanto,
o tempo de descida é igual ao tempo de subida.

iv. Altura mdxima atingida (y, ). Calcula-se substituindo o valor ¢_, na expressio

max)

de y(¢) definida pela segunda das equagoes (2.57):

1 1 v sin’0
=y(t,,)=v,sinft,, ——gt’, =—-2 .
ymux y( sub ) 0 sub 2 g sub 2 g

(2.62)

v. Velocidade de embate no solo (v_, ). Calcula-se substituindo o valor ¢, na ex-

olo

pressdo da velocidade (2.56):

V(t,,)=v,c080 i +(v,sinf —gt,, ) j=v,cos0 i —v,sinb ;. (2.63)

Voo
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2.7.3. Movimento de um projéctil lancado obliquamente de uma altura y,
Por ultimo, consideremos o caso geral de um projéctil lancado obliquamente de um
ponto situado a altura inicial y, e que termina o seu voo num ponto situado a altura
final ¥ Note-se que se pode ter y,>y,0uy <y, Esta € a situacgdo representada esque-
maticamente na figura 2.7.

Se admitimos, como anteriormente, que o lancamento do projéctil ocorre no instante
t, = 0 e tomarmos a abcissa do ponto de lancamento como a origem do eixo Ox, € facil
verificar que as componentes da velocidade do projéctil sao dadas pelas equagoes (2.56)
e, portanto, a lei das velocidades do projéctil é dada pela expressdo (2.55). Ou seja, a lei
das velocidades é exactamente a mesma que a obtida na sec¢ao 2.7.2. As componentes
do vector posicdo resultam de aplicar as relagoes (2.44):

x(t)=v,cos0 ¢

1, (2.64)
y(t) =y, +v,sind Z—Egt

conduzindo a lei dos espagos

F(t)zvocosetf+(y0+vosin0t—%gt2J]. (2.65)

Calculemos em seguida os paridmetros caracteristicos do movimento.

i. Tempo de voo do projéctil (t_ ). E calculado fazendo y(t) = y, na segunda das

equacgoes (2.64):

¢

. 1
y(t) =y, +v,sin0 t—Egt2 =y, &

. . (2.66)
yysind e sin’0 —2g(y, - ;)
ot = +

Voo g g

ii. Tempo de subida do projéctil (t_,). E calculado fazendo vy(t) =0em (2.55), 0 que
d4, novamente, a equacido (2.61). Uma vez que o tempo de voo é a soma do tempo
de subida com o tempo de descida,z, =t , +¢, comparando as equagdes (2.61)
e (2.66), conclui-se que:

| vesin’0 ~2g(y, - y,)

tdem -
g

(2.67)

Neste caso, o tempo de subida ndo é, em geral, igual ao tempo de descida: sé-lo-
-4 apenas se as alturas inicial e final forem iguais.
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Alcance do projéctil (x__ ). E calculado substituindo o valor t ~nacomponente

ax

x(¢) definida pela primeira das equagoes (2.64):

2 . P _
xmax:x(tm)z—vosmze 1+\/1——g(yf Yo) (2.68)

2g v; sin’ 6

90-
0 (graus)
80

70
604
50+

Figura 2.10. Angulo de lancamento @ para o qual o alcance de um projéctil é maximo em funcio da

diferenca de alturas final e inicial, em unidades adimensionais Ay" = g(y, — y,)/v;-

1v.

Da expressdo (2.68) decorre que o angulo de lancamento para o qual o alcance
do projéctil € maximo ja nio é necessariamente 6 = 45°: vai depender de y = Vo
a diferenca entre as alturas final e inicial. Para o determinar, igualamos a zero a
derivada de x _em ordem a 6; o resultado é o que se mostra na figura 2.10. O
problema ndo tem solugdo se ¥, — yo >v;sin’0/2g, uma vez que, neste caso, a
diferencga entre as alturas final e inicial é superior a altura maxima atingida pelo
projéctil. O angulo de lancamento que maximiza o alcance do projéctil é menor

do que 45° se Y, <Y, € maior do que 45° se V>,

Altura maxima atingida (y ). Substituindo ¢, dado por (2.61) na segunda das

ax

equacgoes (2.64), obtém-se

v; sin’6

1
ymax=y0+5 g (2.69)

Velocidade de embate no solo (v_, ). Calcula-se substituindo o valor ¢, dado

por (2.66) na expressdo da velocidade, equagio (2.56), obtendo-se novamente a
equacgao (2.63).
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2.7.4.* Movimento de um projéctil lancado por um ser humano

Os calculos do dngulo de langamento para o qual o alcance de um projéctil é miaximo,
efectuados nas secgoes 2.7.2 e 2.7.3, pressupdoem, obviamente, que é possivel comunicar
ao projéctil uma velocidade inicial de valor v, seja qual for o dngulo 0. Isto verifica-se
se o projéctil for langado por meios mecanicos, por exemplo uma bala disparada por
um canhdo, mas nio se o projéctil for lancado por um ser humano, por exemplo num
jogo de basquetebol ou de futebol. Neste caso, as limitagdes da biomecanica humana
imp&em que v, ndo seja independente de 6: € mais facil exercer forgas na horizontal do
que na vertical, logo € possivel comunicar a um corpo maiores valores de v se o angulo
de langcamento for mais proximo de zero. Um modelo simples!” consiste em supor que,
se for F_ a forca média que um ser humano pode exercer na direcgdo horizontal, entdo
a forga exercida segundo uma direc¢io que faga um angulo 6 com a horizontal sera,
aproximadamente, F = F, - cf, onde ¢ € uma constante a determinar empiricamente.
Durante o langcamento, a for¢a exercida pelo lancador é muito superior as restantes
forcas que se exercem sobre o projéctil (peso e resisténcia do ar), pelo que podemos
despreza-las. Utilizando o teorema do trabalbo-energia, que encontraremos no capitulo
4, podemos estimar a velocidade v a que um projéctil de massa 7 € acelerado a partir
do repouso:

2(F —d)l
Fl:%mvg & V= M (2.70)
m

onde [ é a distancia ao longo da qual o projéctil é acelerado — ou seja, a distancia ao
longo da qual a forga F é exercida sobre o projéctil'®. Substituindo a equagdo (2.70)
na equagdo (2.68), podemos determinar o valor de 8 para o qual o alcance é mdximo.
Na figura 2.11 apresentamos resultados para o caso particular de um jogador de futebol
que repoe uma bola em campo, utilizando® F =46 N,c=0.00768 N rad',/=1.14 m,
m=0.43 kg e Y=y, =-23m:o alcance maximo ¢é atingido para 6 = 30°. Repare-se,
porém, que estamos a considerar, simultaneamente, uma velocidade inicial que depen-
de do Angulo de langamento e alturas de partida e de chegada diferentes. Para isolarmos
o efeito apenas de uma velocidade inicial que depende de 6, incluimos igualmente na
figura 2.11 o resultado para ¥,= Y, = 0; neste caso, o alcance maximo € atingido para
6~ 35°.

7 Vide N. P. Linthorne e D. J. Everett, “Release angle for attaining maximum distance in the soccer throw-
-in”, Sports Biomechanics 5, 243-260 (2006). Ver também N. P. Linthorne, “A new angle on throwing”,
Physics World, June 2006, pp. 29-30.

18 Como veremos no capitulo 4, o produto Fl é o trabalbo realizado pela forca F, o qual, supondo que
nao existem outras forgas a actuar sobre o projéctil, é igual & variacdo da energia cinética do projéctil.
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20 T T T T T T T T T T T T

Figura 2.11. Alcance de uma bola reposta em campo por um jogador de futebol, em fun¢io do
angulo de langamento, para dois valores da diferenca entre as alturas final e inicial. Estes resulta-
dos sobrestimam ligeiramente a realidade, uma vez que desprezamos a resisténcia do ar e o even-
tual movimento de rotacio da bola.

Outros modelos e estudos indicam dngulos de lancamento 6ptimos entre 30° e 37°
para diferentes tipos de projécteis (peso, dardo, etc.), e entre 20° e 25° para o salto em
comprimento (em que o projéctil é o préprio ser humano)?.

2.8. MOVIMENTO CIRCULAR

O movimento circular é um caso particularmente importante de movimento curvilineo
em que a trajectoria € uma circunferéncia. Consideremos a figura 2.12, que representa
um ponto material descrevendo uma trajectéria circular de raio R.

»

y V(1)
ﬁf
— ‘
i O™ s
S o) |
L
X

Figura 2.12. Representagdo de um movimento circular com trajectéria de raio |7||=R.

1 Vide N. P. Linthorne, “A new angle on throwing”, Physics World, June 2006, pp. 29-30.
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Porque a trajectoria da particula € circular, o vector posicao tem norma constante e
igual ao raio da trajectoria, isto é

|7]|=R - (2.71)

A distancia percorrida pela particula ao longo da trajectéria, s(¢), é proporcional ao
angulo 6(z) varrido pelo vector posicao da particula, sendo a constante de proporciona-
lidade o valor do raio da trajectéria. Deste modo podemos escrever

s(1)=RO (1), (2.72)

com 6(t) expresso em radianos?’. Notar que explicitimos propositadamente a dependén-
cia de s e de @ no tempo porque estamos a admitir que a particula estd em movimento e,
por isso, aquelas duas grandezas sao forcosamente dependentes da varidvel ¢.

De acordo com o esquema da figura 2.12, o vector posicdo de particula que se encon-
tra a descrever o movimento circular é

7(t)=Rcosb (1)i + Rsinb (t) ] (2.73)
ou
7(t)=R[ cost ()7 +sind (¢) ] | = Rii, (1), (2.74)
com
i, (t)=cos ()i +sinf (1) ], (2.75)

o vector unitirio?' com a direc¢io e sentido do vector 7, dito versor radial ou normal
(vide figura 2.12). Note-se que ii. depende do tempo porque a sua direccio e sentido
variam ao longo do movimento.

Conhecido o vector posi¢ao, podemos calcular o vector velocidade derivando a ex-
pressao (2.73):

(1) =27 (1) = Reosd (0)]7 + < { Rsind (1) -
:—R%sine (t)7+R%cos9 (1)) = : (2.76)

:R%[—sine (¢)i +cos (t)]]

20 Recordamos que € por se verificar a expressao (2.72), entre o arco de circunferéncia, s, e o angulo 6, por
ele subtendido que o radiano é a medida natural dos dngulos planos. A expressdo nao é valida se 6 for expresso
em graus ou grados.

2! Exercicio: mostre que i, tem norma 1 e é colinear com o vector 7.
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Nesta ultima expressao, o vector definido entre parénteses rectos coincide com o vector
unitdrio i, tangente em cada ponto a trajectoria,

i, (1)=—sind (¢)i +cosf ()], (2.77)
e a grandeza
w(t) > (1) (2.78)
cdr N '

mede a variagao instantanea do angulo 6 varrido pelo vector posi¢ao da particula. A esta
grandeza da-se o nome de velocidade angular ou frequéncia angular, sendo expressa no
SI em rad s'. Podemos, entdo, escrever a expressao da velocidade na forma

3(1)= Roo(1)i, (1). (2.79)

Note-se que, apesar de #, ser um vector unitario, a sua direccio e sentido estdo cons-
tantemente a mudar e por isso depende da varidvel . Mais, como o vector velocidade
¢ sempre tangente a trajectoria (qualquer que seja a trajectOria), verifica-se também
que

()= v(1)a (1), (2.80)

com v(#) a norma da velocidade. Logo, por comparagio de (2.80) com (2.79), somos
levados a conclusdo que a norma do vector velocidade no movimento circular é

v(t)= Ro(t). (2.81)

Vejamos agora qual é a expressdo do vector aceleracdo no movimento circular. Para
isso derivemos a expressdo da velocidade (2.80),

_ d d . do _ du,
(l(t)ZEV(t):E Rw (t)ut (t)]:R?ut +RCU?:
do _ d . - =
= Rzut + Rw E[—sm@ i +cosf ]] = . (2.82)
= Rd—wﬁ, - Rw ﬁ[cos@ i +sinf ]] = Rd—wﬁt - Rw’ii,
dt dt dt
A grandeza
a (t):iw(z), (2.83)
dt

¢é denominada aceleracdo angular; mede a variacdo instantanea da velocidade angular e
€ expressa no SI em rad s2. Podemos escrever a aceleracdo (2.82) na forma
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a(t)=Ra i, - Ro’i, . (2.84)

Da expressao (2.84) podemos concluir que a aceleracao tem duas componentes: uma
componente tangencial, a, proporcional a aceleragao angular, e outra componente 7or-
mal ou centripeta®, a_, proporcional ao quadrado da velocidade angular. Teremos

a, =Ra

, (2.85)
a =Rw’ =

V2
! R
onde tivemos em conta a relagao (2.81) na segunda igualdade de a . As relagdes (2.85)
mostram que a acelera¢do sé terd componente tangencial se a # 0, isto é, se houver
variagao da velocidade angular da particula. E s6 havera variacdo da velocidade an-
gular se houver varia¢gdo da norma da velocidade (w = v/ R). Por outro lado, a com-
ponente centripeta da aceleracio sera sempre nao nula, na medida em que a velocida-
de é diferente de zero?. A existéncia de uma componente centripeta ndo nula da
aceleracdo esta associada ao facto de o vector velocidade estar permanentemente a
mudar de direccao e sentido. Notemos, ainda, que uma aceleragao centripeta nao nula,
qualquer que seja o tipo de movimento circular, impée que o vector aceleragdo apon-
te sempre para o lado concavo da trajectoria. No esquema da figura 2.13 estao repre-
sentadas as relagdes vectoriais entre a aceleragio e as respectivas componentes tangen-
cial e centripeta.

[
»

y V(1)
i < xQ
u,

a

n

v

Figura 2.13. Representacdo da aceleragio e das respectivas componentes centripeta (a,) e tangen-
cial (¢,) num movimento circular.

22 Diz-se componente centripeta da aceleragdo porque tem sentido contrério a i,, apontando, por isso,
para o centro da trajectoria.
2 Admitindo que a particula se encontra em movimento, claro.
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2.8.1. Movimento circular uniforme

Um movimento circular diz-se uniforme (m.c.u.) se o valor (norma) da velocidade da
particula que o descreve for constante; note-se, porém, que, como o vector velocidade
muda constantemente de direc¢do, a particula terd sempre acelera¢do normal ou centri-
peta. O vector posicdo da particula serd, obviamente, dado pela expressio (2.73), isto é,

F(t)=RcosO (¢)i + Rsinf (1) ] (2.86)
e o vector velocidade serd dado pela relagdo (2.79), que aqui repetimos:
5(t)= Roii (t). (2.87)

Contudo, como neste caso a norma da velocidade é constante, sera também constante a
velocidade angular (w = v /R). Daqui resulta que a aceleracao angular, a =dw /dt, é nula.
Sendo a = 0 teremos, por (2.85), que a componente tangencial da aceleracdo é também nula:

a,=Ra =0. (2.88)

Deste modo, num m.c.u. o vector aceleracao s6 tem componente centripeta:
V2
- = 2 - —
d=d,=—Rw u =——u_, (2.89)
R

r

e por isso a aceleragio num m.c.u. aponta sempre para o centro da trajectéria (vide fi-
gura 2.14).

Figura 2.14. Representac¢io dos vectores posi¢ao, velocidade e aceleragio em dois pontos distintos
da traject6ria de um movimento circular uniforme.

Procuremos agora estabelecer as relagdes entre as grandezas angulares 6 e @ num
movimento circular uniforme. Para tal, vamos admitir que em ¢ = 0 a particula se encon-
trava na posicdo angular 6 . Sabe-se que w = d6 /dt, logo

0(1) t
40 —wdi = jde':J'wdtf, (2.90)

0, 0
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obtendo-se, por ser o = const.,
6(r)=0,+wt, (2.91)

que € a chamada lei dos dngulos do movimento circular uniforme.

E conveniente definir mais algumas grandezas relevantes para o estudo do movimen-
to circular uniforme. O periodo, T, define-se como o tempo que uma particula descre-
vendo um m.c.u. demora a completar uma volta; a sua unidade no SI é, evidentemente,
o segundo. Uma vez que o angulo varrido durante uma volta completa é 277 e a distancia
percorrida é 27R (perimetro da trajectéria circular), tem-se que a velocidade da particu-
la tem o valor

po 2R (2.92)
T
donde se deduz
R _2 (2.93)
A% w

A frequéncia, designada por f ou v, mede o numero de rotac¢ées dividido pelo tempo
em que ocorrem: é simplesmente o inverso do periodo,
= (2.94)
T’ '
medindo-se no SI em s ou hertz (Hz). Usando as relagdes (2.93) e (2.94) podemos estabe-
lecer para o m.c.u. a seguinte relacao entre a velocidade angular, o periodo e a frequéncia:

2
w=""=2rf. (2.95)

2.8.2. Movimento circular uniformemente variado

Um movimento circular diz-se uniformemente variado (m.c.u.v.) se a aceleracio angular
for constante e nao nula (a = const.). Neste caso nao podemos definir um periodo (ou
uma frequéncia) uma vez que a particula em movimento nio demora sempre 0 mesmo
intervalo de tempo a descrever cada volta.

Procuremos encontrar as relagdes entre as grandezas angulares a, e  num movimen-
to circular uniformemente variado. Admitamos, entdo, que uma particula descreve um
m.c.u.v. de tal modo que no instante ¢ = 0 se encontrava na posi¢do angular ¢ = 6, anima-
da de velocidade angular @ = @ . Comecemos por determinar a expressdo que permite
calcular a velocidade angular da particula em qualquer instante. Sabe-se que a= dw/dt, logo

() t
do =a dt = I dw’z-[a dt’, (2.96)

w, 0
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obtendo-se (por ser a = const.)
w(t)=w, +at, (2.97)

expressdo esta conhecida por lei das velocidades angulares do m.c.u.v.. E esta a relacdo

que permite o cdlculo da velocidade angular da particula em qualquer instante ¢.
Pretendemos em seguida determinar a posi¢ao angular da particula em qualquer instan-

te. Recordando que @ = df /dt e considerando a expressao da lei das velocidades (2.97), vem

(1) t 0(t)

40 —w di = J‘dG':J.wdt’ = Id@’zj(w0+at)dt’, (2.98)
0, 0 0, 0

donde se obtém
0(r)=0, +w0t+%a t, (2.99)

que é a lei dos dngulos do m.c.u.v.. E esta a expressdo que permite o calculo da posi¢io
angular da particula em qualquer instante z. Os vectores posi¢ao, velocidade e aceleracao,
definidos por (2.73), (2.76) e (2.82), respectivamente, sdo validos para o m.c.u.v., conju-
gadas, naturalmente, com a lei das velocidades angulares (2.97) e a lei dos Angulos (2.99)
que regem este movimento.

Exemplo 2.6

Uma roda de bicicleta de 66 cm de didmetro é montada num eixo ligado a um motor
que a faz girar. Durante um intervalo de 10 s o motor fornece a roda uma aceleracao
angular a constante. Sabendo que a roda estava inicialmente em repouso e que ao fim
de 10 s a velocidade linear de um ponto da sua periferia é de 28.05 m s, calcular: a)
a velocidade angular da roda ao fim dos 10 s; b) a aceleracdo angular constante du-
rante o mesmo intervalo de tempo; ¢) a aceleracdo tangencial de um ponto da perife-
ria da roda; d) o nimero de rotagoes realizadas pela roda durante os 10 s

Resolucdo:

a) Por (2.81) resulta w _v@| _2805

=——=85rad s
R|_, 033
b) Trata-se de um movimento circular uniformemente acelerado (a é constante). Des-

te modo, usando a lei das velocidades angulares (2.97) vem

" :a)(t)—a)o| _85-0

=8.5 rad s>
t |t:10 10

¢) Usando a primeira das relagoes (2.85) obtemos

a,=aR=85x033=2.8 ms™.
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d) Tendo em conta que o = 0 e que podemos escolher um ponto de referéncia na
periferia da roda tal que 6, = 0, resulta da lei dos angulos para o m.c.u.v. (2.99)

0(t=10)=6, +w0t+la polgp| -
2 2 t=10

:%x 8.5x10%* =425 rad.

Como uma rotagao corresponde a um angulo varrido de 27 rad, o niimero de rotacoes
ao fim de 10 s é 425/271 = 67.64 rotagdes.

2.8.3. Semelhancas formais entre o m.r.u.v. e o m.c.u.v.

Como nota final sobre 0 movimento circular, gostariamos de realgar a semelhanca formal
entre as grandezas lineares** e as relagdes entre elas existentes no movimento rectilineo
uniformemente variado (m.r.u.v.) e as grandezas angulares e as relacdes obtidas para o
movimento circular uniformemente variado (m.c.u.v.), e que se resumem na tabela 2.1.

Tabela 2.1. Semelhancas formais entre o m.r.u.v. € 0 m.c.u.v. Admitiu-se em todas as equacdes do

movimento que ¢ = 0.

m.r.u.v m.cC.u.v.
x (posi¢ao) 6 (posicdo angular)
v (velocidade) o (velocidade angular)
a (aceleragao) a (aceleragdo angular)
W(t)=v, +at (lei das velocidades) o(t)=w,+at (lei das velocidades angulares)
x(t)=x, + vyt + %at2 (lei das posigoes) 0()=0,+w,t+ %a ¢ (lei das posi¢des angulares)

Vemos, assim, que podemos obter as leis angulares do m.c.u.v. a partir das leis que regem
o m.r.u.v., tendo em consideragio a substitui¢ao de grandezas x = 6, v = w e a = a. Ob-
viamente que o mesmo principio de equivaléncia formal permite obter as leis angulares do
m.c.u. a partir das leis do m.r.u., tendo apenas em conta que neste caso a =0 e a = 0.

2.9. Movimento harmonico simples

Vimos no paragrafo 2.8.1 que o movimento circular uniforme é um movimento do tipo
periddico, no sentido em que a posi¢ao, velocidade e aceleracdo da particula material em
movimento se repetem a intervalos de tempo T iguais, ou seja,

24 As grandezas posi¢do, velocidade e aceleragdo introduzidas nas secgdes 2.1, 2.2 e 2.3 sio chamadas
lineares sempre que houver necessidade de as distinguir das grandezas posi¢do, velocidade e aceleragio
angulares introduzidas nesta sec¢do.
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F(t)=F(t+T)> (2.100)
V(1)=v(t+T)
a(t)=a(t+T)

sendo, portanto, T o periodo do movimento.

O movimento harmonico simples (m.h.s.) é um movimento do tipo periddico, que,
como veremos, estd estreitamente relacionado com o movimento circular uniforme. Por
defini¢ao, um m.h.s. ¢ um movimento no qual um ponto material, ou um corpo, oscila
simetricamente em torno de um ponto central, realizando ciclos completos em intervalos
de tempo iguais — denominados periodo de oscilagdo, T. Sio exemplos de sistemas fisicos
que podem ser descritos como realizando um m.h.s. o péndulo simples ou um corpo li-
gado a uma mola e colocado em oscilacdo sem atrito por ac¢do da forca elastica exerci-
da pela mola sobre o corpo (vide figura 2.15)*°. Ambos estes sistemas serdo estudados
em mais pormenor no capitulo 3.

(a) (b)

Figura 2.15. Dois exemplos de sistemas fisicos cujo movimento, admitindo que nio existe atrito,
pode ser descrito como um m.h.s.: a) um péndulo simples; b) um corpo em oscilagao sem atrito
em torno do ponto x por ac¢do da forga eldstica de uma mola.

A posi¢ao de uma particula material animada de m.h.s. num espago tridimensional é
dada por

F(t)=x(2)i +y(t)] +z(t)k, (2.101)
onde
x(t)=A,sin(w,t+¢,,)
y(t)= 4 sin(w,t+¢,, ). (2.102)
z(t) =4 sin(a)zt +<p02)

25 Nos exemplos referidos admitimos que, idealmente, ndo existe atrito. E a condi¢ao para que 0 movimento
se perpetue ad aeternum sem a intervencao de um agente exterior. Caso exista atrito (sistemas reais) os sistemas
realizam um movimento oscilatério amortecido, cuja amplitude tende para zero com o tempo.
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Note-se que poderiamos ter descrito as funcoes periddicas, x(t), y(¢) e z(¢) usando a
func¢ao co-seno em vez da fung¢io seno. Para efeito da descri¢io matemdtica de um m.h.s.
é totalmente indiferente usar uma ou outra fungio trigonométrica na medida em que sao
duas fungdes periddicas com o mesmo periodo. Para simplificar a discussdo, comecemos
por analisar o m.h.s. em uma dimensdo, no qual a posi¢io é descrita pela relacao

x(t):Asin(a)t+<p0), (2.103)

onde A representa a amplitude do movimento (valor mdximo do afastamento da parti-
cula relativamente a sua posi¢ao de equilibrio em x = 0) e 0 argumento da funcao seno,
(ot + @), € a fase do movimento. Nesta tltima, o representa a velocidade ou frequéncia
angular’® do movimento e ¢ a sua fase inicial. Em particular, ¢ determina a posigdo da
particula em ¢ = 0. Contudo, devemos notar que ¢ fica subordinado apenas a escolha da
origem dos tempos, ou seja, depende do instante em que comegamos a estudar o movi-
mento e da posi¢ao que a particula ocupa nesse mesmo instante. Na figura 2.16 estao
representados trés movimentos harménicos simples com a mesma amplitude (A = 5 m),
com a mesma frequéncia angular (w = 2 rad s?) e trés fases iniciais diferentes: 0 movi-
mento com ¢ = 0 diz-se em fase com o eixo dos tempos, o movimento com ¢, =7/ 4
diz-se em avango e o movimento com p,=-nl4 diz-se em atraso relativamente ao eixo
dos tempos. Esta terminologia € usada para qualquer valor de ¢ maior ou menor que
zero, respectivamente.
A velocidade da particula é calculada derivando a expressao (2.103),

v(t)z%x(t)zAw cos(wt+¢, ), (2.104)

e a aceleragio derivando a expressio da velocidade,

a(t) =5 v(1) ==’ sin(wr +9,) =-0*x(1). (2.105)

Segue-se que a velocidade estd avancada 7 /2 relativamente a posi¢do, e a aceleragdo
avangada 77 /2 relativamente a velocidade, logo 7 relativamente a posi¢do (isto €, a ace-
leragdo esta em oposicdo de fase com a posi¢ao: quando uma é minima, a outra é maxi-
ma, e vice-versa). Repara-se ainda que, de acordo com as expressées (2.104) e (2.105),
respectivamente, o valor maximo da velocidade é

v =dw, (2.106)

max

26 A grandeza  é usualmente denominada velocidade angular no ambito do estudo do movimento circular
e frequéncia angular no quadro do estudo dos movimentos oscilatérios. Em qualquer dos casos trata-se da
mesma grandeza, relacionando-se com a frequéncia, f, e periodo, T, do movimento através da relacao (2.92),
o =2r/T=2xf.
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e o valor miximo da aceleracio é

a,,. =Ao’. (2.107)
5 T SN T T T T
4 A x() =5 sin(2f)
I N A () =5 sin(2t +md) ]
3L Lo alf) = S sin2r - )
r— / A\
E o
= aF 1
2 i ’/,,r \\\ 1
3L / 4
K X
4t 2N A
0 4 2 34 b

1(s)
Figura 2.16. Representag¢do de trés movimentos harmoénicos simples com a mesma amplitude
(A = 5 m), a mesma frequéncia angular (@ = 2 rad s') e trés fases diferentes (p,=0,7/4e-m/4).

Exemplo 2.7

Uma particula descreve um movimento harmoénico simples cuja posicdo é definida
pela equagao x () =4sin (7wt —m/2) (SI). Calcular: a) as expressoes da velocidade e da
aceleracdo do movimento em fun¢io do tempo; b) a frequéncia e o periodo do movi-
mento; ¢) os instantes em que a particula passa pela posicdo de equilibrio no primei-
ro periodo do movimento; d) o valor da velocidade da particula no instante ¢ = 1 s;
e) os valores da velocidade e da aceleragio maximas da particula.

Resolucdo:
. d
a) Velocidade: v(t) = Ex(t) =4m cos(mt—m/2)m s,
Aceleracgio: a(t) = %v(z‘) =—4’sin(wt —7/2) m s

b) A relagio entre a frequéncia angular, o periodo e a frequéncia do movimento é
dada pela expressio w = 27/ T = 2nf. Logo:

f=w/l2n=n/2n=05HzeT=1/f=25s.

¢) Os instantes em que a particula passa pela posi¢ao de equilibrio sao definidos pela
igualdade x(¢) = 0. Temos, portanto, que resolver a equagdo trigonométrica

4sin(mwt—m/2)=0 = sin(mt—m/2)=0
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cujas solugoes sao definidas pelas igualdades:
mwt-n/2=0vat-n/2=n <t=0S5svit=135s

isto é, a particula passa pela posi¢io de equilibrio, durante o primeiro periodo do
movimento, nos instantes 0.5 se 1.5 s.

d) W =1)=4mcos(m —7/2) = 4 cos%: 0.

e) Velocidade maxima:v =Aw =4zms’' =12.57ms".

Aceleragdo maxima: a, = Aw’ =47 ms? =39.48 m s>,

2.9.1. Relacao entre o m.h.s. e o movimento circular uniforme

Coloca-se agora a questao de saber qual € a relagao entre o m.h.s. e 0 movimento circu-
lar uniforme. De acordo com a figura 2.12, a posicio de uma particula animada de
movimento circular uniforme de raio R é dada pela equagao (2.73). Tendo em conside-
racio que num m.c.u. se verifica

0(t)=wt+p,, (2.108)

podemos escrever que as componentes cartesianas do vector posi¢ao da particula sio

{x(t) = Reosf (1) = Rcos (wt +¢, ) (2.109)

y(t) =Rsinf (1) = Rsin(wt +<p0)

Utilizando agora a igualdade trigonométrica cosf =sin(f +m/2), a primeira das equa-
¢oes (2.109) transforma-se em

x(z):Rsin(wH% +%) (2.110)

pelo que as coordenadas definidas por (2.109) se podem escrever na forma

{x(t)zAx sin(,¢ +p,, ) (2.111)

y(t)=4,sin(o,t+¢,,)’

comA = Ay =R,o_= W, =0, = p/2 e Doy = Py Ou seja, as equacdes do movimen-
to circular uniforme sao as mesmas que as do m.h.s. em duas dimensoes.
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Duas notas importantes:

i. Um corpo animado de m.h.s., em geral, ndo descreve uma trajectéria sinusoidal:
o0 que varia sinusoidalmente com o tempo € a sua distancia a posi¢ao de equilibrio
(bem como as suas velocidade e aceleracdo).

ii. Uma outra observa¢io importante é que, num m.h.s. em 1, 2 ou 3 dimensdes, se
tem sempre que a acelerag¢do é directamente proporcional a posigio:

a(t)=-w’7 (1), (2.112)

propriedade esta que se pode tomar como definicio de movimento harmodnico
simples. Reparemos ainda que a relagio (2.112) é equivalente a equagao diferencial
ordinaria

d’ .

R ORSOF (2.113)

na medida em que a aceleragio é a segunda derivada em ordem ao tempo do vec-
tor posi¢ao. A relagdo (2.113) é a equacao diferencial que rege o comportamento
de um oscilador harménico. No caso unidimensional, a equacdo diferencial (2.113)
escreve-se na forma simplificada

d2

a(r) =0’ x(1), (2.114)

podendo mostrar-se facilmente que x(f) = Asin(w?+¢,) é solu¢io da equagio
diferencial (2.114).

2.9.2. Representacao grafica de um m.h.s.

Como anteriormente se mostrou, o movimento circular uniforme resulta da conjugacdo
de dois m.h.s. com a mesma amplitude (igual ao raio da trajectéria circular), com a
mesma frequéncia angular (igual a velocidade angular do m.c.u.) e desfasados de 7/2.
Deste modo, um movimento harmoénico simples unidimensional pode ser interpretado
como a projeccao de um movimento circular uniforme sobre um dos eixos de coordena-
das. Com base neste facto, a representagao grafica manual de um m.h.s. pode ser feita,
de uma maneira simples e rapida, executando os seguintes passos:

1. Constroi-se um sistema de eixos Otx e um circulo de referéncia associado a esse
sistema de eixos (vide figura 2.16);

ii. Divide-se o circulo em, pelo menos, oito partes (em 27/p, partes se 277 for um
muiltiplo inteiro de ¢ ) e determina-se a posi¢do inicial marcando o valor de ¢ ;

iii. Marcam-se sobre o circulo as 7z posi¢des (8, pelo menos) no sentido indicado
pelo sinal de w;
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Marca-se no eixo dos tempos o periodo T;
Divide-se o periodo no mesmo nimero de partes em que se dividiu o circulo;

Faz-se a correspondéncia entre cada posicdo do circulo e a respectiva posi¢do no
eixo dos tempos, comecando pela posi¢ao em ¢ = 0;

Unem-se os pontos encontrados obtendo-se, deste modo, a representagao do
m.h.s. como projec¢io do m.c.u. sobre o eixo vertical (eixo dos xx).

Os passos acima descritos estdo ilustrados na figura 2.16, que representa a constru¢do
do gréfico da posicao versus tempo do movimento harmoénico simples definido pela lei
das posicoes x(¢) =2sin (2t +7/4) (SI).

x (m)

3.

0 ; *~——t } o
n/8 n/4 3n/8 n/2 5n/83m/4Tn/8 =w

£(s)

6

Figura 2.16. Construcdo da representacio do movimento harmoénico simples definido pela expres-

sao x(t) =2sin(2t +7/4) (SI) a partir um circulo de referéncia associado ao sistema de eixos Otx.
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PROBLEMAS

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

Uma particula material move-se ao longo do eixo dos yy segundo a lei
y(t) = 283 + 48 + 4 (SI). Determine o valor da velocidade média e da aceleragao
média da particula entre os instantes t = 1 se t = 4 s.

Uma particula material move-se ao longo do eixo dos xx segundo a lei:
x(t) = 48 + 4> + 6 (SI). Calcule a posicio, a velocidade e a aceleracdo da particu-
la no instante ¢ = 2 s.

A posi¢ao de um ponto material que se desloca ao longo do eixo dos xx é definida

pela relacao x(¢) = £ — 61> = 15t + 40 (SI). Determine:

a) O instante em que a velocidade do ponto material se anula.

b) A posi¢ao e a distancia percorrida pelo ponto material até ao instante em que
v=0.

c) A aceleracdao do ponto material no instante em que v = 0.

d) A distancia percorrida pelo ponto material entre os instantes t = 3set =8 s.

Considere a queda livre (v, = 0) de um corpo sujeito a aceleragdo da gravidade g.
Tome como referencia o eixo dos yy orientado de baixo para cima e considere que
o corpo € lancado de uma altura h. Mostre que:

a) O tempo de queda ou tempo de voo do corpo é ¢, =./2h/g .
b) A velocidade de embate no solo ou velocidade final do corpo é v, =—4/2hg .

Considere o langamento vertical de um corpo sujeito a aceleragio da gravidade g.
Tome como referencia o eixo dos yy orientado de baixo para cima e considere que
o corpo ¢ langado com velocidade inicial de valor v. Mostre que:

a) O tempo de subida do corpo até atingir a altura maxima é ¢, =v,/g .

b) A altura maxima atingida pelo corpo é h=v;/2g .

c) O tempo de voo (tempo total de subida e descida) do corpo é ¢, =2v,/g.

d) O valor da velocidade de embate no solo, ou da velocidade final do corpo, é

Ve ==V,.

A aceleracdo de uma particula material que se move ao longo do eixo dos xx é
definida em fun¢ao do tempo pela expressao a(t) = 367 — 24 (SI). Sabendo que no
instante ¢ = 0 a particula se encontrava em repouso na origem do referencial, de-
termine:

a) A velocidade e a posi¢do da particula em func¢do do tempo.

b) O afastamento maximo da particula, relativamente a origem, para ¢ > 0.
¢) O valor maximo da velocidade da particula para ¢ > 0.

d) O valor da velocidade média da particula no intervalo 0 <t < 2 s.

e) O valor da aceleracao média da particula no mesmo intervalo.

Uma particula material move-se ao longo do eixo dos xx de acordo com uma
velocidade definida pela expressao v(z) = 22 + 2¢2 + 2 (SI). Sabendo que x = 3 m
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quando ¢ = 1 s, determine a posi¢dao da particula quando ¢ = 3 s e o valor da sua
aceleracdo nesse mesmo instante.

Considere um ponto material que percorre uma trajectéria rectilinea de acordo

com a lei x(¢) = 16t — 62> (SI).

a) Estabeleca a expressdo geral que permite calcular o valor da velocidade média
do ponto material para o intervalo de tempo #, <t < (¢, + At).

b) Calcule a velocidade do ponto material para ¢ =1 s.

¢) Determine os instantes em que o ponto material passa pela origem.

d) Determine a posi¢ao do ponto material no instante em que a sua velocidade se
anula.

e) Haverd algum instante em que a aceleracdo do ponto material se anule? Justi-
fique.

A aceleragdo de uma particula material com movimento rectilineo ao longo
do eixo dos xx é a(¢) = 2 — 12¢> (SI). Sabendo que em t = 2 s se tem x = 48 m
e v =2m s, determine a posi¢ao e a velocidade da particula em fun¢ao do
tempo.

A aceleracao de uma particula material que se move ao longo do eixo dos xx é
definida, em funcdo da posigao, pela expressdo a(x) = 4x — 2 (SI). Sabendo que em
x = 0 a velocidade da particula é 2 m s!, determine a sua velocidade em fun¢do da
posicao, v = v(x).

A aceleracao de uma particula material que se move ao longo do eixo dos xx é
dada, em funcdo da velocidade, pela expressao a(v) = -kv?, onde k é uma constan-
te e v € a velocidade. Sabe-se que em ¢t = O se temx = x e v =

a) Estabeleca as expressdes da velocidade e do deslocamento como fungdes do
tempo.
b) Obtenha a expressio da velocidade como fung¢io de x.

A aceleracido de um ponto material que se move ao longo do eixo dos xx é defini-

da, em funcdo do tempo, pela expressio a(t) = kt’.

a) Determine o valor da constante k sabendo que v=-9 m s quando # = 0 € que
v=4+9ms!quando ¢ =3 s.

b) Estabeleca a equagdo do movimento do ponto material sabendo que x = 0
quando # = 3 s.

Considere um ponto material que se desloca com movimento rectilineo ao longo
do eixo dos xx. No instante ¢ = 0 o ponto material encontrava-se na origem dos
eixos com velocidade de 3 m s, no sentido positivo do eixo dos xx. Nesse mesmo
instante, comeca a ser submetido a uma aceleracio constante de 4 m s, com sen-
tido oposto ao da velocidade.

a) Calcule a velocidade do ponto material depois de ter sido submetido a referida
aceleracao durante 20 s.
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b) Determine a distancia percorrida pelo ponto material durante os 20 s consi-
derados na alinea anterior. Sugestdo: verifique se hd inversdo do sentido de

movimento.

2.14. Uma particula material percorre uma trajectéria rectilinea ao longo do eixo dos
xx com movimento uniformemente acelerado. Sabendo que no instante £, = 0 a
particula se encontrava na origem do referencial e que nos instantes ¢ e ¢, as suas
posigdes sdo x, e x,, respectivamente, mostre que a aceleragio da particula é

_ 2 (xzt1 - xltz)
tltz(tz _tl)

2.15. A aceleragdo de uma particula material em funcdo da sua posi¢io é dada por
a(x) = -kx? (SI), com k uma constante. A particula material parte do repouso em
x = 30 cm e observa-se que a sua velocidade é de 20 cm s quando x = 15 cm.
Determine:

a) O valor de .
b) O valor da velocidade da particula material quando x = 12 cm.

2.16. Uma particula material, inicialmente na origem de um sistema de eixos cartesiano,
descreve um movimento rectilineo ao longo do eixo dos xx com velocidade varia-
vel no tempo, de acordo com o seguinte grafico:

D E
44 oo -
34
2 2
= 14
0 T T T —% T T
1 2 3 4 5 6
B T £(s)
A B
2

a) Classifique os movimentos da particula correspondentes a cada troco e calcule
a aceleracdao de cada movimento.

b) Determine, para cada troco, as expressdes da velocidade e da posi¢io da par-
ticula em fung¢io do tempo.

¢) Calcule o espaco percorrido pela particula, bem como a sua distdncia ao ponto
de partida no instante ¢ = 6 s.

2.17. O vector posicdo de uma particula material é dado por
F(e)=| (1=2) +1]7+[ (1=2) +1]7 (s

a) Determine a trajectéria da particula.
b) Escreva as expressoes analiticas de v e de d e determine as respectivas normas.

97



2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.
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c) Classifique o movimento da particula, indicando os intervalos de tempo em que
¢ acelerado e aqueles em que é retardado.
d) Calcule o espago percorrido pela particula durante os primeiros 5 s.

Uma particula material percorre uma curva plana de tal modo que as suas coor-
denadas cartesianas sdo x = 22 — 32 e y = t* — 2t + 1 (SI). Determine:

a) A expressido do vector velocidade da particula em fun¢do do tempo.
b) O instante em que a velocidade da particula se anula.

c) A expressao do vector aceleragao da particula em fun¢ao do tempo.
d) O instante em que a acelerag¢do da paticula é paralela ao eixo dos yy.
e) O instante em que a aceleracdo da particula se anula.

Uma particula material movimenta-se ao longo de uma trajectéria curvilinea de-

finida pelo vector posicdo 7(t)=t*i +(t—1)" (SI).

a) Estabeleca a equacio cartesiana da trajectoria.

b) Determine o instante em que a velocidade tem valor minimo.

¢) Calcule as coordenadas da particula no instante em que a sua velocidade tem
valor igual a 10 m s™'.

d) Calcule os valores das aceleragdes tangencial e normal em fun¢ido do tempo.

Uma particula material percorre uma curva plana de tal modo que a sua velocida-
de é ¥(t)=2i +4(t-1)j (SI). Sabendo que em ¢ = 0 a particula se encontrava na
posi¢io (2, 1) m, determine:

a) A equagdo da trajectoria da particula.

b) O instante em que a aceleragdo da particula se reduz a2 componente centripeta.
¢) O raio de curvatura da trajectdria no instante calculado em b).

d) O versor da tangente a trajectéria em cada instante.

e) O versor da normal a trajectéria em cada instante.

A trajectéria de uma particula material é descrita pelo vector posiciao
7 (t)=sin2ti —cos2tj +('/2)k (SI). Escreva as expressoes dos vectores velocida-
de e aceleragio da particula. Seguidamente calcule as suas normas parat=1s.

Uma particula material move-se ao longo de uma curva cujas equacgdes paramé-
tricas sdo:

x=3sin2t A y=-cos2t A z=4e"" (SI).
a) Determine os vectores velocidade e aceleragao da particula em fungio do tempo.
b) Calcule os valores da velocidade e da acelera¢do em # = 0.

Uma particula material desloca-se no plano Oxy com acelera¢do constante.
No instante ¢ = 0 a particula encontra-se na origem do referencial com velo-
cidade ¥,=3i -2 m s'e no instante ¢ = 3 s tem velocidade V, =97 +7
m s''. Determine:
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2.24.

2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.
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a) O vector acelera¢ao da particula.
b) O vector velocidade da particula.
¢) A lei do movimento da particula.

Uma particula material move-se com acelera¢iao dada por:
d(t)=2cos3ti +6e j —3sin3tk (SI).

Sabendo que no instante ¢ = 0 a particula esta localizada no ponto de coordenadas
(-2/9,2/3,0)m e tem velocidade %, =2i —2 7 +k m s, estabeleca as expressoes,
em fungio do tempo:

a) do vector velocidade da particula;
b) do vector posi¢io da particula.

Uma particula material move-se no plano Oxy com acelera¢io @ =23/ m s2. Sa-
bendo que no instante inicial a particula se encontrava na origem do referencial
com velocidade ¥, =67 +6; m s, determine:

a) O valor da aceleragdo tangencial da particula no instante ¢ = 1 s.

b) A equagdo da trajectoria da particula.

Seja 7 ()=t +2t j (SI) o vector que define a posicio de uma particula material.
Determine, para o instante t = 1 s:

a) Os valores da velocidade e da aceleragao da particula.
b) Os valores das componentes tangencial e normal da aceleragdo da particula.

Uma particula material move-se no plano Oxy com velocidade ¥(f) = (4£° +4t)i + 4t ]
(SI). Sabendo que no instante ¢ = 0 as coordenadas da particula sdo (1, 2) m, de-
termine:

a) O vector posicdao da particula.
b) A equagdo da trajectoria da particula.

Uma particula material move-se no plano Oxy com acelerac¢ao definida pelo vector
d(t)=—4sinti +3cost j (SI). Sabendo que para t = 0 se tem Ty = 3/ me Vo = 47 ms?,
determine:

a) Os vectores velocidade e posi¢do da particula.

b) O valor da velocidade da particula no instante # =71/ 2 s.

¢) A equagio da trajectoria da particula.

A posigio de uma particula material é definida pela funcdo vectorial

F(t)=(t/2)i + ] +31%k (SI).

a) Determine o vector velocidade e as componentes tangencial e normal do vector
aceleracdo em fungdo do tempo.

b) Determine, para o instante ¢ = 2 s, o angulo formado pelos vectores v e d.
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2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

2.34.

2.35.
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O vector posi¢io de uma particula material é 7(¢)=2ti +¢* j (SI).

a) Caracterize o movimento descrito pela particula e determine a equacdo da
trajectoria da particula.

b) Determine as aceleracdes tangencial e normal da particula, bem como o raio
de curvatura da sua trajectoria, no instante t = 1 s.

O vector posicao de uma particula material é definido pela fun¢ido vectorial
F(t)=3cos2ti +3sin2tj + (8l - 4)k (SI). Determine:

a) O versor da tangente a trajectoria da particula em fun¢ao do tempo.

b) O versor da normal a trajectdria da particula em func¢do do tempo.

¢) O raio de curvatura da trajectéria em fungio do tempo.

Um ponto material parte da origem de um referencial com velocidade inicial

Vo = 3/ ms' e aceleracdo d(f)=6¢i m s?. Determine:

a) O valor da velocidade do ponto material no instante ¢ =2/ NERS

b) Os valores das aceleragoes tangencial e centripeta do ponto material no instan-
tet=1s.

¢) A equacgdo da trajectoria do ponto material.

A aceleracdo de uma particula material é dada pela expressio d@(f)=i +¢/ m s2.
Sabendo que no instante # = 0 a particula se encontrava na origem do referencial
com velocidade nula, determine, para o instante ¢ = 2 s:

a) Os valores das aceleracoes tangencial e normal da particula.
b) O raio de curvatura da trajectéria da particula.
c) A distancia da particula a origem do referencial.

A posi¢io de uma particula material é definida pela fungio vectorial

7(t)=—Ssinmt i +2cosmt j (SI).

a) Obtenha a equagdo da trajectéria da particula. Represente-a graficamente, as-
sinalando nela o ponto onde se inicia 0 movimento.

b) Calcule a expressdo da velocidade da particula. O movimento processa-se no
sentido directo ou no sentido retrégrado?

¢) Mostre que a acelerag¢do da particula é sempre dirigida para a origem do refe-
rencial e que a sua norma é proporcional a distdncia a que a particula se en-
contra da origem do referencial.

Um projéctil é disparado do solo com velocidade de valor 200 m s segundo um

angulo de 35° com a horizontal. O voo termina quando o projéctil embate no solo.

Determine:

a) Os vectores velocidade e posi¢ao do projéctil decorridos 15 s apds o langamen-
to. Nesse instante o projéctil estd a subir ou a descer?

b) O tempo de voo do projéctil.

c) O alcance do projéctil.
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2.36.

2.37.

2.38.
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Um avido voa horizontalmente a altitude de 1000 m com velocidade de valor
400 m s, quando deixa cair uma bomba.

a) Quanto tempo antes de passar sobre o alvo, situado no solo, deve o aviao lar-
gar a bomba?

b) Determine:
i. O valor da velocidade da bomba ao atingir o solo.
ii. O valor da velocidade da bomba quando se encontra a 500 m do solo.
iii. A distancia na horizontal percorrida pela bomba.

Resolva o problema anterior considerando que o aviao inclinou em direc¢ao ao
solo segundo um angulo de 30.°. Procure tirar conclusdes comparando os resulta-
dos destes dois problemas.

Um projéctil é disparado do solo com um angulo de langamento de 30.° e atinge
o solo a 4 km do ponto de disparo. Calcule:

a) O valor da velocidade inicial do projéctil.

b) O tempo de voo do projéctil.

¢) A altura maxima atingida pelo projéctil.

d) O valor da velocidade do projéctil no ponto de altura maxima.

2.39. Um projéctil é disparado do topo de uma colina de 200 m de altura com uma ve-

2.40.

2.41.

locidade de valor 100 m s e num angulo de 30.° acima da horizontal. Determine:

a) O tempo de voo do projéctil.

b) O alcance do projéctil.

¢) A altura maxima que o projéctil alcanca em rela¢do ao solo.

d) O valor da velocidade do projéctil, bem como a inclinagdo (angulo com a ho-
rizontal) com que atinge o solo.

e) O raio minimo de curvatura da trajectoria descrita pelo projéctil.

Um projéctil é disparado horizontalmente, com velocidade inicial de valor 300 m s,
de um ponto situado 500 m acima do solo.

a) Quanto tempo fica o projéctil no ar?

b) Qual é o alcance do projéctil?

¢) Qual é o valor da velocidade do projéctil quando atinge o solo?
d) Qual é o valor da velocidade do projéctil a 25 m do solo?

e) Estabeleca a equagio cartesiana da trajectoria do projéctil.

Um projéctil é langado do solo com velocidade de valor 40 m s numa direc¢ao
que forma um angulo de 25° com a horizontal. O voo termina quando o projéctil
embate no solo. Determine:

a) O tempo de voo do projéctil.
b) O alcance do projéctil.
¢) A altura maxima que o projéctil atinge.
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2.42.

2.43.

2.44.

2.45.

2.46.

2.47.

2.48.
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d) O valor da velocidade do projéctil quando este se encontra a 4 m de altura, na
fase descendente do movimento.
e) O valor da velocidade do projéctil no ponto mais alto da trajectoria.

Uma bola é lancada com velocidade inicial de valor 25 m s do topo de um edifi-
cio com 30 m de altura. Sabendo que o referido lancamento é feito segundo um
angulo de 37° acima da horizontal, determine:

a) O tempo que a bola permanece no ar.
b)
)

c
d) O valor da velocidade da bola bem como a inclina¢do (angulo com a horizon-

A distancia horizontal percorrida pela bola até bater no solo.
A altura maxima que a bola atinge em relagio ao solo.

tal) com que atinge o solo.

Um golfista dd uma tacada numa bola imprimindo-lhe uma velocidade inicial de
valor 24.5 m s com um angulo de langamento de 35.°. A bola acerta numa arvo-
re a 48.8 m de distancia. Calcule:

a) O tempo de voo da bola.

b) A altura a que a bola atinge a arvore.

¢) O vector velocidade da bola no instante do impacto com a arvore. A bola bate
na arvore na subida ou na descida?

Um projéctil é disparado com uma velocidade inicial de valor 250 m s, para
atingir um alvo, A, situado 500 m acima da arma e a uma distancia horizontal de
3600 m. Desprezando a resisténcia do ar e sabendo que a meia distancia entre a
arma e o alvo existe uma colina com 800 m de altura, determine o valor do angu-
lo de langamento. Sugestio: use a relacio trigonométrica 1/cos” x = sec’ x =1+ tan” x.

Num gindsio um jogador lan¢a uma bola com velocidade de valor v = 15 m s de
um ponto A localizado a 1.5 m do solo. Sabendo que o tecto do gindsio tem 6 m
de altura, determine o ponto mais alto, B, que a bola pode atingir numa parede
situada a 18 m do jogador.

Quando lang¢ado do solo, um projéctil tem um alcance maximo de 1000 m. Pretende-
-se atingir com ele um alvo situado a 500 m de distancia. A meio desta distancia,
entre o alvo e o projéctil, existe uma colina de 200 m de altura. Determine o angulo
de lancamento que se deve dar ao projéctil para conseguir o que se pretende. Suges-
tdo: use a relacdo trigonométrica 1/cos” x =sec’ x =1+ tan” x.

Se 0 alcance maximo horizontal de uma arma é L, determine o angulo de disparo
que deveria ser usado para atingir um alvo localizado a uma distancia de L./ 2 no
mesmo nivel da arma.

Calcule o raio de curvatura no ponto mais alto da trajectéria de um projéctil cuja
velocidade de disparo forma um angulo 6 com a horizontal. Sugestdo: qual é o
valor da aceleracido centripeta de um projéctil no ponto mais alto da sua trajectoria?
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2.49.

2.50.

2.51.

2.52.

2.53.

2.54.

2.55.

2.56.

2.57.
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Um ponto material move-se numa trajectéria circular de 12 m de raio de acordo
com a lei s(¢) = 1.2#3 — 3¢ (SI). Calcule o valor da aceleragao do ponto material no
instante ¢t = 3 s.

Uma particula descreve uma trajectoria circular de raio unitario de acordo com a
lei angular 0(¢) = 52 + 3t (SI). Determine a velocidade angular, a aceleragao angu-
lar e as coordenadas cartesianas da particula no instante ¢ = 2 s.

A posigao angular de uma particula cuja trajectéria é uma circunferéncia de raio
3 m é dada por 6(¢) = 0.5# (SI). Determine os valores das aceleracées tangencial,
normal e total da particula no instante ¢ = 2 s.

Um ponto material movimenta-se numa trajectdria circular de raio 2 m com ace-
lera¢do angular a(t) = 120#% — 48t +16 (SI). Sabendo que em ¢ = 0 o referido ponto
material se encontrava em repouso e na posi¢ao angular 0,=0, determine a velo-
cidade angular e a posi¢do angular do ponto material em funcdo do tempo, bem
como as componentes tangencial e normal da sua aceleragdo no instante ¢ = 1 s.

Um ponto material descreve uma circunferéncia de acordo com a lei s(¢) = 2 + 2#2
(SI). Calcule o raio da circunferéncia, sabendo que no instante # = 2 s a aceleracao
do ponto tem valor 16,/2 m s?2,

Uma particula descreve uma trajectéria circular com uma velocidade angular dada
pela expressdo w(t) = t/ (£ + 1). Determine o instante em que a aceleragio se reduz
apenas a componente normal.

Uma particula material descreve uma trajectéria circular de raio 2 m com uma
aceleracao angular de 12 rad s. Sabendo que, ao fim de 2 s, a particula percor-
reu uma distancia de 40 m sobre a trajectdria e adquiriu uma velocidade de valor
30 m s, determine:

a) A velocidade angular e a posi¢do angular da particula em fun¢io do tempo.
b) O valor da aceleragao da particula no instante # = 1 s.

Considere uma particula assente num disco, situada a 10 cm do eixo de rotagio.
Suponha que a particula parte do repouso em ¢ = 0 e experimenta um acréscimo
linear da velocidade angular de tal modo que ap6s 2 s a sua velocidade angular
instantanea é 10 rad s™'. Calcule:

a) A aceleracdo angular da particula.
b) O valor da acelera¢io nos instantes t =0 e ¢ = 2 s.

Uma roda de bicicleta de 68.58 cm de didmetro é montada num eixo ligado a um
motor que a faz girar. Durante um intervalo de 10 s o0 motor fornece a roda uma
aceleracdo angular constante. Sabendo que a roda estava inicialmente em repouso

e que ao fim de 10 s a velocidade linear de um ponto da sua periferia tem o valor
28.82 m s, calcule:
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2.58.

2.59.

2.60.

2.61.

2.62.
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a) A velocidade angular da roda ao fim do periodo de 10 s de aceleragao.

b) A aceleracao angular da roda.

c¢) O numero de rotagdes efectuadas pela roda durante os primeiros 5 s em que o
motor esta ligado.

Dois pontos A e B descrevem com movimento circular uniforme trajectorias de
raios R, e R, respectivamente, sendo R, = 1/3 R . O periodo de A, T , é triplo do
periodo de B, T,. Relacione:

a) As velocidades angulares dos dois pontos, @, e @,.
b) Os valores das velocidades dos dois pontos, v, e v,.
¢) Os valores das aceleragdes dos dois pontos, a, e a,.

Uma particula descreve um movimento de tal modo que a sua posi¢io é definida

pelo vector 7(t)=—3sinmti —3cosut j (SI).

a) Determine a equagdo da trajectéria da particula, bem como o ponto P onde a
particula se encontra no instante ¢ = 0.

b) Deduza a expressao do vector velocidade da particula. O movimento processa-
-se no sentido directo ou no sentido retrogrado?

Na rota¢ao de um corpo, a equagao do movimento de um dos seus pontos, P, é

F(t)=~/2sinti —~/2 cost j (SI).

a) Mostre que o movimento de rotagao do corpo € uniforme.

b) Indique a posi¢ao do ponto P no instante ¢ = 0.

c) Estabelega a lei das posi¢des angulares do movimento.

d) Calcule em que instante o ponto P ocupa a posi¢do (1, -1) m no primeiro pe-
riodo do movimento.

O vector posi¢io de uma particula material é definido pela fun¢io vectorial
F(t)=acoswti +asinwt j, com a e w constantes positivas.

a) Mostre que o vector velocidade da particula é sempre perpendicular a .

b) Mostre que a aceleracdo é um vector com a direc¢do de 7 e sentido oposto ao
de 7.

c) Determine a equagdo da trajectoria e classifique o movimento.

O vector posicdo de uma particula material é definido pela fun¢io vectorial
F(t)=acosbt i +asinbt j (SI), com a e b constantes positivas.

a) Determine a equagdo da trajectoria da particula.

b) Calcule o valor da velocidade da particula em fun¢ao do tempo. Conjugando
o resultado que obteve com o obtido na alinea anterior, classifique o tipo de
movimento descrito pela particula.

c) Estabelega a lei das posi¢oes angulares deste movimento.

d) Calcule os valores das aceleragoes tangencial e normal da particula.

e) Determine o vector velocidade e a sua norma quando a particula ocupa o pon-
to (3,4) m.
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2.64.

2.65.

2.66.

2.67.

2.68.

2.69.

2.70.
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Uma particula material descreve um movimento circular de raio R. Admitindo que
se trata de um movimento retardado com aceleracio angular constante, -a, € que
a velocidade angular inicial € o , mostre que, decorrido o tempo ¢ = w_ / a, a par-
ticula estd em repouso, tendo percorrido até esse instante a distincia s = Ro, /2.

Uma particula material encontra-se animada de movimento harmoénico simples
horizontal, com periodo T = 8 s. Sendo 5+/2 cm e p\ / 4 rad, respectivamente, a
posicao da particula em # = 0 e a fase inicial do movimento, determine:

a) A lei do movimento.
b) Os instantes em que a velocidade da particula se anula, nos primeiros 8 s do
movimento.

Uma particula material descreve um movimento harménico simples segundo a
equagao y(t) = 3 cos [0.2 (¢ + 5)] (SI). Determine:

a) O periodo e a fase inicial do movimento.

b) A aceleracdo da particula no instante t = 5 s.

¢) Os valores maximos da velocidade e da aceleragio da particula.

Um ponto material tem um movimento harmoénico simples e estd, no instante ¢, a
5 ¢m da sua posi¢ao de equilibrio. Passados 1/3 s, atinge o afastamento mdximo
da posi¢io de equilibrio, que é de 10 cm. Calcule o periodo do movimento, toman-
do para origem dos tempos a origem do espago.

Considere uma particula material em vibracao rectilinea definida pela equacio

x(¢)=sin(t—m) (SI).

a) Determine, no primeiro periodo do movimento, os instantes em que a particu-
la passa pela posi¢ao de equilibrio.

b) Calcule, para o primeiro periodo do movimento, os instantes em que o valor
numérico da velocidade iguala o valor numérico da aceleracgio.

Um ponto material encontra-se em vibrac¢ao rectilinea com um periodo de 2 s. A
posi¢ao e a fase iniciais sdo, respectivamente, -5 cm e -z / 6 rad.

a) Deduza a lei do movimento do ponto material.
b) Determine o valor da velocidade maxima do ponto material.

Uma particula vibra com movimento harménico simples segundo o eixo dos xx,
sendo a amplitude do movimento 2 mm. Sabendo que a aceleracido nos pontos
extremos da trajectdria é de 8x10° m s, calcule:

a) A frequéncia do movimento.
b) O valor da velocidade da particula quando passa pela posi¢ao de equilibrio
¢) O valor da velocidade da particula quando x = 1.2 mm.

Um ponto material encontra-se em movimento vibratorio rectilineo definido pela
equagio x(¢)=sint —cost (SI). Calcule:
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2.72.

2.73.
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a) A amplitude do movimento.
b) A fase inicial do movimento
c) A frequéncia angular do movimento.

A posi¢ao de uma particula material é definida pelas seguintes equagdes: x = 6sint

e y=28sint (SI).

a) Determine a equacio da traject6ria da particula material.

b) Calcule as coordenadas dos pontos correspondentes as extremidades do movi-
mento.

c) Mostre que a particula material estd animada de movimento harmoénico sim-
ples.

d) Calcule o periodo do movimento.

Uma particula oscila ao longo do eixo dos xx com movimento harménico simples
de amplitude 15 ¢cm e frequéncia de 4 Hz. Calcule:
a) Os valores maximos da velocidade e da aceleragdo da particula.

b) A velocidade e a acelera¢do da particula quando x = 9 cm.

A analise do movimento de um ponto material mostra uma aceleragdo maxima de
30 m s? e uma frequéncia de 120 ciclos por minuto. Supondo que o movimento é
harménico simples, determine:

a) A amplitude do movimento.

b) O valor da velocidade maxima do ponto material.
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CAPITULO 3
DINAMICA

O movimento dos corpos sob a ac¢io das forgas que sobre eles se exercem, ou seja, a sua
dindmica, é governado pelas leis de Newton. A grande importancia das leis de Newton resi-
de no facto de se aplicarem a todos os corpos, independentemente da forma, dimensdes ou
composicao quimica. As leis de Newton apenas deixam de ser vélidas nas seguintes situagoes:

1. Corpos animados de velocidades proximas da velocidade da luz?’.
2. Movimentos a escala atémica ou nuclear?.

3.1. As leis de Newton

3.1.1. Primeira lei de Newton ou lei da inércia

A primeira lei de Newton ou lei da inércia descreve o que acontece a um corpo quando
deixado entregue a si mesmo, ou seja, quando a resultante (soma vectorial) das forgas
que sobre ele se exercem é nula. Pode enunciar-se do seguinte modo:

Se a resultante das forcas que se exercem sobre um corpo é nula, esse corpo move-
-se com velocidade constante (note-se que o “repouso” é o caso particular de velo-
cidade constante nula).

Nao é dificil aceitar que um corpo em repouso permanega em repouso se a soma das
forcas que sobre ele actuam for nula. Ja é mais dificil aceitar que um corpo em movimen-
to conserve a sua velocidade na auséncia de forgas. De facto, estamos habituados, na
nossa vida corrente, a ver extinguir-se 0 movimento de corpos (automdveis, bolas, etc.)
sobre os quais, aparentemente, nao se exerce qualquer forga. Isto sucede, porém, porque
0s movimentos que vemos correntemente a nossa volta sio afectados pelo atrito: a re-
sultante das for¢as que actuam sobre a maior parte dos corpos aparentemente “entregues
a si mesmos” na verdade ndo é nula.

Uma importantissima consequéncia da primeira lei de Newton é que o repouso é, de
algum modo, equivalente ao movimento rectilineo e uniforme. Efectivamente, conside-

27 Este caso € tratado no quadro da teoria da Relatividade Restrita.
28 Este caso é tratado no quadro da Mecénica Quantica.
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remos dois observadores, um em repouso, por exemplo, sentado a mesa de um café numa
estacdo de caminhos-de-ferro, e outro sentado num comboio que se desloca com veloci-
dade constante relativamente a referida esta¢do. Se cada um destes observadores colocar,
por exemplo, uma caneta na mesa a sua frente, ambos concordardo que a sua caneta fica
em repouso se a resultante das forgas que sobre ela se exercem for nula. Cada observador
conclui, portanto, que a sua caneta permanece em repouso relativamente a si. No entan-
to, para o observador na estacdo, a caneta do observador no comboio ndo esta em re-
pouso; estd, sim, a descrever um movimento com velocidade constante, ou seja, um
movimento rectilineo e uniforme. Isto apesar de a resultante das forgas que se exercem
sobre a caneta do observador no comboio ser nula: as forgas tém origens fisicas bem
definidas (pancadas, atrito, imanes, etc.) pelo que ndo existe ambiguidade quanto a se se
exercem ou ndo. Uma vez que os dois observadores sdo igualmente fidveis — ndo temos
qualquer razdo para acreditar mais num do que no outro — a tinica maneira de reconci-
liar as suas diferentes observagdes é aceitar que o repouso € equivalente ao movimento
rectilineo e uniforme. Chama-se a este enunciado principio da relatividade de Galileu.
Diz-se, entdo, que a lei da inércia é valida para todos os observadores que se movem,
relativamente uns aos outros, com velocidade constante — sao os chamados observadores
inerciais. Aos sistemas de eixos ligados a estes observadores chama-se referenciais de
inércia, como referimos no capitulo anterior. O principio da relatividade de Galileu afir-
ma que as leis da Mecanica sao as mesmas para todos os observadores inerciais ou, de
modo equivalente, em todos os referenciais de inércia.

Poder-se-ia pensar que a primeira lei de Newton é completamente trivial, uma vez que
se limita a afirmar aquilo que é, aparentemente, bvio: que, se nada se fizer, tudo fica na
mesma. Isto ndo é verdade. Esta lei permite-nos determinar as for¢as que se exercem
sobre um determinado corpo. De facto, se soubermos que um dado corpo esta em repou-
$0 ou tem movimento rectilineo e uniforme, entao seguir-se-a que a resultante das forgas
que sobre ele actuam se anula. Logo, se conhecermos todas as forgas que actuam sobre
0 COrpo excepto uma, seremos capazes de determinar essa forca que falta. Inversamente,
se soubermos que a resultante das for¢as que actuam sobre um dado corpo nio é nula,
a primeira lei de Newton assegura-nos que esse corpo nao pode estar em repouso ou em
movimento rectilineo e uniforme. Quando parece que assim nio €, é porque nos esque-
cemos de contabilizar uma ou mais forgas, como sucede no caso do movimento com
atrito que referimos atras.

Repare-se que a palavra “inércia” tem, no contexto da Mecanica, um significado di-
ferente do que toma na linguagem corrente. Em Mecanica, inércia € a propriedade de um
corpo que o leva a conservar o seu estado de movimento, que pode ser de repouso ou de
movimento rectilineo e uniforme.

3.1.2. Segunda lei de Newton ou lei fundamental da dindmica

A segunda lei de Newton ou lei fundamental da dindmica descreve o que acontece quan-
do a resultante das forcas que se exercem sobre um corpo nao é nula. Pode enunciar-se
do seguinte modo:

108



DINAMICA

Se a resultante Fy das forcas que se exercem sobre um dado corpo nao for nula, o
corpo sofrerd uma aceleracdo d dada por

F,
i=—% o F,=ma. (3.1)
m

Esta relagdo mostra que a aceleracgdo (varia¢do de velocidade) tem a direcgio e o sentido
da forga total que se exerce sobre o corpo. O coeficiente de proporcionalidade, 7, entre
a forca total e a aceleragdo € a massa inercial do corpo. A massa inercial é, como o nome
indica, uma medida da inércia do corpo — isto €, uma medida da resisténcia do corpo a
ser acelerado na direccdo e sentido da forga resultante. Para uma dada forga resultante,
quanto maior for a massa inercial de um corpo menor € a aceleracao por ele adquirida.
De facto, verifica-se
m a,
Frp=Fy & ma=ma, & —=—, (3.2)
m, 4
A unidade SI de for¢a é o newton (N): 1 N € a forca que é necessario aplicar a um
corpo de massa 1 kg para lhe imprimir uma aceleracdo de 1 m s.
A segunda lei de Newton utiliza-se sempre que a resultante das forcas que actuam
sobre um dado sistema nio é nula, permitindo-nos achar a respectiva lei do movimento:

(3.3)

Ou seja, se conhecermos a forga resultante, podemos, por integracdes sucessivas, conhe-
cer a velocidade e a posi¢ao do sistema. Em alternativa, se a aceleragao de um sistema
for conhecida, a segunda lei de Newton permite-nos deduzir qual é a resultante das
forcas que actuam sobre esse sistema. Note-se, contudo, que a segunda lei de Newton
nio permite determinar cada uma das forgas individuais que actuam sobre o sistema.

Exemplo 3.1

Uma particula de massa 2 kg é actuada por uma forga definida pela expressio
F(t)=4ti +2¢*j (SI). Sabendo que a particula se encontrava inicialmente em repou-
so e na origem dos eixos, determine os vectores acelerag¢do, velocidade e posi¢dao da
particula em fun¢do do tempo e no instante ¢ = 2 s.

Resolucao:
Por aplicacao da segunda lei de Newton tem-se

a=—=2i+1"jms® = d(t=2)=4i +4j ms”.

3|
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Integrando a aceleragao obtemos o vector velocidade

<I

(1) t
- 1 .=
dv =adt = J. dv' = I adt' <v(t)=1"i +§t3j ms” =
7y=0

ty=0

:>\7(t:2)=47+§]ms'1.

Finalmente, integrando a velocidade, obtemos o vector posi¢ao

(1) t

dF =vdt = Id?'zjvdt’ = 7(:)=%t37+ét4jm =

7,=0 t=0
= F(1=2)=37+3m

Note-se que este problema poderia ter sido colocado de outro modo: conhecido a partida o
vector posi¢ao da particula, por sucessivas derivagoes, poderiamos obter o vector aceleracao.
Conhecido este ultimo poderiamos calcular a forca resultante que actua sobre a particula.

3.1.3. Terceira lei de Newton ou lei da accao-reaccao

A primeira e segunda leis de Newton dizem respeito a forcas que se exercem sobre um
corpo. A terceira lei de Newton diz respeito a forgas que se exercem enire corpos. Pode
ser enunciada do seguinte modo:

Se o corpo A exerce a forca Fyy sobre o corpo B, entdo o corpo B exerce a for¢a
Fu3 =—Fy4 sobre o corpo A.

As duas forgas tém, portanto, a mesma intensidade, a mesma direccao, mas sentidos
opostos, e estdo aplicadas em corpos diferentes. A forca que A exerce sobre B e a forca
que B exerce sobre A constituem um par ac¢do-reac¢do: qual das for¢as tomamos como
sendo a ac¢do, e qual como sendo a reac¢do, € totalmente arbitrario — se uma delas for
a acgdo, a outra serd a reaccao, e vice-versa. Vejamos alguns exemplos.

i. O peso de um corpo é a forga atractiva sobre ele exercida pela Terra. A acgio é,
portanto, a forca que a Terra exerce sobre o corpo. A reac¢io é a forca, de igual in-
tensidade e igual direccao, mas de sentido oposto, que o corpo exerce sobre a Terra.
Note-se que as intensidades da ac¢do e da reacgio sdo iguais: 0 corpo exerce sobre
a Terra uma forga de igual intensidade a que a Terra exerce sobre ele. A diferenga
estd em que, como a massa da maior parte dos corpos a superficie da Terra é muito
menor do que a massa da Terra, pela equacdo (3.2) a acelera¢do que a Terra adqui-
re é muito menor do que a aceleracdo adquirida pelo corpo, razdo pela qual se diz
que os corpos “caem para a Terra”, e ndo que a Terra “vem ao encontro dos corpos”.

ii. Um corpo pousado sobre uma mesa exerce sobre ela uma forga vertical, com sen-
tido de cima para baixo e intensidade igual ao peso do corpo. A mesa reage sobre
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o corpo com uma forga dirigida segundo a vertical, apontando de baixo para cima,
e de intensidade igual ao peso do corpo. Note-se que esta for¢a ndo é o par ac¢do-
-reac¢ao do peso do corpo, o qual, como vimos, se exerce sobre a Terra: €, sim, a
reac¢io correspondente a ac¢do que o corpo exerce sobre a mesa.

3.2. Algumas forcas

3.2.1. Peso ou forca gravitica. A lei da gravitacao universal de Newton

O peso de um corpo € a forca gravitica que a Terra (ou, mais geralmente, o astro onde
se encontrar o corpo) exerce sobre esse corpo. Esta for¢a é dirigida segundo a vertical do
lugar, de cima para baixo (aponta para o centro da Terra) e tem valor constante desde
que a distancia a que o corpo se encontra da superficie da Terra seja muito menor do que
o raio da Terra (regressaremos a este ponto mais adiante). Se a forca gravitica, F‘g ,fora
unica forga que se exerce sobre um corpo de massa 7, a segunda lei de Newton diz-nos
que este adquire uma aceleracio, dita aceleracdo da gravidade, g, dada por

a=—%=g. (3.4)
m
Uma propriedade importantissima da forga gravitica é que, num dado lugar da Terra,
ela comunica a mesma aceleragio a todos os corpos, quaisquer que sejam as suas massa
ou composi¢do quimica: a aceleracido da gravidade é a mesma para todos os corpos?’. A
superficie da Terra®’, g = 9.8 m s2. Dado que g é constante, segue-se, entdo, que a for¢a
gravitica que se exerce sobre um corpo é proporcional a sua massa:

F =mg (3.5)

Poderia agora parecer que a forca gravitica ndo depende da distincia a que o corpo se
encontra do centro da Terra — o que é manifestamente absurdo. Um corpo situado a dis-
tancia infinita da Terra ndo pode certamente ser para ela atraido com uma forca da mes-
ma intensidade que o é um corpo colocado na sua vizinhanga préxima. Vejamos porqué.

Considere-se dois corpos de massas 72, e m, a distancia » um do outro (vide figura
3.1). A lei da gravitacdo universal de Newton afirma que todos os corpos se atraem mu-
tuamente com uma forca cuja intensidade é inversamente proporcional ao quadrado da
distancia que os separa, e directamente proporcional ao produto das suas massas. A sua
expressao matematica é

m m,

Fo=G=5, (3.6)

2% Estamos a admitir que se despreza a resisténcia do ar.
30 Ha pequenas variagdes deste valor, devidas ao achatamento e heterogeneidade de composicio da Terra.
E maior nos p6los e menor no equador.
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Figura 3.1. Representagio esquematica da lei da gravitagio universal de Newton entre dois corpos
de massas m e m .

onde G = 6.67'10"" N m? kg? é a chamada constante de gravitacdo universal de Newton.
Coloca-se agora a seguinte questdo: como conciliar as equacdes (3.5) e (3.6)?

Para resolver esta aparente contradi¢do consideremos o esquema da figura 3.1 e a
equacio (3.6). Tomemos a Terra como corpo 1, isto €, 7, = M, e 0 nosso corpo de prova
como corpo 2, ou seja, m, = m. Note-se agora que 7 ¢ a distdncia do nosso corpo de
prova (suposto muito mais pequeno do que a Terra) ao centro da Terra, razdo pela qual
podemos escrever

r=R, +h, (3.7)

onde R € o raio da Terra e b ¢ a distancia entre o corpo e a superficie da Terra. Repare-
-se que podemos considerar que toda a massa da Terra estd concentrada no seu centro
devido a simetria aproximadamente esférica que a Terra possui. Substituindo a equacio
(3.7) na equacgao (3.6), vem

M,m G M, m

g 2 2 2
R.+h R . 3.8
(R, +1h) r(L (3.8)
RT

No caso em que a distancia do corpo a superficie da Terra é muito menor do que o raio
da Terra, isto é, b << R, vem

Foem| GML |, (3.9)

2
T

Substituindo G, M, e R pelos respectivos valores, G = 6.67°10"" N m?* kg?,
M, =5.9710*kge R, = 6.3810° m, obtemos

2
T

M

G—L~98ms* =g, (3.10)
R

reduzindo-se, assim, a equacdo (3.6), que é exacta, a equagio (3.5), que é aproximada e

apenas valida quando » << R.. Note-se ainda que o célculo que acabamos de efectuar
permite perceber também que o valor de g seria for¢osamente diferente num outro qual-
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quer astro com massa e raio diferentes dos da Terra. A aceleracao da gravidade é respon-
savel pela queda dos corpos, ditos “graves”, para a Terra. Em particular, é a causa do
movimento dos projécteis.

3.2.2. Tensao

Todos ja vimos corpos suspensos de cordas, fios ou cabos, que para efeito deste estudo
se admitem inextensiveis. E 6bvio que sobre todos eles se exerce a forca gravitica e, no
entanto, encontram-se em repouso. A primeira lei de Newton exige, entdo, que sobre
eles se exer¢a uma outra for¢a que compense a gravidade, de modo que a resultante
das forgas que sobre eles actuam seja nula. Claramente uma tal forca dever-se-a as
cordas, fios ou cabos, pois sem eles 0 corpo suspenso cairia para o solo. A tensdo da
corda, fio ou cabo, T , é entdo a forga exercida sobre o corpo suspenso pela corda, fio
ou cabo: estd dirigida segundo a direc¢do da corda, fio ou cabo de suspensao; o seu
sentido € tal que aponta para fora do corpo (é uma forga que “puxa” o corpo).
Note-se que o par ac¢ao-reac¢do da tensao nio € o S
peso do corpo suspenso: o peso € a forga exercida pela —
Terra sobre o corpo, logo o seu par ac¢io-reacgio € a _F
forca exercida pelo corpo sobre a Terra. A tensdo e o
peso estdo ambas aplicadas no corpo, logo nunca pode-

~

riam ser um par acgao-reacgio. Uma vez que a tensao

da corda, fio ou cabo é a for¢a por estes exercida no
corpo, 0 seu par ac¢ao reacgao sera a forca que o corpo
exerce sobre a corda, fio ou cabo, a que se d4 0 nome
de tensdo na corda, fio ou cabo. Esta tem a mesma di-
reccao e intensidade, mas sentido oposto, ao da tensao F,
da corda, fio ou cabo (vide figura 3.2).

. ~ . . Fi 3.2. Representacao de
A origem da tensdo estd nas forcas de natureza qui- "% presentag

. - um corpo suspenso e da forca
mica que asseguram a coesao da corda, fio ou cabo. Se P penso )

, ) _ de tensdo da corda inextensivel
a massa da corda, fio ou cabo for desprezavel, isto €,

que permite a sua suspensao.
muito mais pequena do que a dos corpos deles suspen-
$0s, entdo a tensdo é a mesma em todos os pontos da corda, fio ou cabo.

Ao contrario do peso de um corpo, que depende apenas das suas propriedades, o
valor da tensdo depende da situag¢do que estivermos a considerar. Por exemplo, a tensio
numa corda da qual estd suspenso um balde cheio de pedras é diferente (maior) da tensao
na mesma corda caso o balde esteja vazio. Note-se ainda que, para cada corda, fio ou
cabo, existe um valor limite da tensdo, correspondente a um valor maximo do peso do
corpo suspenso, acima do qual ocorre a ruptura: a forga de tensido torna-se neste caso

superior a intensidade das forgas que asseguram a coesdo da corda, fio ou cabo.
3.2.2.1. Roldanas fixas e roldanas moveis

Uma roldana é uma maquina simples constituida por um disco de material rigido, nor-
malmente metal, com um sulco em torno da sua periferia. Quando accionada por uma
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corda, fio ou cabo, a roldana gira em torno de um eixo perpendicular ao seu plano,
permitindo transferir movimento a um ou mais corpos em direcgdes e sentidos diferentes
as forgas aplicadas na corda fio ou cabo. As roldanas sio um caso paradigmético de
sistemas que envolvem forgas de tensdo. No estudo que iremos agora efectuar vamos
admitir que as roldanas sdo sistemas livres de atrito e de massa desprezavel. Igualmente
se admite que a corda, fio ou cabo tem massa desprezavel, servindo apenas como ele-
mento de ligagio.

Consideremos em primeiro lugar um sistema composto por uma roldana fixa e
um corpo suspenso de um dos lados do cabo que circula no sulco da roldana. Um
agente exterior ao sistema exerce uma for¢a na outra extremidade do cabo, a qual
equilibra o peso do corpo suspenso (vide figura 3.3). Ao peso do corpo suspenso
chamamos forca resistente, Fy, = F,, ¢ a forca exercida pelo agente exterior chama-
mos forca potente, F,,. Como o cabo é um s, as tensdes nas suas extremidades tém
a mesma norma, T. Como o sistema estd em equilibrio, a tensdo tém que igualar quer
a forga potente, quer a forca resistente. Temos, entdo, que concluir que, para uma
roldana fixa, a intensidade da for¢a potente iguala a intensidade da forga resistente,
isto ¢

LSS

\/ F=F,

res

Figura 3.3. Roldana fixa. O sistema encontra-se em equilibrio por ac¢ido da forga exercida pelo
agente exterior F,,.

F, =F, (3.11)

Consideremos agora o caso de um sistema composto por uma roldana moével acopla-
da a uma roldana fixa, conforme se representa no esquema da figura 3.4a. Admitimos
que a forca exercida pelo agente exterior (for¢a potente) equilibra o peso do corpo sus-
penso da roldana mével (forga resistente). Como o sistema se encontra em equilibrio, a
intensidade da tensdo T tem de igualar a intensidade do peso do corpo, F,. Mas como a
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roldana moével estd suspensa por dois cabos, teremos T = 2T", com T' a tensao em cada
um dos cabos de que estd suspensa a roldana movel. Daqui resulta

(3.12)

isto é, numa roldana mével a intensidade da for¢a potente é metade da intensidade da
forga resistente. No caso de um sistema em equilibrio com 7 roldanas méveis acopladas
a uma roldana fixa a relagdo entre a for¢a potente e a forga resistente é

F
ot =—2rzs . (3.13)
Este dltimo resultado tem uma demonstragio ébvia na medida em que por cada rolda-
na movel existente no sistema a forga potente é dividida por 2 em relagdo a forca resis-
tente. Na figura 3.4b estd representado um exemplo de sistema com trés roldanas méveis

acopladas a uma roldana fixa, pelo que, neste caso, a for¢a potente é 1/8 da forga resis-

tente.
FFrF L rrrrrryr. LS TSI LTS
T-, f/ T’r
o _ T res
Fpot - 23
F o= Fe T
pot
2 L
o E‘es =,
res — T g
(a) (b)

Figura 3.4. a) Sistema composto por uma roldana mével acoplada a uma roldana fixa. b) Sistema
composto por trés roldanas moéveis acopladas a uma roldana fixa. Ambos os sistemas se encontram
em equilibrio por ac¢do da forca potente, de intensidade F, , exercida pelo agente exterior.

3.2.2.2. Forcas de tensao em sistemas fora do equilibrio

Vimos até aqui exemplos de sistemas que envolvem forgas de tensdo e que estio em
equilibrio, isto é, que estdo em repouso ou em movimento rectilineo e uniforme. Contu-
do, no caso mais geral, as forgas de tensio podem estar presentes em sistemas fora do
equilibrio. Neste caso, as forgas de tensio devem ser englobadas no computo da forca
resultante que actua cada corpo do sistema e, em seguida, aplicar a segunda lei de New-
ton para calcular as aceleracao dos referidos corpos. Conhecidas as aceleragoes, podem
ser deduzidas por integragao as respectivas leis do movimento.
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3.2.3. Forca de reaccao normal

Se em vez de suspendermos um corpo de uma corda, fio ou cabo o colocarmos sobre uma
superficie, por exemplo uma mesa, o corpo ficard igualmente em repouso (vide figura 3.5).
Uma vez que sobre ele continua a actuar a forca da gravidade, tem de existir uma outra
forca que a cancele, de modo a que a resultante das forcas que se exercem sobre o corpo
seja nula. Esta forca deve-se, obviamente, a presenca da superficie, na medida em que, sem
ela, o corpo cairia para o solo. E denominada for¢a de reaccio normal, ou apenas reaccio
normal, da superficie, N . A sua direc¢do é perpendicular a superficie e o seu sentido é de
dentro para fora desta, isto é, no sentido de “sustentar” o corpo assente na superficie.

Figura 3.5. Forca de reac¢ao normal.

Tal como no caso da tensdo, a forca de reaccdo normal deve-se as forcas de natureza
quimica que asseguram a coesao do material que constitui a superficie, dependendo o seu
valor da situagdao que estivermos a considerar; é o par acgao-reaccao da for¢a que o corpo
exerce sobre a superficie devido ao seu peso (ndo € o par ac¢ao-reacgdo do peso do corpo, o
qual, como vimos, actua na Terra). De modo idéntico ao que se passa com a tensao, também
existe um valor maximo do peso do corpo acima do qual a superficie entra em ruptura.

Finalmente, note-se que a forca de reaccao normal é sempre perpendicular a superfi-
cie onde o corpo estiver pousado. Se a superficie estiver inclinada, a reac¢do normal nio
tera direc¢do vertical. Mais, sobre o corpo assente na superficie podem actuar varias
forcas para além do peso. Neste caso a reac¢ao normal € tal que anulard todas as com-
ponentes perpendiculares a superficie das forgas que actuam sobre o corpo, isto é

N=-F,-.-F, ==Y F, (3.14)
i=1
onde F}, representa a componente perpendicular a superficie da forca F; aplicada no corpo.

3.2.4. Forca elastica

Um tipo de forca que surge com muita frequéncia é a for¢a eldstica, F,, cuja intensida-
de aumenta linearmente com o afastamento do seu ponto de aplicacio de uma dada
posicdo de equilibrio, x , de acordo com a lei

F =—k(x—x,). (3.15)

e
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Para simplificar a discussdo tomaremos x = 0, o que corresponde simplesmente a
escolha da origem do eixo dos xx. Um exemplo € a forga exercida por uma mola sobre
um corpo que lhe esteja ligado: ao alongarmos ou comprimirmos a mola, esta “resiste”
a deformagio, tentando puxar ou empurrar o corpo de volta a posi¢do de equilibrio (vide
figura 3.6), que € a posicdo para a qual a mola tem o seu comprimento natural, isto é, o
comprimento que tem na auséncia de forgas aplicadas. A constante eldstica, k, depende
do material constituinte da mola e das suas dimensdes. E expressa no SI em N m.

m

k Fe Fue
A
oA

X0

X

Figura 3.6. Sistema oscilatério massa-mola.

A equagao (3.15) exprime a chamada lei de Hooke: a forga exercida por uma mola é
proporcional a sua deformacao. Da terceira lei de Newton conclui-se imediatamente que
a intensidade da for¢a que é necessario exercer sobre uma mola para a deformar, F o €
igualmente proporcional a deformagiao que se produz, sendo vélida a relacdo vectorial

F, =-F. (3.16)

Como exemplo de aplicacdo do conceito de forga elastica e da lei de Hooke, mostre-
mos que o movimento oscilatério de um corpo de massa m acoplado a uma mola de
constante k € um movimento harmoénico simples. Efectivamente

F,=—kx (admitindo x, =0)
, (3.17)
F =ma
donde
k
a(ty=——x(1). (3.18)
m
Como num m.h.s. se verifica sempre a = — w*x, temos que concluir que o corpo de mas-
sa m acoplado a mola de constante k oscila com frequéncia angular dada por
w = L3 . (3.19)
m

A partir de (3.19), e recordando que @ = 27f, obtém-se a frequéncia de oscilagiao

1 fk
f_E — (3.20)
T—l—2ﬂ n 3.21
—f— ’/k' (3.21)
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Repare-se que w, f e T nao dependem da deformagido imposta a mola. Dependem apenas
da constante elastica da mola e da massa do corpo a ela acoplado. Finalmente, gostaria-
mos de chamar a ateng¢do para o facto de a lei de Hooke ser valida apenas para pequenos
alongamentos ou compressdes que ndo conduzam a deformagdes pldsticas (isto é, per-
manentes) da mola que impeg¢am a recuperacdo da posi¢io central de equilibrio.

3.2.5. Forca de atrito

O atrito tem grande importancia em muitos e variados processos e ¢ um conceito com o
qual todos estamos mais ou menos familiarizados. E gracas ao atrito que é possivel cami-
nhar, que os automdveis ndo derrapam na estrada, que os pregos permanecem pregados e
os parafusos apertados. Mas é também devido ao atrito que as mdquinas dissipam (perdem)
energia, com a inerente perda de rendimento, para além de as suas partes moveis sofrerem
desgastes mecanicos que lhes diminuem a vida qtil. No estudo que iremos efectuar, consi-
deraremos primeiro o chamado atrito sélido, isto €, o atrito que se exerce entre duas su-
perficies sélidas em contacto, e posteriormente o atrito entre um sélido e um fluido.

3.2.5.1. Forca de atrito entre superficies sélidas
Ha dois tipos de atrito entre superficies sélidas:

1. A forca de atrito estdtico, F\ , exerce-se entre duas superficies sélidas em contacto
de modo a impedir o seu movimento relativo, ou seja, as superficies nao se movem rela-
tivamente uma a outra. No exemplo da figura 3.7, o corpo mover-se-ia sob a ac¢io da
forca aplicada F , se nio existisse a forca de atrito estitico £y’ que a cancela. Esta
forga de atrito toma valores no intervalo

0<F*<uN, (3.22)

onde u_¢ o coeficiente de atrito estdtico e N é o valor da reac¢do normal da superficie. Fy’
tem, portanto, um valor maximo u N. Quer isto dizer que, se aplicarmos uma for¢a F
suficientemente intensa, acabamos por conseguir “vencer” a forga de atrito estatico F;'.
R F

Fa

e

Figura 3.7. Representagdo da forca de atrito estatico £ que surge em resultado da forca F aplica-

A

da sobre o corpo.

2. A forga de atrito cinético ou de deslizamento, F;', exerce-se entre duas superficies
sOlidas em contacto, em movimento de translag¢do relativamente uma a outra. Tem um
valor menor do que o da forga de atrito estdtico e dado por

F'=u,N, (3.23)

onde u, € o coeficiente de atrito cinético.
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Impoem-se agora algumas observagoes.

L.
1l.

1il.

1v.

Ambos os coeficientes de atrito, estatico e cinético, sao grandezas adimensionais.
Experimentalmente, verifica-se que 1, < . Significa isto que, quando a forga F
aplicada a um corpo € suficientemente intensa para vencer a for¢a de atrito
estatico entre esse corpo e a superficie sobre a qual se encontra em contacto,
a forga de atrito sobre o corpo (que passa a ser atrito cinético) diminui (vide
figura 3.8).

. F
Fe) g ®
F A
N o
|
|
N — — ——:——
o .
regime | regime
estatico | cinético
|

t

Figura 3.8. Forca de atrito versus tempo. A medida que a for¢a F aplicada no corpo vai
aumentando de intensidade a for¢a de atrito estatico aumenta até atingir o valor maximo
uN (regime estatico). A partir do instante em que a forga iguala aquele valor, inicia-se o
movimento (regime cinético) e o valor da forca de atrito diminui até atingir o valor # N
(forga de atrito cinético).

A forca de atrito entre duas superficies é sempre paralela as superficies. As equa-
¢oes (3.21) e (3.22) sdo apenas relacoes entre os valores das forgas de atrito,
estatico e cinético, e o valor da for¢a de reac¢do normal. Nao sdo validas entre
os vectores forca de atrito, estitica ou cinética, e o vector reac¢cao normal, uma
vez que estes vectores tém direcgdes diferentes, respectivamente, paralela e per-
pendicular a superficie de contacto entre os corpos.

A forga de atrito (estatico ou cinético) entre duas superficies em contacto é uma
propriedade do par de superficies em contacto, e ndo apenas de uma delas. Assim
sendo, os coeficientes de atrito entre, por exemplo, 0 aco e o aluminio nio sio
0s mesmos que entre o aco e o gelo. As tabelas de coeficientes de atrito mencio-
nam sempre quais as duas superficies a que os coeficientes correspondem (vide
tabela 3.1).
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Tabela 3.1. Exemplos de coeficientes de atrito estatico e cinético entre duas superficies
(valores tipicos).

Materiais em contacto H, u,
Madeira sobre madeira 0.4 0.2
Aco sobre aluminio 0.6 0.5
Ago sobre aco 0.7 0.6
Aco sobre gelo 0.03 0.01
Borracha sobre cimento 1.0 0.8
Articulagdes sinoviais em humanos 0.01 0.003

v. Os coeficientes de atrito dependem nao apenas da composi¢ao das superficies
em contacto, mas também do seu estado de rugosidade; um par de superficies
muito rugosas tem, como seria de esperar, coeficientes de atrito elevados. Para-
doxalmente, um par de superficies muito lisas tem também coeficientes de atrito
elevados, uma vez que a regularidade permite que se formem ligacdes quimicas
entre as duas superficies.

vi. A existéncia de uma substincia lubrificante entre um par de superficies em con-
tacto diminui o valor dos coeficientes de atrito.

vii. Estamos a supor que o atrito entre duas superficies solidas em movimento nao
depende da sua velocidade relativa, o que é uma aproximacio valida apenas para
velocidades relativas baixas.

3.2.5.2. Atrito em fluidos
A forga de atrito sobre um corpo sélido imerso num fluido, Ff, depende da velocidade
v com que o corpo se desloca no seio do fluido, verificando-se, em boa aproximacgio, que

Fi=Av+ BV, (3.24)

onde A e B sdo constantes. Para baixos valores de velocidade, a forca de atrito no fluido
pode ser calculada pela expressdo simplificada

Fi=Av, (3.25)

relagdo esta conhecida por lei de Stokes. O coeficiente A depende da forma do corpo
solido e das propriedades do fluido. No caso de uma esfera de raio R, tem-se 4 =6 R,
onde 7 é a viscosidade do fluido, medida no SI em N s m2ou em Pa s (pascal segundo).

Na tabela 3.2 apresentam-se os valores da viscosidade de alguns fluidos a temperatura
de 20 °C.
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Tabela 3.2. Viscosidade de alguns fluidos a temperatura de 20 °C.

Liquidos h (Pas) Gases h (Pas)
Agua 1.005x103 Ar 1.81x10°
Alcool etilico 0.367x1073 Hidrogénio 0.89x10~
Azeite 7.20x102 Amoénia 0.97x107°
Glicerina 8.33x10! Didxido de carbono 1.46x10°

Pensemos agora na queda livre de um corpo mergulhado num fluido. Tendo em conside-
ragdo que qualquer corpo mergulhado num fluido sofre uma forga de impulsdo vertical, F,
de baixo para cima, de intensidade igual ao peso do volume do fluido deslocado (principio
de Arquimedes) e que, 3 medida que a sua velocidade vai aumentando, a forca de atrito Ff
vai também aumentando, haverd um instante em que a velocidade atinge um valor v, tal
que F;' somado com F iguala a forga gravitica. Esta velocidade é conhecida por velocidade
limite ou velocidade de sedimentacdo. O seu valor é determinado a partir da igualdade

F'+F =F,, (3.26)

donde, na aproximagao das baixas velocidades,
C_E-F_(m-m)g
: A A

) (3.27)

onde m representa a massa do corpo em movimento e 72,a massa do fluido deslocado.
No caso particular de o corpo ser uma esfera de raio R e massa volumica p em movimen-
to num fluido com massa voliimica ppa velocidade limite é

, PY=r g _p-pVe _

’ 6 R 6y R
, (3.28)

4 5
_ (p —P;-)EWR g _2p —p )R g
6my R 9

onde V é o volume do corpo e que, obviamente, coincide com o volume do fluido deslo-
cado. Note-se que, a partir do instante em que € atingida a velocidade limite, a velocida-
de do corpo permanece constante e igual a v,.

Exemplo 3.2

Uma esfera de chumbo com raio 1 mm é deixada cair livremente numa proveta com
glicerina a 20 °C. Sabendo que a massa volimica do chumbo é p,, = 11.34 g cm”, que
a massa volumica da glicerina é P = 1.26 g cm™ e que a sua viscosidade a 20 °C é

1, =8.33x10" Pa s, determinar a velocidade limite da esfera.

&8
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Resolucdo:
Por aplicagdo directa da expressdo (3.28) obtém-se

_ 2(pp, _pgl[c)Rzg _
9’7glic
2><<11.34><103 —1.26><103)(1><10'3)2><9.8

) 9%x833x107! =0.026 ms ™.

i

Podemos agora interrogar-nos como varia a velocidade do corpo desde que é largado
livremente (v, = 0) no seio de um determinado fluido até atingir a velocidade limite. Sem
perda de generalidade, vamos admitir que o corpo é largado em queda livre no instante
t, = 0. O corpo vai adquirir uma aceleragdo dada pela segunda lei de Newton, ou seja

mang—F,—F; & m%z(m—mf)g—Av. (3.29)

Fazendo F = (m —my ) g, podemos escrever (3.29) na forma

dv A F
Liiv=E, (3.30)
da m m

que é uma equacao diferencial de primeira ordem nao homogénea. Esta equacao tem

solugio (sugestdo: verifique)

v(t) =§[1 —e_”’lj, (3.31)

ou, substituindo F por (m—-m;)g,

V(’)Z%(l—eztj:vl (l—e’i[j:vl (1-&}, (3.32)

com T = m/A a constante de tempo caracteristica do sistema?!. Vemos assim que a velo-
cidade de um corpo em queda livre num fluido é uma fungao crescente (vide figura 3.9),
tendendo assimptoticamente para a velocidade limite dada pela expressdo (3.27) quando
t = o, Decorrido um periodo de tempo igual a uma constante de tempo (¢ = 7) a veloci-
dade do corpo atinge 63.2 % de v. Decorrido um intervalo de tempo igual a 5 constan-
tes de tempo (¢ = 57) a velocidade vale 99.3 % de v, admitindo-se por isso, na pratica,
que o regime estaciondrio se encontra atingido.

31 Sugere-se como exercicio que o leitor verifique, através da andlise dimensional da expressdo m/4, que efectivamente
7 tem dimensao de tempo.
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Velocidade
=
N
(oS]
[}
=

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

01121314{1'&61'71'
Tempo
Figura 3.9. Varia¢do da velocidade de um corpo deixado em queda livre num fluido. A velocidade
tende assimptoticamente para a velocidade limite definida pela expressao (3.27).

3.3. Técnicas para aplicacao das leis de Newton

As técnicas para resolucao de problemas utilizando as leis de Newton podem ser siste-
matizadas como se segue:

1. Definir qual é o sistema sob estudo — a parte do universo que nos interessa.

2. Desenhar um esbog¢o do sistema. Nio é necessario grande talento artistico, mas
as dimensoes relativas das diferentes partes do sistema e quaisquer angulos de-
vem estar correctos. Linhas rectas e circunferéncias devem ser representadas o
mais rigorosamente possivel.

3. Representar todas as forcas que actuam sobre o sistema.

4. Com base nas forcas que actuam sobre o sistema, escolher um sistema de eixos
cartesianos ortogonais. A orientagao dos eixos deve ser tal que haja tantas forcas
quanto possivel dirigidas segundo um ou mais dos eixos.

5. Desenhar o diagrama do corpo livre (DCL), que consiste na representacao de
todas as forgas no sistema de eixos escolhido.

6. Com base no DCL, escrever as forcas em fun¢ao das suas componentes segundo
os eixos escolhidos.

7. Aplicar as leis de Newton.

Como exemplo desta metodologia, consideremos um caso cldssico em Mecanica: o
estudo de um corpo que desce um plano inclinado®, deslizando sem rolar e sem atrito
(vide figura 3.10). Comecemos por definir o nosso sistema: serda o corpo, e nao o conjun-
to “corpo + plano”, pelo que ndo representaremos as for¢as que o corpo exerce sobre o
plano. Em seguida, esquematizemos o sistema; repare-se que, embora, estritamente fa-
lando, o plano inclinado nio faga parte do nosso sistema, temos de o desenhar também,

320 estudo do plano inclinado, empreendido originalmente por Galileu Galilei (1564-1642), desempenhou um papel
importantissimo na histéria da Mecanica.
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uma vez que constitui o ambiente onde o corpo se move. Depois, a representacao das
forgas. Na auséncia de atrito, as for¢as que actuam sobre o corpo sdo apenas a forca
gravitica e a reac¢ao normal do plano. Ha agora que escolher um sistema de eixos apro-
priado. Como o corpo se desloca sobre o plano, as suas velocidade e aceleracdo vao ser
paralelas ao plano. Por outro lado, a reac¢do normal é perpendicular ao plano. Faz,
portanto, sentido escolher um referencial com o eixo dos xx paralelo ao plano e apon-
tando plano abaixo, e o eixo dos yy perpendicular ao plano (figura 3.10a). Constroi-se
em seguida o respectivo diagrama do corpo livre (figura 3.10b).

y

Figura 3.10. Representa¢do de um corpo deslizando sobre um plano inclinado sob ac¢iao exclusi-
va do seu peso. a) Esquema do sistema e representagao das forcas que actuam sobre o corpo.
O sistema de eixos mais adequado para tratar este problema é o sistema composto por um eixo
paralelo ao plano inclinado (eixo dos xx) e um outro perpendicular ao plano (eixo dos yy).
b) Diagrama do corpo livre construido com base no esquema apresentado em a).

Com base na escolha de eixos efectuada e no diagrama do corpo livre construido, o
peso do corpo pode ser decomposto nas componentes normal ao plano, F_, e tangencial
8n
ao plano, F,. Podemos entio escrever

F,=F,i-F,j, (3.33)
com
F, =mgsin0
. (3.34)
F, =mgcost
Por outro lado, a reac¢do normal é dada por
N=Nj. (3.35)

Como o movimento do corpo é sobre o plano, qualquer aceleracio que adquira serd
paralela ao plano, isto é

d=ai. (3.36)
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Aplicando agora a segunda lei de Newton (a resultante das forcas actuando sobre o
corpo ndo é nula), obtém-se
mgsing = ma a=gsinf

= . 37
N-mgcosd =0 | N=mgcosb =F, (3.37)

Fy=F,+N=mi=
Concluimos entdao que, para um corpo que desce, escorregando sem rolar, um plano in-
clinado por ac¢ido exclusiva do seu peso:

i. A aceleragao adquirida pelo corpo é menor do que a do mesmo corpo em queda
livre, por um factor de sin 0 (a = g sin 6 versus a = g, respectivamente);
ii. A intensidade da forca de reaccao normal € igual a norma da componente normal
do peso do corpo.
Na seccdo seguinte apresentam-se mais alguns exemplos.

3.4. Forcas no movimento circular

Consideremos uma particula de massa 7, animada de velocidade v e descrevendo um
movimento circular com trajectéria de raio R. Como vimos anteriormente, pelo facto de
a particula descrever um movimento circular — mesmo que uniforme — tem aceleragio
ndo nula. No caso particular de 0 movimento circular ser uniforme, o vector velocidade
da particula varia apenas em direcgio e sentido (ndio em norma) e, portanto, a particula
tem apenas a aceleragdo centripeta ou normal, dada por
2
@:%@, (3.38)
onde i, é um vector unitario que aponta para o centro da trajectoria circular de raio R,
isto é, i, =—1u, (vide figura 3.11). Da segunda lei de Newton segue-se, entdo, que esta
particula é actuada por uma forca centripeta ou normal, F,, dada por
2
F =mad, =m>—ii . (3.39)
R
No caso mais geral de a particula descrever um movimento circular ndo uniforme,
como a norma da velocidade varia no tempo existe também uma componente tangencial
da aceleragio e, por isso, para além da forca normal (3.39) existe também uma forca
tangencial A trajectoria, F,, dada por

F=ma, (3.40)

t

de tal modo que a for¢a total, F, que é exercida sobre a particula em movimento é a
soma das forgas centripeta (3.39) e tangencial (3.40), isto €,

Fp=F +F, (3.41)

a qual nao aponta para o centro da trajectdria circular, mas aponta sempre para o interior
da trajectéria (vide figura 3.11).
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Figura 3.11. Forgas que actuam sobre um corpo de massa 7 animado de movimento circular.
Daio-se a seguir alguns exemplos da dindmica de movimentos circulares.

3.4.1. Péndulo conico

O péndulo conico consiste num corpo de massa # suspenso de um fio de comprimento
[, de tal modo que o corpo descreve uma trajectéria circular de raio R, com velocidade
constante v, num plano horizontal (vide figura 3.12). Se for 6 o angulo de abertura do
péndulo (vide figura 3.12a), tem-se obviamente R =/sinf. As forcas que actuam sobre
o corpo sdo a forca gravitica, F,, e a tensdo do fio, T, dadas por (vide figura 3.12b)

{Fg =-mgJ . (3.42)
T =TsinOi +Tcosd |

Uma vez que o corpo descreve um movimento circular uniforme, a forga resultante que
sobre ele actua é dada pela equagio (3.39). Com uma escolha apropriada do sistema de
eixos i, =i (vide figura 3.12b), teremos

Fp=F,+T=m—i, (3.43)
R
donde resulta ,
5 %
) y tanf = —
Tsin@ =m— gR
R & , (3.44)
T cosO =mg T = mg

cosf

obtendo-se para a expressdo da velocidade do péndulo

= [gRtan6 , (3.45)

relagdo esta que mostra que a velocidade do péndulo nio depende da massa do corpo.
Por outro lado a tensdo é dada por

T="% (3.46)
cos0
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expressao que mostra que a tensao no péndulo conico depende apenas do peso do corpo e do
angulo de abertura do péndulo. (Sugestdo: pense no que acontece quando 6 tende para 71/2).

A

(@) (b)

Figura 3.12. a) Esquema de um péndulo cénico. b) Diagrama do corpo livre do péndulo conico
construido com base no esquema apresentado em a).

3.4.2.* Automovel que descreve uma curva, sem atrito ou com atrito

Admitamos que um automével descreve uma curva com relevée e de raio R, com veloci-
dade de valor constante, sem deslizar nem para cima (lado de fora da curva) nem para
baixo da estrada (lado de dentro da curva), conforme se representa na figura 3.13a. Como
a curva tem relevée, o seu corte transversal é um plano inclinado (vide figura 3.13b).
Como o automdével se move numa trajectéria circular e nio desce nem sobe o plano, a
sua aceleragao vai ser puramente centripeta (recorde-se que o valor da velocidade é
constante) e que esta esta dirigida segundo a horizontal. Por esta razio, escolhemos um
sistema de eixos tal que o eixo dos xx é horizontal e aponta para o lado de dentro da
curva, e o eixo dos yy é vertical, apontando, como habitualmente, de baixo para cima.

(@) (b) (©

Figura 3.13. a) Automével descrevendo uma curva com relevée. b) Corte transversal da curva com
relevée, forcas que actuam sobre o automovel e sistema de eixos mais adequado para estudar o
sistema. ¢) Diagrama do corpo livre construido com base no esquema apresentado em b).
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Consideremos primeiramente o caso em que nao ha atrito. Neste caso, as unicas for-
¢as que actuam sobre o automével sdo a forca gravitica, F,, e a reac¢io normal do
plano, N . De acordo com a escolha de eixos efectuada e o respectivo diagrama do cor-
po livre (vide figura 3.13c) aquelas forgas escrevem-se

F,=-mgj .
N =Nsinfi +Ncos6 ]

Uma vez que o automdvel descreve movimento circular uniforme, a for¢a que sobre ele
actua é dada pela equacio (3.39). Com a escolha do sistema de eixos efectuada temos

(3.47)

i, =i e, portanto

2

e tanf = —
2 . _ >
Fy=F, +]\7=m%7 o (Nsind =mo R (3.48)
N cosO =mg N="§&
cos 6
Isto é,
V' = gRtanf
Nomg o (3.49)
cosf

resultado este que, note-se, ¢ formalmente muito semelhante ao do péndulo conico — para
passar de um para o outro sistema basta substituir T por N.

Concluimos, assim, que o automdvel s6 pode efectuar a curva de raio R se a sua
velocidade v for a dada pela primeira das equacdes (3.49): caso contrario, o automovel
caira para dentro da curva, ou saird para fora dela. A experiéncia de todos os dias diz-
-nos, porém, que isto nao corresponde a verdade; os automdveis conseguem descrever
uma dada curva a diferentes velocidades, desde que nem muito baixas, nem muito ele-
vadas. Isto significa que existe um intervalo de velocidades admissiveis para descrever
cada curva. Por que razio obtivemos nds um resultado irrealista? A resposta é simples:
porque nido consideramos o atrito. Facamo-lo em seguida. A forca de atrito, devido a
interac¢do entre a superficie dos pneus e o asfalto da estrada, vai ser exercida sobre o
automével, paralelamente a estrada. A partida ndo sabemos se o seu sentido aponta
plano acima ou plano abaixo: se 0 automével for com velocidade a menos, tenderd a
descer o plano e, neste caso, a for¢a de atrito apontard para cima, para contrariar este
movimento. E o caso representado nas figuras 3.13b e 3.13c. Por outro lado, se o auto-
movel tiver excesso de velocidade, tenderd a subir o plano, caso em que a for¢a de
atrito apontard para baixo, para igualmente contrariar o movimento de saida da estra-
da do automovel. A forca de atrito estatico maxima é entao escrita na sua forma mais
geral como

F*=Fu NcosOi + u Nsinb j (3.50)

128



DINAMICA

onde a combinacado de sinais (—,+) corresponde a uma forca de atrito que aponta plano
acima (vide figura 3.13¢) e a combinacdo (+,-) a uma forca de atrito que aponta plano
abaixo (nao representado na figura 3.13). Repare-se que estamos a utilizar a for¢a de
atrito estatico, porque queremos que o automével ndo tenha movimento nem de subida,
nem de descida do plano, e queremos determinar as velocidades minima e maxima para
as quais isso acontece.

A resultante das forcas que actuam sobre o automovel tem agora de incluir a forca
de atrito (3.50), donde se segue que

2

0= v
Fo=F +N+F =m—i = NSIn9+#SNCOSQ_mR (3.51)

g s 5

NcosO £ u Nsinf =mg
1sto €,

- Rsin@ F u, cos6
cosf + u_sinf

- mg
cos@ £ u sin®

, (3.52)

resultado este que se reduz as equacoes (3.49) no caso de nao haver atrito (¢, = 0). Repare-
-se que agora a curva pode ser descrita a qualquer velocidade v e [v ,v ], onde

mn max

sinf — u, cos

min

cosf + u, sinf (3.33)

sinf + u_cos6
v o= R————
" & cosf — u, sinf - (3.54)

3.4.3. Péndulo simples

Um péndulo simples consiste num corpo de massa m suspenso da extremidade de um fio
de comprimento [ e massa desprezdvel. O corpo suspenso move-se num plano vertical,
descrevendo uma trajectéria que € um arco de circunferéncia de raio R =/ com oscilagoes
de amplitude 6, variando o angulo 6 no tempo entre os valores 6 e -0, (vide figura 3.14a).
Note-se, porém, que o movimento é circular, mas nao é uniforme. De facto, nos dois
pontos de afastamento maximo da posi¢ao vertical o caorpo detém-se para inverter o
sentido do movimento e, por isso, a sua velocidade anula-se e muda de sinal; por outro
lado, no ponto mais baixo da trajectoria (quando o corpo passa pela vertical) a sua ve-
locidade é maxima.
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A

() (b)

Figura 3.14. a) Esquema de um péndulo simples, for¢as que nele actuam e sistema de eixos mais
adequado para estudar o sistema. b) Diagrama do corpo livre construido com base no esquema

apresentado em a).

O corpo de massa m é actuado apenas pela forga gravitica, F,, e pela tensdo do fio,
T. A componente tangencial da forca gravitica, Fy , é a responséavel pela variag¢io da
magnitude da velocidade. Escolhendo um sistema de eixos em que o eixo dos xx é tan-
gente a trajectoria e o eixo dos yy € radial e aponta para o centro da trajectoria circular
(vide figura 3.14), podemos decompor F, e T nas seguintes componentes:

F,=~F,i~F,j=-mgsin0i —mgcos6j (3.55)

gt

T=Tj

Como se trata de um movimento circular ndo uniforme, a acelera¢io tem componentes
tangencial e normal ou centripeta. Com a escolha do sistema de eixos efectuada teremos
i, =i e U, =j,donde

2
14

dzat7+anj=at7+7]. (3.56)

Aplicando agora a segunda lei de Newton e as equagoes (3.55) e (3.56), vem

. F,=-ma,
Fp=F,+T=ma = =
r-F,=ma
mgsind =—ma, (3.57)
= 2

T-mgcosh=ma, :mVT
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isto é,

a, =—gsinf

V2 (3.58)
T=mgcos@+m—=F +F
l gan n

Podemos entido concluir que a aceleragao tangencial do péndulo simples é nula quando
0 corpo suspenso passa pela vertical (6 = 0) e tem valor maximo nas posi¢des de maior
amplitude angular (0 = +6,). Note-se que a tensdo tem duas parcelas: uma de magnitude
igual 2 componente normal da forca gravitica, F, =m g cosb, e outra igual 2 magnitude
da forga normal ou centripeta, F = m v*/L.

Procuremos agora encontrar a equagao diferencial que rege o movimento do péndu-
lo simples. Como se trata de um movimento circular de raio R =/, a aceleragdo tangen-
cial relaciona-se com a Angulo 0 pela primeira das relacées (2.84), isto é,

2
a, :lcjh? . (3.59)
Substituindo a expressdo (3.59) na primeira das equagdes (3.58) obtemos
d’0 .
ﬁz=—§$m9, (3.60)

que € a equagdo diferencial que rege o movimento do péndulo simples. Tendo em conta
o desenvolvimento em série de Taylor da funcdo seno,
. 0> 6° 6’
s1n9—9—§+§—7+..., (3.61)
e considerando apenas oscilagdes pendulares de pequena amplitude (¢, << 1 rad), pode-
mos tomar a aproximagao

sinf =0, (3.62)

0 que permite escrever a equagao diferencial (3.60) na forma

2,
d?:—Ee. (3.63)
dt I

Esta ultima equacio é facilmente reconhecida. E em tudo idéntica a equagdo do movi-
mento harménico simples, equacdo (2.114), fazendo as substitui¢oes x — 6 e w* — g/l.
Temos entdo que concluir que, para pequenas oscilagoes, o péndulo simples descreve um
m.h.s.. A solu¢do da equacio diferencial (3.63) é, portanto,

0(t)=0, sin(wtigoo), (3.64)

com o a frequéncia angular do movimento e ¢ a fase inicial (determina a posi¢do da
massa em ¢ = 0). A comparacio da equacio (2.114) com a equagio (3.63) permite de-
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duzir que, na aproximacao das pequenas oscilagoes, a frequéncia angular do péndulo
simples é
= % : (3.65)

Daqui resulta que a frequéncia do movimento é dada por

Lo 1 g

T=—=21|—. (3.67)
f g

Repare-se que a equacdo (3.67) mostra que o periodo do péndulo simples é independente

e o seu periodo por

da massa do corpo suspenso no fio; depende apenas do comprimento do fio e da aceleracao
gravitica. Daqui resulta que um péndulo simples possa ser usado para determinar o valor da
aceleragio gravitica através da medi¢do precisa do seu periodo de oscilagio. Por outro lado,
no quadro da aproximacao das oscilagdes de pequena amplitude angular, o periodo é inde-
pendente do valor de 6 o que explica porque funcionam t3o bem os relogios de péndulo.

Pretendemos em seguida determinar as expressoes da velocidade e da aceleragao do corpo
de massa m no movimento pendular. Recordando agora a equagio (2.71), a posi¢do s do
corpo de massa 7 ao longo do arco de circunferéncia que constitui a trajectoria do péndulo é

s(£)=10 (). (3.68)

Deste modo, para obter a velocidade e a aceleragio tangencial do péndulo ao longo da
trajectoria basta calcular a primeira e a segunda derivadas de s(t) em ordem ao tempo,
respectivamente. Temos, portanto, para a velocidade do péndulo a expressio

t)=—s(t)=1—0(t 3.69
W)=Ls()=1%0 (1) 369
€ para a aceleragﬁo tangencial a CXp].‘CSSﬁO

d d’

Na aproximag¢do das pequenas oscilagdes a posicdo angular do péndulo simples é
dada por (3.64) pelo que, nesta aproximagao, e tendo em conta as expressoes (3.69) e
(3.70), a velocidade e aceleracdo tangencial do corpo de massa 7 sio dadas por

{v(t)zlweocos(wti%) (3.71)

a,(t)=—lw’0,sin(t £¢p,)
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0 que mostra que v(t) e a(t) sdo func¢des harmonicas simples, com valores maximos
+ lwf e = lw’0, respectivamente. Com base nas expressdes (3.71) podemos também
facilmente mostrar que nas posi¢des de maior amplitude (¢ = =6 ) a velocidade do pén-
dulo é nula e a sua aceleragio tangencial é maxima. Por outro lado, na posi¢ao vertical
(6 = 0) a velocidade é maxima e a acelera¢do tangencial é nula. Para o fazermos vamos
admitir, apenas por simplicidade e sem qualquer perda de generalidade, que o péndulo
se encontrava na posi¢ao 6 = ¢ em ¢ = 0. Isto implica que 9, = +m/2. Em t = 0, temos
neste caso

T
v(1=0)= la)GocosE =0
: (3.72)
.
a,(1=0)=-10’0, sin—-=~ lw®6,
o0 que mostra que em 6 = 6 a velocidade € nula e que a aceleragdo tangencial € mdxima (a
componente tangencial da forca gravitica é maxima). A primeira vez em que o péndulo

atinge a posicao vertical é no instante ¢ = T/4, o que, tendo em conta as expressoes (3.65)
e (3.67), permite deduzir

v(tzzjzla)eocos \/gl i+£ =lwO,cosm=—1wb,

4 [ 2\g 2

a,(tzzjz—lwzeosin \/gz L+£ =—Ilw’0,sinz =0
4 12\g 2

resultado que mostra que, na posi¢ao vertical, a velocidade do péndulo é maxima e a sua

(3.73)

aceleracdo tangencial é nula (a componente tangencial da forga gravitica é nula). Note-se
que os sinais da aceleracao tangencial e da velocidade nas expressoes (3.72) e (3.73)
estao de acordo com o sistema de eixos escolhido. O leitor é convidado a efectuar os
mesmos calculos para ¢t = T/2 e t = 3T/4.
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PROBLEMAS

3.1.

3.2

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

Uma particula material de massa 2 g move-se ao longo de uma curva definida pelo
vector posicio 7(t)=(4t> —£')i +5tj + (t* =2)k cm. Calcule a forca que actua a
particula no instante ¢ = 2 s.

Uma particula material de massa 1 kg move-se sob a accdo de uma forga definida pela
expressdo F(f) = 4cos3ti +12e* j —6sin 3¢ k (SI). Sabe-se que no instante ¢ = 0 a par-
ticula se encontra no ponto (1, 3,-2) (SI) e tem a velocidade v, =27 -2 j + k (SI). Esta-
belega as expressdes dos vectores velocidade e posi¢ao da particula em fungao do tempo.

Uma particula material de massa 2 kg encontra-se sob a ac¢do da forca
F(t)=@8-60)i +(4—1*)] +(4+1)k (SI). Sabendo que no instante 7 = 0 a velocidade
da particula é ¥ =1507 +100 j — 250k (SI), determine:

a) O instante em que a velocidade da particula é paralela ao plano Oyz.

b) O valor da velocidade da particula nesse instante.

Uma particula material de massa 72 move-se ao longo do eixo dos xx segundo a lei
x(t) = Acos(wt +¢,), com A, w e ¢ constantes. Determine a expressdo da forga que
actua sobre a particula em fun¢io da sua posicao.

Uma particula de massa 7 move-se no plano Oxy, sendo a sua posi¢ao dada pelo
vector F(t)=a coswti +bsinwt ], com a, b e w constantes.

a) Mostre que a trajectéria da particula é uma elipse.
b) Mostre que a for¢a que actua sobre a particula é sempre dirigida para a origem.

Um corpo de massa 0.15 kg cai de uma altura de 3 m sobre uma superficie plana
e horizontal de areia. Sabendo que o corpo se afunda 3 cm antes de parar, deter-
mine o valor da forca, suposta constante, que a areia exerce sobre o corpo.

Uma particula de massa 1.5 kg é actuada pela forca F =37 + 6 N. Sabendo que
no instante inicial a particula se encontrava na origem de um determinado refe-
rencial com velocidade 2i m s, determine:

a) A lei do movimento da particula.

b) A equacio cartesiana da trajectéria descrita pela particula.

Para cada um dos esquemas representados na figura que se segue, determine o
valor das tensdes nas cordas AC e BC se o corpo M tiver um peso de valor 50 N.

() (b)
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3.10.

3.11.

3.12.
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De acordo com o esquema representado em baixo, um corpo com massa 80 kg
estd preso por um fio ao ponto A. No ponto B do fio aplica-se uma forga horizon-
tal F, desviando-o 1 m da parede. Sabendo que AB =2 m, determine o angulo
0, a intensidade da forga F e a tensdo no fio.

Dois paralelepipedos, A e B, de massas m, = 0.50 kg e m, = 0.25 kg, respectiva-
mente, estdo ligados entre si por uma haste de massa desprezavel, conforme se
representa na figura em baixo. Sabendo que o plano tem uma inclina¢ao de 30.° e
que os coeficientes de atrito cinético entre os paralelepipedos A e B e a superficie
do plano sio, respectivamente, 0.2 e 0.3, determine a acelera¢do do conjunto, bem
como a tensdo na haste.

B

" 300

No esquema da figura que se segue, os corpos A e B tém massas de 10 kg e 5 kg,
respectivamente, estando ligados por um fio inextensivel e de massa desprezavel.
O coeficiente de atrito (estdtico ou dindmico, suponha que tém o mesmo valor)
entre a superficie do corpo A e a superficie da mesa é 0.25.

a) Determine o valor minimo que a massa do corpo C tem de ter para que o con-
junto dos corpos A, B e C se encontre em repouso.

b) Calcule a aceleracio do sistema, bem como a tensio do fio, no caso de o corpo
C ser retirado.

Uma particula de massa 7 move-se ao longo do eixo dos xx sob a ac¢do de uma
forca F =—kx (SI). Sabe-se que quando ¢ = 2 s a particula passa pela origem, e que
quando ¢ = 4 s a sua velocidade tem valor 4 m s,
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3.14.

3.15.

3.16.

3.17.
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a) Classifique, justificando, o movimento da particula.
b) Mostre que a amplitude deste movimento é 3242/m mse o periodo for de 16 s.

Uma mola de constante elastica k = 20 N m™' em posi¢do vertical tem um corpo
de massa de 1 kg suspenso na sua ponta livre.

a) Calcule o periodo de oscilagdo que teria o sistema corpo-mola se 0 mesmo
fosse colocado a oscilar.

b) Determine a posi¢ao de equilibrio do sistema corpo-mola, se y = 0 corresponder
a posi¢io nio distendida da mola.

c) Admita que se pde o corpo em movimento, puxando-o 0.5 m para baixo da
sua posicdo de equilibrio e soltando-o em seguida. Estabeleca a equacdo do
movimento do corpo.

Um oscilador harménico simples consiste num corpo de massa 2.4 kg, repousando
numa superficie horizontal sem atrito, ligada a um suporte fixo por uma mola
horizontal de constante eldstica k = 180 N m™. O sistema é posto em oscilacio de
tal modo que no instante ¢t = 0.16 s, o deslocamento é 0.15 m e a velocidade tem
valor 0.8 m s e sentido positivo. Determine:

a) A frequéncia angular do movimento.
b) O periodo do movimento.
¢) A equagio do movimento.

Uma particula de massa 2 g vibra com movimento harménico simples, sendo a
amplitude do movimento de 1 cm. A aceleracdao nos pontos extremos da trajecto-
ria tem o valor 4x10° m s2,

a) Calcule a frequéncia do movimento.

b) Calcule o valor da velocidade da particula quando passa na posi¢ao de equilibrio.

c) Calcule o valor da velocidade da particula quando a sua posi¢ao é 0.6 cm.

d) Estabeleca a equagdo que exprime a forca que actua sobre a particula como
funcdo da posigio.

Uma esfera de grafite com 1 mm de raio é deixada cair livremente numa prove-
ta com 4gua a 20 °C. Sabendo que, a 20 °C, a massa volumica da grafite é
p.=2.254 g cm?, a massa volimica da dgua € p, =1 g cm? e a viscosidade da
agua €7, = 1.005x107 Pa s, determine:

a) O valor da velocidade limite da esfera.

b) A distancia percorrida pela esfera desde que é largada em queda livre até atin-
gir a velocidade limite. Nota: admita que a velocidade limite da esfera é atingi-
da decorrido um intervalo de tempo igual a 5 vezes a constante de tempo ca-
racteristica do sistema.

Um satélite é colocado em 6rbita a uma altitude » de 300 km acima da superficie
terrestre. Admitindo que o satélite descreve um movimento circular uniforme no
plano equatorial da Terra, determine o valor da velocidade do satélite. Note que
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o satélite esta muito afastado da superficie da Terra, pelo que a forca gravitica que
sobre ele actua deve ser calculada usando a expressio (3.6).

3.18. Num péndulo cénico, uma esfera de massa 7, presa a extremidade de um fio de
comprimento / e massa desprezavel, descreve uma trajectéria circular num plano
horizontal com velocidade angular w. Calcule o valor da tensio na corda e o angu-
lo que ela faz com a vertical no caso em que m =12 kg, /= 1.5 me w = 3.0 rad s’..
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CAPITULO 4
TRABALHO E ENERGIA

No capitulo anterior abordimos o estudo da dindmica com base nas leis de Newton,
tendo o conceito de forca um papel central na andlise que desenvolvemos: conhecida a
resultante das forcas que actuam o sistema em estudo, por aplicacdo da segunda lei de
Newton calcula-se a expressdo da aceleracdo do sistema e, em seguida, por integragio,
as leis do seu movimento.

Neste capitulo encetaremos o estudo da dindmica tendo como base as grandezas
trabalho e energia. As relagoes entre trabalho e energia e, em particular, o facto de a
energia mecanica se conservar sob determinadas condi¢oes, permitem ndo s6 uma ana-
lise mais profunda da natureza dos sistemas fisicos, como também um modo mais expe-
dito de atacar a resolucdo de problemas concretos. Introduziremos estes conceitos com
base nos sistemas fisicos mais simples que podemos conceber: os sistemas compostos por
uma Unica particula material®® ou que podem ser tratados como tal.

4.1. Trabalho e energia cinética

Os conceitos de energia e trabalho e, em particular, o da conservagdo de energia,
possibilitam-nos resolver de modo simples um grande ntimero de problemas de di-
ndmica; permitem que nos concentremos no facto de o valor de uma grandeza con-
servada ser o mesmo em qualquer instante, em particular no inicio e no fim do mo-
vimento, independentemente da complexidade desse movimento. No que se segue
iremos estabelecer o conceito de trabalbo de uma forgca bem como a relagido entre o
trabalbo da forca resultante que actua uma particula material e a variagao da energia
cinética da particula, grandeza esta relacionada com a sua velocidade. Esta ultima
relagdo é valida qualquer que seja a natureza da forca resultante, em particular é
valida em situagdes em que a forca é variavel de ponto para ponto e para as quais,
portanto, a aplicacdo directa da segunda lei de Newton pode ser dificil ou mesmo
impossivel.

3 Recordamos que uma particula material é um corpo dotado de massa, mas suficientemente pequeno
para que as suas dimensdes possam ser desprezadas.
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4.1.1. Trabalho de uma forca constante no espaco unidimensional
Comecemos por considerar uma particula material de massa m1, sobre a qual actua uma
forca resultante constante, Fr. Admitamos que a particula s6 se pode mover ao longo
do eixo dos xx e que Fy tem a direc¢do desse mesmo eixo (caso unidimensional). Pela
segunda lei de Newton, a particula adquire uma aceleracdo dada por @=Fz/m. Uma
vez que a aceleracdo é também constante e o problema é unidimensional, a particula
adquire necessariamente movimento rectilineo uniformemente variado. Admitamos que,
por ac¢do da forga F, a velocidade da particula varia do valor inicial v para o valor v,
sofrendo um deslocamento Ax. Na medida em que se trata de um m.r.u.v., verifica-se que
(vide equagao (2.20))

F
vi=v +2aAx=v, +2—LAx . (4.1)
m

Reagrupando os termos desta equagao, obtemos
FAx—lmv2 —lmv2 (4.2)
: 2 2 '

A grandeza no primeiro membro da equagido (4.2) é o trabalbo realizado pela forca
F, ao deslocar o seu ponto de aplicagdo da distdncia Ax e representa-se por W(F),
isto é

W(F,)=F,Ax. (4.3)

O trabalho é uma grandeza escalar cuja unidade SI é o joule (J): 1 J = 1 N m. Note-se
que a palavra trabalho tem aqui um significado diferente do que toma na linguagem cor-
rente. Em Fisica, para que uma forga realize trabalho tem forgosamente que deslocar o seu
ponto de aplicagao. Por mais que nos esforcemos por deslocar um enorme bloco de pedra,
as forgas que sobre ele exercemos nao realizam qualquer trabalho se ele ndo se mover...

A grandeza

K =%mv2, (4.4)

também representada, frequentemente, por E , denomina-se energia cinética da particu-
la. E energia que a particula possui pelo facto de se encontrar em movimento. A unidade
SI de energia cinética é, evidentemente, também o joule. Na tabela 4.1 encontram-se
valores das ordens de grandeza da energia cinética de alguns sistemas fisicos. As defini¢oes
atras introduzidas permitem-nos reescrever a equagao (4.2) na forma

W(F)=K—-K,=AK, (4.5)

expressao esta que traduz o chamado teorema do trabalbo-energia ou teorema da ener-
gia cinética:
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O trabalbho realizado pela resultante das forcas que actuam sobre uma particula
num dado intervalo de tempo é igual a variacio da energia cinética da particula du-

rante o mesmo intervalo de tempo.

Note-se que o trabalho pode ser positivo ou negativo, consoante a energia cinética
aumenta ou diminui, respectivamente. E positivo quando a for¢a e o deslocamento tém
0 mesmo sentido e negativo quando tém sentidos opostos.

Tabela 4.1. Ordens de grandeza das energias cinéticas de alguns sistemas fisicos.

Sistema fisico Energia cinética (J)

Electrao em movimento em torno de um nicleo 1018
Molécula de oxigénio a temperatura ambiente 107
Electrdo num tubo de raios catddicos 101
Gota de chuva 103
Atleta a correr 103
Automével numa via rapida 10°

1033

Terra em movimento em torno do Sol

4.1.2. Trabalho de uma forca constante no espaco tridimensional

Generalizemos agora os resultados atrds obtidos ao caso do trabalho de uma forca no
espaco tridimensional. Continuemos a supor que a forga resultante que actua a particu-
la é constante, mas que Fi tem uma direccio diferente de . Neste caso o movimento
¢ um movimento uniformemente variado (@ = const), mas nio forcosamente rectilineo.
Teremos por isso que aplicar a equagdo (4.2) a cada uma das trés dimensdes do espago.

Tem-se, portanto:

Fo Ax=—mv: ——mv’,
1 2 2

FR1 Ay Emvy - _mvv() (4 6)
1 2

Fp Az =—mv, ——mv,

O trabalho realizado pela forga resultante é agora simplesmente a soma das trés parcelas:

W (F,) =Fo Ax+Fy Ay + Fy Az =

(4.7)

1 2 2 2 1 2 2 2\’
:Em("x +vy +vy)—§m(v0x +v0y +v0y)
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ou seja,

~ -1, 1
W(FR)=FR-Ar=§mv2—Emv§=K—KO=AK, (4.8)
de onde se segue que a forma geral do trabalho realizado por uma forca constante quan-
do o deslocamento do seu ponto de aplicacio é A7 é dado pelo produto interno ou es-

calar da forga pelo vector deslocamento:

W(F)=F-AF =FArcosb (4.9)

onde 6 é o angulo entre os vectores forca e deslocamento (6 = (F A7) ). Repare-se que
a expressao (4.9) entra em linha de conta, através do factor cos@, com a possibilidade
de o deslocamento e a for¢a ndo terem a mesma direc¢ao. Sempre que cosf >0 o traba-
lho é positivo e diz-se trabalbo motor (vide figura 4.1a); sempre que cosf <0 o trabalho
¢ negativo e diz-se trabalbo resistivo (vide figura 4.1b). Por outro lado, da equagio (4.9)
deduz-e imediatamente que uma forca perpendicular ao deslocamento nio realiza tra-
balho, na medida em que cos6 =0 (vide figura 4.1¢).

Note-se, ainda, que a expressao (4.9) — a definicdo de trabalho de uma forga — é va-
lida para o célculo do trabalho realizado por qualquer forca F constante, e ndo apenas
para a forca resultante constante, Fg, que actue a particula. Por outro lado, se a partl—
cula material for actuada por um conjunto de # forcas, ter-se-d Fy = F, + F> +...+ F, e,
portanto, o trabalho da forga resultante igualara o somatério dos trabalhos realizados
por cada for¢a que actua a particula, ou seja,

W(F)=F,-AF=(F +F, +..+F)-AF =
=(F,-AF) + (F, - AF) + ...+ (F, - AF) = (4.10)
=W(E)+W(E)+ ...+ W(F,)
Diz-se por isto que o trabalho é uma grandeza aditiva ou extensiva. Note-se, contudo,

que apenas o trabalho realizado pela forca resultante iguala a variagdo da energia ciné-
tica da particula, conforme expresso pela relacdo (4.8).

(@) (b) (©)

Figura 4.1. Trabalho realizado pela for¢a F . Dependendo do angulo entre a forga e o desloca-
mento podemos ter: a) um trabalho motor (W > 0); b) um trabalho resistivo (W < 0); ¢) um tra-
balho nulo.
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Exemplo 4.1

De acordo com o esquema a seguir representado, um bloco de massa 5 kg é deslocado
horizontalmente, da esquerda para a direita, ao longo de uma distancia de 6 m, por ac¢ao
de uma forga de valor F = 40 N, cuja direc¢do forma um angulo de 60° com a horizontal.
Sabendo que o bloco partiu do repouso e que o coeficiente de atrito cinético entre o bloco
e a superficie é ;= 0.1, determinar: a) o trabalho da forga F, 0 trabalho da forca de
atrito, o trabalho do peso do bloco e o trabalho da reac¢do normal ao plano; b) o trabalho
da forca resultante; ¢) a velocidade do bloco ap6s ter percorrido a distancia de 6 metros.

Resolucdo:
a) Teremos para o trabalho da forca F, e para o trabalho da forca de atrito, respec-
tivamente,

W(F'):FArcos(F"\Af) =40x6xcos60°=120 J;

W(E") = F*Arcos(F ~ AF) = (u, N)Arcos(E ~ AF) =
=u, (mg — F sin60) Ar cos(F "~ AF) =
=1.43x6xc0s180°=-8.58J.

Por outro lado, como quer o peso do bloco quer a for¢a de reaccao normal da
superficie sobre o bloco sdo forcas perpendiculares ao deslocamento, teremos

W(F,)=W(N)=0.

b) O trabalho da forga resultante é a soma dos trabalhos de todas as forcas aplicadas
no bloco. Logo

W(E) =W (F)+W(F")+W(F,)+W(N)=
=120-8.58+0+0=111.42 J.

Note-se que este resultado poderia ter sido obtido, calculando primeiro a expres-
sdo vectorial da forca resultante, dada por Fy = F + Ff' + Fg + N, e, em seguida,
calculando o produto interno entre a forca resultante e o vector deslocamento
(A7 =6i), de acordo com a equacio (2.24).3*

¢) Pelo teorema do trabalho-energia sabemos que o trabalho da forca resultantes é
W(Fz)=AK =mv;/2—mvi/2. Como o bloco estava inicialmente em repouso
(v, = 0), apos ter percorrido os 6 metros a sua velocidade é

v = /2W(FR) _ /2><111.42 668 m s
m 5

3 Sugere-se vivamente que o leitor efectue estes cdlculos.
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4.1.3. Trabalho de uma forca variavel

Consideremos, finalmente, o cilculo do trabalho de uma forca que varia de ponto para
ponto, F = F(7). Suponhamos que uma particula de massa 2, ao ser actuada por uma
forga variavel, sofre um deslocamento infinitesimal d7, durante o qual a forca é apro-
ximadamente constante. O trabalho elementar (ou infinitesimal) realizado pela forca
neste deslocamento é dado pela equacido (4.9):

dw =F -dF , (4.11)

ou seja, dW = F drcos(F ~dF)=Fdrcos® (vide figura 4.2).

Figura 4.2. Deslocamento infinitesimal da particula de massa m por ac¢do da forca F = F(F) .

Para calcularmos o trabalho realizado por F varidvel num deslocamento finito entre um
ponto A e um ponto B, ao longo de uma curva C (trajectoria), teremos de calcular
o integral de linha (ou integral de caminho) de F ao longo da curva C, entre os pontos
A e B (vide figura 4.3a), isto é,

W=| F-dr. (4.12)

c

G

>3

(a) (b)

Figura 4.3. a) Deslocamento finito da particula de massa 72 ao longo de uma trajectdria entre os
pontos A e B por ac¢io da forga varidvel F =F(#).b) Duas trajectérias distintas que podem
conduzir a particula do ponto A ao ponto B.
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Desta expressdo resulta que o trabalho realizado por uma forca variavel quando o seu
ponto de aplica¢do se desloca de um ponto A para um ponto B depende, em geral, da
curva C que os une e a que corresponde o percurso seguido pela particula. Assim, se
consideramos dois pontos A e B e duas quaisquer curvas C, e C, que os unam (vide fi-
gura 4.3b), o trabalho realizado pela forca F varidvel depende da curva (trajectoria)
descrita. Em geral teremos

lej F-di # W,=| F-d7. (4.13)
G

Note-se que para o calculo de um integral de linha ou de caminho é sempre necessa-
rio conhecer a equagido da trajectéria (caminho) sobre a qual se pretende calcular o in-
tegral. Vejamos um exemplo.

Exemplo 4.2

Uma particula material é actuada por uma forca F(¥)=yi —xj (SI). Calcule o tra-
balho realizado pela forca quando desloca a particula entre o ponto O(0,0)m e o
ponto A(2,4) m por cada um dos seguintes caminhos: a) ao longo de uma recta que
passa por ambos os pontos; b) ao longo da pardbola y = x2.

Resolucao:
a) O trabalho realizado pela forca é

W:jﬁ.dfzj(yf—x]')‘(dxf+dy]')=
04 04

= I (ydx —xdy) = .[ ydx—j xdy
04 04

04

Considerando que a recta que passa pelos pontos O e A é definida pela relagio
y = 2x, resulta neste caso

04

N I 16
=2l L] 24220
2] 202, 4

Este mesmo resultado poderia ter sido obtido integrando apenas na variavel x,

2 4
W=J- ydx—j xdsz‘Zxdx—Ildyz
o4 0 0 2 )

tendo em conta que y = 2x = dy = 2dx,

2 2
szydx—jxdyszxdx—Ibcdsz,
04 04 0 0

04 04
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ou integrando apenas na variavel y,

4 4
W= .[ydx jxdy—ljydy—ljydy 0.
0A 2 0 2 0
b) O trabalho da forca é também
W = J.F :J. (i —xJj)-(dxi +dyj)=

04

J(ydx xdy)= jydx J.xdy

04

bl

mas neste caso o seu ponto de aplicacao desloca-se ao longo da parabola y = x%, logo

2 4
W= J.ydx dey J.x dx — J.yl/zdyz
04 0 0

{_}{L}§E 8,
30, [32), 3 3 3

Note-se que também neste caso poderiamos ter optado por fazer a integragao
apenas numa das variaveis, x ou y, tendo em consideragdo que y = x> = dy = 2xdx.
Reparar ainda que, neste exemplo, o resultado obtido em a) é diferente do obtido
em b), concluindo-se assim que o trabalho da forca F(7) = yi —x depende efec-
tivamente do caminho percorrido pelo seu ponto de aplicacdo e ndo apenas dos
pontos inicial e final do percurso.

No caso de a forga resultante aplicada na particula ser uma forga varidvel, Fy = Fx(¥),
verifica-se também o teorema do trabalho-energia:

W(FR)z‘[CFR-dszKsz—K[, (4.14)

isto é, o trabalho da forca resultante iguala a variagao da energia cinética da particula,
tal como vimos anteriormente para o caso de a forga resultante ser constante.

Demonstragado:
Se Fr é a forca resultante que actua a particula podemos escrever, pela segunda lei de
Newton,
dW:FR-dF:m%'T/dt. (4.15)
t
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Por outro lado, repare-se que

Loay=dl 5459 47 5 (4.16)
dt dt dt dt
ou seja,
- 2
ﬂ.ﬁ:li(g.;):ld‘} . (4.17)
t 2 dt 2 dt
Donde,
- 2
dW:FR-dfzmﬂ-vdzzlde dt=imdv =dEm?)=dk  (4.18)
dt 20 dt 2 2

e, portanto, o trabalho da forga resultante que actua a particula quando esta se desloca
entre um ponto A e um ponto B ao longo de uma curva C serd entdo

B
W(FU:I szIdKzKB—KAzAK. (4.19)
C
A

4.2. Forcas conservativas e nao conservativas

Referimos anteriormente que, em geral, o trabalho de uma for¢a que actua uma particu-
la material depende, ndo s6 dos pontos inicial e final da trajectéria mas também da
curva descrita pela particula. Contudo, existe um conjunto de forgas que se distinguem
pelo facto de o trabalho por elas realizado depender apenas das posi¢des inicial e final
da particula, sendo independente da trajectoria descrita. Sio as chamadas forcas conser-
vativas. Para compreender melhor a nogao de forca conservativa, analisemos o trabalho
realizado por trés forcas distintas.

4.2.1. Trabalho da forca gravitica

Calculemos o trabalho realizado pela forca gravitica ao deslocar um corpo de massa m
do alto de um plano inclinado de comprimento L e altura b, para a base desse mesmo
plano, segundo duas trajectorias diferentes (vide figura 4.4):

1. Deslizando ao longo do plano cuja trajectéria é AC e a que corresponde o vec-
tor deslocamento dado por, A7 = [,cos@7 —h 5

2. Caindo primeiro verticalmente do alto do plano (trajectoria AB) e deslizando
em seguida na horizontal (trajectéria BC ). O vector deslocamento serd neste
caso A¥ =Ai + Ak, com Afi=-hj e AP, = LcosOi-
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Figura 4.4. Movimento do corpo de massa m do ponto A para o ponto C, ao longo de dois cami-
nhos possiveis: 1) directamente de A para C e 2) primeiro de A para B e depois de B para C.

Como a forca gravitica é a mesma em qualquer dos casos e igual a F, = —mg J , teremos:
Caso 1:
W(F,)=F,-AF =mgLsin0 =mgh. (4.20)

Caso 2:
W(E)=W\(F,)+W,(F,)=F,-Aii + F, - A7, =
=mgh +0=mgh

(4.21)

Em ambos os casos, o trabalho realizado pela forca gravitica é o mesmo. Podemos entio
intuir que o trabalho da forca gravitica nao depende da trajectoria seguida pela particula.

4.2.2. Trabalho da forca elastica

Calculemos agora o trabalho realizado pela forca elastica (a forca exercida por uma mola
sobre um corpo) ao deslocar um corpo de massa m da posi¢do de equilibrio da mola,
situada em x = 0, até x = L > 0, segundo duas trajectorias (vide figura 4.5):

1. Esticando simplesmente a mola de x = 0 até x = L;
2. Comprimindo primeiro a mola de x = 0 até x = a < 0, esticando-a em seguida de
x =aaté x = b > L, e finalmente comprimindo-a de x = b até x = L.

Figura 4.5. Sistema massa-mola descrevendo as trajectdrias referidas no texto.
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Note-se que agora a for¢a nao € constante, uma vez que depende da deformacao (dis-
tensio ou compressio) da mola. Pela lei de Hooke sabemos que F, =—kxi . Teremos entio:

Caso 1:
L ( A
sz‘lidx:j(—kx)dx:[—T} === (4.22)
0 0 0
Caso 2:
a b L
W=I]idx+J.de+J.Fedx=
0 a b
a b L
=J'(—kx)dx+I(—m)dx+j(—1a)dx= , (4.23)
0 a b

2 |, 2 | 2 |, 2

O trabalho realizado é o mesmo em ambos os casos. Tal como no caso da forca gra-
vitica, também se pode intuir deste exemplo que o trabalho da forca elastica ndo depen-
de da trajectoria da particula.

4.2.3. Trabalho da forca de atrito

O trabalho de uma forca de atrito estatico é sempre nulo, W(F)=0, porque nio ha
deslocamento do seu ponto de aplicagdo. Calculemos agora o trabalho realizado pela
forca de atrito cinético sobre um corpo que se desloca uma distancia L sobre um plano
horizontal, percorrendo duas trajectérias distintas:

1. Em linha recta de x = 0 até x = L, e em que a forca de atrito é dada por Fi =—u,N1;
2. Em linha recta de x = 0 até x = 2L, onde a forca de atrito é F;' =—u,Ni ,e em
seguida invertendo o sentido sobre a mesma linha recta e indo de x = 2L até

x = L, onde a for¢a de atrito é F¢ =,uka .

Notar que, em qualquer dos casos, a forca de atrito tem sempre sentido contrario ao do
movimento e que N = mg. Teremos, portanto:

Caso 1:
W(F")=—u,mgL. (4.24)
Caso 2:

W(F")=-u,mgx2L+pu,mgx(~L)=-3u,mgL . (4.25)

149



FISICA - UMA INTRODUCAOQ

Verificamos, assim, que, ao contrario do valor do trabalho da forca gravitica ou da for-
ca eldstica, o valor do trabalho realizado pela forga de atrito depende da trajectoria
descrita pelo seu ponto de aplicacao.

Como referimos anteriormente, se o trabalho realizado por uma forg¢a no deslo-
camento de um corpo nio depender da trajectéria por ele percorrida, mas apenas
das posicoes inicial e final, a for¢a diz-se conservativa; caso o trabalho dependa da
trajectOria, a for¢a diz-se ndo conservativa. Qualquer forca constante, a forga gra-
vitica, a forca eldstica bem como qualquer forga central®’ sao exemplos de forcas
conservativas; ja a forga de atrito é uma forca nao conservativa. Note-se, porém,
que o atrito ndo implica for¢osamente a existéncia de interac¢cdes ndo conservativas
entre particulas. O atrito é um conceito estatistico. O atrito de escorregamento, por
exemplo, resulta de um numero elevadissimo de interac¢des individuais entre as
moléculas das duas superficies em contacto. Cada uma destas interac¢des pode ser
expressa por uma forga conservativa. Contudo, o efeito macroscopico ndo é conser-
vativo, na medida em que, uma vez completada uma trajectoria fechada, embora o
COrpo se encontre macroscopicamente na posicao original, as suas moléculas, indi-
vidualmente, ndo retornaram a condi¢ao original. Deste modo, o estado final ndo é
microscopicamente idéntico ao estado inicial, nem sequer equivalente do ponto de
vista estatistico.

As forgas conservativas assumem grande importancia, nio s6 porque ocorrem na
natureza com muita frequéncia, mas também porque estdo associadas a grandeza
energia potencial, que abordaremos em seguida. E de referir, ainda, as seguintes duas
consequéncias da defini¢do de forca conservativa:

* O trabalho realizado por uma forga conservativa, F,, ao longo de uma trajectéria
C fechada é nulo, isto é,

W(E):(f)cé.df:o. (4.26)

® Uma forga conservativa nao pode depender da velocidade. Por outras palavras:
se uma for¢a depender da velocidade, é for¢osamente nio conservativa. Um exem-
plo é a for¢a de atrito viscoso, dada pela equagdo (3.24). Como veremos no pa-
ragrafo seguinte, uma forga conservativa ou é constante ou s6 depende da posi-
¢do. Note-se, porém, que existem for¢as nao conservativas que nao dependem da
velocidade, como por exemplo as forgas de atrito entre superficies solidas (ver
paragrafo 3.2.5.1).

3 Um forga central é uma forca convergente ou divergente de um ponto fixo do espago e cuja intensidade
s6 depende da distancia do ponto de aplicacdo da forca ao referido ponto fixo. A forca gravitica, a forca
elastica e a forca centripeta sdo exemplos de forcas centrais.
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4.3. Energia potencial

As forgas conservativas tém uma propriedade especial: a energia que comunicam a um
corpo ao realizarem trabalho sobre ele fica “armazenada” no referido corpo e pode ser
recuperada. E isto que sucede, por exemplo, quando elevamos um corpo no campo
gravitico terrestre: o trabalho realizado para elevar o corpo fica armazenado nele na
forma de energia potencial gravitica, a qual pode ser recuperada quando se larga o
corpo. O mesmo se passa com uma mola: o trabalho realizado ao comprimi-la fica ar-
mazenado sob a forma de energia potencial eldstica, a qual é recuperada quando se
larga a mola.

Uma vez que o trabalho realizado por uma for¢a conservativa apenas depende dos
pontos inicial e final do deslocamento e ndo da trajectoria, este trabalho pode ser expres-
so em termos de uma fun¢ao apenas desses pontos. Essa fungao é precisamente a energia
potencial, como veremos a seguir com alguns exemplos.

4.3.1. Energia potencial gravitica

Tendo em conta a equagdo (4.12), o trabalho realizado pela for¢a gravitica F, =—mgj
quando um corpo de massa 7 é deslocado de um ponto a altura y, para um ponto a
altura y, é dado por

W(E) = [ F,-d7 = [ (5, ) @) =TFg dy =
g . (4.27)

V2

ZJ'(_mg)dy=mg(yl )

N
Pode-se, portanto, escrever este trabalho na forma

W(F;) =mgy, —mgy, =(mgy, +U0)_(m8y2 +U0):

, (4.28)
:Ug (yl)_Ug(y2)
onde U, € uma constante aditiva arbitraria. A funcio
U (y)=mgy+U,, (4.29)

chama-se energia potencial gravitica do sistema particula-Terra. Verifica-se, deste modo,
que o trabalho realizado pela forga gravitica é simétrico da variagao da energia potencial
gravitica, ou seja,

W(F,)=-AU,. (4.30)

Reparemos ainda que U (y) estd definido a menos da constante U, arbitraria, o que ¢
uma consequéncia do facto de o trabalho apenas determinar qual é a diferenga dos va-
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lores da energia potencial entre os pontos inicial e final, mas ndo o valor absoluto da
energia potencial em cada um desses pontos. Tomar U = 0 equivale a tomar U, (y)=0
quando y = 0. Note-se, contudo, que nao somos obrigados a fazer esta escolha. Daqui
resulta que, ao ser efectuado o cdlculo da energia potencial gravitica, podemos tomar a
origem do eixo dos yy (vertical do lugar) em qualquer ponto que nos seja mais conve-
niente para a resolu¢ao de um problema concreto. Evidentemente que, uma vez feita a
escolha da origem do eixo dos yy, nio a podemos modificar.

4.3.2. Energia potencial elastica
Suponhamos que uma mola é esticada de x = a até x = b. O trabalho realizado pela for-
ca elastica F, =—kxi na deformacdo da mola é

W(F)= IF“ -dF =j(—kx7)-(dx7) = j.(—loc)dx =
a a (4.31)

> =~ =

| ] kW
2 2

resultado este que pode igualmente ser escrito na forma

W(]i)=(%2+UOJ—(ZLZ+UOJ=UE(a)—Ug(b). (4.32)

A funcio
1,
Ue(x)=5kx +U,, (4.33)

¢ denominada energia potencial eldstica. Por (4.32) verificamos que o trabalho realizado
pela forga elastica é simétrico da variacao da energia potencial eldstica, isto é,

W(E)=—AU,. (4.34)

Tal como no caso da energia potencial gravitica, U (x) ¢ também definido a menos de
uma constante aditiva U, arbitraria, uma vez que o trabalho determina apenas a dife-
renga entre os valores inicial e final da energia potencial elastica e nio o seu valor abso-
luto. Quer isto dizer que, ao efectuarmos o calculo da energia potencial eldstica, podemos
tomar a origem do eixo dos xx em qualquer ponto que nos seja conveniente. Em parti-
cular, podemos escolher U, = 0 para que U (x) = 0 quando x = 0.
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4.3.3. Energia potencial; caso geral
Podemos sempre afirmar que qualquer forga conservativa, F., estd relacionada com uma
determinada fungio energia potencial, U, de tal modo que ¢ valida a relagao

W(F.)=-AU, (4.35)

expressio esta que garante que o trabalho da forga conservativa F, é independente da
trajectoria seguida pelo seu ponto de aplicagao.
Duas questoes:

1. Como verificar se uma determinada for¢a F' é conservativa?
2. Caso F’ seja uma forga conservativa, qual é a sua relacdo com a funcido energia
potencial U que lhe estd associada (melhor dito, da qual F' deriva)?

Resposta a questdo 1:

Se a forca for conservativa, o trabalho por ela realizado ao longo de uma trajectéria
fechada € nulo, ou seja,

W=<]5 F-di =0. (4.36)
C

Logo, pelo teorema de Stokes®, o rotacional da forca tem de ser também nulo, isto é,

rot F=VxF=0, (4.37)

onde V representa o operador “nabla” e que se escreve, em coordenadas cartesianas,
na forma

v-97,.95,9¢. (4.38)
ox Oy oz

Deste modo, o rotacional de F', em coordenadas cartesianas, é

i j ok
Y i A
ox Oy Oz
(4.39)
F, F, F
_[9F ;_[E_‘qu OF, O \¢
oy 0Oz ox 0Oz ox Oy

3¢ Vide, por exemplo, R. Adams, Calculus: A Complete Course, Addison Wesley, 1999, ou qualquer outro
bom livro de cilculo diferencial e integral em R®.
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Exemplo 4.3
Dada a forca F =2yzi +2xz ] +2xyk, verificar se ' é uma forca conservativa.

Resolucdo:
i j Kk
VxF = o 9 9 = i(2)@/)—2(2)&) i —
ox Oy oz oy 0z
2yz 2xz 2xy
[0 0 -~ |0 0 -
- —QRxy)——( +| —2xz)—-—(2 k=
_ax(xw i%()wﬂj {ax(x@ 8y(yZ)}

=(2x-2x)i —(2y—-2y) j +(2z-22)k =0.
Logo, como V x F=0 ,a for¢a F é conservativa.

Resposta a questdo 2:

Se F' é uma forca conservativa entdo verifica Vx F = 0. Como qualquer funcio vectorial
cujo rotacional seja nulo deriva de uma fung¢io potencial escalar pela operagdo “gra-
diente da fun¢io potencial”, podemos afirmar que F deriva de uma fungio escalar, dita
energia potencial, U = U(x,y,z), pela operagio

F=—gradU=-VU, (4.40)

onde VU representa o gradiente da fungio U. Em coordenadas cartesianas ter-se-a

= oUu- oU- 0U -
vu="0 4+ 5 Yk (4.41)
Ox oy oz
Compreende-se agora por que razdo uma for¢a que dependa da velocidade nunca
pode ser conservativa: ndo é possivel obté-la como o gradiente de nenhuma funcio es-

calar das coordenadas espaciais.

Exemplo 4.4
Deduzir, a partir da respectiva expressdo da energia potencial, a) a expressdo da for-
ca gravitica e b) a expressdo da forga eldstica.

Resolucdo:
a) Ug(y) = mgy (admitimos U,=0), donde

9

. 0 .
F =-VU, =——(mgy)i -
. af gy) &

g

(mgy)j - §<mgy>/€ .
A

=-mgj.
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b) U.(x)=kx’/2 (admitimos U =0), donde
F =-VU, =—3(kx2/2)7 —i(kxz/z)j —i(kx2/2)1€=
Ox oy oz
=—kxi.

Exemplo 4.5
Deduzir a func¢do energia potencial de que deriva a forga conservativa analisada no
exemplo 4.3, F =2yzi +2xz ] + 2xyk.

Resolucdo:
Como a forca é conservativa (vide exemplo 4.3) F =—VU, ter-se-d que verificar

oU
—0=F =2yz
ox 7
_a_U: L =2xz.
aJ/ >
oU
—=F =2x
o 2 Y

Este sistema de equagdes diferenciais tem como solugao a fungao, U = -xyz + U, com
U0 uma constante arbitriria.

4.4. Energia mecanica

Consideremos uma particula material actuada por um conjunto de # forgas, conjunto
este que inclui forcas conservativas e forgas nio conservativas. O trabalho da forga re-
sultante iguala a soma dos trabalhos de todas as forgas, ou seja,

W(F)=W(FE)+..+W(F,), (4.42)
resultado este que pode ser reescrito na forma simplificada

W(E)=W, +W,

ne

(4.43)

onde W e W _representam, respectivamente, o trabalho total realizado por todas as for-
cas conservativas e o trabalho total realizado por todas as for¢as nao conservativas. Por
outro lado, sabemos que W (Fy)=AK e que W _=-AU, com AU a variagdo da energia
potencial total®” do sistema. Deste modo podemos reescrever a equacao (4.43) na forma

AK =-AU+W _ < AK+AU=W,

ne ne *

(4.44)

37 Para a energia potencial total de um sistema contribuem todas as formas de energia potencial envolvidas
no sistema (energia potencial gravitica, energia potencial elastica, etc.).
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A grandeza
E=K+U, (4.45)

denomina-se energia mecdnica (energia mecanica = energia cinética + os varios tipos de
energia potencial). Podemos entdo concluir pela equacio (4.45) que

W, =AK+AU=A(K+U)=AE, (4.46)

isto é, o trabalho total das for¢as ndo conservativas aplicadas na particula iguala a va-
riacdo da energia mecanica da particula. Deste ultimo resultado podemos deduzir o
principio de conservagdao da energia mecanica:

Se o trabalho das forcas ndo conservativas que actuam sobre uma dada particula ou
sistema for nulo, entdo a energia mecanica dessa particula ou sistema é constante.

AE=E, - E =0 = (sistema conservativo) . (4.47)

4.4.1. Corpo em queda livre por accao da forca gravitica

Apliquemos o principio de conservagao da energia mecanica para determinar a veloci-
dade de um corpo ao embater no solo quando deixado cair livremente de uma altura h
(vide figura 4.6). Inicialmente, o corpo possui apenas energia potencial gravitica, uma
vez que ndo tem velocidade inicial. Como referimos anteriormente, temos completa
liberdade de escolher onde é que a energia potencial gravitica é zero. Neste caso, é
conveniente escolhermos o zero da energia potencial gravitica no solo, porque assim,
quando o corpo chegar ao solo, terd apenas energia cinética, o que simplifica os cdlcu-
los. Note-se que por “chegar ao solo” queremos dizer “no instante imediatamente an-
terior a entrar em contacto com o solo”: assim que o corpo tocar no solo, sera actuado
pela forca de reacgao deste, a qual ndo é necessariamente conservativa, logo nao per-
mitiria aplicar o principio de conservagao da energia mecanica. Durante a queda, pelo
contrario, o corpo € unicamente actuado pela forga gravitica, a qual é conservativa®,
Deste modo, a energia mecanica do corpo em queda livre é conservada. Igualando a
energia mecanica inicial (exclusivamente potencial gravitica) e a energia mecdnica final
(exclusivamente cinética), obtemos

mgh (inicial ) =%mv§ (final) < v, =.2¢gh, (4.48)

resultado que podemos obter, de modo menos expedito, utilizando as equagdes da cine-
matica do m.r.u.v. a uma dimensao (vide problema 2.4).

3% Estamos, obviamente, a desprezar a forca de atrito do corpo no ar.
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y»i=h 4+ . vi=0

y=0

Figura 4.6. Corpo deixado cair livremente da altura b.

4.4.2. Corpo em movimento ascensional sob accao da forca gravitica
Consideremos um corpo langado verticalmente, de baixo para cima, com velocidade ini-
cial v, & naturalmente, actuado pela forga gravitica. Pretendemos calcular a altura maxi-
ma h que o corpo atingird antes de comegar a cair. Tal como o problema do corpo em
queda livre, este problema pode também ser resolvido utilizando as equagdes da cinema-
tica do m.r.u.v. a uma dimensao (vide problema 2.5). Contudo, é muito mais facil chegar
ao mesmo resultado através do principio da conservagao da energia mecanica. Quando
o corpo inicia o seu movimento, possui, evidentemente, energia cinética. £ agora conve-
niente tomarmos o zero da energia potencial gravitica como sendo o ponto de onde o
corpo parte: assim, a energia mecanica inicial é exclusivamente cinética. Como queremos
saber até onde o corpo sobe antes de comegar a cair, o ponto “final” vai ser o ponto mais
alto da sua trajectéria: nesse ponto, 0 corpo para, logo nio possui energia cinética, mas
apenas energia potencial gravitica. Igualando a energia mecanica inicial (exclusivamente
cinética) e a energia mecanica final (exclusivamente potencial gravitica), vem que

2
%mvg(inicial)zmgh(ﬁnal) & h=2v, (4.49)

2g

4.4.3. Energia no movimento harmanico simples

O movimento de uma particula que oscile com movimento harménico simples pode ser
modelado com base num sistema massa-mola (vide figura 3.6). Suponhamos, entdo, que
uma particula de massa 7 oscila horizontalmente com frequéncia angular w e amplitude A,
em torno da posicdo x = 0, por ac¢do da forga eldstica induzida por uma mola de constan-
te elastica k. Como vimos atras (secgdes 2.9 e 3.2.4), a posicdo da particula é dada por

x(1)=dsin(w +¢,), (4.50)
e a sua velocidade por

v(1) = Aw cos(wt +¢,), (4.51)
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onde, recordamos, a frequéncia angular w estd relacionada com a constante k por pela
equacao (3.19), que aqui repetimos:
k
w=|=. (4.52)
m

A energia potencial da particula € dada pela equacdo (4.33). Admitindo queem x =0 a
energia potencial da particula € nula (U, = 0), teremos

kx? :%mw2x2. (4.53)

Por outro lado, a energia cinética da particula é dada por

K(x)= %mv2 = %mAzw2 cos’ (wt+p, ) = %mzélza)2 [1 —sin®(wt+p, )], (4.54)

relagdo que, tendo em consideragio as expressoes (4.50) e (4.52), se pode escrever na
forma
K(x):lk(Az—xz):lmw2(A2—x2) (4.55)
2 2
A energia mecanica da particula obtém-se somando a energia potencial com a energia
cinética, resultando

E=U(x)+K(x) - +1k(A2 —x2)=lkA2 =L 4 (4.56)
2 2 2 2

Esta tdltima expressao mostra que a energia mecanica de uma particula em movimento
harménico simples é constante, resultado este ja esperado na medida em que a particula
estd submetida a ac¢do de uma forga central e, portanto, conservativa. Sendo a energia
mecanica constante (conservada), podemos afirmar que ha uma troca continua entre as
energias potencial e cinética da particula. Por outras palavras, o que a particula ganhar
em energia potencial perde em energia cinética e vice-versa. Este balanco pode ser visto
em detalhe no grifico da figura 4.7, onde estio representadas as curvas correspondentes
as energias potencial, cinética e mecanica definidas pelas equagoes (4.53), (4.55) e (4.56),
respectivamente. A fungdo U(x) ¢ uma pardbola simétrica em torno do ponto x = 0,
verificando-se que quanto mais afastada estd a particula da posi¢io de equilibrio maior
¢ a sua energia potencial e menor a sua energia cinética. A energia potencial anula-se em
x, =0 e é maxima em x = A, verificando-se U(x = +A) = E. Por outro lado, a energia
cinética € nula em x = +A (posi¢des onde ocorre inversao do sentido do movimento e,
portanto, v = 0) e maxima em x_ = 0, verificando-se K(x = 0) = E. Em qualquer posicdo
x € [-A, A], a energia cinética é dada pela distancia entre a curva U(x) e a linha horizon-
tal que define o valor da energia mecanica (energia total).
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Figura 4.7. Diagrama de energia de um movimento harménico simples, com amplitude A, em
torno da posigio x, = 0.

Os diagramas de energia como o exemplificado na figura 4.7 sdo tteis na analise de
movimentos sob influéncia de uma for¢a conservativa. Tendo a sua constru¢ao sido pre-
cedida da escolha do zero da energia potencial, verifica-se:

i. O movimento esta excluido das regides do diagrama a que corresponderiam
energias cinéticas negativas.

ii. Os pontos a que corresponde K = 0 s3o pontos de inversio do movimento (v = 0).
Nestes mesmos pontos a curva da energia potencial intersecta a linha horizontal
a que corresponde o valor da energia total (mecanica) (U = E).

iii. Os minimos da funcdo U = U(x) sdo pontos de equilibrio estavel.

4.5.* A energia potencial gravitica revisitada

No paragrafo 4.3.1 discutimos a energia potencial gravitica de um sistema particula-
-Terra. A dedugdo da expressdo U, = mgy + U, que entdo obtivemos para a energia po-
tencial gravitica pressup0s que a forca gravitica seja invaridvel com a distancia (F,=mg).
Contudo, pelo que vimos no paragrafo 3.2.1, sabemos que isto é apenas uma aproxima-
¢do valida para corpos muito proximos da superficie terrestre. Efectivamente, a forca de
atrac¢io gravitica entre duas massas diminui com o inverso do quadrado da distincia
que as separa (vide equagao (3.6)).

Vamos em seguida deduzir a expressio geral da energia potencial gravitica de um sis-
tema constituido por duas massas 72, e 72, que distam entre si de uma distancia 7. Considere-
-se para isso o esquema da figura 4.8, em que se toma o centro da massa 72, como origem
do sistema de coordenadas.
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Figura 4.8. A forca de atracgdo gravitica de 2, sobre m,.

Considerando que a forga gravitica que 72, exerce sobre 72, ¢ uma forga atractiva, esta
tera for¢osamente sentido contrario ao versor i, . Deste modo, e de acordo com a lei da
gravitagao universal descrita pela equagao (3.6), podemos escrever

= mom, _
F,=-G

—1i,, (4.57)
r

Por outro lado, como a forga gravitica é uma forca conservativa, terd que verificar a

relagdo (3.122) existente entre uma forga conservativa e a fungio energia potencial que

lhe esta associada, ou seja
F,=-VU,. (4.58)

Atendendo a que a for¢a gravitica é uma forca central, F, s6 depende da variavel 7. Por-
tanto o operador gradiente na equagio (3.140) reduz-se a expressdo

F U, (4.59)
=— u., .
¢ dr "
donde podemos escrever
mm, _ au, _ m, m,
Gl =——%i, = dU,=G—=2dr. (4.60)
r dr r

Integrando a expressao diferencial (4.60) entre um ponto no infinito e 7, e tomando como
referéncia Ug(r =) = 0, resulta:
Uy (r)

J‘dU;,:Gmlm2J.r%dr' = Ug(r):Gm]m{—%} . (4.61)
0 0 *
obtendo-se
m,m
U,(r)=-G ‘r = (4.62)

que é a expressdo geral da energia potencial gravitica de um sistema de duas massas.
Note-se que, como Ug(r = o) = 0, a energia potencial gravitica ¢ sempre negativa para
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qualquer separagdo finita entre as duas massas, sendo progressivamente mais negativa a
medida que as duas massas se aproximam uma da outra. Tende obviamente para zero
quando r — 0. O facto de a energia potencial gravitica ser negativa significa que é ne-
cessdrio fornecer energia 4 massa 7, para a remover da influéncia da massa m , isto €,
para transportar 7, da posi¢ao em que se encontra até ao infinito. Esta energia, W_(r),
€ chamada energia de ligacio do sistema e vale

m,m,

W, (r)=G =—U,(r). (4.63)
r

Devemos ainda sublinhar que a energia potencial dada pela equagao (4.61) é uma pro-
priedade intrinseca do sistema formado pelas duas massas 72, e 7, e ndo apenas de uma
delas. Alids, ndo ha qualquer modo de atribuir uma parcela da energia potencial gravitica
a uma das massas e a restante a outra. Mais, nao faz qualquer sentido falar da energia
potencial gravitica de uma unica particula. Quando o fazemos, fazemo-lo por abuso de
linguagem, estando sempre implicito que nos estamos a referir ao sistema particula-Terra®.

Mostremos agora que a U, = mgy + U| ¢ uma aproximacdo da equagido (4.63) para
corpos proximos da superficie terrestre. Para isso vamos tomar m = M_(massa da Ter-
ra), m, = m e ra distancia do corpo de massa 7 (suposto muito mais pequeno do que a
Terra) ao centro da Terra. Podemos entdo escrever

r=R.+y, (4.64)

onde R_€ o raio da Terra e y a distdncia entre o corpo e a superficie da Terra (y << R)).
Substituindo (4.64) na equagio (4.63), vem

M. .m M R?
U,(r)=-G——=-G—m—"—. (4.65)
¢ R, +y Ry Rp+y
Recordando que g =GM, /R; (vide equagio (3.10)), podemos escrever
RZ
U, (r)=—-mg—"—. 4.66
() ==mg (4.66)
Este tltimo resultado pode ainda ser escrito na forma
R; 1
U,(r)=—mg—L—=-mgR, ———. 4.67
(r)=mmg = me e (4.67)

Tendo em conta que y << R_, podemos desenvolver a fracgio no segundo membro da
equacado (4.67) em série de Taylor até primeira ordem:

gy (4.68)
I+y/R. R,

39 Se estivermos a estudar um corpo junto a superficie do planeta Terra, claro.
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obtendo-se
U,(r)=-mg(R, —y)=mgy—mgR, =mgy+U,, (4.69)

expressdo esta idéntica a equacdo (4.29) com U, = -mgR . Note-se que se admitiu que
toda a massa da Terra esta concentrada no seu centro pelo facto de a Terra possuir sime-
tria esférica, como referido anteriormente.

4.5.1. Velocidade de escape
A velocidade minima com que deve ser langado um corpo da superficie de um planeta,
em particular da Terra, para alcancar o infinito, nunca mais retornando, é denominada
velocidade de escape, v, . Vejamos como o principio de conservagao da energia mecani-
ca pode ser aplicado para calcular esta grandeza.

Consideremos um corpo de massa 7 langado com velocidade v,  da superficie de um
planeta de massa M e raio R. A energia mecanica do corpo no momento do langamento é

_gMm

R (4.70)

1
E,=K+U, = Emvjm

Quando o corpo atinge o infinito a sua velocidade anula-se e por isso a sua energia ciné-
tica é zero. Por outro lado também a energia potencial é nula porque a distancia que
separa o corpo do planeta € infinita. Portanto, a energia mecanica do corpo no infinito é

E =0. (4.71)
Como admitimos que sobre o corpo sé actua a forga gravitica devida ao planeta, a qual,
recordamos, é uma forga conservativa, terd de se verificar o principio da conservagdo da
energia mecanica, ou seja,
E,=E,, (4.72)
donde resulta
—mv, —G——=0. (4.73)
2
A partir desta equagdo obtemos a velocidade de escape,

vevc = 2GM * (474)
“ N R

A equagio (4.74) pode ser usada para determinar a velocidade de escape de qualquer
corpo celeste. Na tabela 3.4 encontram-se os valores das velocidades de escape do Sol e
de alguns planetas do Sistema Solar. Em particular, a velocidade de escape da Terra é de
11.2 km s. E, de facto, uma velocidade muito elevada, o que explica porque tém sido
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necessarios foguetdes enormes para lancar as sondas de exploracao espacial. Note-se,
ainda, que a velocidade de escape é independente da direc¢do de langamento do corpo.
Mesmo que o corpo seja lancado na horizontal ira escapar da superficie do corpo celeste.

Tabela 4.2. Velocidades de escape de alguns corpos celestes do Sistema Solar.

Corpo celeste Massa (kg) Raio (m) v, (kms?)
Sol 1.99x10%° 6.96x108 617.7
Mercario 3.30x10% 2.44x10¢ 4.2
Vénus 4.87x10% 6.05x10°¢ 10.4
Terra 5.97x10* 6.38x10° 11.2
Lua 7.35x10% 1.74x10°¢ 2.4
Marte 6.42x10% 3.40x10°¢ 5.0
Jupiter 1.90x10%7 6.91x107 60.6
Saturno 5.68x10% 6.03x107 35.5

4.6. Energia térmica. O principio de conservacao da energia total

A maioria dos sistemas fisicos macroscopicos reais envolvem forgas ndo conservativas.
De facto, as forgas dissipativas, como as forgas de atrito de escorregamento s6lido/solido
ou de atrito em fluidos, sdo praticamente omnipresentes nos sistemas com que lidamos
no dia a dia. Na presenca destas forcas, parte da energia total do sistema é dissipada e,
por isso, parece nao ser conservada. Contudo, a energia perdida nos processos dissipativos
que envolvem as forgas de atrito pode ser associada a uma outra forma de energia: a
energia térmica. E esta forma de energia que estd associada a variacdo da temperatura dos
sistemas e respectiva vizinhan¢a*®. Quando fazemos deslizar um livro sobre a superficie
de uma mesa, quer o livro quer a mesa aumentam de temperatura devido a energia dissi-
pada no atrito existente entre as duas superficies em movimento relativo. Quando uma
particula se movimenta no seio de um fluido, quer a temperatura da particula quer a
temperatura do fluido que a rodeia aumentam devido ao atrito existente entre a particu-
la e o fluido. Esta é, por exemplo, a razdo porque podemos observar as chamadas estrelas
cadentes. Estes objectos nao sao mais que pequenas particulas ferro-rochosas, conhecidos
por meteordides, que ao entrarem na atmosfera terrestre se tornam incandescentes, po-
dendo mesmo serem vaporizados, devido ao aumento de temperatura resultante do atrito
entre a particula e o fluido que é a atmosfera da Terra. E o rasto luminoso destas particu-
las incandescentes que permite a sua observagio como estrelas cadentes.

40 A vizinhanga de um sistema é definida em Fisica a como a regido do universo complementar a regido
delimitada pelo sistema. A separacio entre o sistema e a sua vizinhanga é feita através de uma superficie, real
ou imagindria, denominada fronteira. Sio conceitos muito importantes em Termodindmica.
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Quando a energia térmica € incluida no balango da energia total posta em jogo num
dado sistema e na sua vizinhanga verifica-se que a energia total é sempre conservada. O
principio de conservacdo da energia é um dos pilares fundamentais de toda a Fisica.
Note-se que este principio ndo é derivavel das leis de movimento. E um principio e ndo
um teorema. Contudo, tem sido verificado experimentalmente vezes sem fim em todos
os ramos da Fisica, incluido a Mecanica, a Termodindmica, o Electromagnetismo, a Re-
latividade ou a Mecanica Quantica.

4.7. Poténcia

Sendo o trabalho um processo fisico pelo qual se transfere, ordenadamente, energia entre
sistemas, é importante conhecer a taxa a que essa energia € transferida. A grandeza que
mede a taxa a qual se realiza trabalho (se transfere energia) é a poténcia. A poténcia
instantdnea é, portanto, determinada pela expressiao

_aw

pP="" (4.75)
dt

A poténcia é uma grandeza escalar cuja unidade SI é o watt (W), verificando-se
1W=1]s.

Podemos igualmente definir a poténcia média pela razio entre o trabalho realizado e
o intervalo de tempo finito At necessario para realizar o referido trabalho:

/4

=—. 4.76
med At ( )

Em determinadas circunstancias, podera ser util exprimir a poténcia instantinea em
fun¢ao da forca (que estd a realizar o trabalho) e da velocidade da particula actuada pela
forca, deduzindo-se facilmente que

p_ AW _F.d7 _F dt
dt  dt dt

=F-¥ (4.77)

isto é, a poténcia instantanea é também dada pelo produto interno ou escalar da forga
pela velocidade da particula.

Do ponto de vista da engenharia, o conceito de poténcia é muito importante na me-
dida em que, no projecto de um sistema, qualquer que seja a sua natureza (mecanico,
eléctrico, quimico, etc.), é muito mais importante a rapidez com que o sistema pode
produzir trabalho (rapidez com que pode transferir energia) do que a quantidade de
trabalho que o mesmo é capaz de realizar.

Devemos ainda referir que a poténcia e a energia sao muitas vezes expressas em
unidades industriais. As unidades industriais de poténcia sdo o cavalo-vapor métrico
(cv),sendo 1 ¢v = 735.5 W, e o cavalo-vapor do sistema imperial britanico (hp), sendo
1 hp = 745.7 W. A unidade industrial de energia é o watt-hora (Wh) e é definida como
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sendo o trabalho realizado por uma maquina com a poténcia de 1 W durante 1 h.
O factor de conversdo para o SI é, portanto, 1 Wh = 3.6x103 ].

Exemplo 4.6

Um automével de massa m = 1200 kg sobe uma colina ao longo de uma estrada com
inclinacdo de 5° a uma velocidade constante de 72 km h''. Desprezando o atrito,
determine o trabalho realizado pelo motor do automével no intervalo de tempo de 5
minutos, bem como a poténcia por ele desenvolvida.

Resolucao:

A velocidade do automovel é constante (72 km h™' = 20 m s') logo trata-se de um
movimento rectilineo e uniforme (a = 0). Deste modo, a for¢a exercida pelo motor
tem de igualar a componente tangencial do peso do automovel:

F,por = F, =mgsin5°=1.025x10° N.

motor
A distancia percorrida pelo automével nos 5 minutos (300 s) é

r=r,+vt = Ar=vt=20x300=6000 m.
Logo, o trabalho realizado pelo motor é

w,.=F.. Arcos(F,

AN _') —
motor motor AF)=

=1.025%x10° x 6000 % cos0° = 6.15x10° J.

otor

Quanto a poténcia desenvolvida pelo motor, pode ser calculada de dois modos:

P :W;;10t0r :6‘15><106

=2.05x10" W,
At 300

ou

P =F y=1.025%x10°%x20=2.05x10" W.

motor motor

4.8. Rendimento

Em geral, nem todas as forgas que actuam sobre um dado sistema realizam trabalbo iitil,
ou seja, trabalho que é possivel converter em formas de energia reaproveitaveis. Efecti-
vamente, em todos os sistemas reais actuam forgas de natureza dissipativa (por exemplo,
forcas de atrito) cujo trabalho nao € possivel converter em formas de energia util, isto é,
energia cinética, energia potencial, energia quimica, etc..
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A razdo entre o trabalho itil, W , e o trabalho total ou motor realizado pelo sistema,
W, chama-se o rendimento do sistema:

S 4.78
"= (4.78)

m
Claro que o rendimento pode ser expresso também como a razao entre a poténcia iitil
ou eficaz, P , isto ¢, a poténcia que corresponde ao trabalho recuperavel realizado por
unidade de tempo, e a poténcia total ou motora posta em jogo no sistema, P . De facto
w, W,//At P
SRR (4.79)
W W At P

A poténcia que nao é eficaz recebe o nome de poténcia dissipada. O rendimento pode as-

sumir valores no intervalo 0 < 7 < 1, sendo vélida a igualdade 5 = 1 apenas em sistemas ideais
(sistemas onde nao ocorre dissipagao de energia). O rendimento é uma grandeza adimensional.

Exemplo 4.7

Um motor eléctrico com rendimento de 70 % ¢é usado para tirar d4gua de um pogo.
Sabe-se que tem a capacidade de elevar, a velocidade constante, um balde de 5 litros de
dgua de uma altura de 5 metros num intervalo de tempo de 10 s. Desprezando a massa
do balde vazio, determinar: a) o trabalho e a poténcia uteis desenvolvidos pelo motor;
b) a poténcia posta em jogo (consumida) no motor; ¢) a poténcia dissipada no motor.

Resolucao:

a) Para elevar o balde de dgua com velocidade constante, a for¢a exercida pelo motor
tem de igualar o peso da massa de dgua. A massa correspondente aos S litros de
agua € Skg(p,,,

O trabalho realizado por esta forga é o trabalho util, ou seja, o trabalho realizado

=1 g cm?). Logo, a forga exercida pelo motor é F=mg =49 N.

em proveito do dono do pocgo. O seu valor é
W, = FArcos(F AF) =49 x5x cos0° = 245 J.

Tendo em conta o intervalo de tempo que demora a ser realizado este trabalho, a
poténcia ttil é

M 2% g5 w,
At 10
b) Considerando que o rendimento do motor é de 70 %, a poténcia consumida pelo
motor é
p B 25 iy
Ui 0.7

c) A poténcia dissipada é, obviamente, a diferenca entre a poténcia consumida pelo
motor e a poténcia util, ou seja

P

diss

—P,—P =35-245=10.5 W.
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PROBLEMAS

4.1.

4.2.

4.3.

44.

4.5.

4.6.

Uma particula material estd submetida a uma forca definida pela fung¢io
F(F)=(y* —x*){ +4xyj (SI). Calcule o trabalho realizado pela forca quando des-
loca a particula entre o ponto (0, 0) m e o ponto (2,4) m ao longo de cada um dos
seguintes caminhos:

a) Ao longo do eixo Ox, de (0, 0) m a (2, 0) m e, paralelamente ao eixo Oy, até
(2,4) m.

b) Ao longo do eixo Oy de (0, 0) m a (0, 4) m e, paralelamente ao eixo Ox, até
(2, 4) m.

¢) Ao longo de uma recta que passa por ambos 0s pontos.

d) Ao longo da parabola y = x2.

e) Trata-se de uma forga conservativa? Justifique.

Uma particula de massa 200 g encontra-se em repouso na origem do sistema de
eixos quando passa a ser actuada pela forca definida pela funcdo F(¢) =3ti +2t]
(CGS). Calcule:

a) A poténcia instantanea posta em jogo no sistema.
b) O trabalho realizado pela for¢a em 10 s.

Considere a forca definida pelo vector F=7i +67 (SI).

a) Calcule o trabalho realizado por F quando uma particula submetida a essa
forca vai da origem de um referencial ao ponto P(-3,4,16) m. Serd necessario
especificar o caminho seguido pela particula? Justifique.

b) Calcule a poténcia média posta em jogo no deslocamento quando a particula
leva 0.6 s para ir de um ponto ao outro.

¢) Calcule a diferenca de energia potencial entre os dois pontos.

d) Calcule a variagao da energia cinética sofrida pela particula entre os dois pontos.

Considere a forca F(¢) =217 —tj (SI) que actua um corpo de massa 2 kg durante 4 s.

a) Sabendo que o corpo estava inicialmente em repouso na origem do referencial,
determine a variagdo da sua energia cinética no intervalo de tempo referido.
b) Calcule o trabalho realizado pela for¢a no deslocamento do corpo.

Um comboio com massa de 10 toneladas desloca-se na horizontal a uma veloci-
dade de valor 100 km h'. Determine o valor da forga exercida pelos freios para
que o comboio pare:

a) Em 20 m.
b) Em 10 s.

O coeficiente de atrito entre os pneus de um automoével e o asfalto da estrada é u.
Determine a distancia minima em que esta for¢a de atrito pode fazer parar o au-
tomovel de massa 2, deslocando-se inicialmente com velocidade de valor v, em
estrada horizontal.
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4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.
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Um automoével de massa 1100 kg sobe com velocidade constante de 36 km h' uma
colina inclinada de 5°. Calcule o trabalho que o motor realiza em 5 minutos e a
poténcia por ele desenvolvida se:

a) Desprezar todos os efeitos de atrito.
b) Considerar uma dissipacao de energia equivalente a de uma forga de atrito
cinético de coeficiente 1, = 0.2.

Uma bola de massa 0.4 kg é lancada horizontalmente do alto de uma colina de
150 m de altura com velocidade de valor 6 m s'. Desprezando o atrito no ar, calcule:

a) A energia cinética inicial da bola.

b) A energia potencial inicial da bola.

c) A energia cinética da bola quando atinge o solo.

d) O valor da velocidade da bola quando atinge o solo.

Um carrinho de massa 30 kg parte do repouso e percorre 20 m a descer uma rampa
com 1 % de inclina¢do. Com a energia adquirida na descida, sobe uma encosta com
2 % de inclinagdo, percorrendo nela 6 m até parar. Calcule o valor da forca de re-
sisténcia a0 movimento do carrinho. Notfa: a inclinagao de uma rampa € o seno do
angulo que ela faz com a horizontal.

Uma particula de massa 4 g executa um movimento harmoénico simples de ampli-
tude 6 cm e frequéncia 0.25 Hz. Sabendo que no instante inicial a particula se
encontra a 3 cm do centro de oscilagdo:

a) Estabelega a lei do movimento e represente-a graficamente.
b) Calcule o valor da forca actuante parat=1s.
c) Determine as energias cinética e potencial da particula em ¢ = 0.

Uma particula de massa 1 kg descreve um movimento harménico simples descrito
pela equagao x(¢) = 6sin(37wt+m/2) (SI). Determine:

a) A amplitude, o periodo, a frequéncia angular e a fase inicial do movimento.

b) A energia cinética do oscilador, em fun¢io da posi¢do, K = K(x).

¢) A energia potencial, em fun¢do da posi¢do, U = U(x).

4.12. Uma particula de massa 2.5 kg oscila numa superficie horizontal com movimento

4.13.

harménico simples de 0.4 m de amplitude e frequéncia 1.8 Hz. Calcule:

a) A energia total da particula

b) A energia cinética média da particula.

c) A energia potencial média da particula.

d) Os valores do angulo de fase que tornam as energias cinética e potencial iguais.

e) O afastamento da particula da posi¢ao de equilibrio e a sua velocidade quando
as suas energias cinética e potencial sdo iguais.

Um trené de massa 30 kg desliza pela encosta de uma colina partindo de uma
altitude de 30 m. Sabendo que o trené parte do repouso e que atinge o fim da
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4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.
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encosta com velocidade de valor 20 m s!, determine a energia dissipada devido ao
atrito entre o trend e a neve.

Um projéctil com uma massa de 0.5 kg é langado verticalmente para cima, com
velocidade inicial de valor 20 m s'. Sabendo que o projéctil atinge uma altura de
15 m, calcule a energia dissipada devido ao atrito no ar.

Um corpo com uma massa de 1 kg é largado da altura de 1 m sobre uma mola
vertical cuja constante eldstica é k = 2500 N m™. Calcule a deforma¢ao maxima
sofrida pela mola.

Um corpo de massa 0.5 kg desliza 4 m sobre um plano inclinado que forma um
angulo de 45° com a horizontal, até embater numa mola paralela ao plano e com
uma extremidade fixa nele. Admitindo que nao existe atrito entre o corpo e a su-
perficie do plano e que constante da mola é £k = 400 N m!, calcule a deformacio
maxima da mola.

Uma mola de massa desprezavel pode ser comprimida de 1 m com uma forca de
intensidade 100 N. Um corpo de massa 10 kg é abandonado do alto de um plano
inclinado de 30°, partindo do repouso e parando momentaneamente depois de com-
primir a mola 2.5 m. Considerando desprezavel o atrito, determine:

a) A distancia percorrida pelo corpo antes de parar.

b) O valor da velocidade do corpo no instante em que atinge a mola.

Trés forgas conservativas estdo associadas as seguintes fun¢des de energia potencial:
i) Ulx,y) = Cx%y?,

1) U(x,y,z) = C xyz,

iii) U(x,y,2) = C (x* + y* + 2%),

onde C é uma constante. Determine a forga conservativa em cada caso.

Considere a forga definida pela expressao
F(F)=(*2 —6x2)i +2xy2° |+ Bny*22 —6x22)k (SI).

a) Prove que se trata de uma forga conservativa.

b) Determine a expressio da energia potencial associada a forca F(7).

¢) Calcule o trabalho realizado pela forca F(7) quando desloca o seu ponto de
aplicagao entre o ponto A(-2,1,3)m e o ponto B(l,-2,—1) m.

4.20. A forca de interaccdo entre dois nucledes (protdes ou neutrdes) pode ser aproxi-

madamente descrita pelo potencial de Yukawa,

I

U(r)=—V0(r—°je*0,
r

com V aproximadamente igual a 8x10"* ] e 7 aproximadamente igual a 1.5x10"° m.
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4.21.

4.22.

4.23.
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a) Determine a expressao do valor da for¢a de interacgao entre dois nucledes em
funcdo de r.
b) Calcule o valor da for¢a quando 7 = 7.

Uma particula de massa 7 move-se numa trajectéria circular de raio r sob ac¢do
de uma forca central de intensidade F =—k/r*, com k uma constante. Demonstre
que a particula tem velocidade de valor v=./k/mr e energia total E=—k/2r.

Sabendo que a Lua se encontra a uma distidncia média da Terra de 384405 km e
que as massas da Terra e da Lua sdo M, = 5.97x10* kg e M, = 7.35x10* kg,
respectivamente, estime a energia que seria necessario fornecer a Lua para a liber-
tar da atracgdo gravitica da Terra.

Ceres é um planeta ando que se encontra no cinturdo de asterdides, entre Marte e
Jupiter. Tem um didmetro de cerca de 950 km e uma massa de aproximadamente
8.7x10% kg. Admitindo que uma nave espacial poisou em Ceres, qual devera ser
o valor da velocidade de partida da nave para poder regressar a Terra?
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CAPITULO 5
MOMENTO LINEAR E SUAS APLICACOES

Neste capitulo vamos introduzir o momento linear de uma particula como uma impor-
tante grandeza conservada que permite simplificar consideravelmente a resolugao de
problemas envolvendo as leis de Newton. Em seguida, generalizaremos os resultados a
sistemas de » particulas materiais. Em particular o principio da conservagao do momen-
to linear revela-se extremamente ttil no estudo das colises. Introduziremos o importan-
te conceito de centro de massa de um sistema de particulas e estudaremos o seu movi-
mento. Finalmente analisaremos o movimento de um sistema de particulas em relacao
ao seu centro de massa.

5.1. Momento linear de uma particula e sua conservacao

Define-se o momento linear ou quantidade de movimento de uma particula de massa m
animada de velocidade v como

p=mv. (5.1)

O momento linear é uma grandeza vectorial, expressa no SI em kg m s'. Tendo em
consideracdo a defini¢io de momento linear, a segunda lei de Newton, que descreve como
as forcas alteram o estado de movimento dos corpos sobre os quais actuam, pode ser
reescrita na forma:

. dp
F,=—. 5.2
odt (5:2)

Efectivamente, considerando que a massa de uma particula é constante, temos

5= 9P
(mv)— i (5.3)

Desta ultima relacdo podemos deduzir o principio de conservacio do momento linear:

Se a resultante das forcas que se exercem sobre uma particula for nula, o seu mo-
mento linear ndo varia — diz-se que é conservado.
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De facto,

5.1.1. F, =ma versus F, =dp/dt
Para um sistema de massa constante as equagdes Fy =ma e Fy =dp/dt sio exactamen-
te equivalentes. Contudo, se a massa do sistema nao for constante, entao

F, =d—p=i(m§)=m5+d—mﬁ, (5.5)

dt dt dt

que, claramente, é diferente da equagio Fy =ma. Coloca-se entdo a questio de saber
qual das equagoes devemos usar para descrever um sistema de massa variavel. Qual das
duas equagoes descreve correctamente a fisica de um sistema de massa varidvel? De um
modo geral, podemos resolver um dado problema usando qualquer das duas equagoes
acima referidas. Temos, todavia, que ser cuidadosos com o que consideramos ser “o
sistema” ao qual associamos as grandezas m, p e d . Estas subtilezas poderio ser melhor
compreendidas através do exemplo seguinte.

Exemplo 5.1

Considere-se um vagio sobre o qual estd a ser carregada verticalmente areia a taxa
dm/dt =m . Qual devera ser a forca aplicada no vagao para que este se mova hori-
zontalmente com velocidade constante, v?

Resolucdo 1

Seja m = m(t) a massa do vagdo mais a massa de areia no seu interior. E este “o sistema”
que escolhemos tratar. Se se usar a expressao F, = ma para determinar a forga apli-
cada no sistema, obtemos F, = 0, o que obviamente estd incorrecto. A expressdo

dp/dt, obtendo-se

correcta a usar neste caso é FR

d dm . )
Fy =L g+ Sy =0+ iy =iy
dt dt
Repare-se que este resultado faz sentido porque a forga F, é a responsavel pelo au-
menta do momento linear do sistema e este tltimo aumenta simplesmente porque a
massa do sistema aumenta.

Resolucdo 2

E possivel resolver este problema usando a equagio F, = ma se considerarmos “o
sistema” uma pequena parcela da massa de areia que esta a ser adicionada ao vagao.
A forca sera, entdo, a grandeza responsavel por acelerar esta massa desde o repouso
até a velocidade v. Seja Am a massa carregada sobre o vagio no intervalo de tempo
At. Imaginemos que a referida massa cai no vagao de uma sé vez no instante inicial e
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que acelera até a velocidade v durante o intervalo de tempo At e que este processo se
repete a cada intervalo de tempo At. Como neste caso Am é constante podemos apli-
car F, = ma, obtendo-se

Fy =ma=Am£=Amv_0= Am v=mv,
At At At

resultado idéntico ao anteriormente obtido através da resolucdo 1.

5.2. Impulso de uma forca

O impulso de uma forca, J , mede o efeito total dessa forca no sistema durante um dado
intervalo de tempo. Define-se como o integral dessa for¢a no tempo, para o intervalo de
tempo Af =1t —f em questao:

23

j(tl,tz):jﬁ(t)dz. (5.6)
4

O impulso de uma for¢a é uma grandeza vectorial cujas unidades SI sio o newton x
segundo (N s). O impulso assume especial importancia quando lidamos com forgas que
actuam durante intervalos de tempo muito curtos, como por exemplo durante os choques
ou colisées — impactos de curta duragiao entre corpos. Utilizando a segunda lei de New-
ton escrita em termos do momento linear, vide equacao (5.2), tem-se, para o impulso da

resultante das forgas que se exercem sobre uma particula,

) &) Py
- f - dp _ ~ _ _
J(tl,tz)szRdtz-[?fdtzIdpzpz—pl=Ap, (5.7)
4 4 P
portanto,
J(t,.t,)=Ap =P, - B, (5.8)

Conclui-se, assim, que o impulso da resultante das forgas que se exercem sobre uma dada
particula material € igual a variagio do momento linear da particula durante o intervalo
de tempo considerado. Em muitas situagdes de interesse pratico, como por exemplo nas
colisdes, ndo é conhecida a expressio da forga instantinea, F(r). No entanto, a partir
do conhecimento do impulso e do tempo durante o qual essa for¢a actua pode ser cal-
culada uma for¢a média:
F _ L5 (5.9)
At At
Finalmente, note-se que das equacoes (5.6) e (5.8) se segue que a unidade N s é exac-
tamente igual a unidade kg m s'; a Unica diferenca esta em que se convencionou usar a
primeira como unidade de impulso de uma forga e a segunda como unidade de momen-
to linear.
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Exemplo 5.2

Uma particula de massa m = 2 kg encontra-se animada de velocidade v, =2; m s’
quando é subitamente actuada por uma forca F(¢)=2¢ti +¢*j (SI) durante 3 s. Cal-
cular: a) o impulso da for¢a no intervalo de tempo em que actuou a particula; b) a
velocidade da particula apés a actuagdo da forga.

Resolucao:
a) O impulso da forca é

3 3 2 3 3 3
J:jﬁ(t)dtzj(zz?+t2])dt=2{%} nH =97 +97 Ns.
0 0 0 0

b) Como o impulso da forga € igual a variagio do momento linear da particula, isto é,

j:Aﬁ=ﬁ3—ﬁ0=9f+9jkgms'1,
vem

Dy =Ap+ P, =Ap+mv, =9 +9/+4 =91 +13] kgm s,

resultando finalmente

v, :%:%f+?f ms.

Exemplo 5.3

Uma bola de futebol com uma massa de 0.4 kg move-se horizontalmente da direita
para a esquerda com velocidade de valor 20 m s quando é chutada por um jogador.
Ap6s o chuto, a bola adquire uma velocidade de valor 30 m s e dirigida segundo um
angulo de 45° com a horizontal. Calcular: a) o impulso da for¢a aplicada na bola pelo
jogador; b) a for¢a média aplicada na bola, admitindo que o tempo de contacto entre
a chuteira e a bola foi de 0.01 s; ¢) o angulo que a for¢a média faz com a horizontal.

Resolucao:

a) A velocidade inicial da bola é ¥ =—20i m s e a velocidade ap6s o chuto do jo-
gador é v, =30c0s45° +30sin45°/ m s. Se desprezarmos todas as outras forcas
que se exercem sobre a bola, ou seja, o seu peso e a for¢a de atrito, por serem
muito menores do que a forca exercida pelo jogador, o impulso desta ultima forca
sera igual a variagdo do momento linear da bola, ou seja,

J=my, —my, =165 +8.5] N,

cujo valor ou magnitude é

J=416.5"+8.5 =18.6 Ns.
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b) A forca média é

fo= J_ —16'5? + 85 7 =1650i +850] N,
At 0.01  0.01

com magnitude

F,, =/1650> +850> =1.86x10° N,

a qual é, efectivamente, muito maior do que o valor do peso da bola, que é 3.92 N.
¢) O angulo formado pela forca média e a horizontal é
0 =arctan(850/1650)=27°

Repare-se que 6 é inferior ao angulo com que é chutada a bola (45.°). A razao para
tal facto € que a bola ndo estava em repouso quando foi impulsionada pelo pé do
jogador e, por isso, a sua velocidade apds o chuto ndo tem a mesma direcgdo da
forca média nela aplicada.

5.3. Momento linear de um sistema de particulas e sua conservacao

Consideremos agora um sistema de 7 particulas materiais de massas 71 ,..., m_e veloci-
dades vi,...,v,. O momento linear total deste sistema de particulas materiais é simples-
mente a soma dos momentos lineares das particulas individuais, ou seja,

n
P=Pi+PatetP,= ) Pis (5.10)
i=1

com p; =m;v; o momento linear da particula i (i = 1,..., n).

Questdo: Como se exprime a conservacao (ou nio) do momento linear no caso de um
sistema de n particulas?

Comecemos por observar que as forcas que se exercem sobre as particulas que com-
pdem o sistema sdo de dois tipos:

i. forgas interiores, que resultam da interac¢ao entre as particulas que compoem o
sistema. Usaremos a notagao F,, para representar a forga interior exercida sobre
a particula i pela particula j;

il. forgas exteriores, que sdo as forcas exercidas sobre as particulas por agentes
exteriores ao sistema, por exemplo a for¢a da gravidade, ou (no caso de as par-
ticulas terem carga eléctrica) as forcas devidas a campos eléctricos e/ou magné-
ticos. Usaremos a notacio F™ para representar a forca resultante exterior que
actua a particula 7.
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Deste modo, a forca resultante (total) que actua a particula i de um sistema de 7 parti-
culas é

EZEW+§:@. (5.11)
j=1

Procuremos agora dar resposta a questao formulada. Para simplificar a discussdo, mas

sem perda de generalidade, consideremos um sistema composto por apenas trés particu-
las, conforme se indica na figura 5.1.

msy F;axt
£y .
0%
Fvext
1
£y,
m2 Fvext

Figura 5.1. Sistema de trés particulas e forces (interiores e exteriores) que entre elas se exercem.

: : ) o = dp,
Aplicando a segunda lei de Newton a cada particula, isto ¢, fazendo F; Py

. =—2", tem-se:
dt
AP _ ;i _pei , 7 o F
—Y=F=F"+F,+F
dt 1 1 12 13
%Jz = E 4 Fy + Fy (5.12)
t
APy _ 7 e, 7 .7
=F=F"+F, +F,
dt 3 3 31 32

A variacao do momento linear total do sistema é dada pela soma das variagoes dos mo-
mentos lineares de cada uma das particulas suas constituintes, isto €,

b _d,. . dp _dp, dp,

= (PP, Py )=+ T2 2

dt dxﬂ Patps) dt  dr dt ) (5.13)
:Ff”+F12+F13+F'2”’+F‘21+13'23+F'3€”+F'31+F‘32

Mas, segundo a terceira lei de Newton, a for¢a que a particula j exerce sobre a particula
i é igual e oposta a que a particula i exerce sobre a particula j, logo

F, :_Ela F23 :_F32’ F;l :_E3 . (5.14)

Das equagodes (5.13) e (5.14) resulta entdo que

: Fo=F&, (5.15)
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ou seja, que a variacao temporal do momento linear total de um sistema de particulas mate-
riais € igual a forga exterior total que se exerce sobre o sistema. Em particular, resulta desta
expressao o principio de conservacdo do momento linear para um sistema de n particulas:

Se um sistema de n particulas nao for actuado por quaisquer forcas exteriores ou
a resultante das forcas exteriores for nula, o momento linear total do sistema
mantém-se constante — diz-se que é conservado.

d—pzﬁ}f” = p=const sse F* =0.

dt
Repare-se que este resultado é totalmente independente das forgas que se exercem entre
as partes constituintes do sistema (forgas interiores); estas nao tém qualquer efeito sobre
o momento linear total. E isto que nos permitird, na sec¢io seguinte, tratar os choques
ou colisées aplicando o principio de conservacio do momento linear: na auséncia de
forgas exteriores, 0 momento linear do sistema antes da colisdo € igual ao momento linear
do sistema depois da colisdo — sejam quais forem as forgas que se exer¢cam entre os dois
ou mais corpos nela envolvidos.

5.4. Choques ou colisoes

Um choque ou colisdo é um contacto de curta duragdo entre dois ou mais corpos. Na
auséncia de forcas exteriores (atrito, etc.), o momento linear total dos corpos depois do
choque ¢é igual ao momento linear total dos corpos antes do choque, isto &,

n n'

p=p < D h=) b, (5.16)

i=l1 i=1
onde as grandezas assinaladas com ’ (plica) se referem a grandezas depois do choque. Du-
rante o choque, cada um dos corpos intervenientes € actuado por forgas devidas aos outros
corpos, logo o seu momento linear nio se conserva: o que se conserva é apenas a soma dos
momentos lineares de todos os corpos, antes e depois do choque, mas ndo o de cada corpo
individual. Dito de outro modo, é o momento linear total do sistema que se conserva.

Num choque, pode acontecer o seguinte:

* Todos os corpos intervenientes conservam a sua integridade.

® Um dos corpos intervenientes fragmenta-se em varios pedacos.

e E transferida massa de um corpo para outro (por exemplo, um pedago de um corpo
fica agarrado a um outro).

e Um ou mais corpos coalescem num sé (ou seja, passam a mover-se em conjunto).

Em geral, a conservagio do momento linear ndo determina de modo tnico as veloci-
dades dos corpos pds-choque, ou seja, existem varias maneiras de atribuir velocidades aos
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corpos que emergem de um choque e que satisfazem a conserva¢io do momento linear.
Isto deve-se ao facto de a conservacdo do momento linear ser apenas uma equag¢io, mas
haver varias incognitas — as velocidades dos corpos depois do choque. Em geral, algumas
das forcas envolvidas serdo ndo conservativas, pelo que a energia mecanica ndo se con-
serva. E, portanto, necessario dispor de alguma informacio adicional, como, por exemplo,
que depois do choque dois dos corpos ficam ligados (logo tém a mesma velocidade), etc..

Os choques classificam-se em eldsticos, se conservam a energia cinética total do sis-
tema, e ineldsticos, se nao a conservam. Um choque em que se perde o maximo possivel
de energia cinética (ou seja, em que a variagdo da energia cinética toma o maior valor
negativo que pode tomar) diz-se perfeitamente ineldstico.

Analisaremos primeiro choques em uma dimensao e depois em duas dimensdes. Cho-
ques em trés dimensdes sdo uma generalizagio imediata do caso bidimensional.

5.4.1. Choques unidimensionais

Num choque unidimensional, as velocidades de todas as particulas, antes e depois do
choque, tém a mesma direccdo, que podemos tomar para eixo dos xx. Assim sendo, a
equagio (5.16) pode escrever-se

n n' n n'
p=p < Zm,v17=2m;v;7 = E myv, = E myv'". (5.17)
1=1 1=1 1=1 1=1

Note-se que usamos [ para os indices de somatério para evitar confusdo com o versor i
. Recorde-se ainda que v, e v, podem ser positivos ou negativos, consoante 0 movimen-
to da [-ésima particula for, respectivamente, no sentido positivo ou negativo do eixo Ox.

Consideremos agora um caso particular muito importante na pratica: uma colisdo
bindria, em que dois corpos colidem, conservando cada um deles a sua integridade. A
equagdo (5.17) escreve-se

my, +myv, =my, +myvy < m(vi—v,)=m, (v, —V}). (5.18)
As energias cinéticas totais antes (K) e depois (K') do choque sio:

K =Em1v12 -i—%mzvz2

(5.19)
K'=—mv]” +—m, v
Logo a variagdo de energia cinética é
AK:K'—K:lml (v —vf)+lm2(v;2 -v;). (5.20)
2 2

E possivel exprimir a variagdo de energia cinética numa colisdo bindria — e, por con-
seguinte, o seu cardcter mais ou menos elastico — de um modo particularmente sugestivo,
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mediante a introdugdo da grandeza coeficiente de restitui¢do, designado por C,, ou e, e
definido como

C,=e=—2—1, (5.21)
V™0
Trata-se de uma grandeza claramente adimensional, que é igual ao simétrico da razio
entre os valores da velocidade do corpo 2 em relagido ao corpo 1, depois e antes da co-
lisao. Em geral, tem-se 0<Cy <1; voltaremos a este assunto um pouco mais adiante.
Reescrevendo (5.20) na forma

1 ! ’ 1 ! ’
AK = Eml (v1 -V )(v1 + ) +Em2 (v2 -V, )(v2 + v2) ) (5.22)
e utilizando (5.21), pode mostrar-se (exercicio: verifique) que
M:%M(c; ~1)(v,=w)s (5.23)

onde y (por vezes também designada por m,,) é a massa reduzida do sistema, dada por

=0l (5.24)
m, +m,

Conclui-se, assim, que uma colis3o bindria eldstica corresponde a C; = 1 (v, = v, corres-
ponde a nao haver colisdao — porqué? —, caso em que a energia cinética trivialmente se
conserva). Neste caso, a velocidade do corpo 2 relativamente ao corpo 1 troca de sinal
(sentido) na colisao, mas o seu valor nao se altera (0o mesmo sucede, evidentemente, com
a velocidade do corpo 1 em relagdo ao corpo 2). Por sua vez, C, > 1 corresponde a um
aumento da energia cinética total aquando da colisdo, o que s6 é possivel se um dos
corpos explodir, transformando-se a energia potencial das suas ligacdes quimicas ou
nucleares em energia cinética.

E a que corresponderia um hipotético C, < 02 A velocidade do corpo 2 relativamen-
te ao corpo 1 teria de ter o mesmo sinal (logo, 0 mesmo sentido) antes e depois da colisio,
o que s6 é possivel ou se ndo houver colisdo, ou, havendo colisdo, se um dos corpos
passasse através do outro!

Analisaremos agora mais alguns tipos de choques.

i. O corpo 1 move-se com velocidade inicial v, e colide com o corpo 2, que se encon-
tra em repouso, v, =0. Depois do choque o corpo 1 fica em repouso, Vi =0, e o
corpo 2 move-se com velocidade v, . Este é um caso particular de choque binario.

Antes:
momento linear: p = p, + p, =my, + m,v, =my,
(5.29)

2

e 1 1 1
energia cinética: K =K, + K, =5mlvl2 +Emz"22 =Emlv1

179



FISICA - UMA INTRODUCAOQ

Depois:

momento linear: p'= p/ + p, =mV, + m,V, =m,v,

: s "t !_1 ” 1 /2_1 2 (526)
energia cinética: K'=K/+ K, =—myVv +—m,v,” =—m,Vv.
1 2 2 171 2 272 2 272
Conservagao:
P'=p = my,=my, & V,=—1y,
m,

, 1 m . 1, 1m (m —m,)
AK=K'-K=—m,| —V, | ——my, =—————%v (5.27)
27%\m ') 27" 2 om :

2 2
2
2 2
_Lmmiomy o L mmy (fm )
- 1= 1
2m, m +m, 2m; +m, |\ m,

Verifica-se, assim, que a velocidade que o corpo 2 adquire apds o choque tem a
mesma direc¢do e sentido que a do corpo 1 antes do choque. Tem-se ainda, da se-
gunda das equagdes (5.27), que C, = m /m_,logo o choque s6 é eldstico se m =m,
caso em que os dois corpos simplesmente trocam de velocidades ao chocar.

ii. Um corpo de massa 7 em repouso explode, dando origem a dois corpos de
massas m, em, (m =m +m,)animados de velocidades Vi e V,, respectivamente.

Antes:
P=p,=0
1 , (5.28)
=K, =5m0v0 =0
Depois:
P'=D+ D, =my +m,V,
1 1 (5.29)
K'=K/+ K, =—my’ +—m,v,’
2 2
Conservacgao:
=1 = = = = m _,
P =p=>my, =—my, &V, =——V)
m,
) (5.30)
1 1 1 m(m +m
AK =K'—K ==mp” +—m,| 2 | —0=— () 2
2 m, 2 m,

Os dois fragmentos adquirem velocidades com a mesma direc¢ao, mas sentidos
opostos (¥, cc — ¥y ); uma vez que nao se trata de um choque bindario, o coeficiente
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de restituicao ndo esta definido. A energia cinética claramente nao é conserva-
da, logo este choque nunca é elastico. Poder-se-a, porém, colocar a seguinte
questdo: se a energia cinética total do sistema era nula antes da explosio
e, claramente, ndo o é depois da explosdo, de onde veio essa energia cinética?
A resposta é simples: tem origem nas ligagdes quimicas que se romperam ao
dar-se a explosio.

O corpo 1 move-se com velocidade inicial ¥, e colide com o corpo 2 que se
encontra em repouso, ¥, = 0. Depois do choque os corpos 1 e 2 movem-se em
conjunto, ¥ =, . Mais uma vez, trata-se de um choque bindrio.

Antes:
D =D+ D, =my, +myv, =my,
1 1 1 (5.31)
K=K +K, =Emlvl2 +5m2v22 =Emlvl2

Depois:
pP'=Dp/+ Dy =my +mV, = (ml +m, )\7'
' ’ ’ 1 n” 1 12 1 2 (532)
K' =K/ +K,==—my, +—m,Vv, =—(m1 +m2)v
2 2 2
Conservagao:

2 (5.33)
1 m  , 1 1 mm, .

Ap6s o choque, o conjunto “corpo 1 + corpo 2” move-se com uma velocidade que
tem a mesma direc¢do e sentido que a velocidade inicial do corpo 1. Além disso,
comparando a segunda das equagdes (5.33) com (5.23), conclui-se que C, = 0:
a perda de energia cinética é maxima e o choque diz-se perfeitamente ineldstico.

5.4.2. Choques bidimensionais

Até agora, tratdmos apenas os choques unidimensionais, ou seja, em que todas as ve-
locidades tém a mesma direccao. Consideremos agora um exemplo de um choque bi-
dimensional no plano Oxy, em que uma particula de massa 7, animada de velocida-
de Vi segundo a direcgio e sentido do eixo dos xx, colide com uma particula de
massa 72,, em repouso (V, = 0). Apés a colisdo, as particulas adquirem velocidades
e ¥, com direccdes formando angulos 0, >0ed <0como eixo dos xx, respectiva-
mente (vide figura 5.2).
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Vv
vA yAh
J m,
v, v, =0 01
o———0o——» A >
m, m, X )02 X
m2.\
v
Antes do choque Depois do choque

Figura 5.2. Choque em duas dimensdes (vide texto).

Teremos entao,

Antes:
P =my, +mV, =my, =my, i (5.34)
Depois:
p'=my +my, =
M 2V2 ) . B . ' ) (5.35)
=m,(v/cosO, i +v/sinb, j)+ m,(v;cosf, i +v,sinb, ;)
Conservagao:
p=p < my, =my +m,V, (5.36)

Exprimindo todas as velocidades em termos das suas componentes segundo os eixos
coordenados, tem-se
_ ' ’
m,v, = mv, cos@, + m,v, cos0, (5.37)
_ [ [ ‘

0 =m,v;sinf, + m,v; sinf,
Se forem conhecidas as direcgdes das velocidades dos dois corpos ap6s o choque, 0, e 0,
o sistema de equacdes (5.37) permite determinar os valores dessas velocidades apos o
choque, Vi e V) (note-se que o sistema (5.37) é linear em v/ e V5, pelo que pode ser
resolvido, em ordem a estas incognitas, utilizando qualquer dos processos aprendidos
para o efeito em Algebra Linear). Em alternativa, se forem conhecidos v/ e V5, 0 mesmo
sistema permite determinar 6, e 0,:

A
mv, —m,v; cos 0,

' ) cos, = -
m,v, = m,v, cos6, +m,v} cos0, my,
= =
0=m,v,sinb, + m,v, sinf ) my, .
e R e sinf, =——=sin6),
mlvl
mv, —myv, cosf, ) ’
COSZOI — 171 2 ’2 2
mlvl
= e
myv, | .
cos’f, =1-| =22 | sin’0),
my,
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donde se obtém

2
’
m,v, —m,v, cos0,

cos’ 0, = :
my
'21 (5.38)
! 2
cos’0, =1- Vs (1—005202)
my,
ou seja,
' 9 2 1\
m,v, —m,V, COs 0, —1- my, (]_005292)2 (5.39)
myv, mv;

Desenvolvendo os quadrados, obtém-se uma equagao do segundo grau em cos 6,, a qual
pode ser resolvida para determinar 6, (devera neste caso escolher-se a solugio 6, < 0, de
acordo com a figura 5.2). Uma vez conhecido 6,, ¢ imediato achar 6, utilizando a segun-
da equacdo do sistema (5.38) (devera neste caso escolher-se a solugdo 6, > 0, de acordo
com a figura 5.2).

Exemplo 5.1
Considere-se o seguinte esquema:

<!

v A

O mtm

Rv

Antes da colisdo Depois da colisdo

Duas particulas de massas 7, = 70 kg e m, = 50 kg colidem, permanecendo juntas
apos a colisdo. Antes da colisdo, a particula 1 movia-se de oeste para este com velo-
cidade de valor 6 km h! e a particula 2 movia-se de sul para norte com velocidade de
valor 8 km h''. a) Determinar a velocidade final das duas particulas. b) Calcular a
fraccao da energia cinética do sistema perdida na colisao.

Resolucio:

a) Antes da colisdo, temos:
V,=vi =6i kmh" =1.667i{ ms™

V,=v,j=8jkmh"'=2222;ms”
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Pelo principio de conservagio do momento linear,

4

p=p < my, +my,=(m +m,)V

ou seja,
70(1.6671) +50(2.222 /) = (70 + 50) 7'
donde
V'=0.972i +0.926] m s
V' =40.972> +0.926* =1.34 m s
v!
0 =arctg| = |=arctg (% =43.6°
V! 0.972
b)

i) Calculo da energia cinética do sistema antes e depois do choque:
1, 1 5 1 2, 1 2
K=—mp’ +=mp? ==xT0x1.667" + —x 50x 2.222> =220.7 J;
2 2 2 2
K’ :%(m1 +my)v'? :%x120x1.342 =107.7J.
ii) Cdlculo da variagio da energia cinética:
AK =K'-K=107.7-220.7=-11317.

iii) Calculo da fracgdo da energia cinética perdida pelo sistema no choque:

M_ 113

= =0.512 (51.2%).
K 2207

5.4.3.* Porque é legitimo desprezar a forca da gravidade no estudo das
colisoes?

Os leitores mais atentos nao terao deixado de notar que o estudo que temos estado a
fazer das colisdes ndo é consistente caso as colisdes ndo ocorram no espago livre. De
facto, se os corpos tém massa, estardao sujeitos a for¢a da gravidade da Terra — que é
claramente uma forca exterior, logo o momento linear total nio deveria conservar-se.
Embora, estritamente falando, isto seja verdade, na pratica a variagio do momento linear
total devida a for¢a da gravidade é pequena ao ponto de ser desprezavel. Passemos a
demonstra-lo.
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Como vimos no capitulo anterior, a variagio do momento linear devido a uma dada
for¢a, num dado intervalo de tempo, € igual ao impulso da for¢a. O impulso devido a
forca da gravidade que se exerce sobre um corpo envolvido na colisao tera, entdo, valor
J, = mght, onde At é a duragio da colisdo. O impulso total que se exerce sobre o mesmo
corpo, por outro lado, tem valor | = mAv, onde Av é a variagdo do valor da velocidade
do corpo. Para a colisdo ser detectdvel, a variagio da velocidade do corpo tem de ter
valor ndo muito inferior ao da sua velocidade inicial, ou seja, Av = v . Entdo, para que o
valor do impulso devido a gravidade seja muito inferior ao impulso total sobre o corpo,
ter-se-a de verificar | >> J,=v,>>gAt.O intervalo de tempo At em geral ndo é conhe-
cido. Para o estimarmos, consideremos um caso em que é dado por uma expressao
analitica: a colisdo entre duas esferas que nio sofrem deformacdo permanente*'. Trata-se,
evidentemente, de uma situac¢ao algo artificial, ou, no minimo, restritiva, mas que nos
permitira ter uma ideia da ordem de grandeza da duragao das colisdes. Assim, para duas
esferas de aco ou de borracha, com raios entre 1 cm e 1 m, e velocidades relativas entre
1 ms!e 100 m s, tem-se sempre que At < 0.01 s. Uma vez que g = 10 m s, conclui-se
que o efeito da gravidade terrestre sobre um corpo envolvido numa colisdo é desprezavel
se a sua velocidade inicial for substancialmente superior a 0.1 m s, o que se verifica na
maior parte das colisdes de interesse envolvendo corpos macroscépicos.

Obviamente, é sempre legitimo desprezar o efeito da gravidade quando os corpos que
colidem estejam constrangidos a mover-se num plano horizontal, porque nesse caso a
for¢a da gravidade (que é sempre vertical) tem componente nula segundo as direc¢oes
das velocidades dos corpos (que sdo todas horizontais), nio podendo, portanto, causar
qualquer varia¢ao dos seus momentos lineares.

5.5.* Movimento de sistemas de massa variavel

Os sistemas com que lidamos no dia a dia sdo, maioritariamente, sistemas de massa
constante. Existem, contudo, sistemas cuja massa ¢é variavel no tempo e que importa
estudar com mais pormenor. S30 exemplos mecanicos destes sistemas os avides utilizados
no combate aos incéndios — que carregam dgua em voo rasante sobre a superficie de
albufeiras ou de grandes lagos e a descarregam posteriormente sobre as zonas de fogo —,
os avides com motores de reacgdo a jacto ou os foguetes. Mas podemos encontrar siste-
mas de massa varidvel na natureza: é o caso de uma gota de chuva que ao cair pode
perder ou ganhar massa por evaporag¢do ou condensag¢io de dgua na sua superficie,
respectivamente, ou dos moluscos como a lula ou o choco que se movimentam a custa
da emissdo de um jacto de agua através de um sifao movel e direccionavel, conferindo-
-lhes grande capacidade de manobra.

#'Vide P. Patricio, “The Hertz contact in chain elastic collisions”, American Journal of Physics 72,1488-1491
(2004).
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5.5.1. Movimento de sistemas com admissao de massa

Consideremos um sistema de massa m que, num determinado instante ¢, se desloca com
velocidade v e que num instante posterior ¢ + At absorve uma determinada quantidade
de massa Am, que se deslocava com velocidade v, (vide figura 5.3).

Antes da admissdo Depois da admissdo
Am
m m+Am .
'>
v ‘7(1 F‘Viac {j + A‘_}’
-—
u,=v,—v

Figura 5.3. Movimento de um sistema de massa 7 com velocidade ¥ que absorve uma determinada
quantidade de massa Am que se deslocava com velocidade v,. A velocidade de Am em relagdo a m é

i, =v, —v . Em consequéncia da admissao da massa Amz surge a for¢a de reac¢io de admissao Fi,.

Vamos estudar a dindmica deste sistema com base na variacio do momento linear do
sistema global “massa absorvente + massa admitida”. O momento linear deste sistema
antes de ocorrer a admissao da massa Am é

p,=mv+Amy,, (5.40)
e ap6s a admissdo de Am é
P, =(m+Am)(V+Av). (5.41)
Deste modo, a variagio do momento linear do sistema global é
AP =P, — B, = mAV + Am($ 7, )+ AmAV . (5.42)

Dividindo agora a expressdo (5.42) por At, tomando o limite A+ — 0 e desprezando o
termo infinitesimal de segunda ordem dmdv , obtemos
dp av . _.\d
L= (5-3,) (5.43)
dt dt dt
Como, por (5.6), a resultante das forcas exteriores aplicadas no sistema é F§* =dp/dt ,
podemos reescrever a equagao (5.43) na forma

dm dav
—_—m—
dt dt

- L - _ d _
Fo —(¥-7,) PN F;"’+ua7n;=ma, (5.44)

onde

|

<)
I

I
<i

(5.45)
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€ a velocidade relativa da massa admitida em relagio a m e

dm _ i, >0, (5.46)
dt

€ 0 caudal mdssico de admissdo. Representa a massa por unidade de tempo admitida pelo
sistema de massa inicial 7 e expressa-se no SI em kg s'. O seu valor é sempre positivo
porque representa a massa ganha pelo sistema por unidade de tempo.
Ao termo
= dm

a _ - =
reac — Uq dt =u,m

chama-se for¢a de reaccdao de admissao. E uma forga de reac¢do interna sobre o sistema

(5.47)

ad

de massa m*, que tem origem na interac¢do entre a massa admitida e o sistema que a
absorveu. Pela equacdo (5.38) e tendo em conta que 1, >0, vemos que Fy, tem senti-
do igual ao da velocidade relativa da massa admitida, i, (vide figura 5.3)

Exemplo 5.2

Um avido de combate a incéndios Canadair CL-415 tem massa de 12880 kg com os
tanques de dgua vazios. Ao efectuar um voo rasante a 130 km h! sobre a superficie
da 4gua de uma albufeira, recarrega os tanques admitindo, a uma taxa constante,
6137 1 de dgua em 12 s. Determinar a aceleragdo sofrida pelo avido quando inicia a
admissdo de dgua. Dado: a massa volimica da dgua ép, = 1x10° kg m”.

Resolucdo:
O caudal massico de admissio é

AV
m, = dm _ taxa constante = Am _Puoll 511.42kgs™.
dt At At

Como a superficie da dgua esta em repouso (v = 0), teremos para a velocidade rela-
tiva de admissdo da dgua no avidao

u,=—v=—130kmh™ =-36.11ms".

a

Usando (5.44) e tendo em conta que a resultante das forcas exteriores que actuam o
avido é nula (o avido voa com velocidade constante antes de tocar a superficie da
dgua), a sua aceleracdo ap06s iniciar a admissdo de dgua é

a:Frm _um, -36.11x511.42 1 43ms>
m m 12880

E uma aceleraciao negativa, como seria de esperar. O avido perde velocidade quando

inicia a admissdo de dgua.

42 Sendo a forca de reac¢do de admissdo uma forga de reac¢do interna ao sistema, terd obviamente que
fazer parte de um par ac¢do-reac¢do. A forga que constitui o seu par ac¢do-reac¢do € a for¢a que o sistema
de massa m exerce sobre a massa admitida Am.
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5.5.2. Movimento de sistemas com ejeccao de massa

Consideremos agora um sistema de massa 7 que, num determinado instante ¢, se deslo-
ca com velocidade v, ejectando, em seguida, uma determinada quantidade de massa -Am
(Am < 0 porque corresponde a uma perda de massa) num intervalo de tempo At.
No instante ¢ + At, a massa ejectada Am move-se com velocidade v, e a massa sobrante
m + Am com velocidade Vv + AV (vide figura 5.4).

Antes da ejec¢do Depois da ejec¢ao
—Am e
. m . m+Am reac
v Ve v+ Av
-«
u,=v,—v

Figura 5.4. Movimento de um sistema de massa 7 com velocidade ¥ que ejecta uma pequena
quantidade de massa -Am (Am < 0) que se desloca com velocidade v, . A velocidade relativa de
-Am em relagdo a massa sobrante m+Am é i, =V, —V . Em consequéncia da ejec¢io da massa -Am
surge a forca de reacgdo de ejecgdo F, .
Os procedimentos que vamos seguir para estudar a dinimica deste sistema sio em
tudo andlogos aos seguidos no caso de um sistema que admite massa. O momento linear
do sistema global “massa sobrante + massa ejectada” antes da ejec¢io da massa Am é

Po=mv, (5.48)

e apos a ejecgdo de Am é
B, =(m+Am)(¥ +AV) - Am,. (5.49)

Daqui resulta que a variacio do momento linear do sistema global é
Ap =P, — P, = mAV — Am(5, — V) + AmAT . (5.50)

Dividindo a expressao (5.50) por Az, tomando o limite At — 0 e desprezando o termo
infinitesimal de segunda ordem dmdv , obtemos
dm

d—p:mﬂ—(ﬁ,—v)—. (5.51)
dt dt dt

Recordando novamente que a resultante das forgas exteriores aplicadas no sistema é

rrext

% =dp/dt, podemos reescrever a equacdo (5.51) na forma

dm _ & o F;"Jrﬁed—m:mﬁ, (5.52)

Fy +(v _V)E_mﬁ ”
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onde

i, =7, -V, (5.53)
¢ a velocidade relativa da massa ejectada em relagio a massa sobrante e

d.

i, <0, (5.54)

dt

€ o caudal mdssico de ejeccdo. Representa a massa por unidade de tempo ejectada pelo
sistema de massa inicial 7. O seu valor é sempre negativo porque traduz a massa perdi-
da pelo sistema por unidade de tempo.
Ao termo
= dm

e _ = -
=uU,—=u,m

Foe =4, (5.55)
dt

o>
chama-se forca de reaccdo de ejeccdo. Tal como a forga de reaccio de admissdo, a forca
de reacgao de ejec¢do é uma forca de reacgdo interna que tem origem na interacgao entre
a massa ejectada e o sistema que a ejectou, exercendo-se sobre a massa sobrante. Pela
equacao (5.55) e tendo em conta que 1, <0, vemos que F¢.. tem sentido contrario a
velocidade relativa da massa ejectada, u, (vide figura 5.4).

5.5.2.1. Movimento de um foguete sob accao da gravidade

O foguete é, possivelmente, o mais conhecido de todos os sistemas cuja dindmica é deter-
minada pela ejeccdo de massa. Trata-se de um projéctil que sofre a ac¢io de uma forca
continua de reac¢ao em resultado da descarga de gases produzidos no interior da sua
cidmara de combustio. Deste modo, a variagio da velocidade de um foguete é conseguida
pelo consumo do combustivel e consequente decréscimo da massa que transporta.

Figura 5.5. Lancamento vertical de um foguete sob a acgio da forga gravitica. Antes da ignicao
dos motores, o foguete tem massa 7, incluindo a massa do combustivel. Apés a ignicdo dos
motores, os gases resultantes da queima do combustivel sdo ejectados com velocidade relativa i,
em relacdo ao foguete, a uma taxa (caudal méssico de ejec¢do) 7. =dm/dt <0 . Em consequéncia
surge a forca de reaccio de ejeccio Fe,. , responsavel pela propulsio do foguete.
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Vamos estudar a dindmica de um foguete tendo como base as equagoes (5.52) e (5.55),
admitindo que é langado na vertical, de baixo para cima e que esta sujeito apenas a for-
¢a gravitica* (vide figura 5.5). Neste contexto, a equagao que rege a dinimica de um
foguete é

F +ﬁed—m=mﬂ o m§+ﬁed—m=md—v, (5.56)
¢ dt dt dt dt
ou, rearranjando os membros da equagao (5.56),
v _ _ 1dm
—=g4+u, —-. 5.57
a C (5:57)

Para resolver esta equacao diferencial vamos admitir que no instante de langamento
(¢ = 0) a massa inicial do conjunto “foguete + combustivel” é m, que a velocidade rela-
tiva de ejec¢do dos gases € constante e que se pode desprezar a variagdo da aceleracio
gravitica com a altitude**. Com estes pressupostos, a equacao diferencial (5.57) pode
ser facilmente resolvida. De facto, multiplicando ambos os membros de (5.57) por dt,
obtém-se

d = gt +7,-dm (5.58)
m

Integrando esta ultima expressdo, vem

v t m
J'dv _ J'gdf +veji,dm' , (5.59)
J m
0 0 mg
donde resulta que a velocidade instantanea de um foguete é dada por
B(f)=gt+ii,In O ) g | Mo | (5.60)
m, m(t)

com m(t) a massa sobrante (foguete + combustivel nio consumido). Caso o caudal mas-
sico de ejeccdo seja constante, verifica-se (exercicio: deduza esta equacio)

m(t)=my—|m,|t, (5.61)

e podemos, portanto, escrever a equagao das velocidades de um foguete na forma

(5.62)

43 Estamos a desprezar a forga de atrito no ar.
4 Qs célculos que a seguir se efectuam sdo, por isso, apenas validos perto da superficie da Terra. Como
sabemos, a forca gravitica diminui com o aumento da distincia a superficie da Terra.
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Note-se ainda que, caso se considere nas equacdes (5.60) ou (5.62) o intervalo de

tempo correspondente ao consumo total do combustivel, a massa #(¢) corresponde a

massa final (massa do foguete sem combustivel) e a velocidade a velocidade maxima
atingida pelo foguete.

Exemplo 5.3
A massa de um foguete no momento do langamento é de 21x103 kg, incluindo

15x10°% kg de combustivel. Os gases resultantes da queima de combustivel sdo ejecta-
dos a uma taxa constante de 190 kg s (caudal méssico de ejec¢io) com uma veloci-
dade relativa de 2800 ms'. Determinar: a) a for¢a de reac¢do de ejeccao responsavel
pela propulsio do foguete; b) o instante correspondente a queima total do combus-
tivel; ¢) a velocidade maxima atingida pelo foguete.

Resolucio:

a)

Como o movimento € vertical, podemos escamotear o caracter vectorial da acele-
ragdo gravitica e da velocidade relativa de ejec¢do dos gases, tendo apenas em
conta os seus respectivos sinais. Tomamo-los como negativos, considerando que o
eixo dos yy estd orientado de baixo para cima. Tendo ainda em conta que o caudal
massico de ejec¢do € negativo porque corresponde a uma perda de massa, teremos
para a forga de reacgio de ejecgao
. dm ) 5

F' =v, — =Vl = (—2800)(-190)=5.32x10° N
Obtemos uma forga positiva, como seria de esperar; sendo esta a forca responsavel
pela propulsdo do foguete teria for¢osamente de apontar de baixo para cima.
Como o combustivel é queimado a uma taxa constante, o tempo que demora a
queimar a totalidade do combustivel é
m 15x10°

= — 78955
Im,| 190 ’

o modulo do caudal

onde m,,, representa a massa total de combustivel e |n'1€,
massico de ejec¢ao dos gases resultantes da queima do combustivel.

A velocidade maxima atingida pelo foguete € calculada usando a expressdo (5.60)
para t = 78.95 s, e tendo em conta que neste instante a massa sobrante ¢ a massa
do foguete sem combustivel (6x10° kg)

3
vmax = V(f = 7895) = _98 x 7895 - (_2800) X 1n % =
6x10

=2734.03ms ™.

A equagao das velocidades de um foguete merece ainda mais uma observagao. Vemos
por (5.60) ou (5.62) que a velocidade de um foguete depende do produto da velocidade
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relativa de ejeccdo dos gases pelo logaritmo da razdo das massas 2,/ m. Como a fungdo
logaritmo é uma funcdo que varia lentamente com a variacdo do argumento, a forma
mais eficaz de obter velocidades elevadas é impondo velocidades relativas de ejeccao
muito grandes. Os motores de reac¢ao dos foguetes espaciais podem ejectar gases a ve-
locidades relativas da ordem de 4x10° m s'. Em consequéncia, as velocidades atingidas
por estes foguetes sio também da ordem de 10° m s,

5.5.3. Movimento de sistemas com admissao e ejeccao de massa

A generalizagdo do que anteriormente vimos a sistemas que simultaneamente admitem
e ejectam massa, através de 7 fontes de admissio e de n fontes de ejeccio de massa,
respectivamente, € agora bastante simples. Basta ter em aten¢do que a admissao de mas-
sa no sistema induz uma forca de reaccio de admissio F’,. =ii,n,, tendo-se tantas
forcas deste tipo quantas as fontes de admissao de massa no sistema, e que a ejeccao de
massa induz uma forga de reac¢do de ejeccdo Fe.. =i, 1, , tendo-se, igualmente, tantas
forcas deste tipo quantas as fontes de ejeccao de massa do sistema. Deste modo, a equa-
¢do da dinamica deste tipo de sistemas é dada por

F™ +F' +F° =md <

reac reac

_ N NS ) (5.63)
& Bt il + Y il =ma
i=1 i=1
com
Fo= i, (5.64)
i=1
a forga de reacgio total de admissdo e
Fe,o= > i (5.65)

i=1
a forca de reaccdo total de ejeccao. Devemos ainda sublinhar que os caudais mdssicos de
admissao verificam sempre 71, >0 e que os caudais massicos de ejeccao verificam sempre
m, <0.

Exemplo 5.4

Um avido a jacto F-16 voa horizontalmente a uma velocidade constante de 1062 km h.
Nesta situagdo, a admissio de ar € feita a uma taxa de 60 m® s, a queima do com-
bustivel corresponde um caudal massico de ejec¢do de 0.9 kg s e os gases (da queima
de combustivel + ar) sdo ejectados a uma velocidade relativa de 640 m s'. Sabendo
que a massa volimica do ar é 7 = 1.21 kg m”, determinar: a) os caudais massicos de
admissdo e de ejeccdo; b) as forgas de reac¢ao de admissdo e de ejecgao totais; ¢) a
resultante das forgas exteriores exercidas sobre o avidao para o manter a velocidade
constante acima referida.
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Resolucdo:
a) Temos trés caudais massicos: um de admissio (ar, n=1)e dois de ejeccio (gases
de combustio e ar, n,=2). Assim:

m =1.21x60=72.6kgs" caudal massico de admissio de ar;

- comb

™ =—0.9kgs™ caudal massico de ejeccdo dos gases de combustio;

. . 1 L, . - P
m," =—m, =-72.6kgs  caudal mdssico de ejec¢io de ar (o ar que entra é o

que sai).

b) A forga de reac¢ao de admissao total que actua o aviao € apenas a forca de reaccao
de admissao do ar. Supomos que o ar esta em repouso relativamente ao referencial
Terra (desprezamos a velocidade do vento, que tipicamente é muito inferior a velo-
cidade de um avido). Deste modo, a velocidade relativa do ar em relacao ao avido é
U = —Vaiso =—1062kmh™ =-295ms™". Logo a forca de reaccio de admissio é

Fo. =u"m’ =-295x72.6=-21417N.

reac

Quanto a forga de reac¢io de ejecgio, tem a contribui¢do da ejeccao dos gases de
combustdo e da ejeccao do ar. Tanto os gases de combustao como o ar sdo ejectados
com velocidade relativa v = -640 m s, pelo que a forga de reaccio total de ejecgdo é

Fp =v, (™ + ") == 640x(~0.9-72.6) = 47040 N.

reac

¢) Como o avido se desloca com velocidade constante, a soma da resultante das for-
cas exteriores com as forcas de reaccdo terd que ser nula. Logo

ext a e _ ext _ _ yra _ ppe
F, R + E‘eac + E’eac =0 < F R E‘eac Eeac ’

donde

F' =+21417 - 47040 = - 25623 N ~ —25.6 kN.

Esta forca € a resultante das forcas de atrito do ar sobre o avido.

5.6. Centro de massa de um sistema de particulas materiais

Um sistema composto por varios (ou seja, mais do que um) corpos possui um ponto com
propriedades especiais chamado centro de massa (CM) do sistema. Como veremos a
seguir, a importancia deste ponto reside no facto de ele se mover como se a totalidade da
massa do sistema nele estivesse concentrada.
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Por defini¢do, a posi¢ao do centro de massa do sistema é dada pelo vector

_ mr, +m,p, +...mr
rCM — 171 272 n'n , (566)
m1+m2+...mn

cujas coordenadas cartesianas sao

o _mX A mX, +...mX,
o =

m +m,+...m,

_my,tmy, +...m,y,
m +m,+...m,

(5.67)

Yem

_omz+tmyz, +...m,z,

Zem =

m +m,+...m,

A velocidade do centro de massa, Vcu , é evidentemente dada por

- dr, myv, +my, +...myv
VCM — CM — 171 272 n'n . (568)
dt m +m,+...m,

Da definicao de momento linear do sistema de particulas, resulta

5= Zm,.vi = mv,, , (5.69)
i=1

com m =m + ... +m amassa total do sistema de particulas. Vemos assim que o mo-
mento linear do sistema de particulas é igual ao momento linear de uma particula com
a massa total do sistema e que se move com a velocidade do CM. Como exemplo, con-
sideremos o lancamento obliquo de um projéctil cuja trajectéria esta representada na
figura 5.6. Imaginemos que num dado ponto da trajectoria o projéctil explode, dividindo-
-se em varios fragmentos. Como a explosdo resulta de uma reac¢io quimica que ocorre
no interior do projéctil, as forgas que dela resultam, e que levam a separac¢io dos frag-
mentos, sao forgas internas. Nao podem, por isso, modificar o momento linear total do
sistema, ainda que alterem o momento linear de cada um dos fragmentos. Deste modo
a velocidade do CM do sistema, antes e depois da explosao, nao varia; o CM do conjun-
to de fragmentos continuara, portanto, a percorrer a trajectoria parabdlica que o projéc-
til percorreria se ndo tivesse explodido.

No que respeita a aceleracdo do centro de massa, dcy , é determinada derivando em
ordem ao tempo o vector velocidade do centro de massa, obtendo-se

— 2—» — — —
P dvy, dr,, md +ma,+...mad, (5.70)
oM = = 2 . .

dt dt m+m,+...+m,
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Momento linear e suas aplicagdes

Explosao

Trajectéria do CM

?.‘;1\ dos fragmentos
Trajectoria do CM /

do projéctil

Figura 5.6. Um projéctil é langada obliquamente percorrendo uma trajectéria parabédlica. Num
dado instante explode, dividindo-se em varios fragmentos. O CM do conjunto dos fragmentos
prossegue ao longo da trajectéria parabdlica original.

Desta expressdo resulta que

m m dp, , dp dp
- - __dp, , ~
Aoy =MA (+Myd, +...+m,a, =——+—=+...+—

dt dr T dt
d, . . - dp
=—(p,+p,+...+p =",
dt(p' P: p) dt
ou seja,
dp

Mgy, =—— (5.71)

dt
Ora, como vimos atrds, na auséncia de forcas exteriores 0 momento linear do sistema
conserva-se, logo, pela equagao (5.71), a aceleracao do centro de massa € nula: o centro
de massa de um sistema sobre o qual ndo actuam forgas exteriores move-se com veloci-
dade constante. Em particular, no decurso de uma colisdo, a velocidade do centro de
massa permanece constante.
Por outro lado, se existirem forgas exteriores,

rexi dp —
FthzzmaCM, (572.)

o que significa que o centro de massa de um sistema de particulas materiais se move, sob
a acgao das forcas exteriores, como se fosse uma particula pontual de massa igual a
massa total do sistema. Note-se, contudo, que o centro de massa nio é, forcosamente,
um ponto material real na medida em que, em geral, ndo coincide com nenhuma parte
(particula) do sistema.
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5.7. Movimento em relacao ao centro de massa

E por vezes conveniente estudar os movimentos das particulas que constituem um dado
sistema em relacdo ao centro de massa desse mesmo sistema, ou seja, no chamado refe-
rencial do centro de massa. Este referencial tem a sua origem no centro de massa e eixos
paralelos aos do referencial do laboratéorio. No que se segue, as grandezas sem ' (plica)
sao medidas no referencial do laboratério e as grandezas com ' (plica) sio medidas no
referencial do centro de massa.

Figura 5.7. Posi¢ao de uma particula em relacdo a origem do referencial do laboratério e em re-
lagdo ao centro de massa do sistema de particulas.

Utilizando as regras da adi¢do de vectores, é imediato concluir da figura 5.7 que
existe a seguinte relagdo entre o vector posi¢ao 7 da particula i no referencial do labo-
ratério (com origem no ponto O) e o vector posi¢do 7' dessa mesma particula no refe-
rencial do centro de massa:

!

N

_ﬁ’ 2+ 7
=1ty <6

(5.73)

onde 7cy € o vector posi¢do do centro de massa do sistema no referencial do laboratério.
Derivando a equagio (5.73) em ordem ao tempo, obtém-se

=

V=V, =V, . (5.74)

[}

De igual modo se define p/, 0 momento linear da particula i no referencial do centro
de massa, como

5 _MmV tmyy +. A my,

ﬁlf:ml.\z.':m.(ﬁ.—ﬁCM):ml_ : (5.75)

1 1

mo+m,+...+m,

Um corolario importante desta ultima definicao é que o momento linear total do sistema
calculado em relacdo ao referencial do centro de massa é nulo, isto é,

P = Zﬁ; -0. (5.76)
i=1

Exercicio: verifique a relacao (5.76).
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5.8. Energia cinética translacional de um sistema de particulas materiais

A energia cinética de um sistema de particulas materiais é a soma das energias cinéticas
das diferentes particulas, ou seja,

KziKi =Zn:%mi17,.2. (5.77)
i=1 i=1

E, no entanto, conveniente escrevé-la em termos da velocidade do centro de massa. Para
tal basta utilizar a equacio (5.74):

71 ) 71 o 2
K:ZE m;v; :Z;Emi(vi'i'VCM) =
i=1 i=
n

1 =12 - 1 =2 & - =
i=l i=1 i=l

n

zzlm§'2+— Zm vy + va
-1 2

Analisemos cada parcela do segundo membro desta igualdade:

Representa a energia cinética do

n
1
Pl = E —m],vi'2 =K' sistema, calculada em relagio
— ) ao CM.
P2 1 2 2 1 _, K Representa a energia cinética de
=— m |V, =—mv.,, =
7 e ™ translagdo do CM.

P3= Zm.\?' . ‘_;CM = }_5’ . \_/.CM =0 Usando a relagio (5.67).

Resulta entdo que
K= Z—m +— mvCM —K'+K,,, (5.78)

ou seja, a energia cinética pode ser separada numa parte interna (ou local) e numa parte
externa (ou global)¥. A parte interna ou local, K, é dada pela energia cinética das par-

4 Os termos “externo” ou “global” sio empregues porque um observador colocado a uma distancia
muito superior a distincia média entre particulas observarad o sistema de particulas como se de uma s6
particula se tratasse, com a massa total do sistema concentrada no CM e com energia cinética dada por mv}, /2
.Ja os termos “interno” ou “local” sio usados devido ao facto de a energia cinética medida no referencial do
CM coincidir com a energia cinética interna do sistema.
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ticulas constituintes no referencial do centro de massa; a parte externa ou global, K, ,
pela energia cinética do sistema como um todo. Esta parte global é igual a energia de
uma particula cuja massa é a massa total do sistema e cuja velocidade é a velocidade do

centro de massa do sistema.
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PROBLEMAS

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

Um corpo de massa de 20 kg move-se sob a ac¢io de uma for¢a F(r)=100¢i N.
Sabendo que em ¢ = 2 s a velocidade do corpo é ¥ =3i m s, determine:

a) O impulso transmitido ao corpo durante o intervalo de tempo 2 s << 10s.
b) O momento linear do corpo ao fim dos 10 s.

Um corpo de massa 400 kg inicialmente em repouso é submetido a uma forga
de intensidade F durante 20 s. A for¢a induz no corpo uma velocidade final de
0.5 m s. Considerando que a intensidade da forga cresce, desde zero, linearmen-
te com o tempo durante 15 s e decresce depois até zero, também linearmente,
durante 5 s, determine:

a) O valor do impulso causado pela for¢a sobre o corpo.

b) A intensidade mdxima da forga exercida sobre o corpo.

¢) Faca um gréifico de F em fun¢do do tempo e calcule a drea delimitada por essa
curva. O resultado é concordante com o da alinea a)?

Considere a forca F(f)=(2¢+10)7 (SI) que actua um corpo de massa 10 kg ini-
cialmente em repouso.

a) Determine o impulso transmitido ao corpo, a varia¢io do seu momento linear
e a sua velocidade, apds 4 s de actuagio da forga.

b) Durante quanto tempo deveria a forca actuar sobre o corpo para que o seu
impulso tivesse o valor 200 N s?

Num determinado instante, uma particula de massa 2 kg tem um momento linear
dado por p=4i —j+k (SI). A partir daquele instante a particula ¢ actuada du-
rante 3 s por uma forca F(¢)=2£27 + (> —1) j (SI). Determine:

a) O momento linear da particula ao fim dos 3 s.

b) A norma da velocidade da particula ao fim dos 3 s.

Considere uma forca cujo valor decresce linearmente com o tempo. No instante
t = 0 a forca tem o valor de 100 N, anulando-se 20 s depois.

a) Represente o valor da forca graficamente e calcule o impulso da forca no inter-
valo de tempo considerado (grafica e analiticamente).

b) Supondo que esta for¢a actua num corpo de massa 4 kg, calcule a variagao do
valor da sua velocidade no intervalo ¢ €[10, 20] s.

Uma particula de massa 1 kg desloca-se sob a ac¢io da forca F(¢) =3¢>i —sin(z/2)k N.
Sabendo que no instante ¢ = 0 a particula se encontrava em repouso na origem do
referencial, determine em func¢ao do tempo:

a) O vector quantidade de movimento.
b) O vector posi¢io da particula.

A posi¢do de uma particula de massa 6 kg é definida pelo vector
F(t)=(3t> —61)i —4t’ ] + (3t +2)k (SI). Determine:
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a) A forga que actua a particula.
b) O momento linear da particula.
c) Verifique que F=d p/dt .

Considere uma particula de massa 1 kg que se movimenta no plano Oxy entre os
pontos A(0, 4) e B(0, -4) (SI) sob accdo da forca F(f)=(2-1*)i +(t—2)7 (SI).
Sabe-se que o seu movimento €é definido pelas equagdes paramétricas

x=4t =16t A y=—2t+4 (S])

e que no ponto A a particula possui velocidade v =—167 =2 (SI).

a) Estabeleca a equacio da trajectéria da particula.
b) Determine o impulso da for¢a durante o movimento.

Uma particula de massa 1 kg move-se sob ac¢ao da forga definida pela funcao

F(t)=(3* —40)i +(12t—6) j + 3t — 61>k (SI).

a) Determine a variagdo do momento linear da particula entre t=1set=2s.

b) Seno instante z = 1 s a particula estiver animada de velocidade v =47 =57 +10k
(SI), calcule a velocidade da particula no instante ¢ = 2 s.

Um corpo A, de massa 7, = 5 kg, move-se com velocidade de valor v, = 3 m s
paralelamente ao eixo dos xx, no sentido positivo, quando colide com um corpo
B, de massa m, = 2 kg, inicialmente em repouso. Ap6s a colisdo, o valor da velo-
cidade do corpo A é V), =1 m s na direc¢do que forma um angulo 6 = 30° com a
direc¢do inicial. Determine a velocidade final do corpo B.

Duas bolas, A e B, de massas m e 3m, respectivamente, e velocidades de norma
igual a v, chocam de tal modo que as direc¢des das suas velocidades fazem um
angulo de 45°, de acordo com o seguinte esquema:

A vB
----- L
A 450, B
o 7,
B

Depois do choque a bola B segue com velocidade v}, de valor igual a metade do
da sua velocidade inicial. Calcule a relagio entre os valores da velocidade da bola
A antes e depois do choque, bem como a sua direc¢do depois do choque.

Dois patinadores colidem e permanecem juntos ap6ds a colisdo, de acordo com o
seguinte esquema:
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X (leste)

O patinador A, de 80 kg, move-se inicialmente de oeste para leste com velocidade
de valor v, = 6.2 km h'. A patinadora B, de 55 kg, move-se inicialmente de sul
para norte com velocidade de valor v, = 7.7 km h™'. Qual ¢ a velocidade final do
par de patinadores?

Um projéctil de massa 10 kg passa pela origem O de um referencial com veloci-
dade ¥, =60i m s quando explode em dois fragmentos A e B de massas 4 kg e
6 kg, respectivamente. Sabendo que, 2 s mais tarde, a posi¢do do fragmento A é
(100,12, -24) m, determine a posicdo do fragmento B nesse mesmo instante. Con-
sidere que a forca da gravidade estd dirigida segundo o sentido negativo do eixo
Oy e despreze a resisténcia do ar.

Considere um sistema de duas particulas no plano Oxy. A particula A, de massa
m, = 0.5 kg, desloca-se com velocidade v, =0.3 i m s, quando colide com uma
particula B, de massa m2, = 0.1 kg e em repouso. Apds a colisdo, a velocidade da
particula A tem norma v}, =0.2 m s e faz um angulo de 25° com o eixo dos xx.

a) Esquematize o sistema antes e depois da colisdo e calcule o vector velocidade
da particula B apds o choque, bem como o seu mddulo e o 4ngulo que faz com
o eixo dos xx.

b) Calcule o impulso sofrido por cada particula em resultado da colisao.

c¢) Calcule a variagdo de energia cinética sofrida por cada particula.

d) Diga, justificando, se o choque é elastico.

Um veiculo espacial, com massa 200 kg, desloca-se no espago, longe de qualquer
campo gravitico. No instante ¢ = 0, é observado a passar pela origem de um refe-
rencial cartesiano Oxyz com velocidade %, =150i m s em relagio ao referencial.
Como resultado da detonacdo de cargas explosivas internas, o veiculo separa-se
em trés partes A, B e C, de massas 100 kg, 60 kg e 40 kg, respectivamente. Sabendo-
-se que em ¢ = 2.5 s as partes A e B sdo observadas nas posi¢oes A (500, -180, 240) m
e B (300, 0, -120) m, determine a posi¢ao da parte C naquele instante.

5.16. Para o veiculo espacial de 200 kg do problema anterior sabe-se que, em ¢ = 2.5 s,

5.17.

a velocidade da parte A é v, =2007 —72 j + 96 k m s e a velocidade da parte B
¢ paralela ao plano Oxz. Determine a velocidade da parte C do veiculo espacial.

Um corpo (corpo 1) de massa 12 kg move-se de oeste para leste, com veloci-
dade inicial de valor 8 m s, quando colide com um outro corpo (corpo 2), de
massa 25 kg, e cuja velocidade inicial tem o valor 12 m s e estd dirigida de
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sul para norte. Apds o impacto, o corpo 1 move-se de sudoeste para nordeste
e o seu vector velocidade forma um angulo de 45° com a parte positiva do
eixo dos xx (que se supde apontar de oeste para leste). Admitindo que a coli-
sdo entre os dois corpos € eldstica, calcule as velocidades dos dois corpos apoés
a colisao.

Um corpo de peso 25 N desliza sem atrito sobre o plano Oxy. No instante ¢ = 0
passa pela origem do referencial com velocidade ¥, = 6i m s''. Molas internas se-
param entdo o corpo em trés fragmentos A, B e C, de pesos 10 N, 10 N e 5 N,
respectivamente. Sabendo que no instante # = 3 s as posi¢oes dos fragmentos A e
B sdo dadas por 7, =12.6{ +8.1j m e 73 =18.0i —1.8 m, respectivamente, que a
velocidade do fragmento A é v, =4.2i —2.7] m s e que a velocidade do fragmen-
to B, Vg, € paralela ao eixo Ox, determine a velocidade e a posicao do fragmento
C naquele instante. Considere que a for¢a da gravidade esta dirigida segundo o
sentido negativo do eixo Oy e despreze a resisténcia do ar.

Um corpo de massa 20 kg move-se no sentido positivo do eixo dos xx com veloci-
dade de valor 200 m s!, quando uma explosao interna o divide em trés fragmentos.
Um fragmento, de 10 kg de massa, afasta-se com velocidade de valor 100 m s no
sentido positivo do eixo dos yy. Um segundo fragmento, de massa 4 kg, move-se
no sentido negativo do eixo dos xx com velocidade de valor 500 m s™. Ignorando
os efeitos da gravidade, calcule:

a) A velocidade do terceiro fragmento.
b) A energia libertada na explosao.

Um protido de massa m, dirige-se horizontalmente para um ntcleo de litio, de
nimero de massa 7 (m,, = 7mp), inicialmente em repouso. Apds a colisdo o protio
sai numa direc¢do perpendicular a inicial e o nicleo de litio desvia-se segundo um
angulo de 30° com a direc¢io inicial da velocidade do protdo, conforme se indica
na seguinte figura:

’

'

; <}
==

a) Determine a razdo entre os valores das velocidades inicial e final do protio,
bem como a razio entre os valores das velocidades finais do protdo e do nucleo.
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b) Admitindo que o sistema € isolado, qual é a relagdo entre os valores das velo-
cidades do centro de massa das duas particulas antes e depois da interac¢do?

Num jogo de bilhar a bola A move-se com velocidade Vv, =v,j quando atinge as
bolas B e C, que estdo em repouso, lado a lado. Apéds a colisdo observa-se que as
trés bolas se movem nas direc¢oes assinaladas na seguinte figura:

Supondo que na colisdo ha conservag¢ao da energia cinética, determine as normas
das velocidades v, Vz e Ve em fungio de v, e de 6. Note que todas as bolas tém
a mesma massa, 71.

Num jogo de bilhar a bola A move-se com velocidade ¥, =2i m s quando bate
nas bolas B e C, que estao em repouso, lado a lado. Apds a colisdo observa-se que

as trés bolas se movem nas direc¢des assinaladas na seguinte figura:

6=130°

Admitindo que a colisdo € elastica, determine as normas das velocidades V), Vj
., R
e V¢. Note que todas as bolas tém a mesma massa, 1.

Um corpo A, de massa 7, = § kg, move-se com velocidade inicial de valor v, =2 ms™,
no sentido positivo do eixo dos xx, quando colide com um corpo B, de massa
m, = 4 kg, inicialmente em repouso. Ap6s a colisio a velocidade do corpo A tem
valor v =1 m s na direc¢io que forma um angulo 6 = 30° com a direccio inicial.
Determine a velocidade final do corpo B.

Uma particula A com massa 0.2 kg move-se com velocidade de valor 0.4 m s
no sentido positivo do eixo dos xx quando colide com um particula B, de massa
0.5 kg, inicialmente em repouso. Apds a colisdo, a particula A move-se com
velocidade de valor 0.2 m s, segundo uma direc¢io que faz um angulo 6/, = 40°
com o eixo dos xx.

a) Calcule a norma e a direc¢ao da velocidade da particula B ap6s a colisdo.
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b) Determine a variagdo da velocidade e do momento linear de cada particula.

c¢) Verifique que: LY. M.
my | A |
5.25. Um foguete com uma massa de 1100 kg, incluindo 900 kg de combustivel, é lan-
cado verticalmente a partir do repouso. Sabendo que o combustivel é consumido
a taxa de 12 kg s e que os gases resultantes da queima do combustivel sao ejec-

tados com uma velocidade relativa de valor 3600 m s, determine:

a) A forga de reac¢iao de ejeccao responsavel pela propulsdo do foguete.

b) A aceleracdo do foguete no instante de lancamento.

¢) O instante correspondente a queima total do combustivel.

d) A velocidade maxima atingida pelo foguete.
)

e) A aceleragio do foguete no instante correspondente a queima total do combustivel.

5.26. No instante de langamento vertical, um foguete ejecta gases de combustiao a uma
taxa constante de 220 kg s e com uma velocidade relativa de valor 820 m s™.
Sabendo que a aceleragio inicial do foguete tem o valor 6.8 m s, calcule a massa
total do foguete, incluindo a massa de combustivel, no instante de langcamento.

5.27. Um silo de armazenamento de cereais liberta trigo sobre uma esteira movel, de
acordo com o seguinte esquema:

Sabendo que o trigo € libertado a uma taxa constante de 0.314 kg s' e que
a esteira se movimenta com uma velocidade constante de valor 0.96 m s, de-
termine:

a) O valor da forca exercida sobre a esteira para a manter em movimento com a
referida velocidade constante de valor 0.96 m s™'.

b) A poténcia desenvolvida pelo motor que acciona a esteira, nas condi¢des acima
consideradas.

5.28. Trés particulas, de massas m = 1kg, m, =35 kgem =4 kg, movem-se sob accdo
de uma forca tal que as suas posigoes relativamente a um referencial fixo sao dadas
pelos vectores 7i=2ti -3j+tk (SI), B=(+1)i+3tj-4k (SI) e
A=t0—t]j+(2t— l)lg (SI), respectivamente. Determine, para o instante ¢ = 1 s:

a) A velocidade do centro de massa do sistema de particulas.
b) O momento linear total do sistema de particulas.
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5.29. Considere o sistema de particulas A, B e C de massas m, = 5 kg, m, = 10 kg e
m_ =S kg, respectivamente. Num determinado instante, as referidas particulas tém
velocidades v, =37 +5k m s, Vs =27 +160k ms'e Vo =2] +2k m s, respec-
tivamente. Determine, para o referido instante, a energia cinética do sistema cal-
culada em relacdo ao centro de massa.

5.28. Considere um sistema de duas particulas materiais com massas m = 1 kg e

m, =4 kg. No instante # = 0 as suas posi¢oes estao representadas na seguinte

figura:
Yy
my
REE
3m v, T
! om
|

<« 4m-—»> 7
Sabendo que as particulas se encontram animadas das velocidades ¥ =37 ms™ e
¥, =2 j m s, respectivamente, determine:
a) Os vectores posicao e velocidade do centro de massa do sistema, em fungao do
tempo.
b) A energia cinética total do sistema, em relagdo a origem do referencial e em
relacdo ao centro de massa do sistema.
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CAPITULO 6
CAMPO ELECTROSTATICO

Embora os fenémenos eléctricos sejam conhecidos desde a aurora da humanidade, o seu
estudo cientifico s6 se iniciou em principios do século xviI. A manifestagio mais espec-
tacular da electricidade na natureza é, provavelmente, a trovoada. Por outro lado,
encontram-se ja em textos datando do Antigo Egipto referéncias a electricidade de origem
animal, associada a certos peixes*. E sabe-se, desde a Antiguidade Classica, que diferen-
tes materiais adquirem, quando friccionados, a propriedade de se atrairem ou repelirem
uns aos outros. Um dos materiais utilizados nessas primitivas experiéncias foi o ambar
(elektron em grego), de onde vem a palavra electricidade (William Gilbert, 1600).

6.1. Natureza da interaccao entre cargas eléctricas

Uma vez que as acgles eléctricas podem ser atractivas ou repulsivas, tinham de existir
dois tipos de electricidade, a que convencionalmente se veio a chamar positiva e nega-
tiva. No inicio da era moderna (século xviI) e até ao século x1x, a electricidade era
vista como um fluido (ou melhor, como dois fluidos); foi sé com a descoberta do electrao
(J. J. Thomson, 1897) e posteriores particulas elementares que ficou estabelecida a na-
tureza discreta da carga eléctrica.

Vamos iniciar o nosso estudo da electricidade com o caso mais simples possivel: a
electrostatica, que trata de cargas em repouso, ou em movimento “infinitamente lento”,
Comecaremos por considerar cargas situadas no vdcuo; veremos a seguir como o seu
comportamento se altera quando colocadas no interior da matéria, o que nos levara a
definir diferentes classes de materiais. Terminaremos este capitulo com o estudo do pri-
meiro dos elementos de circuito: o condensador, que combina condutores e isoladores.

6.2. Lei de Coulomb da interaccao entre duas cargas pontuais

No nosso estudo dos fendmenos electrostaticos vamos utilizar o conceito de carga eléc-
trica pontual. Uma carga eléctrica pontual g é uma particula carregada com carga g e

46 Por exemplo, o Trovao do Nilo, Torpedo sinuspercisi.
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cujas dimensoes fisicas se reduzem a um ponto. Trata-se, evidentemente, de uma ideali-
zagdo: no mundo real nio existem cargas verdadeiramente pontuais?’. E razoavel supor
que uma particula carregada é pontual se as suas dimensoes forem muito inferiores as
dos restantes constituintes do sistema em estudo. Deste modo, a carga pontual é uma
idealizacdo semelhante a de particula material que encontrdmos no estudo da Mecanica.

Fp
p/ . P
s Fp "/
- q Ad
q .
Fy & /B
q 0
< 0 0
caso repulsivo caso atractivo

Figura 6.1. Interaccao electrostatica repulsiva (a esquerda) e atractiva (a direita) entre duas cargas
pontuais.

Consideremos duas cargas pontuais g € ¢’ em repouso no espaco livre (vacuo), situa-
das nos pontos O e P, respectivamente, a distancia » = OP uma da outra (vide figura
6.1): A lei de Coulomb afirma que as ac¢des mutuas entre as duas cargas pontuais se
traduzem por duas forgas F’O e 13,,, aplicadas, respectivamente, em O e em P, com a
mesma direc¢do, a mesma intensidade e sentidos opostos. Estas duas forgas constituem,
portanto, um par ac¢ao-reacgao, sendo a lei de Coulomb traduzida pela expressao

- 1 ' .
F,= % vers OP

_471,'80 r 6.1)
PP

onde vers OP representa o versor (vector unitario) da direc¢ido OP. No SI a forga é
expressa em newton (N), a carga eléctrica em coulomb (C) e a distancia em metro (m),
resultando que, no SI, a permitividade eléctrica do vicuo, € tenha o valor

£,=8.85x10"" C*N'm™. (6.2)
Veremos mais adiante o significado fisico da permitividade eléctrica de um meio
material.

Da expressao (6.1) que traduz a lei de Coulomb podemos extrair as seguintes conclusoes:

i. A direccio comum ao par de forcas F,, e F, é definida pela linha recta que une
os pontos O e P.

47 Com a possivel excepcao de electroes (e positrdes) individuais.
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ii. A intensidade ou magnitude (norma) das duas forgas é directamente proporcio-
nal ao produto dos médulos das duas cargas e inversamente proporcional ao
quadrado da distancia que as separa, ou seja,

F,=F,= . (6.3)

iii. O par de forgas € atractivo ou repulsivo consoante as cargas interactuantes forem
de sinais contrarios ou do mesmo sinal, respectivamente (vide figura 6.1).

Na tabela 6.1 apresentamos as cargas e as massas aproximadas dos constituintes atdmicos.

Tabela 6.1. Cargas eléctricas e massas aproximadas dos constituintes atomicos.

Particula Carga (C) Massa (kg)
Electrio, e -1.602x10" 9.11x10-3"
Protao, p 1.602x10" 1.67x107%7
Neutrio, n 0 1.67x107%

Exemplo 6.1

Compare as intensidades das forgas eléctrica e gravitacional que se exercem entre o
electrdo e o protdo que formam um atomo de hidrogénio, admitindo que o electrdo
se move numa 6rbita circular em torno do protdo (nucleo atémico) com um raio de
5%x10"" m (modelo atémico de Bohr).

Resolucao:
A intensidade da for¢a gravitacional é dada pela equacio (3.6):

=31 27
F :Gme_lznl’:6.67x10—11 X9-11><10 x1.67x10

g - (5><10’”)2 =4x107"N.

Por sua vez, a intensidade da forca eléctrica é dada pela equacio (6.4):

1 qe qp‘ B 1 N (1602 X 10_19 )2

2 12 2 =9x10™N.
e, r 4 x8.85x10 (5><10'”)

elec

Donde resulta que

Tae 995107,

Fg
Este resultado € independente de 7 e mostra que, a escala atémica, a interacgio eléctrica
¢ muito mais forte que a interaccio gravitacional. E por isso que, ao nivel das interacctes
atomicas, a forga gravitacional entre as particulas que constituem os dtomos é desprezavel.
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6.3. Campo eléctrico gerado por uma carga pontual

Consideremos uma carga eléctrica pontual g situada num ponto O (origem do espaco).

O campo eléctrico gerado pela carga g num ponto P, distante » = OP de O, é uma gran-
deza vectorial definida pela expressao

E

P

q —
= 4n:£0 rz vers OP. (64)
Comparando as expressdes (6.1) e (6.4), concluimos que, se no ponto P colocarmos uma
carga de prova g,a forca sentida por g, devido a interac¢do com a carga q é:

F,=q,E,. (6.5)

A expressao (6.5) relaciona a forg¢a que se exerce sobre uma carga situada num dado
ponto com o campo eléctrico existente nesse ponto. E vélida qualquer que seja a origem
do campo eléctrico, e ndo apenas para o campo gerado por uma carga pontual. Logo,
o campo eléctrico no ponto P é numericamente igual a forca que actua a carga unitaria
(g, =1 C) situada em P. No SI, o campo eléctrico € expresso em newton por coulomb
(N C1) ou em volt por metro (V m™)*,

Matematicamente, o campo eléctrico é aquilo a que se chama um campo vectorial:
uma aplicacdo de R3 em R3, que associa a cada ponto do espaco um vector — 0 campo
eléctrico nesse ponto. Fisicamente, o campo eléctrico representa a altera¢ao do espaco
em torno de uma carga eléctrica, a qual medeia a sua interac¢do com outras cargas.
Curiosamente, esta alteracdo dd-se mesmo quando a carga geradora do campo se encon-
tra no vacuo!

Define-se linha de campo eléctrico como a linha que, em cada ponto do espaco, é
tangente ao vector campo eléctrico nesse ponto. Como em cada ponto do espago existe
apenas um vector campo eléctrico, também af existe apenas uma linha de campo; ou seja,
as linhas de campo nio podem intersectar-se.

A expressdo (6.4) permite concluir que o campo eléctrico gerado por uma carga eléc-
trica pontual tem as seguintes caracteristicas:

i. Eum campo radial: é dirigido segundo o raio vector 7 = OP que liga o ponto O
em que se situa a carga geradora do campo e o ponto P onde se situa a carga de
prova (ponto de observacdo).

ii. Euma campo com simetria esférica em torno do ponto O. Com efeito, os valo-
res da intensidade do campo sdo invariantes perante uma rotagao do observador
(carga de prova) em torno de um qualquer eixo que passe pelo ponto O.

iii. E um campo atractivo ou repulsivo com linhas de forca (linhas de campo) diver-
gentes de O ou convergentes para O, consoante a carga geradora g for positiva

4 O volt é a unidade SI em que se expressa o potencial eléctrico (vide pragrafo 6.4).
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ou negativa, respectivamente (vide figura 6.2). As linhas de campo tém, portan-
to, origem numa carga positiva e terminam no infinito, ou tém origem no infini-
to e terminam numa carga negativa.

Figura 6.2. Linhas de campo divergentes em torno de uma carga positiva (a esquerda) e conver-
gentes em torno de uma carga negativa (a direita).

iv. O campo tem intensidade, magnitude ou norma

1 |q
E,= —Q, (6.6)
e, r
decrescendo com a distancia 7 segundo a lei do inverso do quadrado (1/72). E nulo
no infinito, tendendo para zero (como 1/¢?) quando 7 — oo,
v. O campo ndo é definido no ponto em que se encontra situada a carga geradora.

Tende para infinito quando » — 0 e apresenta uma singularidade em 7 = 0.

6.4. Potencial eléctrico gerado por uma carga pontual

Consideremos uma carga eléctrica pontual g situada num ponto O (origem do referen-
cial). Como vimos, esta carga gera, num qualquer ponto P do espaco, distante r de O,
um campo eléctrico de magnitude E = (1/4ze )(Iql/r*). A par do campo eléctrico (grande-
za vectorial, relacionada com a for¢a que a carga geradora exerce sobre uma carga de
prova) define-se a fungao potencial eléctrico — grandeza escalar, cuja unidade no SI é o
volt (V) — pela expressdao

1 ¢

P (6.7

V,=

A diferenca de potencial (d.d.p.) entre dois quaisquer pontos A e B do espaco relaciona-
-se com o trabalho W, que a forca eléctrica que se exerce sobre uma carga de prova q,
tera de realizar, no deslocamento, em equilibrio (ou seja, sem aceleracdo), dessa carga de
prova de A para B, através da expressio

WAB
9

AV =V, -V, =— (6.8)

n



FISICA - UMA INTRODUCAOQ

ou
Wi =q,(V,=Vp). (6.9)

sendo o valor do trabalho W, , independente do percurso realizado pela carga g, ao ser
deslocada do ponto A para o ponto B¥ (vide figura 6.3).

Figura 6.3. Transporte da carga g, em equilibrio, de A até B.

Reparar que, no caso de a carga g, ser uma carga unitaria (i.e., g, = 1 C), W, tem
valor numérico igual a V, -V, podendo, entdo, definir-se a fungdo potencial eléctrico do
seguinte modo:

A funcao potencial eléctrico fornece sempre, pela sua variacdo, o valor numeérico
do trabalbo realizado pela for¢a eléctrica sobre uma carga unitdria (qo =1C) que
se desloca entre dois pontos, por qualquer caminho.

Em particular, se o ponto B coincidir com um ponto no infinito, teremos, para o trabalho
da forga eléctrica,

We=49,V,-V,) (6.10)
mas V,, = 0 (por convengio), donde
Wi =4V, (6.11)

Esta ultima expressdo permite-nos atribuir ao potencial eléctrico num ponto um signifi-
cado fisico bem preciso:

A fungdo potencial eléctrico num ponto representa o valor numérico do trabalbo
realizado pela forca eléctrica no transporte, em equilibrio, de uma carga eléctrica
unitdria (qo = 1 C) desse ponto até ao infinito, por qualquer caminbo.

4 Este resultado é consequéncia de a forca eléctrica ser uma forga conservativa (vide pardgrafo 4.2). Para
mais pormenores vide P.M. Fishbane et al., Physics for Scientists and Engineers, Prentice Hall, New Jersey,
1996, pp. 661-665.
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Acrescente-se que, matematicamente, o potencial eléctrico é um exemplo de campo es-
calar: uma aplicagio de R? em R, que associa a cada ponto do espago um escalar — o
potencial eléctrico nesse ponto.

Concluimos notando um paralelo entre o campo eléctrico e o potencial eléctrico.
Assim como o campo eléctrico é uma forga por unidade de carga eléctrica, o potencial
eléctrico é um trabalho por unidade de carga eléctrica

6.4.1. Trabalho realizado pelo agente exterior
Devemos realcar que. em tudo o que respeita as relagdes entre o trabalho realizado pela

forca eléctrica, W, ., no transporte, por qualquer caminho S, de uma carga eléctrica entre

AB?
dois pontos quaisquer do espagco A e B, e a diferenga de potencial eléctrico entre esses
dois pontos, V, — V,, admitimos sempre que o transporte se processa em equilibrio,
isto é, sem aceleracdo da carga eléctrica. Logo, admitimos implicitamente que, durante
o referido transporte. a forga eléctrica é, em cada instante, equilibrada por uma forga
exterior, exercida por um agente exterior, de igual intensidade e direc¢ao, mas sentido

oposto, a forca eléctrica, ou seja
et = Lelect (6.12)
Podemos, portanto, escrever que o trabalho realizado pelo agente exterior no transporte
de uma carga g, de um ponto A até um ponto B, por qualquer caminho, € dado pela
expressao
Wis (sz )= =q,(V, =Vy). (6.13)
Este resultado é consequéncia de o trabalho total, realizado pela forga eléctrica e pelo
agente exterior, ter de ser nulo: s6 assim é nula a variacao de energia cinética da carga
(pelo teorema da energia cinética, que estudamos no capitulo 3, logo a sua velocidade é

constante e a sua acelerac¢do é nula.
Em particular, se o ponto B coincidir com um ponto no infinito, teremos

Wi, (Iixt)= — 4V (6.14)

Naturalmente que, se o agente exterior pretender realizar a operagdo inversa, ou seja,
transportar a carga g, desde o infinito até ao ponto A, terd que realizar um trabalho de
valor

., (F_;ext):qOVA‘ (6.15)
Exemplo 6.2

Num ponto P do espaco, situado a uma distancia  de uma carga pontual g, o poten-
cial eléctrico é de 600V e a intensidade do campo eléctrico é de 200 N C'. a) Deter-
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minar o valor e o sinal da carga g, bem como a sua distancia 7 ao ponto P; b) Admi-
tindo que se transporta, em equilibrio, uma carga ¢’ = 2.5 nC do infinito até ao
ponto P, determinar o trabalho realizado pela forga eléctrica e pelo agente exterior
neste transporte; ¢) Nas condi¢cdes da alinea anterior, determinar a intensidade da
forga eléctrica que se exerce entre as duas cargas. Trata-se de uma forga atractiva ou
repulsiva?

Resolucdo:

a)

A carga q encontra-se num ponto a que chamaremos O, situado a distancia r do
ponto P. Entdo os valores (conhecidos!) do potencial eléctrico e do campo eléctri-
co gerados pela carga g no ponto P s3o:

y=—L 4 p- 1 4
’ 4rre , 1

4re, r
Repare-se que os segundos membros das duas equagoes sao semelhantes (a menos
de um factor 1/r); dividindo-as membro a membro, obtém-se:

v, 600
L=r=r= =

=——=3m
» 200

Da equacio que da V, conclui-se imediatamente que a carga tem de ser positiva,
porque o potencial por ela gerado é também positivo. Substituindo o valor de r

nesta equagdo (ou na equagao que da E,), tem-se g = 2x107"7 C = 0.2uC.

O trabalho realizado pela forga eléctrica no transporte, em equilibrio, da carga ¢'
entre o infinito e o ponto P é:

W(Frp )= ' (V. = V) =2.5x107 x(0-600) =—1.5x10°° J.

Como o transporte se dd em equilibrio, ou seja, a velocidade constante, a energia
cinética da carga tem de ser constante, logo o trabalho de todas as forcas que sobre
ela se exercem tem de ser nulo (pelo teorema da energia cinética). Uma vez que as
forcas que se exercem sobre a carga sao a forca eléctrica e a forca devida ao agen-
te exterior, segue-se que o trabalho realizado pelo agente exterior tem de ser o si-

métrico do trabalho da forga eléctrica:

elect

W(F.y) =W (F)=1.5%10° 1.

A intensidade da forga eléctrica que se exerce entre as duas cargas é dada pela lei
de Coulomb:

F=—1 99 _50x107N.
e, r
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Dado que as cargas sao ambas positivas, a forga é repulsiva. Note-se que se pode-
ria igualmente determinar o valor desta forca a partir do conhecimento do valor
do campo eléctrico em P:

F=¢'E,=5.0x107N.

6.4.2. Relacoes entre o campo eléctrico de uma carga pontual
e as superficies equipotenciais

Define-se superficie equipotencial como o lugar geométrico dos pontos do espago nos quais
a fungdo potencial eléctrico V(r) tem o mesmo valor V que em determinado ponto P do
espago — ou seja, o lugar geométrico dos pontos que satisfazem a igualdade V(r) = V.

Atendendo a que a fun¢do potencial eléctrico gerado num ponto P por uma carga
pontual g situada num outro ponto O é dado pela expressao (6.7), deduz-se imediata-
mente que as superficies equipotenciais geradas por uma carga pontual sdo superficies
esféricas centradas no ponto onde se encontra a carga, com valores de potencial decres-

cendo com 7 se g > 0 e com valores de potencial crescendo com 7 se g < 0 (vide figura 6.4).

Figura 6.4. Superficies equipotenciais e linhas de campo de uma carga pontual negativa (a esquer-
da) e positiva (a direita).

Recordando a expressio (6.4) que dd o campo eléctrico num ponto P gerado por uma
carga pontual g colocada em O, é facil verificar que o campo eléctrico (logo, também as linhas
de campo eléctrico) satisfaz as seguintes trés relagdes com as superficies equipotenciais:

i. E, em cada ponto, normal a superficie equipotencial que passa por esse ponto
— ou seja, o campo eléctrico de uma carga pontual € radial e as suas superficies
equipotenciais sao esféricas (vide figura 6.4).

ii. Tem sempre o sentido das superficies equipotenciais decrescentes (vide figura
6.4).

iii. Tem intensidade (norma) dada pela derivada de V, em ordem a distancia mar-
cada sobre a normal as equipotenciais. De facto verifica-se que

- dv yoys
Ep:—gversOP=—VVp- (6.16)
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6.5. Sistemas de cargas eléctricas pontuais

6.5.1. Lei de Coulomb para distribuicoes discretas de cargas pontuais
Consideremos agora # cargas pontuais g, (i = 1,..., n), situadas nos pontos Q, (i = 1,...,
n) e uma carga g, no ponto P (vide figura 6.5).

F, i
@ ‘""“»“’“"-W‘""':, -
- ‘
s -
@
«"l /” .\. Qn
o N\
’ OP "
q> l ; A
0,0 \O

q3

Figura 6.5. Forcas exercidas pelas cargas pontuais g, (i = 1,..., #) de uma distribui¢ao discreta
sobre uma carga pontual q, exterior a distribui¢io.

A forga eléctrica total exercida sobre q, resultante da i interacgao do sistema de cargas
pontuais g, (i = 1,..., 7) com g , ¢ a soma Yectorial das 7 forgas F, que resultam da in-
teraccdo entre cada uma das cargas g, e q, Podemos deste modo escrever®®

F,=F,+F,+.+F, =Y F, (6.17)
i=1
com
I 1 q: 4 D
Fp =———=5" versQ,P. (6.18)
4me, op
representando 7, @D a distancia entre os pontos Q, e P.

6.5.2. Campo e potencial eléctricos gerados por distribuicoes discretas
de cargas pontuais

Consideremos novamente uma distribuicio de 7 cargas pontuais. Seja E,, o campo

eléctrico que a particula 7 de carga g, e situada no ponto Q, gera no ponto P. O campo

eléctrico produzido pela distribui¢do das 7 particulas carregadas tem, no ponto P, o

valor da soma vectorial dos 7z campos E,-p (i =1,..., n), ou seja,

E,=Ep+Ep+..+E, :ZE”" (6.19)
i=1

5% Note-se que, pela lei da ac¢do-reacgio, a carga g, também exerce uma forga sobre cada uma das cargas
g, que ndo representamos na figura 6.5.
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com

B, =9 versQP. (6.20)
4me e

e representando 7 o distancia entre o ponto Q, e o ponto P. Pode-se, pois, afirmar, pela
expressao (6.19), que o campo eléctrico goza da propriedade aditiva. Repare-se, ainda,
que as expressoes (6.19) e (6.20) resultam imediatamente das expressoes (6.17) e (6.18)
se fizermos g, = 1 C, ou seja, utilizando a defini¢do de que o campo eléctrico num dado
ponto é numericamente igual a forca electrostatica que se exerceria sobre uma carga
unitaria colocada nesse ponto (cf. expressao (6.5)).

De modo idéntico, o potencial eléctrico no ponto P, resultante da ac¢ao das 7 cargas
g, € a soma (escalar) dos 7 potenciais gerados individualmente por cada carga, ou seja

Vp=Vp+Vpy 4V, = ZVPi‘ (6.21)

i=1

Deve notar-se, contudo, que o campo resultante da composicao dos campos eléctricos
gerados por vdrias cargas pontuais nio tem, em geral, simetria esférica. Na figura 6.6
representa-se as linhas de campo da distribuicao discreta de cargas pontuais mais simples,
formada por apenas duas cargas de igual valor absoluto e sinais iguais ou diferentes.
Neste caso, a simetria é axial, em torno da recta que passa por ambas as cargas: note-se
que o campo eléctrico reside no espago tridimensional: a figura mostra apenas uma sec-
¢do bidimensional do mesmo.

Figura 6.6 Linhas de campo de dois sistemas de duas cargas pontuais com o mesmo valor abso-
luto e sinais iguais (a esquerda) ou sinais opostos (a direita). Este ultimo sistema constitui aquilo
a que se chama um dipolo eléctrico, de grande importancia em Quimica.

A figura 6.7 mostra as superficies equipotenciais do sistema de duas cargas com o

mesmo valor absoluto e sinais contrarios (dipolo eléctrico). Embora as superficies equi-
potenciais ndo sejam esféricas, as linhas de campo continuam a ser-lhes perpendiculares.
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Figura 6.7. Superficies equipotenciais do dipolo: o campo eléctrico (logo, também as linhas de
campo eléctrico) é, em cada ponto, perpendicular as superficies equipotenciais. Esta propriedade
resulta de se ter, para qualquer distribui¢do de cargas, E, =-VV,: o campo eléctrico em cada
ponto é igual ao simétrico do gradiente do potencial eléctrico nesse ponto.

6.5.3. Energia potencial electrostatica de uma distribuicao discreta
de cargas pontuais

Tal como as forgas gravitica e eldstica, que encontrdmos no capitulo 3, também a
forga electrostatica é uma forga conservativa, ou seja, o trabalho por ela realizado
depende apenas das posi¢des inicial e final do seu ponto de aplicagao. Como vimos,
a toda a forga conservativa estd associada uma grandeza chamada energia potencial,
de tal modo que o trabalho da forca conservativa num dado deslocamento é dado
pelo simétrico da variacdo da energia potencial que lhe estd associada. Vamos agora
deduzir a expressdo da energia potencial electrostatica. Comecemos por observar que
a energia potencial electrostatica é uma propriedade de um sistema de cargas eléctri-
cas: uma carga eléctrica isolada nao possui qualquer energia potencial. O que faremos
serd construir gradualmente o nosso sistema de cargas eléctricas, partindo de uma
tUnica carga (que, como dissemos, tem energia potencial electrostitica nula) e calcu-
lando a varia¢do de energia potencial electrostatica que resulta da adicio de cada
nova carga ao sistema. Esta variacdo de energia potencial electrostatica vai ser igual
ao simétrico do trabalho da forca eléctrica. Se a adi¢cao de cargas se fizer em equili-
brio, ou seja, sem aceleragdo, e portanto sendo nula a resultante das forcas que se
exercem sobre a carga adicionada, o simétrico do trabalho da forga eléctrica e, por-
tanto, a varia¢do de energia potencial electrostitica, vai ser igual ao trabalho do
agente exterior.
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Consideremos, entdo, uma carga pontual g situada em O e geradora de um cam-
po eléctrico El no ponto P,. Suponhamos agora que se pretende transportar uma
carga ¢, desde o infinito até ao ponto P, sem acelera¢do, pelo que a forga exercida
pelo agente exterior que transporta a carga tem, em cada ponto, intensidade e di-
recgio iguais, e sentido oposto, a forga eléctrica de interacgio entre as cargas g e q,.
O trabalho realizado pelo agente exterior neste transporte é dado pela expressdo
(6.15):

1 qq, _
WI\F_)=qV, = —=U . 6.22
( exr) ql 1 4.7'[80 OE (q9QI) ( )

Podemos, pois, concluir que, para levar g, do infinito até ao ponto P, na presenca da
carga g, € necessario realizar o trabalho W= q,V,, que ¢ precisamente a energia potencial
electrostatica do sistema formado pelas cargas g e g,. Com base neste resultado pode
deduzir-se a expressdo da energia potencial electrostitica de um sistema de » cargas
pontuais g,,..., ¢, situadas nos pontos P,,..., P , respectivamente. Vejamos o caso parti-
cular de um sistema de trés cargas.

Para construir um sistema de trés cargas, € preciso ir buscar ao infinito uma carga g,
e coloca-la no ponto P,. O trabalho realizado pelo agente exterior neste transporte ¢,
novamente, dado por

i 1 ¢ 1 ¢
WI\F,, |=qV,= =+ =L |=
( m) Y, q2(4n80 OP,  4ne, Plpzj
_ 1, 1 ga

de . OP, 4mne, PP,

(6.23)

porque o potencial total em P, é a soma do potencial em P, devido a carga g com o
potencial em P, devido a carga g,. A energia electrostatica do sistema de trés cargas é
agora a soma do trabalho realizado pelo agente exterior ao trazer do infinito a carga
g, com o trabalho realizado pelo agente exterior ao trazer do infinito a carga q,, ou
seja,

! 99 ! 49, ! 99> (6.24)
dme, OF  4me, OP, 4me, PP,

U (0:90:0,) = 0V, + 0.V, =

Repare-se que, nesta expressao, V, é o potencial em P, gerado pela carga gem O,e V, é
o potencial em P, gerado pelas cargas g em O e g, em P,. Sugere-se que o leitor deduza
a expressao da energia electrostatica de um sistema de quatro cargas pontuais, utilizan-
do 0 mesmo raciocinio: calcule o trabalho realizado pelo agente exterior ao transportar,
em equilibrio, uma carga g, do infinito até um ponto P, no qual existe um potencial V,
que ¢ a soma dos potenciais devidos as cargas g (situada em O), g, (situadaem P)) e g,
(situada em P,). Quantos termos vai ter esta expressao? E quantos termos tera ela no
caso geral de 7 cargas? Para pensar...
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Finalmente, para colocar as cargas q.,..., ¢, nos pontos P ,..., P_sera necessirio que
o agente exterior realize trabalho para as trazer do infinito uma a uma, ficando esse
trabalho armazenado na forma de energia potencial electrostatica U,,. do sistema. Pode
facilmente demonstrar-se’' que a energia potencial electrostdtica de um sistema de 7
cargas eléctricas pontuais pode ser calculada mediante a expressdo

1 1
Uelec(Ql""7qn)=5(qlVl +"’+qn I/n)ZEZ qlK =

s 1499
- _

iz dme 7

onde V, representa agora o potencial eléctrico no ponto P, gerado por todas as cargas
com excepgao da carga g, situada no proprio ponto P... O factor 1/2 destina-se a corrigir
o facto de, no somatorio, cada carga estar a ser contada duas vezes: uma vez por estar
em P, outra vez por contribuir para o potencial V. em P..

i=1

(6.25)

Exemplo 6.3

Duas cargas pontuais, g, = 0.1 nC e g, = -0.1 nC, encontram-se imersas no vacuo
sobre o eixo dos xx, nas posi¢des indicadas na figura. Determinar: a) o vector campo
eléctrico no ponto P, gerado pelas cargas g, e g,; b) o vector forga eléctrica que actua
sobre uma terceira carga, g, = -0.2 nC, colocada no ponto P; ¢) a energia potencial
do conjunto das trés cargas, nas condi¢cdes da alinea anterior.

q,=0.1nC P q,=-0.1nC
= * - >
x=0 x=0.1m x=03m

Resolucdo:
a) O campo eléctrico no ponto P, E,, é a soma do campo gerado no ponto P pela
carga q,, E,,, com o campo gerado no ponto P pela carga q,, E,,:

EP :EPl +EP2
. 1 - - - -
E,=——"07-8097 vm' | =E,=11247 Vm™"
4me, d,
= 1 q s - _
E,,=——>%(-i)=22.5{ Vm
" 4, dzz( )

51 Para pormenores da demonstra¢do, vide P.M. Fishbane et al., Physics for Scientists and Engineers,
Prentice Hall, New Jersey, 1996, pp. 666 — 667.
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b) A forca eléctrica que se exerce sobre uma carga colocada no ponto P é igual ao
valor da carga multiplicado pelo campo eléctrico em P:

F

elect

=q,E, =—2x10""x112.47 =-2.25x10"7 N.

¢) a energia potencial do conjunto das trés cargas, nas condi¢oes da alinea anterior,
€ dada pela expressio (6.24):

U(4,.9,.9;)=-12x10"1.

Exemplo 6.4

Duas cargas eléctricas, +g e —4q, encontram-se no vacuo, a distancia d = 20 cm uma
da outra, conforme se representa no esquema da figura. a) Determinar a posi¢ao do
ponto do segmento de recta que une as duas cargas no qual o potencial eléctrico total
é nulo. b) Dizer, justificando, se existe algum ponto do segmento de recta que une as
duas cargas no qual o campo eléctrico total é nulo.

Resolucdo:

a) O potencial eléctrico num qualquer ponto P, V, , é a soma do potencial gerado no
ponto P pela carga +q, V,,, com o potencial gerado no ponto P pela carga —4q,
V,,: Seja x a distancia entre a carga +¢q e o ponto do segmento de recta que une
as duas cargas onde o potencial é nulo; segue-se, imediatamente, que a distancia
desse mesmo ponto a carga —4g é d —x. Impondo que V, =0, tem-se

V,=0=V, +V, :L(ﬂ+ _4qj ol 4 o
dre,\ x d-x x 020-x

< 020-x=4x < x=0.04dm=4cm.

b) Em qualquer ponto do segmento de recta que une as duas cargas, o campo eléc-
trico gerado pela carga +¢ aponta da esquerda para a direita (porque a carga é
positiva), e o campo eléctrico gerado pela carga —4q aponta, igualmente, da es-
querda para a direita (porque a carga é negativa). Logo, os campos gerados pelas
duas cargas nunca podem anular-se e o campo total ndo é nulo em nenhum ponto
deste segmento de recta.

Repare que as respostas nao dependem do valor das cargas.
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6.6. Materiais condutores, dieléctricos e semi-condutores.
Caracteristicas de um material dieléctrico

Do ponto de vista do seu comportamento eléctrico, podemos distinguir na natureza,

essencialmente, trés tipos de materiais®?:

L.

1l.

1il.

Condutores. Os materiais condutores sao caracterizados pela existéncia de car-
gas livres (electrdes nos sélidos, ides nos electrolitos) disponiveis para a condugao
eléctrica (ou seja, que podem ser mobilizados mediante a aplica¢io de um cam-
po eléctrico). No caso dos condutores sélidos, a resisténcia eléctrica (grandeza
que definiremos mais rigorosamente no capitulo 7, mas que mede a dificuldade
da corrente eléctrica em atravessar um objecto) aumenta com a temperatura. Sio
exemplos de condutores os metais e a d4gua do mar.

Isoladores ou dieléctricos. Sio materiais onde ndo existem cargas livres disponi-
veis para a conducao eléctrica. Sio exemplos de isoladores o ar, a mica, quase
todos os plasticos, a ceramica e o 6leo de silicone.

Semicondutores. Os materiais semicondutores sdo caracterizados pela possibili-
dade de efectuarem a condugio eléctrica quer através do movimento dos elec-
troes, quer de “buracos” (lacunas de electrées, carga g = +1.6'10" C). A sua
resisténcia eléctrica diminui com o aumento da temperatura e pode ser manipu-
lada através da inclusdo de 4tomos de outras espécies quimicas®®. Sio exemplos
de materiais semicondutores os elementos quimicos silicio, e germanio, bem
como muitos compostos como PbS e GaAs.

Iremos em seguida introduzir algumas grandezas que nos permitem caracterizar quan-

titativamente os materiais isoladores ou dieléctricos. Faremos 0 mesmo para os materiais

condutores no capitulo 7. Os materiais semicondutores estao fora do ambito deste curso.

As duas propriedades fundamentais que permitem caracterizar um material dieléctri-

co do ponto de vista da sua interacgio com um campo eléctrico sio:

L.

1l.

A permitividade eléctrica absoluta (g). E uma grandeza escalar, expressa no SI
em C>N'!'m?2ouemF m

A susceptibilidade eléctrica (x ). E uma grandeza adimensional.

52 Um quarto tipo de materiais sao os supercondutores. Estes materiais, quando submetidos a temperaturas

muito inferiores & temperatura ambiente, conduzem a corrente eléctria sem resisténcia (sem dispersao dos

electroes de condugio) e, portanto, sem perdas de energia.

33 Este processo, conhecido por dopagem, torna os semicondutores extremamente atraentes do ponto de

vista tecnoldgico, uma vez que permite, efectivamente, fabricar materiais com as propriedades eléctricas

desejadas, em vez de se estar limitado ao que se encontra na natureza. Por esta razio os semicondutores sio

materiais imprescindiveis na industria electrénica.

% O simbolo F representa o farad, a unidade SI de capacidade eléctrica, que sera definida na sec¢do 6.7.1.
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Define-se, ainda, a grandeza permitividade eléctrica relativa ou constante dieléctrica do
material (¢ ou x) como a razdo entre ¢ € ¢

e =2 (6.26)
80
verificando-se a relacdo
e =S =1y, (6.27)
€

0

A tabela 6.2 colige as propriedades dieléctricas de alguns materiais correntes. Repare-se
que a agua, que é um condutor, tem uma constante dieléctrica elevada. Um condutor per-
feito teria constante dieléctrica infinita, razao pela qual ndo é muito 1til utilizar esta gran-
deza para caracterizar condutores. Note-se que os valores das constantes dieléctricas apre-
sentados nesta tabela devem ser “lidos” com um certo cuidado, na medida em que, para
muitos materiais, a constante dieléctrica tem uma forte dependéncia com a temperatura.

Todos os resultados que obtivemos anteriormente para cargas no vacuo — a lei de Cou-
lomb, as defini¢des de campo eléctrico, potencial eléctrico e de energia potencial electrosta-
tica, para distribuicoes discretas de cargas — continuam a ser validos no interior de um meio
material, desde que nelas se substitua a permitividade eléctrica do vacuo, ¢, pela permitivi-
dade do meio material, e —a qual, evidentemente, é diferente para diferentes materiais. Vemos,
assim, que os fendmenos electrostaticos dependem nao apenas dos valores das cargas e das
suas posi¢oes relativas, mas também do meio onde se encontram. Como exemplo, considere-
-se duas cargas pontuais a uma distincia d uma da outra e colocadas no ar. Se as mesmas
duas cargas forem colocadas dentro de 4gua, mantendo-se a distancia que as separa, a in-
tensidade da forca electrostatica que entre elas se exerce serd 80 vezes menor! (Exercicio:
verifique.) Efectivamente, o campo criado por cada uma das cargas polariza o meio material,
logo o seu valor no ponto onde se encontra a outra carga é menor do que seria no vacuo®.

Tabela 6.2. Propriedades dieléctricas de diferentes materiais.

Material g, ¢ (Fm™) x,
Viacuo 1 8.85x10712 0
Ar 1.00054 8.85478x10712 0.00054
Teflon (PTFE) 2.1 1.859x107 1.1
Polistireno (PS) 2.5 2.213x10™! 1.5
Lucite 2.8 2.478x10™1 1.8
Mylar 3.1 2.744x10™1! 2.1
Plexiglass (PMMA) 3.4 3.009x107! 2.4
Nylon 3.5 3.098x107 2.5
Papel 3.7 3.275x1071 2.7
Neoprene 6.7 5.930x10™ 5.7
Agua 80 7.08x1071 79

5% Para saber mais sobre o efeito de um campo eléctrico sobre um meio material, vide, por exemplo, D. J.
Griffiths, Introduction to Electrodynamics, 3rd edition, Prentice Hall, New Jersey, 1999, capitulo 4.
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6.7. Condensadores

O condensador é o primeiro dos elementos de circuito que iremos estudar. Elementos de
circuito sao os componentes dos circuitos elétricos, que trataremos em mais pormenor no
capitulo 7. Um condensador é um sistema formado por dois condutores separados por um
material isolador (dieléctrico). Os condensadores sio sistemas capazes de armazenar energia
potencial electrostatica no campo eléctrico que se estabelece no seu interior (vide figura 6.8).

Aos condutores de um condensador di-se o nome de armaduras ou placas. Em par-
ticular, o isolador de um condensador pode ser o vicuo (embora nio seja esse 0 caso na
maior parte dos condensadores). Um condensador possui, igualmente, um par de termi-
nais — fios condutores que sao utilizados para ligar o condensador ao resto do circuito.

\\

N

ey

Figura 6.8. Representa¢do esquemadtica das linhas de campo entre as armaduras de um condensa-
dor carregado com uma carga Q.

6.7.1. Nocao de capacidade eléctrica
Considere-se o condensador formado por duas armaduras com cargas +QO e -Q. Admita-
-se que entre elas existe uma diferenga de potencial V, imposta ligando as armaduras a
um gerador (vide figura 6.8). Note-se que a carga fotal de um condensador é sempre zero,
uma vez que as cargas das duas armaduras tém o mesmo valor absoluto e sinais contra-
rios. Um condensador diz-se carregado se o valor absoluto da carga de cada uma das
suas armaduras for diferente de zero.

Define-se capacidade do condensador, C, como a razao entre o valor absoluto da
carga de qualquer das suas armaduras e a diferenga de potencial existente entre elas:

c-2 (6.28)
V

A capacidade é uma grandeza escalar que no SI é expressa em farad (F). 1 F=1 C V.
O valor da capacidade de um condensador é determinado por dois factores:

i. A geometria do sistema (forma e dimensdes do condensador, bem como distan-
cia entre as suas placas/armaduras);

ii. O material dieléctrico que separa os dois condutores. Um determinado material dieléc-
trico € caracterizado pela sua permitividade eléctrica ¢, expressa no SI em C?> N'! m?
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ou em F m™. Em particular, se o material dieléctrico for o vacuo a sua permitivi-
dade eléctrica é ¢, cujo valor é 8.85x10"* C* N' m?, como vimos na sec¢do 6.2.

6.7.2. Energia potencial electrostatica armazenada num condensador
carregado

Como foi anteriormente referido, um condensador é um sistema capaz de armazenar
energia potencial electrostdtica. Para calcularmos esta energia, consideremos o conden-
sador inicialmente descarregado: a sua energia potencial electrostatica é nula. Ligue-se,
agora, o condensador a um gerador: vai comecar a fluir carga do gerador para o con-
densador. Por cada elemento infinitesimal de carga dg que chega ao condensador, a sua
energia potencial electrostatica vai aumentar dU = v dq, onde v € o valor da diferenca de
potencial instantanea entre as placas do condensador (recorde-se o calculo da energia
potencial electrostdica de um sistema de cargas eléctricas na sec¢io 6.5.3), A medida que
o condensador carrega, a diferenca de potencial entre as suas placas aproxima-se da
imposta pelo gerador, V, e a carga nele armazenada aproxima-se de Q = CV. Segue-se
que a quantidade de energia que é possivel armazenar no campo eléctrico de um conden-
sador de capacidade C, carregado com uma carga Q quando existe uma diferenga de

potencial V entre as suas armaduras, é dada por
0

Q

10° 1 1

Uelec:J.qu: ldqz_Q_z_QVz_CVz (629)
) ) C 2C 2 2

E interessante confrontar a expressio da energia electrostatica de um condensador, equa-

¢do (6.29), com a da energia potencial electrostatica de um sistema de duas cargas pon-

tuais iguais e de sinais contrarios. Que concluir?

6.7.3. Condensador de placas paralelas

Existem muitos tipos de condensadores diferentes. Estudaremos apenas em pormenor o

caso particularmente simples, mas informativo, do condensador de placas paralelas.
Num condensador de placas paralelas, as armaduras s3o duas superficies planas pa-

ralelas entre si, de drea A e separadas por uma distancia d (vide figura 6.9). Para que o

campo eléctrico entre as armaduras seja uniforme, d deve ser muito menor que qualquer

das dimensoes lineares das armaduras.

+
o]

R iﬁm

4 [+

Figura 6.9. Representacdo esquemadtica de um condensador de placas paralelas (a esquerda) e do
campo eléctrico entre as suas placas (a direita).
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O campo eléctrico na regiao central do condensador de placas paralelas é uniforme
e tem linhas de forca paralelas entre si e perpendiculares as placas (vide figura 6.10).
Aponta da placa positiva para a placa negativa e o seu valor é dado por

-2 (6.30)
€A
A diferenga de potencial entre as armaduras resulta imediatamente do facto de o campo
eléctrico ser igual ao simétrico do gradiente do potencial; como aqui o campo é uniforme,
tem-se

E=K=2:V=Q—d=Ed. (6.31)
d €4 €A

donde decorre para a capacidade do condensador de placas paralelas o valor

e 9 A (6.32)

V. Qdjed d
verificando-se, conforme referido anteriormente, que a capacidade de um condensador
s6 depende da geometria do sistema e do meio dieléctrico que o constitui. Em particular,
de entre todos os condensadores de placas paralelas com a mesma 4rea A e separadas
pela mesma distancia d, o que tem a menor capacidade é aquele cujo dieléctrico for o

vacuo (uma vez que, para qualquer meio material, se tem & > ).

E C Tt

Figura 6.10. Visualiza¢ao das linhas do campo eléctrico gerado por um condensador de placas
paralelas. O campo é uniforme apenas na regido central entre as armaduras, com linhas perpen-
diculares as placas e paralelas entre si.

A expressdo da energia potencial electrostatica que é possivel armazenar no campo
eléctrico de um condensador de placas paralelas é dada pela equagio (6.29),com Ce V
dados pelas expressoes (6.32) e (6.31). Esta energia fica acumulada no condensador
mesmo depois de se desligar a fonte de tensdo V, mantendo entdo o condensador esta
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diferenga de potencial aos seus terminais. Obviamente, a carga do condensador também
permanece constante, uma vez que ndo tem por onde se escoar.

Exemplo 6.5

Considere um condensador de placas paralelas cuja drea é A = 1 cm?. As armaduras
encontram-se a distancia d = 1 mm uma da outra e separadas por ar (¢ ~¢). As ar-
maduras é aplicada uma d.d.p. V = 100 V. Calcular: a) a capacidade do condensador;
b) a carga acumulada e a energia potencial electrostatica armazenada no condensador.

Resolucao:

a) Da expressdo (6.32) resulta C = 8.85x10" F = 0.885 pF.

b) Das expressoes (6.28) e (6.29) resultam, respectivamente, Q = CV = 8.85x10'! C
e Upe=(172) CV2=4.4 25x107° ].

6.7.4. Leis de associacao de condensadores

Em geral, os circuitos eléctricos contém mais do que um condensador. Para facilitar os
calculos, é por vezes util substituir um conjunto de condensadores por um tnico conden-
sador tal que o seu efeito sobre o resto do circuito — a sua carga total e a diferenca de
potencial entre as suas armaduras — sejam as mesmas que as do conjunto de condensa-
dores que substitui. A capacidade de um tal condensador diz-se a capacidade equivalen-
te do conjunto, ou associagao, de condensadores. Evidentemente, existe um grande nu-
mero de maneiras de ligar #» condensadores uns aos outros, mas (quase) todas essas
maneiras possiveis se reduzem a combinagdes de associacdes em série e em paralelo.
E por esta razdo que iremos estudar estes dois modos de associagio.

6.7.4.1. Associacao em série
Pretende-se calcular a capacidade C, do condensador equivalente a associacdo em série
de n condensadores de capacidades C,, ..., C, (vide figura 6.11).

Cl CZ Cn
+_Q| I_Q +QI _Q +Q I_—Q +Q CeQ_Q
NN N\ 1
Vl V2 I/n @
14
V —
el =1

Figura 6.11. Associa¢do de condensadores em série.

Por conservacdo da carga eléctrica entre cada par de condensadores da associagio,
verifica-se que

0=0,=...=0,=0. (6.33)
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Por outro lado, aplicando a este circuito a lei das malhas de Kirchhoff (que encontrare-
mos no capitulo 7), verifica-se a seguinte relagio:

V=V+V,+...+V . (6.34)

Das expressoes (6.33), (6.34) e da defini¢do da capacidade de um condensador, V, =
O/C, (i = 1,..., n), resulta que

0 0 0 BN R
V==t+t—=—+. .. +—=—= === ) > 6.35
C] CZ Cn QZ Ci Q Z Ci ( )
o que nos permite definir uma capacidade equivalente C,, = O/V como

IR SR S SO b (6.36)

ou seja, a capacidade equivalente de uma associacdo de condensadores em série € o in-
verso da soma dos inversos das capacidades dos condensadores individuais:

6.7.4.2. Associacao em paralelo
Pretende-se calcular a capacidade C, do condensador equivalente a associagdo em pa-
ralelo de 7 condensadores de capacidades C,, ..., C_ (vide figura 6.12).

Cl”Ql
{1
C2||Q2
I Ceq”Q
----------------- 11
C, 9
}’III n
4 =
|

Figura 6.12. Associacdo de condensadores em paralelo.
Para os n condensadores em paralelo verificam-se as relagdes:
h=h=.=V=V. (6.37)

que resulta do facto de cada condensador estar ligado a todos os outros, e todos estarem
ligados directamente ao gerador, e

0=0+0,+...40, (6.38)

que nos diz simplesmente que a carga total armazenada no conjunto dos condensado-
res é a soma das cargas armazenadas em cada um dos condensadores. Das expressoes
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(6.37), (6.38) e da defini¢dao da capacidade de um condensador, O, = C.V (i = 1,..., n),
resulta que

B B n Q B n
Q—C1V+C2V+...+C”V—(Z:CI}V:>V—ZCI., (6.39)
o que nos permite definir uma capacidade equivalente C,, = Q/V como

C,=C+Cyt.4C =) G, (6.40)
i=1
Exemplo 6.6
Dois condensadores de capacidades C, = 10 pF e C, = 20 pF sdo associados em para-
lelo e submetidos a uma d.d.p. de 100 V. Determinear: a) a capacidade equivalente da
associagdo; b) a carga armazenada em C,, em C, e no conjunto dos dois condensado-
res; ) a energia potencial electrostatica acumulada no sistema considerado.

Resolucdo:
a) Os dois condensadores estio associados em paralelo, logo:

C,=C1C,=C, +C,=30yF

b) Utilizando a defini¢cao de capacidade e o facto de os dois condensadores estarem
associados em paralelo (¥, =V, =V'), segue-se imediatamente que

0, =CV=20x10°x100=2x10"C
0,=CV=10x10°x100=1x10" C
0=0+0,=3x10"C.

¢) A maneira mais simples de calcular a energia potencial electrostatica é tratando a
associagao dos dois condensadores como um tunico condensador, de capacidade
igual a capacidade equivalente:

Ue,gf%Cquz :%x?)OxlOé % (100)° =0.15 1.

Exemplo 6.7
Considere a associa¢do de condensadores representada no esquema da seguinte figura:

C,=08pF C;=03pF

C,=04uF C,;=05pF
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Todos os condensadores sdo de placas paralelas com dieléctrico o vacuo. a) Determi-
nar a capacidade equivalente da associa¢do de condensadores esquematizada. b) Se
se aplicar uma d.d.p. de 120 V entre A e B, determinar a carga eléctrica existente em
cada um dos condensadores e a d.d.p. entre os terminais de cada condensador. ¢) Nas
condi¢bes da alinea anterior, determinar a energia potencial electrostatica armazena-
da nesta associa¢do de condensadores. d) Qual passard a ser a energia potencial
electrostatica armazenada no circuito se for introduzido um material dieléctrico com
permitividade relativa de valor ¢ = 2.5 entre as placas de cada condensador, mantendo-
-se constante a d.d.p. entre A e B?

Resolucdo:
a) A associagdo de condensadores esquematizada ¢ a associagio em série de C, em
paralelo com C, e C, em paralelo com C:

1

1 1
+
¢ +C, C+C,

C,=(Glc)e(clc,)= =0.48 uF.

b) Comecemos por determinar a carga total da associacao de condensadores:
0=C,V,, =048x10°x120=5.76x10" C.

Esta ¢é, igualmente, a carga de cada um dos conjuntos (C,,C,) e (C,,C,), uma vez
que os mesmos estao associados em série. Calculando as capacidades equivalentes
destes conjuntos, poderemos determinar as d.d.p. aos respectivos terminais:

0 _576x107
C, 12x107
0 _576x107 _
C.,  0.8x10°

C.=C lIC=12pF=>V, = =48V

Co =C IIC,=08pF =V, = 72V

verificando-se, obviamente, V. +V, =V, =120 V.

Em cada conjunto (C,,C,) e (C,,C,), o condensadores estdo ligados em paralelo,
logoad.d.p.aosseusterminaiséamesma:V, =V, =V,. =48 VeV, =V, =V, =72 V.
As respectivas cargas, no entanto, sio diferentes:

0, =CV,=08x10°%x48=3.84x10" C
0,=CV,=04x10"°x48=1.92x10" C
0,=CV,=03x10°x72=2.16x10" C
0,=CV,=05x10°x72=3.60x10" C

podendo facilmente verificar-se que 0=0,+0, =0, +0Q,.
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¢) Novamente, a maneira mais simples de calcular a energia potencial electrostatica
¢ tratando a associa¢io dos quatro condensadores como um unico condensador,
de capacidade igual a capacidade equivalente:
U=~ C, 12, =3456x10" ]
elec_E eq" AB T 7 x .

d) A capacidade de cada condensador aumenta de um factor de ¢, E facil mostrar que
a capacidade equivalente aumenta na mesma propor¢ao, logo:
1

%efgsngquB —g W, =8.64x107J.

231



FISICA - UMA INTRODUCAOQ

PROBLEMAS

6.1. Considere o conjunto de duas cargas eléctricas representado na figura abaixo, em
que g, = +1.0x10°C, g, = -3.0x10° C e d = 10 cm. Este conjunto encontra-se no
vacuo.

a) Calcule o valor do campo eléctrico gerado pelas duas cargas em cada um dos
trés pontos A, B, e C. (Sugestdo: Comece por calcular o vector campo eléctrico
em A, B, e C e depois ache a sua norma.)

b) Considere que se coloca um electrdo no ponto B. Calcule o valor da forca que
actua o electrdo.

c) Represente num esquema os vectores campo eléctrico nos pontos A, B, e C bem
como o vector forga eléctrica que actua o electrdo colocado no ponto B.

6.2. Considere uma carga eléctrica g, = +1.0x10° C situada a uma distancia de 10 cm

e uma carga ¢, = +2.0x10° C. Em que ponto, situado sobre o segmento de recta

d ga g, = +2.0x10° C. Em que ponto, situado sob gmento d t
que une as duas cargas, é o campo eléctrico nulo?

6.3. As cargas eléctricas pontuais g, = 12x10” C e g, = -12x10? C sdo colocadas a uma
distancia de 10 cm uma da outra de acordo com o esquema da figura abaixo. Este
conjunto encontra-se no Vacuo.

10 cm 6cm 4cm

a) Calcule os potenciais eléctricos nos pontos A, B e C.

b) Calculead.d.p. V,-V,.

¢) Coloca-se uma carga pontual de valor 3x10™° C no ponto B. Calcule a energia
potencial electrostatica do conjunto das trés cargas.

6.4. Considere uma carga eléctrica pontual, de valor ¢, =10 4 C, situda no ponto O,
origem dos eixos do plano Oxy, e uma outra carga eléctrica, de valor ¢, =5 uC,
situada no ponto A, de coordenadas (4,0) (SI). Este conjunto encontra-se no
vacuo.
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a) Calcule o potencial eléctrico gerado pelas duas cargas no ponto B de coorde-
nadas (3, 2) (SI).

b) Calcule o campo eléctrico gerado pelas duas cargas nesse mesmo ponto.

¢) Admita que se quer transportar, em equilibrio, uma carga ¢’ =2.5uC do o infini-
to até ao ponto B. Qual é o trabalho realizado pela for¢a eléctrica neste transporte?

d) Qual é a forga electrostitica que actuaria sobre a carga ¢’ uma vez colocada
no ponto B?

Uma carga eléctrica de valor 2.5x108 C é colocada num campo eléctrico uniforme
dirigido de baixo para cima e cuja intensidade é g, = 5x10*N C". Qual ¢ o traba-
lho efectuado contra o campo quando a carga é deslocada:

a) 45 cm para a direita, na horizontal.
b

) 80 cm para baixo, na vertical.

¢) 260 cm obliquamente, para cima, fazendo um angulo de 45° com a horizontal.
d) Calcule, para o caso da alinea b), a d.d.p. entre os pontos inicial e final do
deslocamento.

(Nota: o trabalho efectuado contra o campo é o trabalho realizado pela forga

aplicada ou agente exterior.)

No modelo atémico de Bohr (que fez 100 anos em 2013) supde-se que os electroes
descrevem orbitas circulares em torno de um ntcleo positivamente carregado. Consi-
derando o idao de hélio He*, (cujo nticleo, recorde-se, contém dois protoes) determine:

a) A intensidade da forga eléctrica que se exerce entre o nucleo e o unico electrdo
do ido He*,

b) O valor do campo eléctrico e o potencial eléctrico gerados pelo nucleo no pon-
to onde se encontra o electrio.

¢) O valor da velocidade do electrido e a frequéncia do seu movimento.

d) A energia potencial electrostatica do ido He*.
(Dado: raio do ido He* é r = 9.3x10" ' m.)

6.7. Quatro cargas eléctricas pontuais, valendo cada uma 2 pC, estdo situadas nos vér-

6.8.

tices de um quadrado de 4 m de lado. Determine a energia potencial electrostatica
deste conjunto de cargas, que se encontra no vacuo.

Admita que se aplica uma tensao de 100 V entre os pontos A e B da associagdo de
condensadores representada na figura abaixo. Calcule a carga eléctrica armazena-

da em cada condensador.
0.8 uF 0.3 uF

0.2 uF 0.7 uF
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Considere a associa¢ao de condensadores representada no esquema da figura abaixo.

12 pF 1 uF
| | | |
1 11
2 uF
4 pF
e T
||
|
18 uF
5 uF

a) Determine a capacidade equivalente desta associagdo de condensadores.

b) Se se aplicar uma d.d.p. de 120 V entre A e B, determine a carga eléctrica exis-
tente em cada um dos condensadores e a d.d.p. entre os terminais de cada
condensador.

¢) Determine a energia potencial electrostdtica desta associa¢io de condensadores.

6.10. Um condensador de 1 uF e outro de 2 pF sdo ligados em paralelo, aplicando-se ao

6.11.

conjunto uma d.d.p. de 1200 V.

a) Determine a carga adquirida por cada um dos condensadores, bem como a
d.d.p. aos seus terminais.

b) Admita que, apds terem carregado totalmente, os condensadores sao desligados
da fonte de tensdo e separados um do outro. Seguidamente, e sem que percam
a carga que tinham adquirido, sdo ligados novamente entre si, em paralelo, mas
com os terminais de polaridades contrdrias juntos. Determine, nesta nova con-
figuracdo, a carga de cada condensador e a d.d.p. aos seus terminais.

Liga-se em série dois condensadores de capacidades C, = 10 pF e C, = 5 pE, ini-
cialmente descarregados. Em seguida, carrega-se o sistema ligando os seus termi-
nais a uma pilha de 18 V.

a) Calcule a carga e a d.d.p. entre as armaduras de cada condensador.

b) Calcule a energia potencial electrostatica armazenada nos dois condensadores.

c) Desligam-se os condensadores da montagem em série e ligam-se em paralelo,
sem a pilha, com os terminais de polaridades iguais juntos. Determine a carga
de cada um dos condensadores e a d.d.p. entre as suas armaduras.

d) Se os dois condensadores forem constituidos por placas paralelas, de forma
circular e 2 cm de didmetro, calcule a distancia entre as placas de cada conden-
sador (o dieléctrico € o ar).

6.12. Um condensador C, de capacidade 100 pF é ligado a uma bateria e carregado até

atingir uma tensdo de 100 V. Depois de carregado, desliga-se a bateria e liga-se C,
a um outro condensador C,, que se encontra descarregado, da maneira indicada
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na figura abaixo. Se a tensao final do conjunto for de 30V, determine a capacida-
de de C,, bem com a variagdo da energia potencial electrostatica devida a ligagao
ao segundo condensador.

C,= 100 pF

6.13. Considere o circuito representado na figura abaixo, em que C, =2 uFe C, = 3 pF.
y G G D G

e

e C, Z

Al
Bo—F—-FlI
G G G
a) Calcule a capacidade equivalente da rede compreendida entre os pontos A e B.
b) Calcule a carga existente em cada um dos condensadores mais proximos de A
e B, quando V,, = 900 V.

¢) Com V,, =900V, calcule V.

6.14. Um condensador plano com dieléctrico de ar é carregado e desligado do gerador.
A d.d.p. entre as suas armaduras é de 100 V.

a) Calcule o valor da d.d.p. aos terminais do condensador, quando preenchemos
0 espago entre as armaduras com uma placa de material isolador cuja constan-
te dieléctrica (ou permitividade relativa) é 2.5.

b) Com o ar como dieléctrico, a capacidade do condensador é 100 pF. Qual é a
energia potencial electrostatica armazenada por cada um dos dieléctricos?

¢) Supondo que nio hd atrito, qual é o trabalho necessario para retirar a placa
isoladora de entre as armaduras do condensador?

6.15. Um condensador de placas paralelas de drea A é preenchido com dois materiais
dieléctricos de permitividades relativas ¢ e ¢, e cujas espessuras valem d, e d,,
respectivamente, conforme se representa no esquema da figura seguinte.
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a) Determine a expressao da capacidade do condensador admitindo quee, =¢, =¢,
e a energia potencial electrostitica armazenada quando se aplica uma tensao
V aos terminais do condensador.

b) Determine a expressio da capacidade do condensador admitindo que ¢, # ¢ ..
Concretize o calculo parae, =2,6,=4,d, =2cm,d, =1cme A = 36 cm™.

¢) Calcule a carga eléctrica O armazenada nas armaduras do condensador e a
queda de tensdo ao longo de cada material dieléctrico, sabendo que se aplica
uma tensao de 100 V nas armaduras do condensador.

6.16. Um condensador de placas paralelas de drea A é preenchido com dois materiais
dieléctricos de permitividades relativas ¢ , e ¢, cada um ocupando metade do vo-
lume do condensador, como se mostra na figura abaixo.

a) Determine o valor da capacidade do condensador admitindo os seguintes va-
lores: ¢, =1.5,6,=3.5,d=1cme A =36 cm™.

b) Calcule as cargas Q, e Q, armazenadas em cada um dos dieléctricos, sabendo
que se aplica uma tensao de 100 V nas armaduras do condensador.

6.17. Um neurénio pode ser visto como um pequeno condensador de placas paralelas,
uma vez que os ides no seu exterior e no seu interior (meios condutores) estao sepa-
rados por uma membrana isoladora (dieléctrico) muito mais fina do que as dimen-
soes lineares do neurdnio. Admitindo que a espessura da membrana é d = 10® m,
asua area é A = 10"° m?, a sua permitividade relativa é ¢ = 8, e o campo eléctrico
no seu interior tem o valor E = 107 V m’, calcule:

a) A capacidade eléctrica de um neurénio.

b) A d.d.p. entre o interior e o exterior de um neurénio.

c) A carga eléctrica acumulada num neurénio.

d) A energia potencial electrostatica armazenada na membrana de um neurénio.
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CAPITULO 7
CORRENTE ELECTRICA ESTACIONARIA

No capitulo anterior tratdmos da electrostatica, que é o estudo das cargas eléctricas em
repouso. Neste capitulo ocupar-nos-emos de cargas eléctricas em movimento, consti-
tuindo aquilo a que se chama uma corrente eléctrica. As correntes eléctricas podem
estabelecer-se em materiais condutores (por exemplo, metais ou electrélitos. Conside-
raremos apenas correntes em condutores solidos, nos quais as cargas em movimento
sdo electrdes (no caso de electrélitos, sdo ides, tanto positivos como negativos). Um
conjunto de materiais condutores ligados entre si e alimentados por uma ou mais fontes
de corrente, constitui aquilo a que se chama um circuito eléctrico. Ja encontramos no
capitulo anterior um dos elementos dos circuiros eléctricos: o condensador. Neste capi-
tulo introduziremos outros elementos, como resisténcias, geradores e receptores de ener-
gia eléctrica. Enunciaremos e aplicaremos ainda as leis que nos permitem fazer a cha-
mada andlise de circuitos.

7.1. Intensidade de corrente eléctrica

Uma corrente eléctrica consiste, portanto, num conjunto de cargas eléctricas em movi-
mento com uma direc¢io e sentido bem definidos, impostos pela aplicacao de uma dife-
renca de potencial, Vamos agora introduzir algumas grandezas para descrever quantita-
tivamente a corrente eléctrica. A intensidade de corrente eléctrica (ou, simplesmente,
corrente eléctrica), i(t), é a grandeza fisica que mede a variagao no tempo da carga
eléctrica que atravessa a sec¢do recta de um condutor, ou seja:

d
i(t)=—q(t).
dt (7.1)
Trata-se, claramente, de uma grandeza escalar, expressa no SI em ampeére (A): 1A=1Cs.

Uma corrente eléctrica de valor constante (no tempo) diz-se uma corrente estaciond-
ria e representa-se habitualmente por I. Pode escrever-se, neste caso, que

_|ag)
1_?’ (7.2)
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onde IAQI representa 0 modulo da carga total que atravessa a sec¢ao recta do condutor no
intervalo de tempo A#*°. No presente capitulo iremos tratar apenas de circuitos resistivos
em regime estaciondrio, istoé, em que vigoram apenas correntes eléctricas estacionarias.

7.2. Resisténcia eléctrica e resistividade. Lei de Ohm

Considere-se um condutor rectilineo de comprimento / e drea de sec¢do recta S, ao qual
se aplica uma diferen¢a de potencial constante V (vide figura 7.1).

“

/ >
-0 —2 —_— -
9 s D

Vv
+ —

Figura 7.1. Condutor percorrido por uma corrente eléctrica. Estamos a supor que se trata de um
fio, de forma cilindrica, que € a situagdo mais frequente na pratica.

Em consequéncia da aplicagdo da diferenga de potencial, surge no seio do condutor
uma corrente eléctrica estaciondria I. Verifica-se experimental-mente que, para muitos
condutores, € vilida a seguinte relagdo entre [ e V:

I=", (7.3)

onde R é uma constante que se designa por resisténcia eléctrica (ou, simplesmente, resis-
téncia) do condutor. A expressdo (7.3) traduz o facto de que a intensidade da corrente que
percorre o condutor é directamente proporcional a diferenca de potencial entre as extre-
midades desse mesmo condutor, sendo a constante de proporcionalidade o inverso da
resisténcia do condutor. Este resultado é conhecido por lei de Obm, e os condutores para
os quais ela se verifica (que, recorde-se, ndo sdo todos os condutores) dizem-se condutores
Ohmicos. A lei de Ohm pode, ainda, escrever-se em qualquer das formas alternativas:

V=Rl ou R=-, (7.4)

o ultima das quais nos permite estabelecer que a resisténcia eléctrica é expressa no SI em
ohm (Q): 1 Q =1 VAL, A resisténcia eléctrica €, portanto, uma medida da dificuldade que

3¢ Note-se a analogia formal entre a intensidade de corrente instantanea, equacao (7.1), e a velocidade
instantinea, equacdo (2.5). No dmbito desta analogia, o segundo membro da equacdo (7.2) define uma
intensidade de corrente média (cf. definicio de velocidade média, equagio (2.4)), a qual coincide com a
intensidade de corrente instantinea no caso de uma corrente estacionaria, do mesmo modo que a velocidade
média coincide com a velocidade instantinea no caso de um movimento rectilineo e uniforme.

238



CORRENTE ELECTRICA ESTACIONARIA

a corrente eléctrica tem em atravessar um condutor: quanto maior o valor de R, tanto
maior o valor da diferenca de potencial que é necessario aplicar a um dado condutor
para produzir corrente de uma dada intensidade. Logo, bons condutores tém resisténcias
baixas e maus condutores (e isoladores) resisténcias elevadas. A figura 7.2 ilustra o com-
portamento dos condutores 6hmicos e ndo 6hmicos.

I I

Figura 7.2. Grafico da intensidade de corrente eléctrica que percorre um condutor em fungio da
diferenca de potencial aos seus temrinais, para condutores 6hmicos (a esquerda) e nio 6hmicos (a
direita). No caso dos condutores 6hmicos, a resisténcia é o inverso do declive da curva. No caso de
condutores nao 6hmicos, este declive ndo é constante e o conceito de resisténcia perde o sentido.

A resisténcia de um condutor depende do material de que é feito e da sua forma geo-
métrica e dimensoes (além de outros factores, como por exemplo a temperatura ou a
estrutura cristalina do material). Tem-se que

[
R=p—, (7.5)

S
onde p depende apenas das caracteristicas do material de que é feito o condutor e da sua
temperatura e se designa por resistividade do material. A resistividade é expressa no SI
em ohm metro (Q m). A expressao (7.5) diz-nos que a resisténcia de um condutor € direc-
tamente proporcional ao seu comprimento, / (a dimensio linear na direccio em que a
corrente eléctrica o atravessa), e inversamente proporcional a drea da sua sec¢io recta, S.

Define-se, igualmente, a grandeza condutividade como o inverso da resistividade:

o= (7.6)
p

A condutividade eléctrica exprime-se no SI em Q! m!. Materiais condutores sdo aqueles

que apresentam, portanto, condutividade elevada (ou resistividade baixa) e materiais

dieléctricos ou isoladores os que apresentam resistividade elevada (ou condutividade

baixa).

Exemplo 7.1

Um fio condutor cilindrico, com comprimento / = 4 m e sec¢do transversal com area
S = 1 mm? apresenta uma resisténcia eléctrica de R = 10 Q. Aplica-se uma diferenca
de potencial de 5 V entre as suas extremidades. Determinar: a) a resistividade e a
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condutividade do material de que é feito o fio; b) A intensidade da corrente que per-
corre o fio; ¢) O valor do campo eléctrico no interior do fio.

Resolucdo:
a) Utilizando as relagdes entre a resisténcia R, a resistividade p e a condutividade o,
vem (ndo nos esquecendo de converter a drea para unidades SI):

-6
p=R§=le10 =2.5x10° Qm
€
1 5 -1__ -1
0=—=4x100Q"'m".
P

b) A intensidade de corrente é dada pela lei de Ohm:

=222 _¢sa.
R 10
¢) Utilizando a relagdo entre o campo eléctrico e a diferenga de potencial, vem:

E:K:§=1.25Vm-1.
I 4

A resistividade de muitos materiais depende fortemente da temperatura. Esta depen-
déncia pode ser descrita em boa aproximacio pela relagio linear’’

p(M)=p,[1+a (T -T,)], (7.7)

onde a representa o coeficiente de temperatura da resistividade e p, a resistividade do
material a temperatura de referéncia T,. Normalmente considera-se T, = 20 °C.
Para um condutor especifico de resisténcia R, serd valida a relagao

R(T)=R[1+a(T-T,)], (7.8)

com R a resisténcia a temperatura de referéncia. No caso dos metais, a resistividade e
a resisténcia aumentam com o aumento de temperatura, logo a > 0. Jd4 nos materiais
semicondutores, a resistividade e a resisténcia diminuem com o aumento de temperatura
e a < 0. Para percebermos esta diferenca de comportamento entre metais e semicondu-
tores, recordemos o que é, fisicamente, a resistividade eléctrica: é uma medida da dificul-
dade que uma corrente eléctrica tem em atravessar um material. Ora, quanto mais ele-
vada for a temperatura, tanto maiores os movimentos dos 4tomos ou ides que constituem

57 Esta relacdo s6 € valida em intervalos de temperatura estreitos, ou seja, para (T-T,)/T, < 1.
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o material, que assim colocam obstdculos efectivamente maiores a passagem da corrente.

Mas, se assim fosse, entdo a resistividade deveria aumentar sempre com a temperatura,

para qualquer tipo de material... Sucede, porém, que nos semicondutores o nimero de

electrdes de condug¢do aumenta com a temperatura, e este efeito sobrepde-se ao aumento

das dimensoes efectivas dos obstaculos a passagem da corrente. Nos metais, pelo contra-

rio, o numero de electrdes de conducido é (praticamente) independente da temperatura.
A tabela 7.1 colige as resistividades e condutividades de alguns materiais.

Tabela 7.2. Resistividades de diferentes materiais (valores a T = 20 °C).

Materiais p (2 m) o (Q'm™) a (°Ch)
Condutores Aluminio 2.82x1078 3.55x107 0.0039
Cobre 1.72x10* 5.81x107 0.0039
Prata 1.59x10* 6.29x107 0.0038
Ferro 10.0x10* 1.00x107 0.0050
Platina 10.6x10°® 0.94x107 0.0039
Semicondutores Silicio 640 1.6x1073 -0.075
Germanio 0.46 2.2 —0.048
Carbono (grafite) 3.5x10° 2.9x10* -0.0005
Isoladores Vidro 10 a 10 10 a 107
Teflon 10 101
Enxofre 10! 101

Exemplo 7.2
Sabe-se que a resistividade do cobre, a temperatura de 20 °C, é p, = 1.72x10®* Q m.
Determinar a resistividade do cobre a temperatura de 40 °C.

Resolucao:

Claramente, p ¢ a resisténcia quando T = T,. Tomando, entdo, T, = 20 °Ce T =40 °C
na expressio (7.7), vem imediatamente

p(40°C)=1.72x10"* x[ 1+0.0039x (40— 20) | =1.85x 10" Qm.

7.3. Analise de circuitos resistivos
As leis de andlise de circuitos permitem-nos relacionar as intensidades das correntes em

diferentes partes de um dado circuito com os valores dos seus elementos (geradores, re-
sisténcias, condensadores, etc.) e das diferencas de potencial a que estio submetidos.
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Antes de as enunciarmos, importa introduzir alguns conceitos que nos permitam descre-
ver a topologia dos circuitos. eléctricos:

® Ramo: conjunto de elementos de circuito ligados em série, ou seja, cada um deles
esta ligado a, no maximo, dois outros. Dentro de cada ramo, a intensidade da cor-
rente é a mesma em todos os pontos. Um circuito tem de ter pelo menos um ramo.
Se o circuito tiver nodos, um ramo liga dois nodos consecutivos.

® Nodo, né ou vértice: ponto de um circuito onde se encontram trés ou mais ramos.
Um circuito pode ndo ter quaisquer nodos, se for constituido por apenas um ramo.

® Malha: qualquer percurso fechado dentro de um circuito (independentemente do
sentido). Em geral, uma malha é composta por um ou mais ramos, e pode conter
ou ndo varios nodos. Logo, a intensidade da corrente pode tomar valores diferentes
dentro de uma mesma malha (um valor em cada um dos ramos que a constituem).
Um circuito tem de ter pelo menos uma malha.

Na andlise de um circuito, apenas interessa a topologia — o que esta ligado ao qué —e
ndo a geometria — as posic¢oes relativas dos elementos de circuito. Significa isto que po-
demos sempre redesenhar um circuito da maneira que nos for mais conveniente ou
perceptivel, desde que respeitemos a sua topologia.

Finalmente, vimos no capitulo anterior que as correntes eléctricas podem ser compos-
tas por cargas negativas — electrdes — nos condutores sélidos, por cargas quer positivas,
quer negativas — ides — em electrélitos, e por cargas negativas — electrdes — ou positivas
—lacunas ou buracos — em semicondutores, Obviamente, quando sujeitas a uma diferen-
¢a de potencial, cargas de sinais opostos fluirdo em sentidos opostos. Define-se o sentido
convencional de uma corrente eléctrica como o sentido em que ela fluiria se fosse cons-
tituida por cargas positivas. Resulta daqui que, no caso de sélidos condutores, nos quais
a corrente é constituida por cargas negativas — electrdes —, o sentido convencional da
corrente é o oposto do sentido em que as cargas efectivamente se movem, a que se chama
sentido real da corrente. Do ponto de vista da realizagao de cdlculos, € indiferente utili-
zar um ou outro sentido (desde que, evidentemente, se utilize sempre o mesmo!). No que
se segue, utilizaremos sempre o sentido convencional da corrente eléctrica.

7.3.1. Leis de Kirchhoff

Além da lei de Ohm, o principal resultado que iremos utilizar na analise de circuitos sao
as duas leis de Kirchhoff. A lei dos nodos ou lei das correntes pode enunciar-se do se-
guinte modo:

A soma algébrica das correntes eléctricas num nodo é zero, considerando positivas
as correntes que entram no nodo e negativas as que dele saem, isto é

;1,. =0. (7.9)
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A lei dos nodos esta ilustrada na figura 7.3 e é consequéncia directa do principio de
conservagio da carga eléctrica: um nodo ndo pode ser nem fonte, nem sumidoiro de
cargas eléctricas.

I,
I =1
I\A

3

Figura 7.3. Tlustracdo da lei dos nodos de Kirchhoff.
A lei das malbas ou lei das tensdes pode enunciar-se do seguinte modo:

A soma algébrica das diferencas de potencial numa malba (circuito fechado) é zero,
considerando que uma diferenca de potencial é positiva se a corrente a atravessa
do polo negativo para o polo positivo, e negativa se a corrente a atravessa do pélo
positivo para o pélo negativo, isto é

ZlV =0. (7.10)

A lei das malhas esta ilustrada na figura 7.4 e é consequéncia directa do principio de
conservacdo da energia: num circuito ndo pode ser criada nem destruida energia, logo
toda a energia fornecida por alguns dos elementos de circuito tem de ser consumida por
outros. Por outras palavras: o trabalho total realizado pela for¢a eléctrica ao longo de
uma malha tem de ser nulo, uma vez que se trata de uma forga conservativa. Como esse
trabalho é proporcional 4 diferenga entre o potencial inicial e o potencial final, estes tém
de ser iguais.

A + _ B + _ C
L
\/ \_/
Vis Vic V=V —Vge =0
1
e +1,—
II
v

Figura 7.4. Tlustracdo da lei das malhas de Kirchhoff aplicada a um circuito de uma s6 malha.

A aplicacao das leis de Kirchhoff permitem determinar as correntes eléctricas nos
diferentes ramos de um circuito e, consequentemente, as diferengas de potencial aos
terminais dos elementos que o constitem. Admitamos que um circuito tem 7 nodos e r
ramos. O namero de equagdes independentes que se obtém por aplica¢ao da lei dos
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nodos é n — 1%, Para calcular todas as correntes ficam a faltarr - (n - 1) =r—-n + 1
equagdes independentes que coincidem com o nimero de malhas independentes ou fun-
damentais do circuito. Assim, num circuito com 7z nodos e r ramos deve aplicar-se 7 — 1
vezes a lei dos nodos e 7 — 7 + 1 a lei das malhas.

Exemplo 7.3
Determinar as intensidades da corrente nos diferentes ramos do seguinte circuito:

R=1Q V=4V

+I
AW |
Ry=6Q k=20
My
R=1Q = V=6V R,=30Q
M| W,
R;=30Q R=10Q

Resolucdo:

Comecemos por notar que este circuito tem 2 nodos e 3 ramos. O circuito tem 3
correntes eléctricas, tantas quantos os ramos do circuito. Para calcular o valor das
correntes comegamos por arbitrar um sentido para cada. Os sentidos escolhidos (po-
deriam ter sido escolhidos outros quaisquer!) sao os que constam da seguinte figura:

R=1Q V=4V

SR
\ 4&;Xg2 R,=2Q
—
R,=1Q Vv R,=3Q
li_ww =
Ry=30 R=10
Aplicando as leis de Kirchhoff, vem
I—1,+1,=0
V.—RI -RI,—RJI =0 ,

V,—RJI,—RJ,—RI,—RI,~RI,=0

8 A lei dos nodos fornece 7 equagdes, uma para cada nodo. Contudo, estas equagdes nao sio todas
independente. De facto, como cada ramo liga dois nodos, cada corrente encontra-se representada, no conjunto
das 7 equagoes, duas vezes e com sinais contrarios. A soma das 7 equacdes conduz a uma igualdade do tipo
0 = 0. Segue-se que o niimero de equagdes independentes que é possivel escrever com a lei dos nodos é n — 1.
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onde a primeira equacao resulta de se aplicar a lei dos nodos ao nodo do lado esquer-
do, e a segunda e terceira equagoes resultam de se aplicar a lei das malhas a malha
superior (percorrida no sentido anti-horario) e a malha inferior (percorrida no senti-
do horério), respectivamente. Substituindo valores, tem-se:

L —L+1 =0 112022A
311+612 =4 & 122056A
61, +81;,=06 L, =033A

As intensidades de todas as correntes sao positivas, logo os sentidos para elas esco-
lhidos estdo correctos.

7.3.2. Leis de associacao de resisténcias
Se tivermos um conjunto de resisténcias ligadas arbitrariamente entre si, e pretendermos
substitui-las por uma tnica resisténcia, de modo a que nada se altere no resto do circui-
to, qual devera ser o valor dessa resisténcia tnica? A resposta é: essa resisténcia tnica
devera ter o valor da resisténcia equivalente do conjunto. As leis de associa¢io de resis-
téncias permitem-nos calcular a resisténcia equivalente de qualquer conjunto de resistén-
cias: a diferenca de potencial aos terminais da resisténcia equivalente, e a corrente que a
atravessa, sao as mesmas que para o conjunto de resisténcias que estamos a substituir.
Embora haja um grande nimero de maneiras de ligar » resisténcias uma as outras,
todas essas maneiras possiveis se reduzem, como no caso dos condensadores, a combi-
nagdes de associacdes em série e em paralelo®. E por esta razio que iremos estudar estes
dois modos de associagio.

7.3.2.1. Associacao em série
Pretende-se calcular a resisténcia equivalente, R, ,aassociagdo em série das n resisténcias

R, ..., R representada no esquema da figura 7.5.

RI RZ Rn R
M AW c
T\ A VW
V] V2 Vn
=
1 T, =
- + II - !
V

<

Figura 7.5. Associagio de resisténcias em série e respectivo circuito equivalente.

3% No ambito deste curso. As associagdes em estrela e em tridngulo nio sdo redutiveis a nenhuma destas
formas, mas ndo as consideraremos aqui.
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Aplicando a este circuito a lei das malhas de Kirchhoff, verifica-se a relagao:
V=V 4V, +.. 4V (7.11)

Como, pela lei de Ohm, se tem V, =R I (i = 1,..., n) — recordar que, numa associagio em
série, a intensidade da corrente é a mesma em todos os elementos —, resulta que

V=R]I+R21+...+Rn1=(ZRiJI:>?=ZRi, (7.12)
i=1 i=1
0 que nos permite definir uma resisténcia equivalente R, = V/I como
R,=DR. (7.13)
i=1

ou seja, a resisténcia equivalente de uma associagao de resisténcias em série € igual a soma
das resisténcias individuais.

7.3.2.2. Associacao em paralelo
De modo analogo ao caso anterior, pretende-se também calcular a resisténcia equivalen-
te, R, , a associagdo em paralelo das # resisténcias R , ..., R (vide figura 7.6).

II

o R
7 MW
2, R,

MW R,,
”””””””””””””” MMV
e e

v < Tz
1 +||_
-~ +||_ I
| v

Figura 7.6. Associagio de resisténcias em paralelo e respectivo circuito equivalente.
Aplicando a este circuito a lei dos nodos de Kirchhoff, verifica-se a relacao
I=1+1,+...+1 . (7.14)

Como, pela lei de Ohm, se tem I, =V/R (i = 1,..., n) — recordar que, numa associagio em
paralelo, a diferenga de potencial é a mesma em todos os elementos —, resulta que

I=—+—+...+R—=V2—:>—= —, (7.15)
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o que nos permite definir uma resisténcia equivalente R,, =¥/I como
— et = — (7.16)

Ou seja, a resisténcia equivalente de uma associa¢do de resisténcias em paralelo é o in-
verso da soma dos inversos das resisténcias individuais.

Exemplo 7.4
Calcule a resisténcia equivalente do circuito representado na seguinte figura:

R,=100Q  R,=150Q

R, =680Q AW, AMA~
MM -
y R;=470Q 3
PO A~ o
AW, Rg=100Q  R,=100Q
R, =680 Q A~ AW~

Resolucdo:

Comecemos por reconhecer que este circuito ndo é nem uma associacio em série, nem
uma associagao em paralelo, mas sim uma combina¢do de ambas. No entanto, pode-
mos notar que:

i. A resisténcia R, estd em paralelo com a resisténcia R, logo a resisténcia equiva-
lente deste conjunto é:

1
——=340Q.
1 1
- _l’_ -
Rl R2
ii. A resisténcia R, esta em série com a resisténcia R,, logo a resisténcia equivalente
deste conjunto é:

R, =R, ||R2 =

R, =R,®R, =R, +R, =250Q.

iii. A resisténcia R_estd em série com a resisténcia R , logo a resisténcia equivalente
deste conjunto é:

R, =R, ®R, =R, +R, =200Q.

iv. As resisténcias R,,, R, e R estdo ligados em paralelo, logo a resisténcia equiva-

34
lente deste conjunto de conjuntos é:

1
Ry = Ry, || RS [| Ry :ﬁ=89.9§2.
R R. R

34 5 67
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v. Finalmente, o circuito completo consiste no conjunto das resisténcias R, e R, em
série com o conjunto formado pelas restantes resisténcias. A resisténcia equivalen-
te do circuito é, portanto,

Req =R, ® Ryys; = Ry + Ryys; =429.9Q0.

7.4. Poténcia eléctrica

7.4.1. Poténcia posta em jogo num circuito

Consideremos um circuito ao qual se liga uma fonte de tensdo de valor V (vide figura 7.7).
O circuito é perfeitamente genérico e pode conter quaisquer elementos: representamo-lo
aqui por uma “caixa negra”.

V ircuito

Figura 7.7. Circuito genérico submetido a uma diferenga de potencial V e percorrido por uma
corrente de intensidade I.

Pela ac¢do do campo eléctrico imposto pela diferenga de potencial V, vai mover-se
através do circuito uma carga AQ, pelo que € realizado, no intervalo de tempo Az, um
trabalho

W=AOxV. (7.17)

Ora, por defini¢do de poténcia (trabalho realizado, ou energia posta em jogo, por uni-
dade de tempo), resulta para a poténcia eléctrica posta em jogo no transporte da carga
AQ ao longo do circuito:

P=K=£XV=]VC>P=]V. (7.18)

At At

P representa o valor da poténcia (fornecida ou absorvida) posta em jogo num circuito
quando submetido a uma diferenca de potencial V e percorrido por uma corrente eléc-
trica de intensidade I. Repare-se que um circuito pode ser constituido apenas por um
elemento, logo a expressdo (7.18) aplica-se, igualmente, a elementos de circuito conside-
rados individualmente. Como vimos no capitulo 3, a poténcia é expressa no SI em watt
(W), sendo 1 W =17Js".
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Levanta-se agora a questdo de como distinguir se um determinado circuito (ou ele-
mento de circuito) absorve ou fornece energia (poténcia)? Supondo que a corrente
eléctrica tem o sentido convencional, diz-se que um elemento de circuito absorve (ou
consome) energia se a corrente fluir do terminal positivo para o negativo desse elemen-
to, e que fornece energia se a corrente fluir do terminal negativo para o terminal posi-
tivo (vide figura 7.8).

absorvem energia

_—/
.
L
r

fornece energia

Figura 7.8. Elementos de circuito que fornecem ou absorvem energia/poténcia.

7.4.2. Poténcia posta em jogo numa resisténcia: lei de Joule.

Considere-se agora o caso particular de um circuito que contém apenas resisténcias (dito
circuito puramente resistivo, ou circuito do tipo R), submetido a uma diferenga de po-
tencial V. Como vimos atras, num circuito deste tipo podemos susbstituir todas as resis-
téncias por uma unica, de valor igual a resisténcia equivalente do circuito, pelo que re-
presentamos aqui apenas uma resisténcia (vide figura 7.9).

1

—

+

Vv R

Figura 7.9. Circuito puramente resistivo submetido a uma diferenca de potencial V e percorrido
por uma corrente de intensidade I.

Em consequéncia da tensdo a que esta submetido, o circuito vai drenar uma corren-
te eléctrica I, absorvendo energia eléctrica. Toda a energia por unidade de tempo (po-
téncia) recebida pelo circuito é dissipada na sua resisténcia sob a forma de calor. Este
fenémeno, conhecido por efeito de Joule, deve-se a transferéncia de energia cinética
entre os portadores de carga (electrdes em metais, ides em electrolitos, electroes ou la-
cunas em semicondutores) e 0 meio condutor (a rede cristalina num sélido, o solvente
num electrolito), fazendo aumentar a amplitude dos movimentos dos constituintes des-
te ultimo, ou seja, elevando a sua temperatura. Por aplicacio directa da expressao (7.18),
que fornece a poténcia eléctrica posta em jogo num elemento de circuito, e da lei de
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Ohm, expressao (7.3) ou (7.4), podemos facilmente concluir que a poténcia posta em
JOgo num circuito puramente resistivo é

V2

P, =1V =RI’= P (7.19)

relagdes estas que constituem a chamada lei de Joule.

7.5. Geradores de energia eléctrica

Um gerador de energia eléctrica ou gerador eléctrico é um dispositivo capaz de converter
uma determinada forma de energia (mecanica, quimica, etc.) em energia eléctrica. Sao
exemplos de geradores eléctricos:

* A pilba ou bateria, que transforma energia quimica em energia eléctrica.
® O dinamo, que transforma energia mecanica em energia eléctrica®.
® A célula fotovoltaica, que transforma energia luminosa em energia eléctrica.

7.5.1. Forca electromotriz e resisténcia interna de um gerador
Um gerador eléctrico é caracterizado por duas grandezas:

i. Resisténcia interna,r.Um gerador com resisténcia interna nula diz-se um gerador
ideal; caso contrério, diz-se ndo ideal. Na pratica, nenhum gerador € ideal; no
entanto, alguns geradores possuem resisténcia interna suficientemente pequena
para poderem ser considerados, aproximamente, geradores ideais. A resisténcia
interna é consequéncia do facto de os materiais que constituem o gerador nio
serem condutores perfeitos.

Forca electromotriz (f.e.m.), e. Grandeza fisica expressa no SI em volt e que é
numericamente igual a energia (mecanica, quimica, etc.) convertida em energia
eléctrica (W,) dividida pela carga (AQ) que atravessa o gerador num dado inter-
valo de tempo At:

W
g =—%, (7.20)
AQ

Como AQ = I At, resulta que W = I ¢ At e, portanto, a poténcia eléctrica (energia con-
. . 8 .
vertida por unidade de tempo) do gerador é

P i I (7.21)
=—=J/&. .
£ At

Note-se que, ao contrdrio da f.e.m. que é uma caracteristica intrinseca do gerador, a
poténcia depende nao apenas do proprio gerador, mas também do circuito de que ele faz
parte, o qual determina a intensidade da corrente debitada pelo gerador.

% Como veremos no capitulo seguinte, o dinamo estd na base da maior parte da produgao industrial de

energia eléctrica.
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No caso de um gerador ideal (vide figura 7.10) a f.e.m. coincide com a diferenca de
potencial existente aos seus terminais, que é dada pela lei de Ohm:

e=IR,,, (7.22)
de onde se segue que
2
P =le =R, I’=PF,_. (7.23)
1,
+
&g ___._ R

eq

Figura 7.10. Circuito contendo um gerador ideal. O gerador € representado por duas linhas pa-
ralelas, em que a mais comprida corresponde ao pdlo positivo e a mais curta (e mais grossa) ao
po6lo negativo.

Conclui-se, assim, que toda a energia ou poténcia fornecida por um gerador ideal a
um circuito resistivo puro € dissipada, por efeito de Joule, na resisténcia equivalente do
circuito.

No caso de um gerador nao ideal (vide figura 7.11), existe sempre uma resisténcia
interna (r,) associada ao circuito interno do préprio gerador. Pela lei das malhas de Kir-

chhoff verifica-se, portanto,

e=rl+R,I, (7.24)
donde resulta que
P =Ie=rl"+R, I’=P +B_. (7.225)
1

Figura 7.11. Circuito contendo um gerador nio ideal (delimitado pela linha a tracejado). A resis-
téncia interna 7, faz parte do gerador: representamo-la, esquematicamente, como estando em série
com um gerador ideal.
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Desta tltima expressao pode concluir-se que toda a energia ou poténcia fornecida por

um gerador a um circuito resistivo puro € dissipada, por efeito de Joule, na resisténcia

interna do gerador e na resisténcia equivalente do circuito. Uma aplica¢do pratica do que

acabamos de dizer € se o gerador for, por exemplo, a pilha que alimenta um telemovel:

a poténcia dissipada na resisténcia interna da pilha leva a que a mesma aqueca, fenome-

no bem conhecido de todos.

Exemplo 7.5
Considere o circuito representado na figura seguinte (os geradores nio sdo ideais). a) Este

circuito € constituido por quantos ramos, quantos nodos e quantas malhas? b) Determi-

nar a intensidade e o sentido da corrente que percorre o circuito. ¢) Quais sdo os elemen-

tos do circuito que fornecem poténcia ao circuito, e quais sio 0s que consomem poténcia?

R=40Q R,=120Q
—VW\, MM,

=1Q | g | |
§=9V  — | +‘..—§<92:24V

Resolucao:

a)

b)

Este circuito é constituido por um unico ramo (todos os elementos estao ligados
em série) e por uma tnica malha, logo o nimero de nodos é zero.

Uma vez que o circuito é constituido por um tnico ramo, existe uma tnica inten-
sidade de corrente I. Vamos determina-la utilizando a lei das malhas de Kirchhoff.
Arbitrando, por exemplo, que o sentido de corrente é o sentido anti-horario, tem-se:

&, +&,—(R+R, +7,+1,)[=0 &
24-9

= =0.092A.
120+40+1+1

Dado que I > 0, o sentido escolhido esta correcto.

Todas as resisténcias consomem poténcia (por efeito de Joule). Quanto aos gera-
dores, o gerador 2 fornece poténcia (€ atravessado pela corrente do terminal — para
o terminal +), enquanto o gerador 1 consome poténcia (€ atravessado pela corren-
te do terminal + para o terminal -). Ou seja, o gerador 2 funciona como gerador
de energia eléctrica (estd em descarga) enquanto o gerador 1 funciona como re-
ceptor de energia eléctrica (estd em carga).

7.5.2. Medicao da diferenca de potencial aos terminais de um gerador
Como podemos determinar experimentalmente a f.e.m. e a resisténcia interna de um ge-

rador? Comecemos por efectuar uma medicao dita em circuito aberto, em que os terminais
de um voltimetro sdo ligados directamente aos terminais do gerador (vide figura 7.12).
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Como a resisténcia interna do voltimetro € infinita (na pratica, muito mais elevada do que
qualquer outra resisténcia presente no circuito), ndo circula qualquer corrente e a dife-
renca de potencial V medida aos terminais do gerador iguala a f.e.m. do gerador: ¢ = V.

Figura 7.12. Determinacio da diferenca de poten-  Figura 7.13. Determinacdo da diferenca de po-
cial aos terminais de um gerador em circuito aber-  tencial aos terminais de um gerador em circuito
to. A corrente no circuito é nula porque a resis-  fechado. Neste caso o circuito é percorrido por
téncia de um voltimetro é (teoricamente) infinita.  uma corrente de intensidade 1.

Se agora fecharmos o circuito (vide figura 7.13) e procedermos a medicao da diferen-
ca de potencial V aos terminais do gerador (note-se que vai ter um valor diferente do
medido em circuito aberto!) teremos que, pela lei de Ohm, V = R, 1, que nos da o valor
de I, uma vez que a resisténcia equivalente do circuito é conhecida. Acha-se o valor da
resisténcia interna do gerador, 7, introduzindo os valores de I e ¢ (anteriormente deter-
minado) na expressio (7.24).

7.5.3. Rendimento de um gerador

Vimos que parte da energia (nio eléctrica) que um gerador converte em energia eléctrica
¢ consumida pelo proprio gerador, por efeito de Joule, na sua resisténcia interna. Esta
energia consumida pelo proprio gerador nao é “util”, uma vez que ndo pode ser forne-
cida ao circuito exterior. E, portanto, conveniente introduzir uma grandeza que meca a
fraccao da energia (ou, equivalentemente, da poténcia) “ttil” de um gerador. Define-se
rendimento de um gerador, n,, como o quociente entre a poténcia til, P, — poténcia
efectivamente fornecida ao circuito pelo gerador — e a poténcia do gerador, P :
L_I_V_e=-nl_,_nl (7.26)

Pg]eee £

ng:

O rendimento é uma grandeza adimensional. Num gerador ideal (r, = 0) verifica-se sem-
pre 7, = 1,na medida em que ¢ = V. Num gerador ndo ideal (r, # 0) ter-se-a 57, < 1 porque
e>V.

Note-se que o rendimento de um gerador pode também ser calculado mediante a
razdo entre a energia util fornecida ao circuito pelo gerador (W ) e a energia do gerador
(W,). De facto, para um dado periodo de tempo de funcionamento do circuito, verifica-
se W, =P Ate W =P At donde

g W BB 1V V. o
w, PAt P, Ie ¢

g
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Exemplo 7.6

A lampada de uma lanterna de bolso esteve acesa durante 10 s, tendo sido percorrida
por uma corrente eléctrica de 200 mA. Durante aquele intervalo de tempo a lampada
recebeu uma energia de 2.68 J e a pilha que a alimenta dissipou uma energia de 0.32 J.
Calcular: a) a carga eléctrica que a pilha fez circular durante os 10 s; b) o valor da
energia quimica que se transformou em energia eléctrica no intervalo de tempo con-
siderado; c) a f.e.m. da pilha; d) a poténcia da pilha e a poténcia da lampada; e) o
valor da resisténcia da l1impada, bem como o da resisténcia interna da pilha.

Resolucao:
a) Da expressdo (7.2) que relaciona a intensidade da corrente com a carga que cir-
cula no circuito, temos:

AQ=1At=200x10"x10=2C.

b) A quantidade de energia quimica que se transformou em energia eléctrica é, pelo
principio de conservagdo da energia, igual a energia total consumida pelo circuito:
Ora o circuito consumiu energia para alimentar a limpada e devido a resisténcia
interna da pilha, logo

W,=2.68+0.32=3.01.

¢) Utilizando a definicdo de f.e.m., expressdo (7.20), e os resultados das alineas an-
teriores, vem

98]

= —0 =1.5V.
2
d) Utilizando a defini¢do de poténcia do gerador, expressdo (7.21), e os resultados
das alineas anteriores, vem
W, 3.0
P =—-="-=03W.
At 10
A lampada consome 2.68 J em 10 s, logo a sua poténcia é 2.68/10 = 0.268 W.
e) As resisténcias da lampada e da pilha consomem energia (ou poéncia) por efeito
de Joule. Se for R a resisténcia da lampada e 7, a resisténcia interna da pilha, segue-
-se da expressdo (7.19) que

P, 2.68/1

PR=R[2:>R=I—§=28—2/20=6.7Q (lampada),
P, 0. .

5:412:¢=[—§=%=0.89 (pilha).
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Exemplo 7.7

Durante a fase de arranque, a diferenga de potencial aos terminais de uma bateria de
automovel de f.e.m. 12 V baixa para 10 V quando ela debita uma corrente eléctrica
de intensidade 80 A. Calcular: a) a resisténcia interna da bateria; b) A poténcia da
bateria; ) a poténcia fornecida ao motor de arranque (igual a poténcia ttil da bateria;
d) a poténcia dissipada na propria bateria; €) o rendimento da bateria.

Resolucdo:

a) O enunciado diz-nos que a f.e.m. da bateria é 12 V (igual a diferen¢a de potencial
aos seus terminais em circuito aberto.ou seja, quando ndo esta a alimentar o cir-
cuito). Segue-se da expressao (7.24) que a diferenga de potencial aos terminais da
bateria (gerador) em circuito fechado, ou seja, enquanto debita corrente, é

-V _12-10

V=ge—rl=r= ~0.025Q.

b) A poténcia da bateria é dada pela expressao (7.21):
P, =1e =80x12=960 W.

¢) A poténcia util da bateria é igual a sua poténcia menos a poténcia consumida pela
resisténcia interna da bateria:

P,=P, —P, =l —r,I> =960 -0.025x80° =800 W.

d) A poténcia dissipada na prépria bateria é igual a diferenca entre a poténcia da
bateria e a sua poténcia util:

P =P -P =160 W.

e) Pela expressdo (7.26), o rendimento da bateria é

o = b 800 4¢3 g30
£ P 960

g

7.6. Receptores de energia eléctrica

Um receptor de energia eléctrica é um elemento de circuito capaz de transformar a ener-
gia eléctrica que recebe noutra forma de energia. E o caso particular dos motores eléc-
tricos, que transformam energia eléctrica em energia mecanica. Sao exemplos de outros
tipos de receptores os voltimetros, que transformam energia eléctrica em energia quimi-
ca; ou, ainda, uma bateria, que, quando inserida num circuito que a carrega, funciona
também como um receptor (e nio como um gerador), transformando energia eléctrica
em energia quimica.
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7.6.1. Forca contra-electromotriz e resisténcia interna de um receptor
A caracterizagdo, do ponto de vista eléctrico, de um receptor de energia eléctrica, desig-
nadamente de um motor, é feita através das grandezas fisicas:

i. Resisténcia interna, r'. Um receptor com resisténcia interna nula diz-se um re-
ceptor ideal; caso contrario, diz-se ndo ideal. Na pratica, nenhum receptor € ideal;
no entanto, alguns receptores possuem resisténcia interna suficientemente peque-
na para poderem ser considerados, aproximadamente, receptores ideais. Tal
como no caso de um gerador, a resisténcia interna é consequéncia do facto de os
materiais que constituem o receptor ndo serem condutores perfeitos.

ii. Forca contra-electromotriz (f.c.e.m.), &' — grandeza fisica expressa no SI em volt
— e que é numericamente igual a energia eléctrica convertida em energia de outro
tipo (W) dividida pela carga (AQ) que atravessa o gerador num dado intervalo
de tempo At:

e'= K
AO (7.28)

Quando se diz que um motor eléctrico tem uma f.c.e.m. de 1 volt, significa isto
que o motor é capaz de fornecer uma energia mecanica de 1 joule por cada carga
de 1 coulomb que o atravessa.

Retomando a expressdo de definicdo da f.c.e.m., como AQ = I A, resulta que
W' =1 ¢’ At e, portanto, a poténcia mecdnica (energia por unidade de tempo que é
possivel extrair de um receptor) é

,
P':Kzlg'. (7.29)
At

A diferenca de potencial aos terminais de um receptor €, entdo, a soma da sua f.c.e.m.
com a diferenga de potencial aos terminais da sua resisténcia interna:

v, =¢+rl, (7.30)

de onde se segue que a intensidade da corrente que percorre um circuito com um recep-
tor (vide figura 7.14) se pode determinar recorrendo a lei das malhas, com o resultado

e —-¢'

S — (7.31)
L+R, +T

e=rl+R I+rl+e' < 1=

Figura 7.14. Circuito contendo um gerador n3o ideal e um receptor, percorrido por uma corrente
de intensidade I.
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Repare-se que estra expressao implica que um receptor de f.c.e.m. ¢’ é equivalente,
para efeitos de cdlculo da corrente eléctrica drenada pelo circuito, a um gerador de f.e.m.
¢' que esteja ligado em oposi¢ao ao gerador que alimenta o circuito.

Recordando agora a expressdo (7.18), a poténcia eléctrica total que o receptor
recebe, P, é

P, =1V, =I¢'+r’=P'+P,, (7.32)

ou seja, € igual a soma da a poténcia mecanica P’ que é possivel extrair do receptor com
a poténcia dissipada, por efeito de Joule, na resisténcia interna 7’ do receptor. Em termos
de energia, tem-se:

W, =W'+W,. (7.33)

7.6.2. Rendimento de um receptor

Tal como no caso de um gerador, também um receptor consome mais energia (poténcia)
do que aquela que transforma em energia (poténcia) util ndo eléctrica. O rendimento de
um receptor é, portanto, expresso pela razio entre a poténcia mecanica que é possivel
extrair do receptor (poténcia ttil), P’, e a poténcia eléctrica total por ele consumida (po-

téncia motora), P, :

P I &' e’ 1
nM:—:—:—: ; ; = 7T, (7.34)
P, v, vV, &+rl 1+r1

Num receptor ideal verifica-se sempre #,, = 1 na medida em que ¢'= V, . Num receptor
nao ideal ter-se-4 57,, < 1 porque ¢’ < V, . Como € evidente, o rendimento de um receptor
pode também ser calculado fazendo a razao entre a energia que é possivel extrair do
receptor (W) e a energia eléctrica que este recebe do circuito (W,).
Exemplo 7.8
Um motor consome uma energia de 1000 J durante 10 s quando é percorrido por
uma corrente eléctrica de 2 A. Calcular: a) a carga eléctrica que atravessa o motor
nesse intervalo de tempo; b) a diferenca de potencial aos terminais do motor; ¢) a
energia eléctrica que é convertida em energia mecanica, sabendo que na resisténcia
interna do motor é dissipada uma energia de 200 J; d) a f.c.e.m. do motor.

Resolucdo:
a) Da expressdo (7.2) que relaciona a intensidade da corrente com a carga que cir-

cula no circuito, temos:

AQ=1At=2x10=20C
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b) O motor consome uma energia de 1000 J em 10 s, ou seja, a sua poténcia eléctri-
ca total é P, = 1000/10 = 100 W. Pela expressao (7.32), a diferenca de potencial
V,, aos seus terminais €

y, =D 10054y
I 2

¢) Se o motor consome uma energia de 1000 J e 200 J sdao dissipdos na sua resis-
téncia interna, entdo a energia eléctrica que é convertida em energia mecanica é
1000 - 200 = 800 J.

d) Se o motor converte 800 J de energia eléctrica em energia mecanica em 10 s, entdo
a sua poténcia mecanica é P’ = 800/10 = 80 W. Pela expressio (7.29) vem, entio,
que a f.c.e.m. do motor é

e'= L _800 _ 40V.
I 20

Exemplo 7.9

Um motor de f.c.e.m. 10 V é percorrido por uma corrente eléctrica de intensidade
2 A, quando se aplica os seus terminais uma d.d.p. de 15 V. Calcular: a) a energia
eléctrica consumida pelo motor, a energia mecanica que ele fornece e a energia dissi-
pada na sua resisténcia interna, num intervalo de tempo de 1 minuto; b) a resisténcia
interna do motor; ¢) o rendimento do motor.

Resolucdo:
a) A poténcia total consumida pelo motor é dada pela expressdo (7.32):

P, =1V, =2x15=30W.

Por outro lado, a poténcia eléctrica convertida em poténcia mecanica é dada pela
expressdo (7.29):

P'=1¢'=2x10=20W.

A poténcia dissipada na resisténcia interna é, portanto, P, — P'=10 W No inter-
valo de 1 minuto = 60 s temos, portanto, que a energia total consumida pelo
motor, a energia por ele transformada em energia mecanica, e a energia dissipada
na sua resisténcia interna sao, respectivamente, 1800 J, 1200 J e 600 J.

b) Se a poténcia dissipada na resisténcia interna do motor é 10 W, vem pela lei de
Joule, expressdo (7.19), que

P,
p=tr 10 50
4

¢) Da expressdo (7.34) segue-se imediatamente que

'
ny == 10 670
v, 15
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PROBLEMAS

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

Um fio eléctrico condutor, com 100 m de comprimento e 2 mm de diametro, é
constituido por um material cuja resistividade é 4.8x10® Q m.

a) Calcule a resisténcia eléctrica do fio.
b) Um segundo fio, feito do mesmo material, tem o mesmo peso que o de 100 m
de comprimento, mas o dobro do didmetro. Qual é a sua resisténcia?

Considere dois fios metalicos, o primeiro com comprimento /, =1.2 m, didmetro
d, =1.6 mm e resistividade p, = 1.72x10®* Q m, e o segundo, com comprimento
1, =1.8 m, didmetro d, =0.8 mm e resistividade p, = 5.73x10® Q m.

a) Determine as resisténcias, R, e R,, destes dois fios?

b) Se os dois fios estiverem ligados em paralelo e o primeiro fio for percorrido por
uma corrente de intensidade I, = 2.5 mA, qual serd a intensidade da corrente
I, que percorre o segundo fio?

¢) Nas condigdes da alinea anterior, determine a energia dissipada, por efeito de
Joule, em 5 minutos, no conjunto dos dois fios.

d) Nas condig¢des das alineas anteriores, quais serdo os valores dos campos eléc-
tricos, E, e E,, em cada um dos fios? (Suponha-os rectilineos.)

Uma barra de carbono, com a forma de um prisma quadrangular, tem dimensdes
1.0 cm x 1.0 cm x 50.0 cm. Sabendo que a resistividade do carbono a 20 °C é
pe = 3.5x107 Q m, determine:

a) A resisténcia da barra medida entre as duas faces quadradas.
b) A resisténcia da barra medida entre duas faces rectangulares opostas. Compa-
re os resultados obtidos em a) e b) e comente.

Um aquecedor eléctrico de poténcia 660 W é projectado para funcionar ligado a
uma rede eléctrica de 120 V.

a) Qual é a resisténcia do aquecedor?

b) Qual é a intensidade da corrente eléctrica que atravessa a resisténcia do aque-
cedor?

¢) Qual é a quantidade de calor produzida por unidade de tempo, expressa em
cal s1?

d) Se a tensdo da rede eléctrica cair para 110 V, qual passara a ser a poténcia do
aquecedor?

Duas resisténcias de valor 1.5 kQ e 1 kQ, dissipam, cada uma, uma poténcia ma-
xima de 1 W. Determine a tensio maxima que pode ser aplicada ao conjunto das
duas resisténcias, bem como a poténcia por elas dissipada quando lhes é aplicada
essa tensdo, se as duas estiverem ligadas:

a) Em série;

b) Em paralelo.
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7.6. Uma corrente I, divide-se entre dois ramos paralelos de resisténcias R, e R,. De-

termine as correntes I, e I, que percorrem, respectivamente, o ramo 1 € o ramo 2,
em funcdo de I, e dos valores das resisténcias.

7.7. Considere o circuito representado na figura abaixo. Calcule a carga eléctrica ar-
mazenada no condensador de 2 uF.

48V,10Q
(l
'
40
MW MW
5Q
11
11
2 uF

7.8. Considere o circuito representado no esquema da figura abaixo. Determine:

8Q B
MW

a) A intensidade de corrente na bateria

b) As intensidades de corrente em cada resisténcia.
c) A diferenca de potencial entre os pontos A e B.

7.9. Considere o circuito representado na figura seguinte. Sabendo que o mesmo é
percorrido por uma corrente de intensidade total igual a 24 A, determine:

AW
120
70 30 10Q 1,=24 A
—MN— A
180
60Q

a) A resisténcia equivalente do circuito.
b) A intensidade de corrente e a diferenga de potencial em cada uma das resisténcias.
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7.10. Considere o circuito esquematizado na figura abaixo.

AN
8Q
MM AW
16 Q 200

W\
16 Q

X 9Q Y
’V\/\/‘v 6Q
180  —e—WW——
M 4

a) Calcule a resisténcia equivalente entre os pontos X e Y.
b) Determine a diferenga de potencial entre X e A, admitindo que a intensidade de
corrente na resisténcia de valor 8 Q é 0.5 A.

7.11. Considere o circuito esquematizado na figura seguinte. A resisténcia compreendi-
da entre A e B vale 300 Q e apresenta tomadas em pontos que a dividem em trés
resisténcias de valor igual.

a) Calcule a resisténcia equivalente entre os pontos X e Y.
b) Admitindo que se aplica uma tensdo de valor 320 V aos terminais XY do cir-
cuito, determine a diferenga de potencial entre os pontos B e C.

X o ‘i
002
C
S 1200
< 250
Y o |

B

7.12. Considere o circuito representado na figura abaixo. Determine:

A e MW, AMM— AN ———MN—ANWN——
20 20 20 20 20

§6Q §6Q 4Q§
20 20 20 20 2Q

B oM\ AW — L A

a) A resisténcia equivalente do circuito.
b) O valor da diferenga de potencial a aplicar entre A e B para que a resisténcia
de valor 4 Q drene uma corrente de intensidade 1 A.
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7.13. Considere o circuito representado na figura abaixo. As trés resisténcias sao iguais,
de valor R = 2 Q, e podem dissipar uma poténcia maxima de 18 W sem fundir
(especificacao do fabricante). Qual é a poténcia maxima que todo o circuito pode
dissipar sem se danificar?

R
A
R
- W—
R
A

7.14. Considere o circuito representado na figura seguinte, O gerador tem forca electro-
motriz ¢ = 50 V e resisténcia interna 7, = 2 Q.

a) Determine o valor para que deve ser ajustada a resisténcia variavel R para que
a poténcia dissipada na resisténcia de 5 Q seja 20 W.

b) Com os parametros de funcionamento determinados na alinea anterior,
calcule a razdo entre a poténcia dissipada pelo gerador e a dissipada pelo
circuito.

R,=20Q

7.15. Para o circuito representado na figura abaixo (os geradores nao sio ideais),

determine:
=8V R, f_]’ri R,
=010 AW I AW
&5=15V
rp=020Q
=10V R, IR} R,
Fi3:0.3Q l\/\/V\/ +HH_ /\/\/\/\I
R =40
R,=3Q
R,=6Q .
R,=2Q R; +3| B R
Ri=2Q M L MM,
R,=3Q

a) As intensidades das correntes nos diferentes ramos do circuito.
b) Os rendimentos dos geradores.
c) A poténcia dissipada, por efeito de Joule, em cada uma das resisténcias.
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7.16. Calcule as intensidades de corrente I, I, e I, assinaladas no circuito.representado
na figura seguinte.

10 10
AW AW
—_— —
Il ]2
3V — 13l§1g — 45V

7.17. Determine as intensidades das correntes nos diferentes ramos do circuito represen-
tado na figura seguinte (os geradores nao sao ideais).

R =2Q R,=1Q
AW\ M
1, I
g,=3V _L I _ 1 &=5V
rp=01Q T ? §R2‘“2 T r,=02Q

7.18. Um gerador de forca electromotriz ¢ = 110 V e resisténcia interna 7, = 0.5 Q estd
ligado a um motor de resisténcia interna 1 Q através de um fio condutor de resis-
téncia igual a 3.5 Q.

a) Sabendo que a intensidade de corrente é 10 A, calcule a tensdo aos terminais
do gerador, bem como a tensdo aos terminais do motor.

b) Calcule a intensidade de corrente que percorreria o circuito se 0 motor estives-
se travado.

7.19. No circuito esquematizado na figura seguinte, encontram-se ligados em série um
gerador de forga electromotriz ¢ = 20 V e resisténcia interna 7, = 1 Q, uma resis-

téncia de 5 Q e um motor M de for¢a contra-electromotriz &' = 8 V e resisténcia
interna 7' = 2 Q.

MW,
5Q

20V 8V
— M
' T O

a) Admitindo que o motor esteja a funcionar, calcule:
a,) A intensidade de corrente drenada pelo circuito.

a,) As diferencas de potencial aos terminais do gerador e aos terminais do
motor.
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a,) A poténcia do gerador. Mostre que esta ¢ igual a soma de todas as poténcias
postas em jogo no circuito.
a,) O rendimento do motor.

b) Suponha agora que se trava o motor, deixando este de fornecer energia meca-
nica, mas continuando a ser percorrido por corrente eléctrica. Nestas circuns-
tancias, calcule:

b,) A intensidade de corrente drenada pelo circuito.
b,) As diferencas de potencial aos terminais do gerador e aos terminais do motor.
b,) A poténcia dissipada na resisténcia interna do motor.
b,)

,) A poténcia do gerador.
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CAPITULO 8
CAMPO ELECTROMAGNETICO

Os fendmenos eléctricos e magnéticos permaneceram até ao século XvIIT como simples
curiosidades (com excepc¢ao das agulhas magnéticas usadas na construgdo de bussolas
para orientagdo geografica). Contudo, no decurso dos séculos XvIiir e Xx1x houve um
empenhamento profundo da comunidade cientifica no sentido de descrever os fenémenos
eléctricos e magnéticos mediante uma teoria que os explicasse. Na compreensio da liga-
¢do entre os fenomenos eléctricos e os magnéticos, foram de importancia capital os
trabalhos de Hans Christian Oersted (1777-1851), de André-Marie Ampere (1775-1836)
e de Michael Faraday (1791-1862). Em particular, foram as experiéncias notaveis reali-
zadas por Faraday que conduziram a descoberta do fenémeno da indugao electromag-
nética e que mostraram a natureza indissocidvel dos campos eléctrico e magnético. As
descobertas de Oersted, de Ampeére e de Faraday projectaram-se mais tarde nos trabalhos
de James Clerk Maxwell (1831-1879) que conduziram a formula¢do da teoria electro-
magnética sintetizada no célebre sistema de equacoes de Maxwell (1873) e que encerram
os principios fundamentais do electromagnetismo. Na teoria de Maxwell, os campos
eléctrico e magnético surgem como manifestacdes diferentes de uma mesma entidade — o
campo electromagnético. A teoria electromagnética de Maxwell, para além de um enor-
me valor pratico — visto que estd na base da constru¢io e da utilizacdo da quase totali-
dade dos equipamentos eléctricos actualmente usados — possibilitou prever a existéncia
de ondas electromagnéticas, que explicariam também os fenémenos 6pticos. Foi Heinri-
ch Hertz (1857-1894) quem provou a existéncia experimental das referidas ondas elec-
tromagnéticas (1887), langando deste modo as bases do desenvolvimento das telecomu-
nicag¢oes (rddio, TV, etc.).

8.1. Campo magnético dos imanes

Pensa-se que as primeiras observagoes de fendmenos magnéticos tenham sido realizadas
na Antiguidade Classica, numa regido denominada Magnésia, na Asia Menor®!. Foram
naquela regido encontradas pedras de um mineral que se designou por magnetite (Fe,O,)
e que se verificou terem a propriedade de atrair pedacos de ferro e de se orientarem,

¢! Actual Turquia.
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quando suspensas por um fio, na direc¢io aproximada do norte-sul geografico. Estas
pedras constituiram os primeiros imanes naturais usados pelo homem e foi com elas que
se construiram as primeiras bussolas (vide figura 8.1).

Pélo sul Polo norte
magnético geografico

Poélo sul Polo norte
geografico magnético

Figura 8.1. A agulha de uma bissola aponta para o pdlo sul magnético terrestre, cuja localizacao
nio coincide exactamente com a do p6lo norte geografico.

As propriedades dos imanes podem resumir-se como segue:

1. Os imanes, ou magnetes, independentemente da sua forma, tém sempre dois
pdlos, o polo norte e o pdlo sul. Isto significa que, sempre que se dividir um iman
em duas partes, por mais pequenas que sejam, obtém-se sempre dois novos ima-
nes: nao é possivel separar um pélo norte de um polo sul (vide figura 8.2). Dito
de outro modo, ndo existem cargas magnéticas reais, ou monop6los magnéticos®2.

Figura 8.2. Nio é possivel separar os p6los de um iman fragmentando-o: cada fragmento continua
a apresentar p6los norte e sul.

2. Pélos magnéticos iguais repelem-se e polos magnéticos diferentes atraem-se (vide
figura 8.3). A intensidade da forg¢a atractiva ou repulsiva é, tal como no caso das
cargas eléctricas pontuais, inversamente proporcional ao quadrado da distancia.

62 Nenhuma lei fisica proibe que existam monopdlos magnéticos: simplesmente nunca foram observados
(mau grado as numerosas tentativas feitas nesse sentido). O fisico britanico Paul Dirac (1902-1984) propds
em 1931 que a existéncia de monopo6los magnéticos permitiria explicar o facto de a carga eléctrica ser
quantizada, ou seja, o facto de todas as particulas elementares observaveis terem cargas cujo valor absoluto
€ um multiplo inteiro da carga do protdo.
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Atracgio
o s—=1ITm s
Repulsiao

& EE—TE S
[y IR

Figura 8.3. Um po6lo norte e um polo sul atraem-se, dois pélos norte ou dois pdlos sul repelem-se.

8.2. Campo de inducao magnética e campo magnético

As forgas de interac¢ao entre imanes denominam-se for¢as magnéticas. Tal como as in-
teraccoes eléctricas podem ser descritas através do campo eléctrico, as interacgdes mag-
néticas sdo descritas através de uma grandeza vectorial denominada campo magnético.
Em boa verdade, as interac¢des de natureza magnética podem ser descritas quer através
da grandeza campo magnético, H , quer através da grandeza campo de inducio magné-
tica, B.A relagdo entre estes dois campos, no vacuo, é, no SI,

B=uH (8.1)

onde y, = 4x107 H m'! é uma constante universal da natureza designada por permeabi-
lidade magnética do vicuo®.

A equacdo (8.1) implica que, no vacuo, os campos B e H tenham o mesmo signifi-
cado fisico, uma vez que um € igual ao produto do outro por uma constante universal
da natureza. J4 o mesmo ndo se passa no interior da matéria, onde os dois campos tém
significados bem diferentes: dito de modo simples, o campo magnético é o campo que é
imposto exteriormente a um dado corpo, o campo de indu¢ao magnética compreende
tanto o campo imposto exteriormente como a resposta do corpo ao campo exterior,
através da chamada magnetizacao do corpo. Deste modo, o campo de indugao magné-
tica depende das propriedades do material ao qual é aplicado o campo magnético exterior.

O campo de indugio magnética, B, é medido no SI em tesla (T), e 0 campo magné-
tico, H, é medido no SI em ampére por metro (A.m). Uma outra unidade muito usada
para exprimir o campo B ¢ o gauss (G), sendo que 1 G = 10# T. O campo de inducio
magnética da Terra tem ordem de grandeza de 1 G.

Tal como sucede com o campo electrostdtico, o campo de indugdo magnética é tanto
mais intenso quanto menor for a distancia do magnete de prova a fonte do campo de
inducdo magnética. Em boa verdade, John Michell descobriu (1750) que as intensidades
das forgas produzidas por cada p6lo num iman sio iguais e diminuem proporcionalmen-
te com o quadrado da distancia.

¢ O simbolo H usado na unidade de permeabilidade magnética significa henry, a unidade SI de indutancia,
como veremos adiante.
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8.2.1. Linhas de campo magnético

Tal como no caso do campo eléctrico (capitulo 6), define-se linha de campo de inducdo
magnética como a linha que é, em cada ponto do espago, tangente ao campo de indugio
magnética nesse ponto, As linhas de campo de indu¢ao magnética de um iman saem do
polo norte magnético, entram pelo polo sul e continuam dentro do iman na direc¢ao do
polo norte, formando uma curva fechada (vide figura 8.4).

I

Figura 8.4. Linhas do campo de indu¢do magnética de um iman em forma de barra.

Repare-se na semelhanga com as linhas do campo de um dipolo eléctrico (figura 6.6),
0 que era de esperar, uma vez que, como se disse atrds, qualquer iman é um dipolo mag-
nético. No entanto, ao contrario das linhas do campo eléctrico, as linhas do campo de
indu¢ao magnética podem ser facilmente visualizadas colocando sobre o iman fonte do
campo uma ldmina de vidro e, sobre esta, particulas de limalha de ferro. As particulas
de limalha orientam-se segundo as linhas de campo (vide figura 8.5).

Figura 8.5. Visualiza¢do das linhas do campo magnético utilizando limalha de ferro: a) caso atrac-
tivo e b) caso repulsivo.

8.2.2. Campos magnéticos uniformes e nao uniformes

Tal como o campo eléctrico, também o campo magnético dos imanes pode ser uni-
forme ou ndo uniforme. Num campo uniforme, ou seja, que nio varia de ponto para
ponto, as linhas de campo sdo paralelas e equidistantes, logo a sua densidade é cons-

tante. E o caso do campo na regido entre os bracos de um iman em forma de “U”
(vide figura 8.6).

268



CAMPO ELECTROMAGNETICO

oo

(@ (b)

Figura 8.6. Campo magnético uniforme entre os bragos de um iman em forma de U: a) represen-
tagdo esquematica e b) visualiza¢do das linhas do campo magnético utilizando limalha de ferro.

Num campo magnético ndo uniforme, B e H sdo diferentes em cada ponto e a den-
sidade de linhas de campo é varidvel. E o caso do campo gerado por um iman em forma
de barra (vide figura 8.5).

8.2.3. Ordem de grandeza dos campos magnéticos

Na tabela que a seguir se apresenta estdo registadas as ordens de grandeza das intensi-
dades do campo magnético H para diferentes sistemas magnéticos. Para calcular a in-
tensidade B do campo de inducdo magnética equivalente, no espaco livre (vicuo) basta
multiplicar H pela constante u, = 47 x 107 H m™.

Tabela 8.1. Valores de alguns campos magnéticos.

Sistema magnético H (A m?)
Superficie de uma estrela de neutroes 10
Magnetes implosivos (duragdo ps) 108
Electromagnetes pulsados (duragdo ps) 2x107 - 5x107
Magnetes supercondutores 1x107 - 1.5x107
Electromagnetes usados em laboratério 1x10° - 2x10°¢
Magnetes permanentes mais fortes 1x10°¢
Campo magnético a superficie da Terra 102
Ruido magnético urbano 1
Magnetocardiogramas 10+
Batimento cardiaco fetal 10°
Campo magnético de um cérebro humano 10
Limite de detecgio de um SQUID 10

A titulo exemplificativo, a ordem de grandeza do campo B gerado pelos magnetes
permanentes mais fortes é 1x10° x4z x107 =1.26 T. Este resultado mostra em particu-
lar, que um campo de indu¢ao magnética de 1 tesla é efectivamente um campo muito
intenso. A ordem de grandeza do campo de indu¢io magnética terrestre é de apenas
1.26x10* T.
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8.3. Experiéncia de Oersted

Serd que os campos magnéticos s6 podem ser gerados por magnetes? Com o desenvol-
vimento da Fisica no séc. X1x, compreendeu-se que as interaccdes magnéticas nao existiam
exclusivamente entre imanes. As correntes eléctricas e, de um modo mais geral, as cargas
eléctricas em movimento produzem também campos magnéticos.

Em 1819, Oersted verificou experimentalmente que a passagem de corrente eléc-
trica através de um fio condutor obrigava uma agulha magnética préxima do fio a
modificar a sua orienta¢do, modificagao esta que dependia do sentido da corrente (vide

figura 8.7).
1
] | |
N S
* ] g
—i\ n A/ —il 5 b —\ 0

(@) W) ©

Figura 8.7. Experiéncias de Oersted. a) Na auséncia de corrente eléctrica, a agulha magnética

aponta para norte. b) Uma vez ligada a corrente, a direc¢io da agulha desvia-se do norte mag-
nético. c) Invertendo o sentido da corrente, o desvio da agulha faz-se no sentido contrdrio ao
anterior.

As observagoes experimentais de Oersted permitiram verificar que uma corrente eléc-
trica gera a sua volta um campo magnético capaz de interagir com a agulha magnética.
As experiéncias de Oersted foram, posteriormente, continuadas por Rowland, que mos-
trou que uma carga em movimento produz também um campo magnético. De facto,
verificou-se que, enquanto uma carga eléctrica em repouso relativamente ao observador
gera no espago apenas um campo eléctrico, uma carga em movimento, mesmo que rec-
tilineo e uniforme, em relagao ao observador gera no espago nao sé um campo eléctrico,
mas também um campo magnético®*.

¢4 Aparentemente, no Electromagnetismo os estados de repouso e de movimento rectilineo e uniforme
ndo sdo equivalentes, ao contrdrio do que se passa na Mecanica. Este equivoco provém de pressupormos
que é possivel identificar separadamente os efeitos dos campos eléctrico e magnético produzidos por uma
carga ¢ em movimento relativamente ao observador. Na verdade, o observador apenas pode detectar a
forga exercida pela carga g sobre uma carga de prova g, em repouso relativamente ao observador. Essa
forca depende do estado de movimento da carga g, e o observador atribui, entio, parte dela a um “campo
eléctrico” e parte a um “campo magnético” gerados pela carga q. Por outras palavras, os campos eléctrico
e magnético sao duas manifestacoes de uma realidade fisica tinica, o campo electromagnético. Este
entendimento estd na base da Teoria da Relatividade Restrita, de Einstein. Para mais pormenores, ver,
por exemplo D. J. Griffiths, Introduction to Electrodynamics, 3rd edition, Prentice Hall, New Jersey,
1999, capitulo 11.
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8.4. Lei de Biot-Savart

Uma carga eléctrica g, animada de velocidade Vv num dado referencial e no instante ¢,
gera num ponto P a distancia r da carga, uma indu¢do magnética B, dada por

5 M, VXF P, q
B, =l =L xii), 8.2
r 47tq r 4n rz( 2 (8.2)

com #, o versor do vector 7 . Esta relacdo é conhecida por lei de Biot e Savart ou lei de
Biot-Savart.

Figura 8.8. O campo de indugdo magnética B,, gerado num ponto P por uma carga eléctrica g
que se move com velocidade v é perpendicular ao plano definido por v e 7 e tem sentido e nor-
ma dados pela lei de Biot-Savart.

De acordo com as regras do produto externo ou vectorial de dois vectores, a indugao
magnética no ponto P, B ,, é um vector normal ao plano definido por ¥ e 7; sendo g > 0,
o sentido do vector B » € tal que os trés vectores vV, ¥ e B » formam um triedro directo
(regra da mao direita ou regra de Stokes, vide figura 8.8). A intensidade da indugio
magnética no ponto P é directamente proporcional a g e inversamente proporcional ao
quadrado da distancia do observador (situado no ponto P) a carga eléctrica méovel. Note-
-se a semelhanca e a diferen¢a com o campo eléctrico, cuja intensidade é também inver-
samente proporcional ao quadrado da distancia a carga que o gera, mas cuja direcgao é
sempre radial.

Importa referir que a lei de Biot-Savart é uma lei aproximada. Na verdade s6 é
valida para velocidades muito menores que a velocidade da luz no vacuo. Contudo,
esta condicdo cumpre-se sempre que as cargas se acham organizadas em corrente
eléctrica.

8.5. Interaccao de uma carga eléctrica em movimento com um campo
magnético

Uma vez que uma carga eléctrica em movimento é, efectivamente, um pequeno iman, vai
sofrer a influéncia de outros campos magnéticos que porventura existam nas regides por
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onde a carga se desloca. Seja, entdo, uma carga eléctrica g, animada de velocidade v e
submetida a accdo de um campo de indu¢do magnética B 6s. A carga € actuada, em cada
instante, por uma for¢a F, dada por

F:q(vxé). (8.3)

e dita forca electrodindmica. Esta relacdo é conhecida por lei de Laplace (vide figu-
ra 8.9).

A forca electrodindmica F, também chamada forca de Laplace, é sempre perpendi-
cular a ¥ e a B. Por isso, a forca electrodinimica actuando sobre a carga g em movi-
mento ndo realiza trabalho. Este resultado implica que uma carga eléctrica, quando
entra numa regido do espaco onde existe um campo magnético, ndo perde nem ganha
energia.

F

Figura 8.9. Forca electrodinimica F que actua sobre uma carga g > 0 que se desloca com veloci-
dade v num campo de indugio magnética B.

Generalizando o resultado da lei de Laplace, se se admitir que uma carga 9, animada
de velocidade ¥, é submetida a accdo simultdnea de um campo eléctrico E e de um
campo de inducdo magnética B, entdo a forca F que actua a carga é, em cada instante,
dada pela soma da forga electrodindmica, equagao (8.3), e da forga electrostatica, equa-
¢do (6.5):

qu(E+V><E), (8.4)

e neste caso a forga é dita forca de Lorentz-Laplace.

Como aplicagdo, consideremos uma particula de massa m e carga eléctrica g > 0,
animada de velocidade Vv e que entra numa regido do espago onde existe um campo de
inducdo magnética B, uniforme e perpendicular a ¥ (vide figura 8.10).

¢ Note que se trata de um campo exterior, e ndo do campo de indugio magnética gerado pela propria
carga, o qual é dado pela lei de Biot-Savart. Uma carga ndo sofre qualquer efeito do campo que ela propria
gera.
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Figura 8.10. Forg¢a electrodindmica actuando sobre uma carga g que se desloca com velocidade
¥ num campo de inducdo magnética B perpendicular a velocidade da particula.

Nesta situagao, a particula vai ficar submetida a uma forga electrodinadmica (forga de
Laplace) dada por

F=q(vxB)=—|q|vBi, (8.5)

e cuja intensidade tem valor F = |q|vB . A for¢a electrodiniamica tende a encurvar a tra-
jectéria da particula, adquirindo esta um movimento circular uniforme de raio 7, se v e
B forem constantes. A forga electrodinamica serd, nesse caso, uma forga centripeta e, por
isso, tera intensidade dada por

F=—. (8.6)
r

Igualando a norma da expressao (8.5) a expressao (8.6), podemos deduzir que o raio da

trajectoria é dado por

my

rzw. (87)

Se, no decurso do seu movimento circular, a particula nao deixar a regido do espago
na qual existe o campo de indu¢do magnética, a frequéncia angular do seu movimento

sera
B
wo¥o_ v _ldB 5.5)
r mv/|q|B m
e, portanto, a frequéncia (temporal) do movimento sera
w B
=_=_|q| . (8.9)
2n  2mm

Esta frequéncia é conhecida por frequéncia de ciclotrdo. Se, no entanto, a particula deixar
a regido do espag¢o na qual existe o dito campo de indugio magnética, o seu movimento
passara a ser rectilineo e uniforme, e o efeito do campo de indu¢ao magnética tera sido
alterar a direc¢ao, mas ndo o valor, da velocidade que a particula tinha antes de sofrer a
acgiao do campo.
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Se a velocidade v da particula ndo for rigorosamente perpendicular ao campo B,
entdo ¥ vai ter uma componente perpendicular a B e outra paralela a B. A componen-
te de ¥ perpendicular a B ira reproduzir todos os resultados que obtivemos anterior-
mente (movimento circular): haverd apenas que substituir, nas equacoes (8.6) a (8.9), v
por v, =vsinf , onde 6 é o angulo entre ¥ e B. A componente de v paralelaa B dara
origem a um movimento rectilineo na direccio do campo. A conjugacgio dos dois movi-
mentos resulta num tnico movimento helicoidal em torno das linhas do campo de indu-
¢ao magnética (vide figura 8.11).
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Figura 8.11. Movimento helicoidal de uma particula carregada no seio de um campo magnético.

As aplicagoes tecnologicas do movimento de particulas no seio de campos magnéticos e
eléctricos sdo inumeras e variadas, indo desde os gigantescos aceleradores de particulas, pas-
sando pelos microscopios electronicos, até aos tubos de raios catodicos. A imagem nos (anti-
gos!) televisores ou monitores de computador que usam ecras de raios catodicos é obtida
através do varrimento de um ou mais feixes continuos de electrées num ecra fluorescente,
varrimento este controlado com precisdo por meio de campos eléctricos e magnéticos. Um
outro exemplo importante é o espectrémetro de massa, equipamento que também utiliza
campos eléctricos e magnéticos para separar os constituintes de uma mistura gasosa (vide fi-
gura 8.12). Estes constituintes sio primeiramente ionizados, depois acelerados e separados de
acordo com a sua razao massa/carga por aplicacao da lei de Lorentz-Laplace. I6es com dife-
rentes razdes massa/carga sofrem deflexdes com diferentes raios de curvatura. E um equipa-
mento especialmente usado para identificar diferentes is6topos de um mesmo elemento.

filamento campo magnético
| 0.05T-08T

.L.J

 feixe de ides

. " mais pesados
mlSl'Lll‘a "‘ T e s B H
gasosa : . N
_ feixe de ides
- focado

eléctrodo fendas de feixe de ides

de repulsdo acelerago detector

mais leves

sl SR

Figura 8.12. Esquema de um espectrémetro de massa.
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Exemplo 8.1

Um electrio move-se com velocidade ¥ =26.5x10° j ms™. a) Determinar o campo
de inducdo magnética gerado pelo electrao no ponto P, cujo vector posigao é
P, =—20 +j+ 3k cm, no instante em que o electrdo passa pela origem das coordena-
das. b) O electrdo penetra em seguida numa regiao do espago onde existe um campo
de indugio magnética uniforme B, com intensidade 2 T. O electrdo passa entio a
descrever uma trajectéria circular de raio R. Qual é a direc¢do do campo B relativa-
mente a velocidade do electrdo? c¢) Determinar o valor da for¢ca magnética que o
campo B exerce sobre o electrdo e o raio R da sua trajectoria. Qual é a direccio
desta forca relativamente a velocidade do electrdo e ao campo B ?

Resolucao:
a) O campo gerado pelo electrao no ponto P é dado pela Lei de Biot-Savart:

onde 7 € o vector que une o electrdo ao ponto P. Como o electrdo se encontra na
origem,

7=7P—6:(—27+j+31€)x10-2 m,
r=[F]=[7]=V14x107 m.

Deste modo, tendo em conta a expressio da lei de Biot e Savart e que
U, = 4nx107 H m™, resulta

B, =—(2437 +1.62k)x 10" T.

b) Se o electrdo passa a descrever uma trajectéria circular, é porque o campo B é
perpendicular a velocidade inicial do electrdo. Caso contrario, a velocidade teria
uma componente paralela a B e a trajectéria seria uma hélice.

¢) Pela lei de Laplace, F =—ev x B, logo esta forca é perpendicular tanto a velocida-
de do electrdo como ao campo de inducio magnética. Como v L B, F =evB.
O raio obtém-se igualando a for¢a de Laplace a forga centripeta. Vem, assim, que:

F=evB=8.49x10"" N,

m,v

R= =7.53x10"° m.

e.

8.6. Campo magnético gerado por correntes eléctricas
Para determinarmos o campo de indu¢ao magnética gerado por uma corrente eléctrica,

comecemos por notar que um elemento de corrente num fio condutor pode ser assimila-
do a uma carga em movimento. De facto, considere-se um elemento infinitesimal de
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carga dgq que se move, com velocidade v, ao longo de um fio condutor (suposto, sem
grande perda de generalidade, de espessura desprezavel). Pela lei de Biot-Savart, este
elemento de corrente gera, num ponto P do espago situado a uma distancia r, um campo
de indu¢do magnética dB, dado por

- VXF

dB, = "d
4r

(8.10)

Se for ds o deslocamento infinitesimal de dg no intervalo de tempo infinitesimal dt,
tem-se (recorde as defini¢bes de intensidade da corrente e de velocidade):
- _dqds ds

dgv = B a=1%ar=1ds . (8.11)
dt dt dt

Combinando as equagdes (8.10) e (8.11), vem que

Mo ; d§z<7
4n r

dB, = (8.12)

e, portanto, o campo de indu¢do magnética gerado pelo condutor no ponto P obtém-se
integrando dB, ao longo de todo o condutor, C:

- u, dsxr
:Ldsz C4TCI 5 (8.13)

O integral que aparece na equagdo (8.13) é um integral de linha, semelhante ao que
aparece na definicio de trabalho de uma forga variavel de ponto para ponto, estudado no
capitulo 4. Excepto nos casos em que o condutor tem uma forma geométrica muito simples
como, por exemplo, uma linha recta ou uma circunferéncia, o seu calculo pode ser, em geral,
dificil e ndo o efectuaremos aqui. Limitar-nos-emos a apresentar as expressdes dos campos
B e H gerados por fios condutores de algumas formas mais correntes.

8.6.1. Condutor rectilineo infinito

Comecemos com um caso unidimensional, que é o mais simples possivel. Considere-se
um fio condutor rectilineo, de espessura nula e comprimento infinito, situado no vicuo
e percorrido por uma corrente de intensidade I. Pode mostrar-se que a magnitude do
campo B num ponto P que dista 7 do fio condutor (vide figura 8.13) é dado por®®

1
p=th’ (8.14)
27 r
e a magnitude do campo H por
B 1 I
H=2-_— (8.15)
u, 2mwr’

% Sobre a demonstracao da expressiao (8.14) vide, por exemplo, D. J. Griffiths, Introduction to
Electrodynamics, 3rd edition, Prentice Hall, New Jersey, 1999, pag. 216.
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O sentido dos campos B ou H relaciona-se com o sentido da corrente de acordo com
a regra da mdo direita. As linhas de campo sdo circulares, concéntricas em relagio ao fio
e assentes no plano perpendicular ao mesmo e que contém o ponto P (vide figura 8.13).

Figura 8.13. Campo de indu¢do magnética gerado por um fio rectilineo infinito, de espessura nula.
A direita, mostra-se o desenho das linhas de campo feito com limalha de aco.

Observe-se que, no mundo real, nao existem, obviamente, condutores de espessura
nula e comprimento infinito. Os resultados acima apresentados serdo, portanto, apenas
aproximadamente validos no caso de condutores reais, mas sé-lo-2o0 em muito boa apro-
ximag¢do em pontos cuja distancia r ao condutor seja muito menor do que a distancia as
suas extremidades.

8.6.2. Espira circular
Vejamos agora um caso bidimensional. Considere-se uma espira circular de raio 7, si-
tuada no vicuo e percorrida por uma corrente de intensidade I (vide figura 8.14).

10

Figura 8.14. Campo de indug¢do magnética gerado por uma espira circular num ponto situado no
eixo da espira.

Em pontos situados junto da espira, quer dizer, afastados dela distancias < 7, os
campos B e H gerados pela espira serio aproximadamente iguais ao que sdo junto de
um fio rectilineo infinito, ou seja, tangentes a circunferéncias perpendiculares a espira e
nela centradas, com valores dados pelas equagoes (8.14) e (8.15). Em todos os outros
pontos do espaco os campos B e H tém uma forma complexa. Pode mostrar-se que a
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sua magnitude num ponto P, situado no eixo da espira e distando uma altura » do seu
centro, é dada por®”

Mol roz 1 r02
= e H=———2——. 8.16
2 (”'02 +h2)3/2 2 (}"02 +h2)3/2 ( )
Em particular, no centro da espira (b = 0) verificar-se-a
1
ptd oy L (8.17)

2r, 2¥,
Relativamente a direc¢do e ao sentido, os campos B € H sio perpendiculares ao plano
da espira, e o seu sentido esta relacionado com o da corrente I pela regra da mdao direita

(vide figura 8.15).
1'/ B
of

Figura 8.15. O campo de indugido magnética gerado por uma espira circular percorrida por corren-
te eléctrica €, no eixo da espira, perpendicular ao plano da espira. Se, olhando ao longo desse eixo,
a corrente for vista a circular no sentido anti-horério (esquerda), entdo o campo sai da pagina; se,
pelo contrério, a corrente for vista a circular no sentido horério (direita), o campo entra na pagina.

8.6.3. Solendide

Denomina-se solendide ou bobina um conjunto de espiras circulares justapostas (enrolamen-
to), perfazendo um determinado comprimento (vide figura 8.16). Um solendide é caracteri-
zado pelo nimero de espiras, N, pelo seu comprimento, /, e pelo raio das espiras, 7.

000 ©

T eeshose
N

Figura 8.16. Solendide de N espiras (esquerda) e linhas do campo de indu¢ao magnética por ele

gerado (direita). O sentido dos campos B e H em relagdo a corrente I fica definido pela regra da
mao direita. No interior do solendide, o campo é aproximadamente uniforme e dirigido segundo
o seu eixo de simetria.

7 Sobre a demonstragao das expressdes (8.16) vide, por exemplo, D. J. Griffiths, Introduction to
Electrodynamics, 3rd edition, Prentice Hall, New Jersey, 1999, pag. 218.

% Tremos admitir neste estudo que todos os solendides tém sec¢do recta circular, o que nem sempre é
verdade. Solendides com geometrias diferentes tém expressdes do campo de indugdo magnética diferentes.
Por outro lado, assumiremos, por agora, que o material que preenche o interior de um solenéide é o vacuo
ou o ar. Contudo, e na pritica, a maioria dos solendides tém um nticleo de um material ferromagnético (por
exemplo o ferro) caracterizado por uma permeabilidade magnética 4 muito superior a 4, e, portanto, capazes
de gerar campos de indu¢do magnética muito mais elevados, como veremos no paragrafo 8.8.
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Pode deduzir-se que as intensidades dos campos B e H no centro do solendide sao
dadas por®

NI o NI (8.18)

«/47;}2 + 02 ¢ «/4}*02 + 02 .

Estas expressoes reduzem-se ao caso anterior, de uma so espira, se tomarmos N = 1 e

B=

£ =0. Em particular, para um solen6ide muito comprido /> r, sdo validas as seguintes
expressoes para as magnitudes dos campos no centro do solendide:

NI
B:”OTzu nl eHz%znl, (8.19)

o

onde n =N/ { representa o numero de espiras por unidade de comprimento (densidade de
espiras) do solenoide. Tal como nos casos analisados anteriormente, o sentido dos campos
B e H em relacdo a corrente I fica definido pela regra da mdo direita (vide figura 8.16).

Exemplo 8.2

Um solendide com 150 espiras e 0.5 m de comprimento, é percorrido por uma cor-
rente de intensidade I = 0.5 A. A drea de cada espira é S = 0.5 cm?. Determinar os
valores do campos B e H dentro do solenéide.

Resolucdo:
Utilizando a equagio (8.18) para o campo de indu¢io magnética gerado por um so-
lenéide cujo nucleo é o vacuo ou o ar:

M NI u NI
4w Ja(Sja)+ 0
4w x107 x150x0.5
_\/4><(0.5><10‘4/7t)+0.52

=1.88x107* T.

O campo magnético correspondente é

H:E:ISOAm".

Uy

8.7. Inducao electromagnética

Com as experiéncias de Oersted ficou demonstrada a capacidade de uma corrente eléc-
trica gerar um campo magnético. Colocou-se, naturalmente, a questio contraria: poderia
um campo magnético induzir uma corrente eléctrica?

¢ Sobre a demonstragdo das expressdes (8.18) vide, por exemplo, P. Lorrain and D. R. Corson, Electro-
magnetism — Principles and Applications, 2nd edition, W. H. Freeman and Company, New York, 1997, pag. 226.
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Michael Faraday, conhecedor dos resultados de Oersted, tentou responder precisa-
mente a esta pergunta. Os resultados iniciais das suas experiéncias foram negativos: um
iman colocado junto a um circuito condutor (por exemplo, uma bobina) nio gera qual-
quer corrente nesse mesmo circuito. Contudo, em 1831, Faraday descobriu que, movi-
mentando o iman relativamente ao circuito (ou movimentando o circuito relativamente
ao iman), se induzia uma corrente eléctrica no circuito. Fisicamente, o que sucede é que
a energia cinética do movimento é transformada em energia eléctrica através do campo
magnético (vide figura 8.17).

[l
I

Bobina

Galvanémetro

Figura 8.17. Inducdo electromagnética: quando o iman se move relativamente a bobina, surge
nesta uma corrente eléctrica induzida, que é registada pelo galvanémetro.

Como o circuito ndo tem qualquer gerador, diz-se que a corrente eléctrica nele gerada
¢ uma corrente induzida e falamos de um processo de inducdo electromagnética. As
correntes induzidas podem ser geradas ndo sé através de imanes, mas também através
de outras correntes eléctricas (vide figuras 8.18 e 8.19) — uma vez que uma corrente
eléctrica produz a sua volta um campo magnético.

[l
Il

Bobina 2

Galvandémetro

Figura 8.18. Corrente eléctrica induzida por um bobina que se afasta e aproxima. A bobina 1 é o
circuito indutor e a bobina 2 o circuito induzido.
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il

E= Bobina 2

Galvanometro

Figura 8.19. Corrente eléctrica induzida (na bobina 2) por um circuito indutor (bobina 1) cuja
corrente se faz variar por variagao da sua resisténcia R.

Em qualquer das situacoes, a corrente induzida pode ser entendida como devida ao
aparecimento, no circuito induzido, de uma forga electromotriz induzida, ¢, . Ou seja,
estabelece-se no interior do circuito condutor uma diferenca de potencial, logo um campo
eléctrico, ndo nulos. Por esta razdo, utilizam-se campos de indu¢cao magnética variaveis
para induzir correntes do interior de células vivas (recorde-se que o interior de uma célula
é rico em ides, logo condutor) e, assim, estudar os efeitos fisiologicos dos campos eléctricos.

A indugio electromagnética é extremamente importante do ponto de vista pratico:
estd por tras da geragdo industrial da maior parte da electricidade que utilizamos: turbi-
nas termoeléctricas, hidroeléctricas, edlicas, de marés, todas funcionam com base no
fenémeno da indugio electromagnética. Podera, talvez, dizer-se que foi a indugio elec-
tromagnética que, ao permitir a geragao de grandes quantidades de energia eléctrica a
pregos acessiveis, tornou possivel o mundo moderno.

Vejamos agora como descrever quantitativamente o fenémeno da indugdo electromag-
nética. Para tal, precisamos de definir primeiro a grandeza fluxo de indu¢ao magnética.

8.7.1. Fluxo de inducao magnética

Considere-se um ponto P contido num elemento de superficie plana AS e que este elemento
de superficie se encontra mergulhado num campo de inducio magnética uniforme B que faz
um angulo a com a direc¢ao do vector unitario 7 que define a normal a AS (vide figura 8.20).

\ pr— .,
\ \ B >
N/ >

Figura 8.20. Fluxo de indu¢ao magnética através de uma superficie plana.

281



FISICA - UMA INTRODUCAOQ

Chama-se fluxo de inducao magnética através do elemento de superficie AS a grande-
za @, definida por

®, =BAScosa =B-AS, (8.20)

onde AS =AS7i éum vector perpendicular ao elemento de superficie e com norma igual
a area deste; 71 representa o versor da direc¢do perpendicular a drea AS. A unidade SI de
fluxo de indu¢ao magnética é o weber (Wb), sendo vélida a relacao 1 Wb =1 T m?2.

Obviamente, o fluxo de indugdo magnética @, sera nulo sempre que a = 90° e terd o
valor maximo B-AS sempre que a = 0°. Repare-se, ainda, que o produto AS cosa repre-
senta a projeccao da superficie AS sobre um plano perpendicular as linhas de campo.

Se a superficie ndo for plana, ou se o campo B nio for uniforme, a definicdo de fluxo
de indug¢ao magnética tem de ser generalizada, tendo-se

@, =_[ B-dS, (8.21)
N
onde a integragao € realizada sobre toda a superficie S.

8.7.2. Lei de Faraday e lei de Lenz

Como referimos, se um determinado circuito esta sujeito a um fluxo de indu¢cao magné-
tica, @, varidvel no tempo, surge no referido circuito uma corrente induzida, I, ,, que
pode ser entendida como resultante do aparecimento, no circuito induzido, de uma
forga electromotriz induzida, ¢, . O valor desta forga electromotriz induzida é dada por

e - 99 (8.22)
ind
1N dt
expressao esta conhecida por lei de Faraday. Pode, pois, afirmar-se que a f.e.m. indu-
zida iguala, a menos do sinal “~”, a taxa de variag¢do do fluxo de indu¢io magnética
que atravessa o circuito. No caso particular de o fluxo @, variar linearmente no tempo,
teremos
e =A%, (8.23)
ind
" At

Note-se que, mesmo quando a variagao do fluxo nio é linear, a equagao (8.23) é uma
aproximacao da equagdo (8.22), valida para intervalos de tempo muito curtos.

Caso o circuito induzido tenha N espiras (enrolamento) a expressio da lei de Faraday
assume a forma

__do, _ dWN®Y)_ 4oy (8.24)

gind
dt dt dt

1 : ~ ) . s . .
com @Y o fluxo de indugdo magnética associado a uma tinica espira: o fluxo total atra-

vés do circuito é, evidentemente, @, = NOY.
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O sinal “~” nas equacdes (8.22) a (8.24) € suficientemente importante para constituir,
por si s6, uma lei fisica: incorpora a lei de Lenz na lei de Faraday. A lei de Lenz diz-nos
qual é o sentido da corrente induzida; ou, por outras palavras, qual € o sinal da f.e.m.
induzida. A corrente induzida I, , surgird sempre com um sentido tal que gere um fluxo
de indugao magnética que se oponha a variagao do fluxo de indugao magnética indutor
que a gerou. A figura 8.21 ilustra a lei de Lenz no caso em que o campo de inducio
magnética é gerado por um iman.

© (@)

Figura 8.21. A lei de Lenz da o sentido da corrente induzida numa espira condutora. a) Fluxo de

indu¢do magnética do iman através da espira quando o iman se aproxima da espira. b) Campo
de indugio magnética gerado pela corrente induzida devido a variagio do fluxo de indu¢ao mag-
nética em a). ¢) Fluxo de indu¢do magnética do iman através da espira quando o iman se afasta
da espira. d) Campo de indugdo magnética gerado pela corrente induzida devido a variacdao do
fluxo de indu¢io magnética em c).

A figura 8.21a mostra o iman (e respectivas linhas de campo de indu¢do magnética)
a aproximar-se de uma espira condutora estaciondria: o fluxo do campo de indugio
magnética do iman através da espira aumenta e € induzida na espira uma corrente com
o sentido que a figura mostra. Por sua vez, esta corrente induzida gera um campo de
indu¢ao magnética, cujas linhas de campo se podem ver na figura 8.21b: note-se que tém
sentido (relacionado com o da corrente induzida pela regra da mao direita) contrério as
do campo de indu¢do magnética do iman. Logo, o campo de indu¢do magnética gerado
pela corrente induzida na espira faz diminuir o fluxo de indu¢cao magnética total através
da espira, contrariando, assim, o aumento do fluxo de indu¢do magnética (devido a
aproximacao do iman) que deu origem a corrente induzida.

A figura 8.21¢ mostra o mesmo iman (e respectivas linhas de campo de indugido
magnética) a afastar-se de uma espira estaciondria: o fluxo do campo de indugao
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magnética do iman através da espira diminui e é induzida na espira uma corrente
com o sentido que a figura mostra. Por sua vez, esta corrente induzida gera um
campo de indu¢ao magnética, cujas linhas de campo se podem ver na figura 8.21d:
estas tém sentido (relacionado com o da corrente induzida pela regra da mao direi-
ta) igual as do campo de indug¢do magnética do iman. Logo, o campo de indugdo
magnética gerado pela corrente induzida na espira faz aumentar o fluxo de indug¢do
magnética total através da espira, contrariando, assim, a diminui¢do do fluxo de
inducdo magnética (devido ao afastamento do iman) que deu origem a corrente
induzida.

Repare-se que, se ndo fosse verificada a lei de Lenz, haveria uma clara viola¢ao do
principio de conservacdo da energia. De facto, se uma corrente indutora gerasse uma
corrente induzida com sentido contrério ao estabelecido pela lei de Lenz, esta iria gerar
um fluxo de indu¢ao magnética que aumentaria a intensidade da corrente indutora. Esta,
por sua vez, aumentaria a intensidade da corrente induzida, e assim sucessivamente até
ambas as correntes se tornarem infinitas!

Pode também ser estabelecido um certo paralelismo entre a lei de Lenz e o principio
de Le Chatelier do equilibrio quimico (para pensar...).

Exemplo 8.3

Considere uma bobina constituida por um enrolamento de N = 10 espiras circulares
com drea de sec¢do recta 1 dm?. Admitindo que a bobina é mergulhada numa regido
do espago onde existe um campo de indugao magnética de valor B(¢)=10sin(10¢) T,
o qual faz um angulo de 60° com o plano das espiras, determine a f.e.m. induzida na
bobina.

Resolucao:
i) calculo do fluxo ® " através de uma espira:

@\ = BAS cosa =10sin (10¢)x 107 x cos 60° = 0.05sin (10¢) Wb.

i) calculo da f.e.m. induzida, utilizando o fluxo total ®, = N® " :

dot) d .
g =— =—10—10.05s1in(102) | =
nd dt dt[ (100

=-10(0.05x10)cos(10¢)=5cos(10¢) V.
Exemplo 8.4
Uma bobina circular com 100 espiras tem um didametro de 2 cm. O plano da es-
pira é perpendicular a um campo de indug¢do magnética uniforme de valor B=1T,
que inverte o seu sentido num intervalo de tempo de 0.01 s (ver esquema da figu-
ra). Calcular: a) o fluxo ®, do campo B através da bobina, antes da inversio do
sentido do campo; b) a forca electromotriz induzida na bobina pela inversao do

sentido do campo B.
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Antes Depois

100 espiras

=11

Resolucdo:
a) Antes da inversdo do sentido do campo, o dngulo entre o campo de indugio mag-
nética e a normal ao plano das espiras é 0°, logo:

®, = B-AS = NBAScosa = NBar® cosa =
=100 1x70 x(2x107) x1=1.26x10" Wb,

b) Para calcular a forca electromotriz induzida, utilizando a lei de Faraday, é primei-
ro preciso calcular o fluxo do campo de indugao magnética através da bobina
depois da inversdo do sentido do campo. Agora, o angulo entre o campo de indu-
¢do magnética e a normal as espiras é 180°:

®' = B-AS = NBAS cosa = NBr’ cosa =
2)? -1
=100x1x7w x(2x107) x(~1)=-1.26x10"' Wb,

Pela lei de Faraday, a forga electromotriz induzida vem

Ao, O, -0, 2.52x10"

€ ind
dt At At 0.01

AD

B

=252V.

8.7.3. Auto-inducao de uma bobina

Vimos que uma bobina percorrida por uma corrente eléctrica variavel, i(¢), pode gerar
uma f.e.m. induzida numa outra bobina, devido a varia¢do do fluxo de indu¢do magné-
tica gerado pela primeira bobina (que resulta da corrente variavel que a percorre) através
da segunda bobina (lei da induc¢do de Faraday).

Em boa verdade, ndo é necessaria a presenga das duas bobinas para que ocorra o efei-
to de inducao electromagnética. Este efeito surge na propria bobina onde ha varia¢io da
corrente eléctrica. E o chamado efeito de auto-inducio, descrito também pela lei de Faraday.

Consideremos uma bobina de N espiras percorrida por uma corrente variavel i(¢).
Pode mostrar-se que o fluxo total associado a propria bobina, ®, = N®Y (onde ®\é
o fluxo magnético através de uma unica espira da bobina), é proporcional a corrente
drenada pela bobina, ou seja,

©,=N®)=Li{), (8.25)
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com L o chamado coeficiente de auto-inducao, ou indutancia, da bobina, expresso no SI
em henry (H): 1 H =1V A's. O coeficiente de auto-indugdo é uma caracteristica da
bobina que s6 depende da sua geometria, da densidade de espiras que a constituem e da
permeabilidade magnética do seu nicleo (¢, no caso do vacuo ou do ar).
Como da lei de Faraday sabemos que
do,

€ina =~ i (8.26)

podemos escrever para a f.e.m. auto-induzida numa bobina, ¢,

g, =— 1910, (8.27)
dt
Exemplo 8.5
Calcular o coeficiente de auto-indug¢do de uma bobina com N espiras, de sec¢do cir-
cular de raio 7, e comprimento ¢, admitindo que /> . Concretizar o calculo para
N = 1000 espiras, 7, = 1 mme /=4cm.

Resolucdo:
Podemos supdr que a bobina é infinita, pelo que o campo de indugdo magnética no
interior da bobina é uniforme e tem valor dado por pela equagao (8.19),

NI
Bt

=p,nl

O fluxo total do campo B através da sec¢do recta AS =7 17 da bobina é

2

®, =N®) =NBAS cos0°= /,tONTASI =u,n’lAST

Assim, o coeficiente de auto-induc¢do da bobina é

) N’
L=—L=u,—AS=u,n*tAS = u,mn’rt
I 1
Reparar que o coeficiente L s6 depende das caracteristicas da bobina e nio da cor-
rente que a percorre. Concretizando para os valores dados, vem

1000
L=uan’r’t=4x10" xx
fromrt 1o E= T X(4><10_2

2
J x(1x107)? x4x107 ~

~3.14x10° H=3.14 mH.

A polaridade da f.e.m. auto-induzida numa bobina obtém-se a partir da lei de Lenz.
Imaginemos um circuito constituido por uma resisténcia variavel em série com uma
bobina, ao qual se liga a um gerador de f.e.m. constante (vide figura 8.22). Em conse-
quéncia da f.e.m. aplicada, a bobina é percorrida por uma corrente eléctrica de intensi-
dade constante, i(¢) = I. Admitamos que, subita e rapidamente, se aumenta o valor da
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resisténcia variavel. A corrente eléctrica diminui e, em consequéncia da lei de Lenz, a
f.e.m. auto-induzida na bobina deve opor-se a esta variagao e, por isso, ¢, deve ter uma
polaridade que se oponha a diminuigdo da corrente inicial (vide figura 8.22a). Se, pelo
contrdrio, se diminui o valor da resisténcia varidvel, a corrente () aumenta e a bobina
reage gerando uma f.e.m. auto-induzida cuja polaridade se opora ao aumento de corren-
te (vide figura 8.22b).

Polaridade de &, Polaridade de ¢;

(@ (b)

Figura 8.22. Lei de Lenz aplicada a uma bobina: a) quando a intensidade da corrente que percor-
re uma bobina diminui, a polaridade da f.e.m. induzida é de molde a fazer aumentar a intensida-
de da corrente, contrariando, assim, a variacao que lhe deu origem; b) quando a intensidade da
corrente que percorre uma bobina aumenta, o sinal da f.e.m. induzida é de molde a fazer diminuir
a intensidade da corrente, contrariando, assim, a variagao que lhe deu origem.

Por esta razdo, as bobinas de auto-inducdo sao utilizadas para eliminar flutuacoes de
correntes indesejaveis, devidas, por exemplo, a instabilidades dos geradores que alimen-
tam o circuito.

8.7.4. Leis de associacao de auto-inducoes
Tal como no caso das resisténcias e dos condensadores, um circuito eléctrico pode conter,
em geral, um nimero variado de bobinas de inducio. Se pretendermos substitui-las por
uma tnica bobina, de modo a que nada se altere no resto do circuito, qual devera ser o
valor do coeficiente de auto-inducdo dessa bobina tnica? A resposta é: devera ser o valor
da coeficiente de auto-indugao equivalente do conjunto. As leis de associacdao de auto-
-indugbes permitem-nos calcular o coeficiente de auto-inducio equivalente de qualquer
conjunto de bobinas: a d.d.p. aos terminais da bobina equivalente, e a corrente que a
atravessa, sa0 as mesmas que para o conjunto de bobinas que estamos a substituir.
Embora haja um grande nimero de maneiras de ligar # bobinas uma as outras, qua-
se todas” essas maneiras possiveis se reduzem, como nos casos das resisténcias e dos
condensadores, a combinagdes de associagdes em série e em paralelo. E por esta razdo
que iremos estudar estes dois modos de associacao.

70 Excepto as associagdes em triangulo e em estrela, que nao consideraremos aqui.
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8.7.4.1. Associacao em série
Pretende-se calcular o coeficiente de auto-inducao L, da bobina equivalente a associa¢do
em série das 7 bobinas com coeficientes de auto-indugdo L, ..., L _(vide figura 8.23).

L, L, L,
L
DD M 2
A~ 4 A 4 A 4 /m\
17 vV, vV,

= T i(f)

(¢)
() +\2 —
+\2 -
(1)
(1)

Figura 8.23. Associa¢do de 7 bobinas em série ligadas a um gerador de f.e.m. variavel e respectivo
circuito equivalente.

Se forem v, v,, ..., v asd.d.p. aos terminais das bobinas 1, 2,..., 7, aplicando a este
circuito a lei das malhas de Kirchhoff obtém-se a seguinte relacio:

n
E=V+V, .y, =Dy, (8.28)
=
Pode mostrar-se’! que a d.d.p. aos terminais de uma bobina é dada por

L 40

v, =L, — (j=L .. n). (8.29)
Como as 7 bobinas estdo ligadas em série, a intensidade da corrente que as percorre é
igual para todas (i =4, = ... =1 ), logo
- di(t) - di(t) di(t) (8.30)
€ = L —== L |—=L —— :
,Z“ Todt ; ode M dt

ou seja, o coeficiente de auto-indugao equivalente de uma associagao de bobinas em série
€ a soma dos coeficientes de auto-inducdo das bobinas individuais:

_ AN 8.31
Ly=L+L+..+L=Y L, (8.31)
j=1

8.7.4.2. Associacao em paralelo
Pretende-se calcular o coeficiente de auto-indugao L, da bobina equivalente a associa¢do
em paralelo das n bobinas com coeficientes de auto-indugdo L, ..., L (vide figura 8.24).

"' Vide, por exemplo, H. Young and R. A. Freedman, Sears and Zemansky’s University Physics, 11th
edition, Addison Wesley, New York, 2004.
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L, L,
1 10§

L}’l
T Ti(r)
Ti(t)
+ @ - + @ -
&(f) (1)

Figura 8.24. Associacao de # bobinas em paralelo ligadas a um gerador de f.e.m. varidvel e res-
pectivo circuito equivalente.

Aplicando a este circuito a lei dos nodos de Kirchhoff, verifica-se a seguinte relacio:

n
L .\ . 8.32
z—zl+12+...+zn—sz ( )
j=1
Como as 7 bobinas estdo ligadas em paralelo, a d.d.p. aos seus terminais € igual para

todas e igual a f.e.m. do gerador (¢ =v, = ... =v ), logo
di.(t) v
—=— (j=1 .., n), 8.33
" ; ) (8.33)
donde resulta
di(r) _ ZL ¢ :Lg ’ (8.34)
dt = L, L,

ou seja, o coeficiente de auto-indugio equivalente de uma associagao de bobinas em parale-
lo é o inverso da soma dos inversos dos coeficientes de auto-indugio das bobinas individuais:

L, L L L

n
L=i+L+...+i:ZLL. (8.35)
eq | w1

8.7.5. Energia armazenada numa bobina de auto-inducao

Tal como um condensador carregado armazena energia potencial electrostatica no cam-
po eléctrico que existe entre as suas placas, também uma bobina armazena energia po-
tencial, desta feita magnética, no campo de indu¢do magnética que existe no seu interior.
Considere-se uma bobina de coeficiente de auto-inducao L e admita-se que no intervalo
de tempo entre 0 e ¢ a bobina drena uma corrente i(t) que varia entre I e I. A poténcia
eléctrica instantanea posta em jogo na bobina é dada pelo produto da corrente por ela
drenada pela d.d.p. existente aos seus terminais:

di(t)

— (8.36)

PO =i@)v () =i()L
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A energia armazenada na bobina quando a corrente varia entre I e I é calculada me-
diante a integra¢do da poténcia. Como, por defini¢io,

_dw, (1)
(D) == (8.37)

com w, (t) a energia instantanea, resulta que
dw,(t)=p,(t)dt. (8.38)

Integrando esta ultima expressdo, obtemos para a energia armazenada no campo mag-

nético da bobina, U_ :
mag

w, (1) !
Uy = | dw, =L[idi=W,(I)-W, (10):%L(12 - 1) (8.39)
w.(1) 1y
Exemplo 8.6
Considere-se a associacdo de bobinas de auto in- WL‘ WLZ
dugdo representada na figura, onde. L, = 10 mH,
L,=15mH e L, = 20 mH. Determinar: a) O coefi- m%m
ciente de auto-inducao equivalente desta associacao. i

b) A energia magnética armazenada nesta associa¢io de bobinas, quando a corrente
total que a atravessa varia entre I =0 e o valor maximo (amplitude da corrente), I
=5 A. ¢) A f.e.m auto-induzida, ¢, , sabendo que a variagdo do valor da corrente se
deu no intervalo de tempo At = 0.02 s.

Resolucao:
a) L, esta em série com L,, e o conjunto das duas estd em paralelo com L,. Vem,
portanto, para o coeficiente de auto-inducdo equivalente:

1
Leq —ﬁ—lllmH

J’_i
L+L, L

b) A energia magnética acumulada na associagdo de bobinas é:

U =%Leq(1;—1§)=%x11.1x10-3x(52—02)=1.39x10-‘J.

mag

c¢) Pela lei de Faraday, a forca electromotriz auto-induzida é:

=T dl_(t)z_L AZ(Z):_L Im_IO

&,
ind eq d 1 eq A ¢ eq A ¢

:—11.1><10’3><5_O
0.02

=-2.8V.

290



CAMPO ELECTROMAGNETICO

8.8. Campo magnético em meios materiais

Até a0 momento, estudimos campos magnéticos no vazio — meio caracterizado pela
permeabilidade magnética u, = 47 x107 Hm™ — ou no ar (em boa aproximacgao u,~ u_).
Vimos também que correntes eléctricas geram campos magnéticos, tendo-se mostrado as
equacgoes que descrevem a magnitude desses campos para circuitos de diferentes formas.
Os efeitos magnéticos da matéria podem, portanto, ser associados ao movimento dos
electrdes em torno dos nucleos atémicos — que pode ser assimilado a uma corrente eléc-
trica microscopica’?. Nio serd, entdo, dificil admitir que as propriedades magnéticas da
matéria possam ser alteradas pela presenca de um campo magnético exterior, e que um
tal campo possa, por sua vez, ser modificado pela presenca de matéria. Na verdade, po-
demos pensar em cada dtomo individual como sendo um mintsculo iman. Se o material
for um sélido, os seus atomos ocupam posi¢des aproximadamente fixas (regulares, no
caso de um sélido cristalino).

8.8.1. Tipos de materiais magnéticos

Se uma amostra de um dado material for colocada num campo magnético, o campo de
indugdo magnética na vizinhanca da amostra serd alterado. E esta a diferenca crucial
entre os campos magnético e de indugao magnética: o primeiro consiste na influéncia
magnética imposta do exterior, enquanto o segundo inclui nao s6 a influéncia exterior,
mas também a resposta do material (através da sua magnetizacio) a essa influéncia ex-
terior (obviamente, no vicuo ndo existe qualquer meio material capaz de responder ao
campo exterior, logo campo magnético e campo de indu¢do magnética tém o mesmo
significado fisico, diferindo apenas nas suas unidades). Esta modificagio depende da
natureza do material constituinte da amostra e da sua forma. Para alguns materiais —
ditos magnéticos ndo permanentes — a modificagio do campo de indugiao magnética é
minima, mas, para outros — ditos magnéticos permanentes — esse campo pode aumentar
por um factor que pode ser da ordem de milhares relativamente ao seu valor na auséncia
do material.

Os materiais magnéticos permanentes podem ser de trés tipos. Nos materiais do pri-
meiro tipo, designados por ferromagnéticos, os pequenos imanes atdmicos apontam
todos no mesmo sentido. Sao exemplos de materiais ferromagnéticos os elementos Fe,
Ni e Co, bem como algumas ligas. Nos restantes dois tipos de materiais magnéticos
permanentes, 0s pequenos imanes atomicos apontam em sentidos opostos em posi¢oes
alternadas das redes cristalinas. Se os pequenos imanes atomicos apontando em sentidos
opostos nido se cancelarem, diz-se que estamos na presenca de um material ferrimagné-
tico, de que é exemplo a magnetite (Fe,O,). Caso contrario, o material diz-se antiferro-
magnético. Sio exemplos de materiais antiferromagnéticos os elementos Ce, Cr, Nd, bem
como os compostos CuO, FeS e MnO,. Um material ferrimagnético comporta-se, do

72 Em boa verdade, o magnetismo nos materiais ndo estd apenas associado ao movimento dos electrdes em
torno dos nticleos atémicos (momento angular orbital) mas também ao seu spin (momento angular de spin).
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ponto de vista macroscopico, como um material ferromagnético — atrai ou repele outros
materiais. O mesmo ja nao sucede com um material antiferromagnético, cujas proprie-
dades magnéticas se manifestam de um modo mais subtil.

Nos materiais magnéticos nao permanentes, 0os pequenos imanes atomicos apontam
todos em direcgdes diferentes. Estes materiais podem ser de dois tipos: podem ser dia-
magnéticos (por exemplo, Cu, Au, N, He, vidro) ou paramagnéticos (por exemplo, V,
Mn, Ti, Pt, Al, O, ligas de crémio). Um material paramagnético é atraido por um iman
permanente (ferromagnete ou ferrimagnete), enquanto um material diamagnético é re-
pelido por um iman permanente. A figura 8.25 apresenta a classificagdo dos materiais do
ponto de vista do seu comportamento magnético.

Ferromagnéticos

/ e.g. Fe, Ni, Co
Magnéticos Ferrimagnéticos
permanentes \ e.g. Fe;0,
Antiferromagnéticos

e.g. Ce, Cr, Nd, CuO

Diamagnéticos
e.g. Cu,Ag, Au
Magnéticos /

ndo permanentes \ Paramagnéticos
e.g. Ti, Pt, Al

Materiais <

Figura 8.25. Quadro sintese do magnetismo em meios materiais.

A diferenca fundamental entre materiais magnéticos permanentes e nao permanen-
tes estd em que, nos primeiros, as atrac¢des ou repulsdes entre os pequenos imanes
presentes nos atomos individuais sdao suficientemente fortes para os fazer apontar
todos na mesma direc¢cdo. Nos segundos, pelo contrario, essas atrac¢des ou repulsoes
nao conseguem vencer a agitagao térmica, e 0s pequenos imanes atdémicos apontam
em todas as direccdes. E, portanto, possivel destruir o magnetismo permanente atra-
vés do aquecimento: um material ferromagnético ou ferrimagnético torna-se para-
magnético acima de uma determinada temperatura caracteristica, dita temperatura
de Curie, enquanto um material anti-ferromagnético se torna paramagnético acima
da sua temperatura de Néel. As temperaturas de Curie ou de Néel sdo propriedades
dos materiais, do mesmo modo que o sdo, por exemplo, os seus pontos de fusao ou
de ebuligdo. E, tal como a fusdo ou a ebuli¢do, as transi¢des dos estado ferromagné-
tico, ferrimagnético ou antiferromagnético para o estado paramagnético sao rever-
siveis: ao baixar-se a temperatura abaixo da temperatura de Curie ou de Néel,
recupera-se 0 magnetismo permanente.
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8.8.2. Relacao entre campo de inducao magnética e campo magnético
em meios materiais
A relagdo entre B e H em meios homogéneos e is6tropos é

B=u,(1+y,)H (8.40)

comy asusceptibilidade magnética do meio material (grandeza adimensional). A grandeza

a)
> Material diamagnético
>
B int ———————» Z’" < 0’ ~0
> Bin/ < BEX[
— By f
b)

— > Material paramagnético
_/%
hB.t—’g> Xn> 0,20

in >
> Biﬂf > BEXI
- Bert :
©)
TR >  Material ferromagnético
\—
~—p3 — I 2> 1
— int 1t
(7 \ B >>B
/ ———— int ext

Figura 8.26. a) Material diamagnético colocado num campo magnético. A intensidade do
campo de indu¢do magnética é menor no interior do que no exterior (ar ou vicuo) do material,
logo as linhas de campo estdo mais afastadas. b) Material paramagnético colocado num cam-
po magnético. A intensidade do campo de indu¢do magnética é maior no interior do que no
exterior (ar ou vacuo) do material, logo as linhas de campo estio mais juntas. ¢) Material
ferromagnético colocado num campo magnético. A intensidade do campo de indu¢io magné-
tica é muito maior no interior do que no exterior (ar ou vacuo) do material, logo as linhas de
campo estao muito proximas umas das outras — o material intensifica dramaticamente um
campo aplicado.

wo=l+y, (8.41)
da-se o nome de permeabilidade magnética relativa do meio material.

A permeabilidade magnética relativa relaciona-se com a permeabilidade magnética
absoluta do meio material, u, através da relacao

=gl (8.42)
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Podemos entio escrever
B=p,(1+x,)H=pou, H=p H (8.43)

Destas relagdes, em particular da primeira igualdade, pode perceber-se facilmente que a
intensidade do campo de indugao magnética B no interior de um meio material depen-
de do parametro y, que caracteriza o material. Assim, teremos:

i. para materiais diamagnéticos, o valor de y € negativo e muito préximo de zero.
Deste modo, a intensidade do campo B no interior de um meio diamagnético é
ligeiramente menor do que no vacuo ou ar (vide figura 8.26a);

ii. para materiais paramagnéticos, o valor de X,, € POSitivo e muito proximo de zero.
Deste modo, o campo B no interior de um meio paramagnético € ligeiramente
maior do que no vacuo ou ar (vide figura 8.26b);

iii. para materiais magnéticos permanentes, o valor de X,, € positivo e muito superior
a 1 (para o Fe e outros materiais fortemente ferromagnéticos pode ser da ordem
de 10%), sendo, por isso, 0 campo B no interior de um meio ferromagnético
muito mais intenso do que no vicuo ou ar (vide figura 8.26c¢).

Na tabela 8.2 estao coligidos os valores da susceptibilidade magnética de alguns materiais
magnéticos ndo permanentes € permanentes.

Tabela 8.2. Susceptibilidade magnética de alguns materiais diamagnéticos, paramagnéticos e fer-

romagnéticos.
Materiais X
Diamagnéticos Agua -9.0x10-¢
Cobre -9.7x10-¢
Prata -2.4x10-°
Ouro -3.4x10°
Bismuto -1.6x10
Paramagnéticos Sédio 7.2x107°¢
Aluminio 2.1x10°°
Platina 2.8x10°*
Ferromagnéticos Ferro 5.5x10°
45Ni55Fe (permalloy 45) 2.5x10*
75Ni5Cu2Cr18Fe (mumetal) 3.0x10*
79Ni5Mo15Fe0.5Mn (mupermalloy) 1.0x10°
Fe78B13S19 6.0x10°
Fe67Co18B14Si1 4.0x10°
Co66Fe4Ni1B14Si15 1.0x10°¢

8.8.3. Aplicacao: fogoes de inducao
Terminamos este capitulo com uma aplicacdo moderna da inducao electromagnética e do
ferromagnetismo: os fogdes de inducdo. Debaixo de cada placa de um fogdo de indugio
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encontra-se uma bobina condutora, percorrida por uma corrente eléctrica alternada (ou
seja, de intensidade varidvel). Essa bobina vai, portanto, gerar um campo magnético va-
ridvel no tempo, cujo fluxo de indu¢ao magnética através de um tacho, panela ou frigi-
deira colocados sobre a placa de inducido vai ser também variavel no tempo. Logo, pela
lei de Faraday, vai circular nas paredes do tacho, panela ou frigideira uma corrente indu-
zida. Uma vez que o tacho, panela ou frigideira tem uma resisténcia eléctrica nao nula,
esta corrente vai causar aquecimento por efeito de Joule (vide capitulo 7), permitindo,
assim, cozinhar a comida. Para produzir as temperaturas necessarias a preparagao dos
alimentos, importa que o tacho, panela ou frigideira sejam feitos de um material ferro-
magnético que “amplifique” o campo magnético das bobinas, permitindo que se gere uma
corrente induzida suficientemente intensa. O efeito esta igualmente presente em material
de cozinha feito de qualquer outro material condutor, como cobre ou aluminio, mas o
aquecimento dai resultante é demasiado pequeno para ter utilidade culinaria.
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PROBLEMAS

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

Um electrido é langado numa regiao do espago onde existe um campo de indu-
¢do magnética B uniforme, de valor 10 T. Sabendo que a velocidade do electrdo
é perpendicular ao campo magnético e tem valor 3x10” m.s, calcule o valor
da forca magnética que actua sobre o electrio e compare-o com o peso do
electrdo.

Numa determinada regido do espago existe um campo de indu¢do magnética uni-
forme e estacionario B, de intensidade 0.5 T, apontando horizontalmente (isto é,
no plano xy) de sul para norte. Calcule:

a) A intensidade e a direc¢iao da for¢a de Laplace que actuard um protdo que se
move verticalmente (isto é, ao longo do eixo dos z) de cima para baixo e com
uma energia cinética de 8x10"3 J ao entrar na regido onde B se faz sentir.

b) O campo de indugio magnética B, gerado pelo protio no ponto
P =(1,-2,2)x10?° m, no instante em que o protdo se encontra na origem das
coordenadas.

Um electrdo penetra numa regido do espaco onde existe um campo eléctrico de
intensidade 1500 V m! e um campo de indu¢ao magnética de valor 0.40 T. A ve-
locidade do electrdao é perpendicular ao campo de indu¢io magnética.

a) Sabendo que, ao mergulhar na referida regiao do espaco, a resultante das forgas
eléctrica e magnética que actuam o electrdo é nula, calcule o valor da velocida-
de do electrao.

b) Esquematize as direc¢des e os sentidos dos vectores E, B e v .

Um electrio desloca-se com velocidade ¥, =1x10°/ ms™, quando entra numa
regido do espaco onde existe um campo de indu¢io magnética uniforme B, pas-
sando a descrever uma trajectoria circular de raio R = 10 cm no plano Oxz. De-
termine:

a) O vector campo de inducdo magnética B.

b) O valor da forga electrodinamica (ou de Laplace) que se exerce sobre o electrio.

c) O periodo e a frequéncia do movimento circular que o electrao passa a descre-
ver.

d) O trabalho realizado pela for¢a electrodinamica sobre o electrao.

Dois fios rectilineos, paralelos entre si e muito compridos, distam um do outro
20 cm. Os fios sdo percorridos por correntes eléctricas de sentidos opostos e valor

10 A.

a) Calcule o valor do campo de indugao magnética num ponto situado no plano
dos fios e equidistante deles.

b) Indique a direcgio e o sentido do campo de indugdo magnética no ponto refe-
rido na alinea anterior.
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8.9.

8.10.

8.11.

8.12.
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Um solendide com nucleo de ar, tem 300 espiras circulares de sec¢ao recta 8 cm?
e 40 cm de comprimento. Sabendo que o solendide drena uma corrente eléctrica
de 1.2 A, calcule o valor do campo de indugao magnética no centro do solendide.

Um solendide com nicleo de ar e 10 cm de comprimento é enrolado em duas ca-
madas de fio. A camada interna tem 50 espiras e a camada externa tem 40 espiras.
A corrente eléctrica que percorre o solendide tem intensidade de valor 3 A e o
mesmo sentido em ambos os enrolamentos. Calcule o valor do campo de indugao
magnética no interior do solendide.

Um solendide de comprimento 8 cm, com 4rea de seccdo recta 6 cm? e composto
por um enrolamento de 96 espiras, é percorrido por uma corrente de intensidade
0.25 A. Em torno do solendide estd enrolada uma bobina de 2 espiras. Quando se
abre o circuito, o campo de indu¢do magnética do solenéide anula-se em 0.05 s.

a) Calcule a forga electromotriz induzida nas duas espiras.
b) Determine a intensidade da corrente induzida no circuito das duas espiras se a
resisténcia do fio for 0.01 Q.

Uma bobina de resisténcia 5§ Q e 100 espiras, com didmetro 6 cm, é colocada entre
os polos de um magnete de tal modo que o fluxo de indugao magnética através da
sua sec¢ao é maximo. Retira-se entdo rapidamente a bobina do campo magnético
gerado pelo magnete. Ao proceder deste modo, verifica-se que um galvandmetro,
de resisténcia interna 595 (), ligado a bobina, é atravessado por uma carga de
1x10* C. Nestas circunstancias, calcule a intensidade do campo B entre os p6los
do magnete.

Uma bobina cilindrica com ntcleo de ar tem um enrolamento de 1000 espiras,
comprimento 10 ¢m e raio 0.5 cm. Durante um curto intervalo de tempo, € injec-
tada na bobina uma corrente eléctrica a taxa de 10° A s.

a) Calcule o coeficiente de auto-indu¢io da bobina.
b) Determine a forga electromotriz induzida na bobina durante o referido inter-
valo de tempo.

Uma bobina de 25 espiras tem raio r,= 30 cm e comprimento desprezavel. E per-
corrida por uma corrente de intensidade I = § A. Determine:

a) O valor do campo de indu¢ao magnética no centro da bobina. (Sugestdo: re-
corde que os campos gerados pelas diferentes espiras se somam.)

b) O fluxo que atravessa a superficie limitada pela bobina.

¢) A indutincia da bobina.

d) A forga electromotriz induzida, quando a variagao da intensidade da corrente
for 20 A s,

Considere um solendide de 50 cm de comprimento, 5 cm de didametro e N = 1000
espiras de fio de cobre. Sabe-se que o solendide é percorrido por uma corrente
eléctrica de intensidade 2 A. O solendide encontra-se no ar. Determine:
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a) A intensidade do campo de indugdo magnética no interior do solendide.

b) A intensidade do campo de indu¢do magnética no interior do solendide se
nele for introduzido um nicleo de um material com susceptibilidade magné-
tica y = -0.1.

¢) O fluxo do campo de indugao magnética através do solendide, nas condigdes
das alineas a) e b).

d) A intensidade da corrente induzida numa espira circular de fio, de resisténcia
0.5 Q enrolado a volta do solendide, se o ntcleo referido na alinea b) tiver sido
introduzido em 0.1 s.
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CAPITULO 9
TEMPERATURA E CALOR

A Termodinamica é o ramo da Fisica que estuda os fendmenos envolvendo calor e tem-
peratura, bem como as suas relacdes com o trabalho e a energia realizados por, ou trans-
feridos entre, sistemas fisicos. Ocupa-se, ainda, das propriedades macroscopicas da ma-
téria que dependem da temperatura, bem como das grandezas que descrevem
quantitativamente essas propriedades.

Em linguagem corrente, os conceitos de “calor” e “temperatura” sio quase sin46nimos.
Veremos neste capitulo, porém, que, em Fisica, os dois termos tém significados muito
diferentes.

9.1. Sistemas termodinamicos. Sistemas fechados, abertos e isolados

Em Termodinamica, como no resto da Fisica, falamos frequentemente de sistemas. Um
sistema termodindmico é um corpo ou um conjunto de corpos com uma determinada
massa e delimitado no espaco. Poderd ou nio trocar energia e matéria com o resto do
universo — a vizinhanca que o rodeia. Chama-se fronteira a superficie real ou imaginaria
que separa o sistema da sua vizinhanga. Os sistemas podem classificar-se em fechados
ou abertos. Os sistemas fechados permitem a troca de energia através da sua fronteira
com a vizinhan¢a mas ndo permitem a troca de matéria (vide figura 9.1a). A massa de
um sistema fechado é, portanto, constante. Uma certa quantidade de 4gua dentro de uma
panela de pressdao, bem vedada, ao lume é um exemplo de um sistema fechado. A pane-
la (fronteira do sistema) permite apenas a troca de energia entre a vizinhanca e a dgua,
o que induz o seu aquecimento. Os sistemas abertos permitem a troca de energia e de
matéria com a sua vizinhanca (vide figura 9.1b). Sdo exemplos de sistemas abertos todos
os seres vivos, desde os organismos mais simples aos mais complexos como o Homem.
De facto, em qualquer ser vivo tém de ocorrer trocas de energia e de matéria com a vi-
zinhanga para que o ser se possa manter vivo. Um sistema que ndo permita nem trocas
de energia nem de matéria com a vizinhanga diz-se um sistema isolado. Consideraremos
no presente estudo apenas sistemas fechados ou sistemas que se podem considerar fe-
chados em boa aproximagio.
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Figura 9.1. Representagdo de um a) sistema fechado e b) de um sistema aberto. Um sistema fe-
chado permite apenas a troca de energia com a vizinhanga através da sua fronteira. Um sistema
aberto permite a troca de energia e de matéria com a vizinhanga através da sua fronteira.

9.2. Propriedades de um sistema

Chama-se propriedade de um sistema a qualquer grandeza fisica que o caracterize. Sdo
exemplos destas propriedades a massa, o volume, a pressdo, a temperatura, a massa
volumica, a resistividade eléctrica, etc.. As propriedades podem classificar-se em pro-
priedades extensivas ou intensivas. As propriedades extensivas sao grandezas fisicas
aditivas e que por isso dependem da dimensao do sistema, isto €, s3o proporcionais a
quantidade de matéria presente no sistema. Sio exemplos de propriedades extensivas o
volume, a massa ou a energia interna e a entropia, estas tltimas, grandezas que serao
definidas adiante. Se se dividir a0 meio um corpo com um determinado volume, cada
parte fica com metade do volume do corpo original. Em contraste com as propriedades
extensivas, as propriedades intensivas nio dependem da dimensdo do sistema: se se
dividir a0 meio um corpo a uma determinada temperatura, cada metade fica com a
mesma temperatura que a do corpo original, nio com metade dessa temperatura. Outros
exemplos de propriedades intensivas sdo a pressdo, a massa volumica, a concentragio
ou a resistividade eléctrica.

9.3. Estados termodinamicos. Estados de equilibrio

Diz-se que um sistema estd num determinado estado termodindmico quando nao ocorrem
variagOes no valor de todas as suas propriedades. Isto é, num dado estado termodindmi-
co todos os valores das propriedades do sistema estdo fixos. Note-se que basta a modi-
ficagao do valor de uma unica propriedade para que o sistema mude de estado.

Uma outra nogdo importante em Termodinamica é a de estado de equilibrio. Os sis-
temas macroscOpicos apresentam algum tipo de memoria da historia dos estimulos ex-
teriores que sobre eles actuaram. O café numa chdvena mexido por uma colher mantem-
-se em movimento durante algum tempo mesmo apds ter terminado a ac¢do da colher.
Contudo, a memoria histdrica dos estimulos exteriores tende a desaparecer e os sistemas
evoluem, mais ou menos rapidamente, para estados termodindmicos simples em que os
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valores das suas propriedades sao determinados apenas por factores intrinsecos e nao
pelas acgdes exteriores previamente aplicados no sistema. Estes estados simples sdo de-
signados por estados de equilibrio e sao, por defini¢do, estados estaciondrios. Assim,
podemos afirmar que um sistema esta num estado de equilibrio se ndo ocorrerem varia-
¢oes das suas propriedades na auséncia de estimulos exteriores. Os estados de equilibrio
sdo o principal foco de estudo da Termodinadmica.

Podem distinguir-se vdrios tipos de equilibrio. Vimos no estudo da Mecanica que um
sistema estara em equilibrio mecanico se houver equilibrio entre as forcas que sobre ele
actuam. Diz-se que um sistema estd em equilibrio quimico quando todas as reacgoes
quimicas no sistema se completarem ou atingirem o correspondente ponto de equilibrio,
de tal modo que nenhuma variacio estequiométrica, isto €, da composicdo, possa ser
macroscopicamente medida no sistema. Um sistema em que coexistem duas ou mais
fases (por exemplo liquido e gds) estara em equilibrio de fases se ndo ocorrer esponta-
neamente transferéncia de massa entre as fases. Um sistema estd em equilibrio térmico
se a temperatura for a mesma em qualquer ponto do sistema. O equilibrio térmico é
particularmente importante no estudo que se segue.

9.4. Temperatura e equilibrio térmico: lei zero da Termodinamica

O conceito de “temperatura” tem que ver com as nossas sensagoes de “quente” ou “frio”,
que sdo vagas e subjectivas. Veremos mais adiante que a temperatura de um material esta
relacionada com a energia cinética das particulas (dtomos, moléculas, ides) que o cons-
tituem. No entanto, é possivel definir temperatura sem recurso a consideragdes micros-
cépicas. E o que faremos aqui.

Para podermos utilizar a temperatura como medida de “frio” e “quente”, precisamos
de definir uma escala de temperatura. Para o fazer, vamos socorrer-nos de uma proprie-
dade mensuravel de um sistema que dependa da sua “quentura” ou “friura”. Por exemplo:

¢ O comprimento de uma coluna de liquido (por exemplo, alcool ou mercirio) num
tubo estreito.

® A pressao de um gas num recipiente rigido.

e A resisténcia eléctrica de um condutor.

O valor de cada uma destas propriedades pode ser associado a um dado valor da
temperatura, ou seja, os sistemas correspondentes podem ser utilizados com termdme-
tros. O termometro necessita, evidentemente, de ser calibrado — que se faga correspon-
der um dado valor da propriedade que esta a ser medida a um valor da temperatura.
H4 inimeras maneiras de fazer isto, as quais definem as diferentes escalas de tempe-
ratura.

A temperatura de um dado corpo mede-se colocando-o em contacto com o termdome-
tro. Por exemplo, para medir a temperatura de um tacho de agua quente, coloca-se o

301



FISICA - UMA INTRODUCAOQ

termémetro, inicialmente 4 temperatura ambiente, dentro do tacho. A medida que a d4gua
quente e o termdémetro interagem, o termOmetro fica mais quente e a 4gua um pouco
mais fria: a temperatura marcada pelo termometro comega por subir, até estabilizar num
dado valor. Diz-se entdo que o sistema composto por “dgua + termdémetro” estd em
equilibrio térmico. Para que se estabeleca este equilibrio, tem de haver troca de energia
entre a dgua e o termometro. Esta troca de energia faz-se sob a forma de calor. Calor é,
portanto, energia em transito. Por abuso de linguagem, diz-se que ha troca de calor entre
a agua e o termémetro.

Vamos agora estabelecer uma propriedade importante dos sistemas em equilibrio
térmico. Consideremos trés sistemas, A, B e um termometro, C, de modo que A pode
trocar calor com C e B pode trocar calor com C, mas A ndo pode trocar calor com B (A
e B estdo separados por um isolador térmico, que no caso mais simples pode ser o ar).
Passado algum tempo, tanto A como B estardo em equilibrio térmico com C: o valor da
temperatura registado pelo termémetro C ndo varia. Se, agora, retirarmos o isolador
térmico que separa A e B e os deixarmos trocar calor, vemos que nada se altera em A ou
em B - ou seja, que A e B estdo em equilibrio térmico um com o outro. Chegamos deste
modo a lei zero da Termodinamica, que passamos a enunciar:

Dois corpos em equilibrio térmico com um terceiro estdo em equilibrio térmico
entre si.

Um corolario desta lei é o seguinte: uma vez que o valor da temperatura registada
pelo termdmetro C também nao se altera, conclui-se que corpos em equilibrio térmi-
co uns com os outros tém todos a mesma temperatura. E por esta razio que faz
sentido usar um termémetro: na verdade, um termometro mede a sua propria tem-
peratura, mas, se estiver em equilibrio térmico com um outro corpo qualquer, essa
temperatura serd a do corpo cuja temperatura queremos medir. Estamos, naturalmen-
te, a admitir que a temperatura do corpo nao se altera por estar em contacto com o
termometro.

Resulta daqui que podemos colocar corpos todos em equilibrio térmico uns com os
outros — logo, a mesma temperatura — se os pusermos contacto com um banho térmico
ou reservatorio de temperatura: um sistema suficientemente maior do que os outros
corpos para que a sua temperatura nao se altere, sejam quais forem as temperaturas
iniciais dos corpos que com ele sdo colocados em contacto.

9.5. Termometros e escalas de temperatura

Para transformar os dispositivos atrds referidos em termometros tteis, € necessario
calibra-los, ou seja, fazer corresponder o valor da propriedade medida (comprimento da
coluna de liquido, pressao, resisténcia, etc...) a um valor de temperatura. Esta escolha é
arbitraria e leva as diferentes escalas de temperatura ditas empiricas.
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Resumidamente, uma escala de temperatura define-se a partir de dois pontos fixos,
aos quais se atribuem determinados valores da temperatura. Tomando como exemplo
concreto um termometro constituido por um tubo estreito com liquido, a escala dita de
Celsius”? é estabelecida da seguinte maneira (a pressdo de 1 atm):

1. Mergulha-se o termémetro em gelo fundente. O comprimento da coluna de li-
quido corresponde ao valor 0 °C.

2. Mergulha-se o termometro em agua a ferver. O comprimento da coluna de liqui-
do corresponde ao valor 100 °C.

3. Divide-se a diferenca entre os comprimentos das colunas de liquido nos dois
casos anteriores por 100: cada divisdo desta escala é 1 grau Celsius (1 °C). E por
esta razdo que se diz uma escala centigrada.

Repare-se que se definiu uma temperatura de 0 °C como sendo a temperatura do gelo
fundente, e de 100 °C como sendo a temperatura da dgua a ferver (ambas a pressao de
1 atm). E daqui que vem a arbitrariedade, uma vez que nada obriga a associar estes va-
lores a estes estados fisicos: por exemplo, a escala de Fahrenheit (°F) atribui ao ponto de
fusdo do gelo o valor 32 °F e ao ponto de ebuli¢io da dgua o valor 212 °F. A tabela 9.1
resume algumas das principais escalas empiricas de temperatura. Note-se que os “tama-
nhos” dos graus nas diferentes escalas ndo sio iguais: 0 “maior” é o grau Réaumur, o
“menor” é o grau Fahrenheit.

Tabela 9.1. Principais escalas de temperatura empiricas.

Escala Pontos fixos Conversao para Celsius
Celsius (°C) Fusdo do gelo =0 °C o _To
Ebuli¢do da 4gua = 100 °C [rel=[c]
Fahrenheit (°F) Fusdo do gelo = 32 °F 5
°Cl==(|°F|-32
Ebuli¢do da dgua = 212 °F [cl 9([ 1-32)
Réaumur (°Ré) Fusdo do gelo = 0 °Ré

5
oC]=2[°Re
Ebuli¢io da dgua = 80 °Ré (el 4[ ¢]

9.6. Termometros de gas e a escala de Kelvin

As escalas de temperatura empiricas ndo sio muito satisfatorias, uma vez que dependem
das propriedades de uma substincia especifica (na maior parte dos casos a dgua). Ideal-
mente, gostariamos de definir uma escala de temperatura que ndo dependesse (ou depen-
desse o menos possivel) das propriedades de alguma substiancia. Experimentalmente,

73 A escala de temperatura Celsius é, possivelmente, a escala de temperatura centigrada mais utilizada em
todo o mundo. Foi proposta pelo astrénomo sueco Anders Celsius (1701-1744).
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verifica-se que a pressao dos gases a volume constante (contido num recipiente rigido) e
baixa densidade varia linearmente com a temperatura (seja qual for a escala em que a
temperatura é medida), desde que a densidade do gas seja suficientemente baixa:

p=al+b, (9.1)

Desta expressdo conclui-se que a pressdo do gas (quase qualquer gds) se anularia a uma
temperatura T = -b/a — que é a mesma para todos os gases, desde que a sua densidade
seja suficientemente baixa. Note-se que esta temperatura ndo € fisicamente atingivel, uma
vez que os gases se liquefazem ou solidificam antes de a mesma ser atingida — é obtida
apenas por extrapolacio das curvas experimentais.) Um gas nestas condi¢des diz-se um
gds ideal; o ar a temperatura e pressdo normais (20 °C e 1 atm) é, aproximadamente, um
gas ideal. Ou seja, 0 gas ideal tem um comportamento universal que nos permite definir
uma nova escala de temperatura, essencialmente independente das propriedades de qual-
quer substancia especifica. Em graus Celsius, esta temperatura é -273.15 °C, a qual de-
fine o zero da escala de temperatura absoluta, ou escala de Kelvin: 0 K =-273.15 °C. Este
€ 0 zero absoluto de temperatura, cuja unidade é o kelvin (simbolo K), que faz parte
do SI de unidades. Um s6 ponto, porém, ndo chega para definir uma escala de tempe-
ratura, uma vez que nos falta o “tamanho” do kelvin. Para tal, tomou-se como referén-
cia a pressao e temperatura do ponto triplo da dgua — no qual dgua pode existir simul-
taneamente nas fases solida, liquida e gasosa. A temperatura do ponto triplo da dgua
€ 0.01 °C; arbitrou-se que este ponto tem, na nova escala de Kelvin, a temperatura de
273.16 K. Logo, 1 K tem o mesmo “tamanho” do que 1 °C: entre o zero absoluto € o
ponto triplo da dgua ha tantos kelvins (273.15) como graus Celsius. A relagdo entre as
escalas de Kelvin e Celsius é, portanto,

[K]=[°C]+273.15, (9.2)

Exemplo 9.1
A temperatura de um corpo humano sauddvel é cerca de 37 .°C. Exprimir esta tem-
peratura em: a) graus Fahrenheit; b) kelvin.

Resolucdo:

a) As escalas de Celsius e Fahrenheit estio relacionadas linearmente: se for x a tem-
peratura em °C e y a temperatura em °F, tem-se que y =mx+b . Ora sabe-se que
32 °F correspondem a 0 °C, e 212 °F a 100 °C, donde

y(x=0)=32 b=32 b=32
At < 95
y(x=100)=212 100m +b =212 m==

Logo, tem-se que y = (9/5) x + 32 e a temperatura do corpo humano em graus
Fahrenheit é, portanto, y (x = 37) = 98.6 °F.
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b) Para passar de uma temperatura em graus Celsius a uma temperatura em kelvin
basta somar-lhe 273.15. logo:

T'=37+273.15=310.15K

9.7. Dilatacao térmica

As dimensdes dos corpos variam com a temperatura, sendo que a maior parte se dilatam
quando aquecidos, e contraem quando arrefecidos. Disto sdo exemplos os carris nas vias
férreas, ou os tabuleiros das pontes, onde sdo deixados espacos para permitir a sua dila-
tacdo sem problemas.

Comecemos por considerar a variacdo das dimensdes lineares de um corpo, por exem-
plo, o comprimento de um carril de caminho de ferro. Se for L, o comprimento do carril
a uma dada temperatura T, entdo se a temperatura passar a ser T, 0 comprimento pas-
sard a ser L, + AL, com

AL=a L AT, (9.3)

onde AT = T - T, e a é o coeficiente de dilata¢do linear do material de que ¢é feito o
corpo, expresso no SI em K'. Este resultado é védlido se a variacao de temperatura AT
nio for muito grande, digamos menor que 100 K. Para a maior parte dos materiais
tem-se a > 0, ou seja, as dimensdes lineares aumentam — o corpo expande-se — ao ser
aquecido. A tabela 9.2 colige valores de a para alguns materiais correntes.

Tabela 9.2. Coeficientes de dilatagio linear de alguns materiais.

Material a (K1)
Aluminio 2.4x107°
Cobre 1.7x10°
Aco 1.2x107°
Vidro 0.4-0.9x10°°
Quartzo 0.04x10°°

Exemplo 9.2

Uma fita métrica de ago, cujo comprimento a 20 °C é exactamente 50.000 m, é usada
para fazer medi¢bes num dia em que a temperatura é 25 °C. a) Calcular o compri-
mento da fita a 25 °C. b) Se, nas condicoes da alinea a), se medir com a fita métrica
um comprimento de 34.252 m, qual é o verdadeiro valor desse comprimento?

Resolucao:
a) A varia¢do do comprimento da fita é dada por

AL =a L)AT =1.2x107 x50.000x(25-20)=3x10"m
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Donde se segue que o comprimento da fita métrica a 25 °C é
L=L,+AL=50.000+3x10" =50.003m

b) Como vimos na alinea anterior, a 25 °C o comprimento da fita aumentou ligeira-
mente, o que significa que o tamanho das suas divisdes aumentou na mesma pro-
por¢do. Deste modo, os comprimentos medidos com esta fita vao estar subestima-
dos por um factor igual ao factor de dilatagio linear da fita. Logo, o verdadeiro
comprimento vai ser

50.003
50.000

x34.252=34.254 m

Como resultado da variagdo das dimensoes lineares dos corpos, o seu volume também
se altera com a temperatura. Se o volume for V a uma dada temperatura T, entdo se a
temperatura passar a ser T, o volume passara a ser V, + AV, com

AV =BV,AT, (9.4)

onde B é agora o coeficiente de dilatacdo volimica do material de que é feito o corpo,
expresso no SI em K. Tal como antes, este resultado é valido se a variagdo de tempera-
tura AT nao for muito grande, digamos menor que 100 K.

Note-se que os coeficientes a e f de materiais s6lidos estdo relacionados. Considere-se
um cubo de material, de lado L e volume V;; = L}, que sofre uma variagio de tempera-
tura dT; o seu volume vai variar da quantidade

_ar
dT

v

dv =
vy, dL

d—LdT:SLf)dL:SaLf)dT:iiaVodT, (9.5)

V=V,

donde se segue que B = 3a. Em geral, os coeficientes de dilatagdo voltimica dos liquidos
sdo maiores que os dos sélidos.

9.8. Mecanismos de transferéncia de calor

Quando se coloca um corpo A em contacto com um outro corpo B a temperatura mais
alta (por exemplo, uma colher fria numa chavena de café quente) o corpo A aquece e o
corpo B arrefece. O que causa estas variacdes de temperatura é essencialmente uma
transferéncia de energia de um corpo para outro. Se esta transferéncia se dever exclusi-
vamente a diferenca de temperatura entre os dois corpos, diz-se que a energia é transfe-
rida sob a forma de calor. Note-se que o calor, assim definido, é energia em transito e
ndo pertence a nenhum dos corpos, ao contrario da temperatura, que caracteriza um
dado corpo. Podemos fazer variar a temperatura de um corpo retirando-lhe ou fornecendo-
-lhe energia sob a forma de calor. Diz-se, por abuso de linguagem, que podemos variar
a temperatura de um corpo retirando-lhe ou fornecendo-lhe calor.
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Existem trés mecanismos de transferéncia de calor entre corpos: conducdo, convecgiao
e irradiacdo, que passamos agora a estudar.

9.8.1. Conducao
A condugao de calor ocorre quando os dois corpos a temperaturas diferentes estio em
contacto. Uma descri¢io microscopica simplificada da condugio € a seguinte: as parti-
culas (atomos, moléculas ou ides) que constituem o corpo mais quente tém maior energia
cinética que as do corpo mais frio. Ao serem colocados em contacto os dois corpos, as
particulas do corpo mais quente interagem com (atraem e repelem) as do corpo mais frio,
transmitindo-lhes parte desta energia cinética. Se, além disso, os electrdes dos dtomos
que constituem os corpos estiverem fracamente ligados aos nucleos (electroes “livres”),
como € o caso nos metais, o calor também pode ser transmitido através do movimento
desses electroes, razao pela qual os metais sao bons condutores de calor (além de o serem
de electricidade, pela mesma razdo).

O fluxo de calor H (calor transferido por unidade de tempo) entre dois corpos A e B,
as temperaturas T, e T, respectivamente, com T, > T,, em contacto através de um ter-
ceiro corpo (vide figura 9.1), é dado pela lei de Fourier:

Hza;—?:kS%, (9.6)

Corpo de contacto de

' secgdo transversal S

/e A
—
1 1
v
L
Corpo a temperatura Corpo a temperatura
mais elevada mais baixa

Figura 9.1. Transferéncia de calor por condugao através de um corpo de contacto que liga os
corpos A e B a temperaturas diferentes (supostas constantes): neste caso, T, > T, e é transferido
calor de A para B.

onde S é a drea da sec¢do transversal do corpo de contacto entre os dois corpos e L é o
seu comprimento’. A constante de proporcionalidade & mede a facilidade com que o
calor transita de um corpo para o outro e diz-se a condutividade térmica do corpo de
contacto. As unidades ST de H sdo J s' = W, logo as de k sio W K'! m™. Bons condutores
de calor terdo valores elevados da condutividade térmica. A tabela 9.3 colige as condu-
tividades de alguns materiais.

7* Repare-se que a lei de Fourier nesta forma s6 é valida se as temperaturas dos dois corpos em contacto
permanecerem constantes, o que nio é verdade em muitas situagoes praticas. O caso mais geral esta fora do
ambito deste curso.
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Tabela 9.3. Condutividades térmicas de alguns materiais.

Material k (WK"'m™)

Aluminio 205.0
Cobre 385.0
Prata 406.0
Betao 0.8

Cortiga 0.04
Gelo 1.6

Ar 0.024
Hidrogénio 0.14

9.8.2. Conveccao

Convecgdo é a transferéncia de calor por intermédio de um fluido que circula entre os
dois corpos a temperaturas diferentes (que podem inclusivamente ser duas outras por-
¢coes do mesmo, ou de outro, fluido). Se a convec¢ao for causada por diferencas de
densidade devidas a expansio térmica do fluido, temos conveccio livre, se for devida a
um agente exterior, por exemplo uma bomba de dgua, a convecgao diz-se forcada. Ao
contrario do que sucede com a condugio e irradiacdo, a convecgdo é um mecanismo de
transferéncia de calor que envolve sempre transporte de matéria e, portanto, s6 ocorre
em liquidos ou gases.

A convecgdo desempenha um papel extremamente importante tanto na natureza
como em aplicacdes industriais. O tempo (meteoroldgico) é determinado, em grande
medida, pela convecgdo livre na atmosfera. Tomemos como exemplo simples a forma-
¢do da brisa maritima e da brisa terrestre. Nas regioes costeiras, durante o dia a terra
aquece mais do que o mar (devido ao facto de o calor especifico da dgua ser muito
elevado), logo o ar junto ao solo estd a temperatura mais alta do que o ar junto a
superficie do mar. O ar mais quente é menos denso, por isso flutua no ar menos quen-
te (portanto mais denso) a sua volta e sobe na atmosfera. Resulta daqui uma pressdo
atmosférica menor sobre a terra do que sobre o mar, o que leva a que sopre uma bri-
sa do mar para a terra: a chamada brisa maritima. Durante a noite a situagio inverte-
-se: a terra arrefece mais rapidamente do que o mar e a brisa terrestre sopra da terra
para o mar.

Outros exemplos sdo a manutenc¢do do balanco térmico global do planeta pela con-
veccdo nos oceanos, € da temperatura do corpo humano pela convecgdo for¢ada do
sangue (em que a bomba é o coragido). A convecgao forgada é igualmente crucial em
aparelhos como sistemas de aquecimento a dgua e motores de combustdo interna.

A convecgdo é um fendmeno muito complexo e a sua modelagao matematica é extre-
mamente dificil., uma vez que depende de multiplas varidveis como as propriedades
térmicas e de escoamento do fluido, bem como a composi¢io, temperatura e geometria
dos corpos entre os quais € transferido calor. Um tratamento simples da convecgio que
escamoteia todas estas dificuldades consiste em considerar o fluxo de calor entre um
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solido de area S e um fluido que com ele se encontra em contacto. Verifica-se experimen-
talmente que

d

=% _cs(r-1), (9.7)
da <V

onde T e T, sdo, respectivamente, as temperaturas do sélido e do fluido (supostas cons-

tantes), e C_¢€ o coeficiente de convec¢io, que necessita de ser determinado, experimental

ou numericamente, em cada caso de interesse. As unidades de C_no Sl sdo J s’ m? K.

9.8.3. Irradiacao
Irradiacdo € a transferéncia de calor entre corpos que ndo se encontram em contacto,
sem necessidade de qualquer meio material interveniente, e devida a radiagio electro-
magnética emitida pelos corpos. E gracas a irradiacdo que nos chega o calor do Sol.
Todos os corpos que se encontram a temperaturas acima do zero absoluto emitem (“ir-
radiam”) radiacao electromagnética, cuja composi¢ao depende da temperatura do emis-
sor: a temperatura ambiente, a maior parte desta radiacdo é no dominio do infraverme-
lho e, portanto, invisivel”. A resisténcia de uma torradeira, a cerca de 800 °C, ja emite
no vermelho, ao passo que a superficie do Sol, a cerca de 6000 °C, emite principalmente
no amarelo. O fluxo de calor irradiado por um corpo de area superficial S a temperatu-
ra absoluta T (em kelvin!) é dado pela lei de Stefan-Boltzmann:

H:d—Q:eS0T4, (9.8)

dt

onde e é um paridmetro adimensional chamado emissividade (0 < e < 1), e 6 é a constan-
te de Stefan—Boltzmann cujo valor no SI é 5.670400x10* W m2 K. Note-se que o fluxo
de calor irradiado aumenta com a quarta poténcia da temperatura absoluta do corpo
irradiante, ou seja, cresce muito rapidamente com o aumento da temperatura.

Exemplo 9.3

Calcular a 4rea do filamento de uma lampada de incandescéncia de 150 W, sabendo
que a sua emissividade é 0.35 e que a sua temperatura de funcionamento é 2450 K,
admitindo que toda a poténcia da lampada corresponde a radiagio emitida.

Resolucao:

Este problema trata de transferéncia de calor por irradiacdo. Utilizando a lei de Stefan-
-Boltzmann e identificando a poténcia da limpada com o fluxo de calor irradiado,
tem-se

H=eSoT* = 150=0.35x8x5.670400x 107 x 2450* <

< 5=21%x10" m* =2.1cm?.

75 £ o caso, por exemplo, da maior parte da radiacio emitida pela Terra, que tem uma temperatura média
de cerca de 15 °C.
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Um corpo cuja emissividade € igual a 1 diz-se um emissor perfeito. A lei de Stefan-
-Boltzmann afirma, entdo, que o fluxo de calor irradiado por um dado corpo é dada pela
sua emissividade a multiplicar pelo fluxo de calor que seria irradiado por um emissor
perfeito com a mesma 4rea e 4 mesma temperatura — resultado este conhecido por lei de
Kirchhoff.

Por conservacdo de energia, um emissor perfeito tem de ser também um receptor
perfeito para que possa estar em equilibrio a uma dada temperatura. Mais geralmente,
qualquer corpo tem de ser igualmente bom emissor e receptor de energia electromagné-
tica. O emissor/receptor perfeito é conhecido por corpo negro (por absorver toda a luz
que nele incide). E por esta razio que pode ser desconfortavel vestir roupas de cores
escuras no verdo: na auséncia de vento, ou seja sem fendmenos de convec¢do associados:
as roupas escuras absorvem grande parte da radiacdo que nelas incide e voltam a emiti-
-la em todas as direc¢des, sendo que aproximadamente metade desta emissao é dirigida
a0 nosso corpo, fazendo-nos “sentir calor”.

O corpo negro ocupa um lugar de destaque em Fisica, tendo estado na origem da
Mecanica Quantica — a teoria que descreve o comportamento da matéria ao nivel mi-
croscopico dos dtomos e das moléculas. E possivel deduzir a lei de Stefan-Boltzmann a
partir da lei de Planck da radiacdo do corpo negro’ e assim obter a constante de Stefan-
-Boltzmann em fung¢io das constantes fundamentais da natureza (vide Apéndice 1):

_ 2k

-2 B (9.9)
1513 c2

76 Sobre a lei de Planck da radiagdo o do corpo negro vide, por exemplo, J. P. Casquilho e P. I. C. Teixeira,
Introdugdo a Fisica Estatistica, IST Press, Lisboa, 2011, p. 231.
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PROBLEMAS

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

Imagine que coloca uma garrafa de refrigerante no frigorifico e que a sua tempe-
ratura baixa 10 K. Converta esta variacdo de temperatura:

a) Para °C.
b) Para °F.

Dois copos de dgua, A e B, encontram-se inicialmente 2 mesma temperatura.
Os copos sdo entdo aquecidos, de tal modo que a temperatura do copo A au-
menta 10 °C e a temperatura do copo B aumenta 15 °F. Findo este processo,
qual dos copos se encontra a temperatura absoluta mais elevada? Justifique.

A escala de Rankine é uma outra escala de temperatura absoluta: o zero absoluto
corresponde a zero graus Rankine (0 °R). No entanto, ao contrdrio da escala de
Kelvin, na qual um intervalo de um kelvin é igual a um intervalo de um grau Cel-
sius, na escala de Rankine um intervalo de um grau Rankine é igual a um interva-
lo de um grau Fahrenheit. Determine a temperatura do ponto de fusdo do gelo em
graus Rankine.

Determine a temperatura do zero absoluto:
a) Em °F.
b) Em °Re.

Determine a temperatura que é dada pelo mesmo valor numérico:

a) Nas escalas de Celsius e de Fahrenheit.
b) Nas escalas de Celsius e de Réaumur.
¢) Nas escalas de Kelvin e de Fahrenheit.

Um fio metélico tem comprimento 1.50 m a 20.0 °C. Quando o fio é aquecido a
420.0 °C, o seu comprimento aumenta 1.90 cm. Determine o coeficiente de dila-
tagao linear do material de que é feito o fio.

Um rebite de aluminio utilizado na industria aerondutica destina-se a ser intro-
duzido num orificio de diametro 4.500 mm. Para assegurar que o rebite nio fica
solto, 0 mesmo é produzido com um didmetro superior ao do orificio e em se-
guida feito contrair mergulhando-o em didéxido de carbono sélido. Se o rebite
entrar a justa no orificio a temperatura de -78 °C, qual devera ser o seu didmetro
a temperatura de 20 °C? Dado: o coeficiente de dilatagio linear do aluminio é
a, = 2.4x10° °C".

Enche-se completamente um recipiente de vidro, de 100 cm® de capacidade, com
mercurio, a temperatura de 20 °C. Em seguida, eleva-se a temperatura do recipien-
te até 100 °C. Qual é o volume de mercirio que vai extravasar do recipiente?
Dados: o coeficiente de dilatacio volumica do mercurio é By, = 18x10° °Cle o
coeficiente de dilatagao volimica do vidro é £, = 1.2x107 °C..
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9.10.

9.11.

9.12.

9.13.

9.14.

FISICA - UMA INTRODUCAOQ

Uma haste de ago com 50.0 cm de comprimento e sec¢do recta circular liga um
forno a 350 °C a um reservatério de dgua em ebuli¢do (a pressio de 1 atm).
Qual devera ser o diametro da haste para que o fluxo de calor que a percorre seja
100 J/s? Dado: a condutividade térmica do ago € k, = 50.2 W m™" K.

Uma geleira de esferovite tem drea total de 0.80 m? e paredes de espessura 2.0 cm.
Se a geleira estiver cheia de gelo em fusdo, qual sera o fluxo de calor através das
suas paredes num dia em que a temperatura exterior é 25 °C? Dado: a condutivi-
dade térmica da esferovite € k= 0.010 W m* K.

A parede exterior de uma casa é composta por uma placa de espuma de poliure-
tano (lado de dentro) de espessura 2.5 ¢cm, colada a uma placa de madeira (lado
de fora) de espessura 3.0 cm. Se o interior da casa estiver a 20 °C e o exterior a
-10 °C, determine:

a) A temperatura no plano de juncdo entre as duas placas que cons-tituem a pa-
rede.
b) O fluxo de calor, por unidade de area, através da parede.

Dados: a condutividade térmica da madeira é k, , =0.080 W m" K™ e a conduti-
vidade térmica da espuma de poliuretano € k,, = 0.028 W m" K.

Uma placa fina de metal tem uma superficie exposta a luz solar, que a aquece até
uma temperatura de 60 °C. Determine of fluxo de calor, por unidade de area, da
placa para o meio ambiente, que se encontra a 20 °C:

a) Por convecgao.

b) Por irradiacio.

Dados: a emissividade da placa é e = 0.5 e o coeficiente de conveccao entre essa
superficie e o ar ¢ C_= 50 W' °C".

Sabendo que a drea total de um ser humano médio é 1.20 m?, calcule a poténcia
irradiada por um corpo humano com temperatura superficial de 30 °C. Compare
com a poténcia que o mesmo ser humano recebe do ambiente, igualmente por ir-
radiacdo, se a temperatura ambiente for 10 °C. Tome para a emissividade, tanto
do ser humano como do ar, o valor e = 1.

Sabendo que o Sol irradia calor a taxa de 3.828x10%* W e que a temperatura a sua
superficie é 5800 K, estime o raio desta estrela. Tome para a emissividade do Sol
o valor e = 1.
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CAPITULO 10

EQUACOES DE ESTADO E
PROPRIEDADES TERMICAS DA MATERIA

As propriedades térmicas da matéria descrevem o modo como os sistemas reagem a
trocas de energia. Podemos estuda-las ao nivel macroscépico — de que modo estio rela-
cionadas as propriedades de larga escala da matéria, como o volume, a pressao e a tem-
peratura — ou ao nivel microscépico — quais sdo as velocidades, momentos lineares e
energias cinéticas das particulas que constituem a matéria. Reveste-se de especial interes-
se relacionar as duas descri¢cdes, macroscopica e microscopica; por exemplo, como é que
movimentos moleculares desordenados ddo origem a pressido ou a variagdo de volume
de um corpo ao ser aquecido? Tudo isto comegaremos a estudar no presente capitulo.

10.1. Variaveis de estado e equacodes de estado

Como anteriormente se referiu, o estado termodinimico de uma determinado sistema é
descrito quantitativamente pelo conjunto dos valores das suas propriedades, como sio,
por exemplo, o seu volume, pressdo, temperatura, composi¢cao e quantidade total de
matéria que o constitui. Chama-se a estas grandezas macroscopicas varidveis de estado.

Vale a pena definir mais cuidadosamente algumas variaveis de estado frequentemen-
te utilizadas. No capitulo anterior, encontramos a temperatura, que é essencialmente uma
medida de se dois sistemas estdo, ou nao, em equilibrio térmico; se o estiverem, as suas
temperaturas sdao iguais e nao havera transferéncia de calor de um para o outro se os
dois forem colocados em contacto. Veremos adiante qual o significado microscopico da
temperatura.

O volume de um sistema, V, é o espago por ele ocupado. No caso de um gas, serd o
volume do recipiente que o contém.

A pressdo de um sistema, p, é o valor da forga por ele exercida sobre outro sistema,
na direc¢do perpendicular a da superficie de contacto entre os dois sistemas, dividida
pela drea dessa superficie de contacto. Por exemplo, no caso de um baldo cheio de gas,
a pressdao do gas no baldo serd igual ao valor da forca que o gas exerce sobre o balio (e
o faz ficar esticado) a dividir pela drea do balao. A pressao é uma grandeza escalar com
dimensodes de forca por unidade de 4rea: no SI a sua unidade é o pascal (Pa): 1 Pa = 1IN m=.
E, porém, comum utilizar outras unidades de pressio, como sejam a atmosfera (atm), o
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milimetro de mercirio (mmHg) ou o bar. Os factores de conversio entre as unidades de
pressao referidas encontram-se listados na tabela 10.1. A pressdo estd para o equilibrio
mecanico como a temperatura estd para o equilibrio térmico: dois sistemas a mesma
pressdo, colocados em contacto, realizam trabalho total nulo um sobre o outro.

Tabela 10.1. Factores de conversido entre algumas unidades de pressio.

Pressao Pa atm mmHg bar
1Pa 1 9.869x10° 7.501x107 10°
1 atm 101325 1 760 1.0132
1 mm Hg 133.32 1.316x103 1 1.333x1073
1 bar 10° 0.98692 750.064 1

A quantidade de matéria de um sistema, n, é dada pelo nimero de moles de particu-
las (dtomos, moléculas ou ides) que o constituem. Recorde-se que 1 mole de particulas
contém um numero de particulas igual ao nimero de Avogadro, N, = 6.022x10* mol™.
A relagio entre o numero de particulas de um sistema, N, e nimero de moles de parti-
culas que o constituem é 7= N/N,.

A massa molar de uma substancia, M, é a massa de uma mole de particulas que cons-
tituem a substancia. Verifica-se, portanto, M = m N , com 7 a massa de uma particula
da substancia.

Note-se que os valores das varidveis de estado de um dado sistema nio sio todos
independentes entre si. Por exemplo, se aumentarmos a temperatura de uma garrafa de
oxigénio a sua pressao também aumentara. O nimero necessario e suficiente de variaveis
de estado independentes para caracterizar o estado termodinidmico de um sistema depen-
de da complexidade do sistema, mas é em geral muito reduzido. O nimero de varidveis
de estado independentes que permitem descrever completamente o estado termodinami-
co de um sistema € determinado pela regra das fases de Gibbs,

v=c+2-f, (10.1)

onde v representa o numero de varidveis de estado independentes, ¢ o numero de cons-
tituintes ou espécies quimicas distintas que formam o sistema e f o numero de fases
presentes. No caso de um sistema simples constituido por um gds puro e homogéneo o
numero de varidveis de estado independentes é, pela regra das fases de Gibbs, apenas
duas. Podemos escolher neste caso, por exemplo, a pressao e a temperatura como varia-
veis de estado independentes e considerar o volume, bem como todas as restantes gran-
dezas termodinamicas, fun¢des da pressao e da temperatura. Naturalmente que a escolha
das duas varidveis de estado independentes para o estudo deste sistema simples poderia
ter sido outra. Por exemplo, a temperatura e o volume.

Uma relacdo funcional entre as variaveis de estado de um determinado material
diz-se a equacdo de estado do material. As equacdes de estado podem ser determi-
nadas empiricamente, isto é, a partir de medi¢Oes experimentais das varidveis de
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estado, ou entdo deduzidas matematicamente a partir de modelos microscopicos
desse material.

10.1.1. Equacao de estado dos gases ideais

Talvez a equacido de estado mais simples de todas seja a chamada equagio de estado dos
gases ideais, que foi descoberta a partir de medi¢oes efectuadas sobre gases a baixas
densidades. Baseia-se nos seguintes factos experimentais:

i. Se mantivermos constantes a pressao e a temperatura de um gas (por exemplo,
encerrando uma determinada massa de gas num cilindro em contacto com um
reservatorio de temperatura), entdo o volume do gds é directamente proporcio-
nal ao nimero # de moles de moléculas (logo ao namero N de moléculas) pre-
sentes no gas (lei de Avogadro):

_m (10.2)

ii. Se mantivermos a temperatura e o numero de moles de moléculas do gas cons-
tantes, o volume do gds é inversamente proporcional a sua pressio (lei de Boyle):

,_n
—=— < plV=pl. (10.3)
noop
iii. Se mantivermos a pressdao e o nimero de moles de moléculas do gas constantes,
o volume do gés é directamente proporcional a sua temperatura absoluta (lei de
Charles-Gay Lussac):
V. T
AR (10.4)
oL
iv. Se mantivermos o volume e o numero de moles de moléculas do gis constantes,
a pressao do gas € directamente proporcional a sua temperatura absoluta (lei de
Amontons):

T
%:7& (10.5)
2 2

Estes quatro resultados podem ser resumidos na relacdo seguinte:
pV =nRT, (10.6)

com R a chamada constante dos gases ideais cujo valor no SI é R = 8.3144626 ] mol!' K.
A equacgao (10.6) é conhecida por equacdo de estado dos gases ideais. Define-se opera-
cionalmente um gas ideal (por vezes chamado gds perfeito) como um gas que satisfaz esta
equacgio. A baixas pressoes e temperaturas elevadas (muito acima do ponto de conden-
sagio), todos os gases se comportam, pelo menos aproximadamente, como gases ideais.
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Exemplo 10.1

Considere um recipiente cheio de nitrogénio nas chamadas condicées de temperatura
e pressdo normais (0 °C e 1 atm). Nestas condi¢des, o nitrogénio comporta-se como
um gas ideal. Determinar: a) o volume do recipiente para que contenha exactamente
uma mole de moléculas de nitrogénio; b) A pressido do nitrogénio, se a sua tempera-
tura se elevar para 40 °C; ¢) A massa volimica do nitrogénio, em g cm?, nas condicoes
da alinea b). Dado: MNz =28.0 g mol™.

Resolucdo:
a) Da equagao de estado dos gases ideais vem (nao esquecendo de converter a tem-
peratura de °C para K e a pressdo de atm para Pa):

_ nRT 1x8.314472x273.15

TREMT =2.24x10"m’.
p .

V

b) Utilizando o resultado da alinea anterior, tem-se (mais uma vez, ndo esquecendo
de converter a temperatura de °C para K)

_ nRT 1x8.314472x313.15

% YT =1.161x10’Pa.
. X

c) No volume V' =2.24x107m’ =2.24x10*cm’ existe uma mole de moléculas de
gas, com massa 28.0 g. Logo a massa volumica do nitrogénio é
28.0

=————=125x10"gem".

_m
p Vo 2.24x10*

10.1.2. Equacao de estado de Van der Waals

A equacgao de estado do gds ideal pode ser deduzida de um modelo microscépico muito
simples no qual se supde que as particulas constituintes do gas sdo pontuais e ndo intera-
gem entre si. Como vimos, esta equac¢do descreve razoavelmente bem o comportamento
dos gases e suas misturas a baixas densidades e/ou altas temperaturas (por exemplo, o ar
a temperatura e pressio ambientes). Esta equacdo prevé, porém, que, se se aumentar in-
definidamente a pressdo a que estd sujeito um gas, o seu volume diminuird também inde-
finidamente, o que, claro estd, ndo € realista, uma vez que as moléculas constituintes dos
gases reais ocupam volume — ndo sio pontuais. Seja entdo V, o volume total ocupado
pelas 7 moles de moléculas de um gds contido no volume V. Claramente este volume vai
ser directamente proporcional ao nimero de moles, i.e., V. o« 7. Se for b a constante de
proporcionalidade, o volume acessivel é, portanto, V-V =V —nb, e é este volume que
deve substituir V na equagio de estado. Por outro lado, as forgas atractivas entre as mo-
léculas levam a uma diminui¢ao Ap da pressao que o gas exerce sobre as paredes do reci-
piente, diminui¢do esta devida ao menor momento linear de cada molécula e ao menor
numero de colisdes das moléculas com as paredes. Se supusermos que cada uma destas
contribui¢des é proporcional a densidade, vird que Ap « (N/V)?. Tomando a constante de
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proporcionalidade como sendo a/ N3, tem-se Ap =(a/N2)N/V)* =an’/V?*. Subtrain-
do Ap a p, obtém-se a equacdo de estado de Van der Waals:

nRT  an® an’
T o p+7 (V —nb)=nRT, (10.7)
-n

p =
onde as constantes a e b sdo caracteristicas de cada gas”’.

Se agora tracarmos as isotérmicas de Van der Waals, ou seja, o grafico de p em funcdo
de V desta equacgdo a uma série de temperaturas T (vide figura 10.1), verificaremos que,
a altas temperaturas, estas sdo semelhantes as da equacdo do gas ideal. Existe, porém, uma
temperatura T — dita temperatura critica — abaixo da qual a curva p(V) tem um ponto de
inflexdo. A temperaturas inferiores a T, a variagao de p com V deixa de ser mon6tona
decrescente — passa a existir um intervalo de V em que p aumenta com o aumento de V
— ou seja, em que a compressibilidade do gas (grandeza esta definida adiante) é negativa.
Este intervalo interpreta-se como correspondendo a regido de coexisténcia de uma fase
gasosa (com V maior, logo densidade mais baixa) e uma fase liquida (com V menor, logo
densidade mais elevada).

=
v

Ve

A v, v

Figura 10.1. Isotérmicas de um gas de Van der Waals. Abaixo da temperatura critica T, as isotér-
micas apresentam uma inversio de declive que ndo é fisica, uma vez que corresponde a uma
compressibilidade negativa.

A equagao de estado de Van der Waals pode ser deduzida rigorosamente pelos méto-
dos da Fisica Estatistica. A dedugio é muito simples se admitirmos que as moléculas do
gas se repelem, a curtas distancias, como se fossem esferas rigidas (potencial repulsivo
isotropico e infinitamente ingreme), e que cada particula se comporta como se sujeita a
um potencial atractivo presente em todo o espaco e devido a todas as outras moléculas
(aproximacdo de campo médio).

A equagio de estado de Van der Waals ndo descreve quantitativamente bem a con-
densagdo dos gases reais. O seu mérito estd em esclarecer o mecanismo qualitativo do

77 A equagido (10.7) com a = 0, ou seja incorporando apenas as repulsdes entre moléculas, é conhecida
por equacdo de estado de Clausius.
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fenémeno da condensacao, ao colocar em evidéncia os diferentes papéis desempenhados
por repulsdes e atracgdes entre moléculas. No raciocinio utilizado, esta implicita a supo-
sicao de que o alcance das atrac¢oes é muito maior do que o das repulsdes, o que é
verdade na maior parte dos sistemas atémicos e moleculares (com a possivel excepgio
do buckminster-fullereno).

Graficos da pressiao de uma substincia em fun¢do do seu volume a temperatura cons-
tante, como os que constam da figura, constituem um diagrama p-V. Como veremos
adiante, estes diagramas sao particularmente tteis em Termodinamica. A drea compreen-
dida entre uma qualquer curva num diagrama p-V (mesmo que nio seja uma curva
isotérmica) e o eixo horizontal, para um dado intervalo de volumes, representa o traba-
lho realizado pelo sistema durante a variagdo de volume correspondente.

10.2. Propriedades moleculares da matéria

A matéria é constituida por particulas (dtomos ou moléculas) que interagem entre si (vide
figura 10.2). A muito curtas distancias, esta interac¢ao € repulsiva e impede que duas
particulas se sobreponham. A longas distancias, a interac¢do € atractiva e de origem elec-
trostatica — deve-se a forgas entre dipolos permanentes e/ou induzidos. O sélido é a fase
estavel a baixas temperaturas e densidades elevadas: o potencial de interaccao tem um
minimo para uma distincia bem definida entre duas particulas, logo a energia potencial
total serd minima se as particulas estiverem dispostas num arranjo espacial periddico,
perfeitamente regular — o solido ideal. Como esta distancia preferencial é da ordem das
dimensdes das particulas, tem-se que o solido é uma fase de alta densidade. De modo
andlogo se conclui que o gés € a fase estavel a altas temperaturas e baixas densidades, as
quais a energia de interac¢ao entre particulas é desprezdvel e a agitagao térmica é maxima.

¢ ()

@¢(r) > 0 quandor —
¢ (r) > o quandor — 0

Vnin

¢min

Figura 10.2. Forma genérica da energia potencial de interac¢ao ¢ () entre particulas constituintes
da matéria. A energia potencial é positiva para distancias curtas (r < d) e negativa para distancias
superiores, tendendo para zero quando 7 — . Tem um valor minimo, ¢ . , quando a distancia
entre duas particulas é r = 7. A forga de interacgdo é igual ao simétrico do gradiente da energia
potencial, F(r)=-V¢(r), logo é uma forca repulsiva para r<r,, e atractiva para r>r,, .

n
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E quanto ao liquido? Claramente, trata-se de uma fase intermédia entre o sélido e o
gds, na qual a energia interna’® e a agita¢do térmica tém pesos comparaveis. Ou seja, o
liquido resulta de um equilibrio delicado entre o “cardcter s6lido” e o “caracter gasoso”,
o que explica as suas singularidade e raridade: os liquidos sdo compactos (como os s6-
lidos), mas desordenados (como os gases).

10.3. Modelo cinético-molecular de um gas ideal

A finalidade de qualquer teoria molecular é deduzir as propriedades macroscopicas da
matéria a partir da sua estrutura atdmica ou molecular. Isto é muito 1util porque nos
permite ndo s6 compreender o que ja existe, como conceber novas substancias com
comportamentos desejdveis, sem ter de ir por tentativa e erro.

Na pratica, uma teoria aplica-se sempre a um determinado modelo do material que
pretendemos estudar. Um modelo é uma idealizacao — uma “caricatura” da realidade que
preserva 0 que cremos serem as caracteristicas essenciais do sistema sob estudo, mas
deixando de fora complicacoes supérfluas. Claro que saber, em cada situagao, o que é
“essencial” e o que é “supérfluo” nido é facil, pelo que a constru¢io de modelos com
éxito nao € tarefa simples...

Comecemos com o modelo mais simples de todos, o gas ideal, que passamos a des-
crever em mais pormenor. Seja entdo um recipiente de volume V contendo N moléculas
de gés ideal, cada uma com massa 7.

1. As moléculas sdo supostas pontuais: as suas dimensées sio muito mais pequenas
do que as dimensoes lineares do recipiente e do que a distincia média entre
moléculas.

2. As moléculas estio em movimento permanente devido a agitagao térmica, mo-
vimento este governado pelas leis de Newton. Ocasionalmente, colidem com as
paredes do recipiente: estas colisdes sdo sempre eldsticas.

3. As paredes do recipiente siao perfeitamente rigidas e inamoviveis, tendo massa
infinita (na prdatica, muito maior do que a soma das massas das moléculas do

gas).

Da suposicido 2 resulta que, quando uma molécula colide com a parede, as componentes
da sua velocidade paralelas a parede mantém-se inalteradas, e apenas a componente
perpendicular a parede muda de sinal, mas ndo de valor. Consideremos, entio, uma
parede situada no plano Oyz e uma molécula que dela se aproxima vinda do lado posi-
tivo do eixo Ox: ao dar-se a colisdo, v, € v, mantém-se inalteradas e -l v_| — | v_|. Entao,
nesta colisdao, o valor da componente x do momento linear da molécula sofre uma va-

78 Energia associada as interac¢des entre as particulas constituinte da matéria. Serd definida mais
rigorosamente no capitulo 11.
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riagio Ap_=mlv_|-(-mlv_l)=2mlv_|. Desprezando a forca gravitica, esta variagao
do valor do momento linear vai ser igual ao valor do impulso sofrido pela molécula. Se
for F o valor da forga exercida pela parede sobre a molécula durante um intervalo de
tempo dt durante o qual se dd uma colisdo, ter-se-4 que

Fdt=2m

v]. (10.8)
Note-se que, pela terceira lei de Newton, F é igualmente a intensidade da forga exer-
cida pela molécula ao colidir com a parede. O valor do impulso total exercido pelo
gas sobre a parede do recipiente no intervalo de tempo dt serd, entdo, a soma dos
impulsos comunicados a parede por todas as moléculas do gas que com ela colidem
nesse intervalo de tempo. Supondo, para simplificar, que todas as moléculas tém a
mesma componente da velocidade, v, entido s6 poderao colidir com a parede no in-
tervalo de tempo dt as moléculas situadas numa camada de espessura | v_| dt situada
junto a parede. Destas, poderdo colidir com uma drea S da parede todas as que se
encontrarem, no inicio do intervalo d¢, num volume S | v_| dt junto a parede (vide fi-
gura 10.3).

volume S |v,| dt

Figura 10.3. Para que uma molécula com componente v, da sua veloci-dade perpendicularmente
a parede colida com uma regido da parede, de drea S, num intervalo de tempo dt, tem de, no
inicio do intervalo de tempo dt estar contida num volume § lv | dt junto a parede.

Como o numero de moléculas por unidade de volume (suposto uniforme no recipien-
te) ¢ N /V, o nimero de moléculas no volume S lv | dt é (N /V) S v | dt, mas destas s6
cerca de metade atingem a parede, porque, de todas as moléculas contidas neste volume,
cerca de metade aproximam-se da parede e cerca de metade afastam-se. Assim sendo, o
impulso total transmitido a parede pelas colisdes moleculares, no intervalo de tempo dt,
¢ (em valor absoluto)

2
F,Wdt=%x%5|vx|dtx2mlvx| & F,, =5 (10.9)

total —
V
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A forga por unidade de area, ou seja, a pressao exercida pelo gds na parede do recipien-
te, vira entao
F Nmv?
p=—td = ——x (10.10)
S 14
Supusemos atrds que todas as moléculas que embatem na drea S da parede tém a
mesma componente v, da velocidade perpendicular a parede. Obviamente isto nao é
. .. 2 .. 2 .
verdade, por isso devemos substituir v, pelo seu valor médio <v; >. Finalmente, notemos
que

V=iVl 4yl = P> =<yl >+ <y >+ <l > & 3y >, (10.11)

onde a ultima igualdade (aproximada) resulta de ndo haver direcgdes preferenciais de
movimento. Juntando tudo isto, obtém-se, finalmente, que

_ Nm <v* >

10.12
K14 { )

1 2 (1 2
P pV =—Nm <v2>=—N(—m <V’ >j=—K
3 3 \2

3 trans >

onde K, é a energia cinética média de translacao de todas as moléculas que constituem

trans

o gas. Comparando este resultado com a equagdo dos gases ideais, vem que

K =%nRT. (10.13)

trans

Ou seja, a energia cinética média de transla¢iao de #» moles de moléculas de um gas ideal
¢ directamente proporcional a sua temperatura absoluta. Por outras palavras, a tempe-
ratura de um gds ideal estd relacionada com a (é directamente proporcional a) energia
cinética das moléculas do gas. A energia cinética média de translagao por molécula é,
entao,

K 3R 3 1

— = = — T ==f,T =—m<v*>, (10.14)

nN, 2N, 2 2
a qual depende apenas da temperatura, e ndo do volume ou do nimero de moléculas
presentes, ou até da massa das moléculas. k, = R/N, ¢ a chamada constante de Boltzmann
cujo valor no SI é k, = 1.381x10 J K, constante esta que nos permite escrever a equa-
¢ao dos gases ideais na forma alternativa:

N
pV =nRT =—k,N,T = Nk,T. (10.15)

A

Finalmente, podemos utilizar o resultado acima para definir uma velocidade eficaz ou
velocidade quadrdtica média das moléculas de um gas ideal:

EkBTzlm P> =y, =y <> = /%—BT= /Ml, (10.16)
2 2 m M
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onde M = m N, ¢, recorde-se, a massa molar do gas. Vemos assim que, embora num gas
ideal a energia cinética média das moléculas apenas dependa da temperatura, o mesmo
ja nao se passa com a sua velocidade, a qual depende também da sua massa: particulas
mais leves movem-se mais rapidamente, como seria de esperar.

Exemplo 10.2

Determinar a temperatura a qual a velocidade quadratica média das moléculas de
oxigénio € igual a das moléculas de hidrogénio a 10 °C. Dados: M,, = 32.0 g mol™ e
M, = 2.0 g mol.

Resolucdo:
Supondo que o oxigénio e o hidrogénio se comportam como gases ideais e utilizando
a expressao (10.16) para v, , tem-se

RT, RT,
vrms (02):Vr'ms (HZ) = M : :]‘1_H~ g
o, H
M
o I, =—2=T, _ 320, 983.15-45304K.
©oM, M 2.0

10.4. Calor especifico

Verifica-se experimentalmente que a quantidade de calor O necessaria para elevar a tempe-
ratura de um corpo de uma temperatura inicial T, a uma temperatura final T, é aproxima-
damente proporcional a diferenga de temperaturas, AT = T, — T, e a massa do corpo, 7. O
que é natural: levar uma panela de dgua da temperatura ambiente até a temperatura de
ebulicao requer mais calor do que ferver apenas um copo de dgua. Tem-se, portanto, que

O =cmAT, (10.17)
onde a constante de proporcionalidade

c= 140 (10.18)
m dT

diz-se o calor especifico da substancia; é uma propriedade intensiva caracteristica da
substdancia de que é feito o corpo e da sua temperatura. O calor especifico de uma
substancia define-se, entdo, como a quantidade de calor necessaria para elevar em
1 K a temperatura de 1 kg dessa substancia; as suas unidades no SI sio, portanto,
J K kgt. Como ilustracao, refira-se que o calor especifico da agua é, aproximadamente,
4186 J K' kg, o que corresponde a 1 cal g'! °C'. Na verdade, a defini¢do de caloria é a
quantidade de calor necesséria para elevar em 1 °C a temperatura de 1 g de agua liquida.
A tabela 10.2 colige os calores especificos de algumas substancias correntes.
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Tabela 10.2. Calores especificos de alguns materiais a 20 °C.

Material Calor especifico (J K* kg?)
Aluminio 910
Cobre 390
Etanol 2428
Sal das cozinhas (NaCl) 879
Chumbo 130
Agua liquida 4186

Por vezes é mais conveniente trabalhar com o nimero de moles de uma substancia
do que com a sua massa. Define-se, assim, o calor especifico molar de uma substancia,
C ,como a quantidade de calor necessdria para elevar de 1 K a temperatura de uma mole
dessa substancia. A relagdo entre c e C € simples:

chmATchﬂﬂchnM:CnAT = C=Mc=ld—Q. (10.19)
M ndT

No caso de gases, ou de outros sistemas que sofram variagoes substanciais de volume
ao variar-se a sua temperatura, é importante distinguir entre os calores especificos a
volume constante ou a pressdo constante: a grandeza que é mantida constante € indica-
da por um indice. Os calores especificos por unidade de massa a volume e pressdao cons-
tante sdo, portanto, designados por ¢, e c,, € os calores especificos molares a volume e
pressdo constante por C, e C, respectivamente.

Consideremos agora um gas ideal a volume constante, de modo que ndo pode
trocar trabalho” com o exterior. Seja dQ a quantidade infinitesimal de calor que é
necessaria fornecer ao gas para que a sua temperatura sofra uma variac¢ao infinitesi-
mal de temperatura dT. Por defini¢do de calor especifico molar a volume constante,
tem-se

dQ=C,ndT. (10.20)
Em consequéncia da variagido de temperatura dT, a energia cinética média das suas mo-

léculas sofrerd também uma variacdo infinitesimal

dK =§anT. (10.21)

trans
2

7 Definiremos “trabalho” no contexto da Termodindmica de modo mais rigoroso no capitulo 11. Por ora,
limitar-nos-emos a notar que um sistema como o que estamos a considerar, composto por um gés encerrado
num recipiente, realiza trabalho sobre a sua vizinhanga (ou a vizinhanga realiza trabalho sobre o sistema)

quando o seu volume varia.
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Como se admitiu que o gds ndo troca trabalho com o exterior, ter-se-a forgosamente que
verificar dQ = dK, . Deste modo, igualando as expressoes (10.20) e (10.21), deduz-se
que o calor especifico molar de um gas ideal a volume constante é

C, =%R =12.47 Jmol 'K, (10.22)

ou seja, € o mesmo para todos os gases ideais. Esta previsdo estd em bom acordo com a
experiéncia para gases monoatomicos, mas nao para outros. Esta discrepancia vem do
facto de termos suposto que toda a energia cinética das moléculas do gas é de natureza
translacional. Todavia, gases compostos por moléculas mais complexas tém igualmente
energias cinéticas rotacional e vibracional, resultantes dos modos rotacionais e vibracio-
nais internos da molécula, logo é necessaria mais energia para produzir uma dada varia-
¢ao da sua temperatura e, portanto, os seus calores especificos molares s3ao maiores do
que os do gds ideal monoatémico. Por exemplo, pode mostrar-se que, para um gds ideal
diatémico, se tem

C, = %R =20.78 Jmol "K' (10.23)

Exemplo 10.3

Dois cubos metilicos, um de aluminio e um de ferro, encontram-se inicialmente a
mesma temperatura. S3o entdo aquecidos, fornecendo-se uma quantidade de calor O
a cada um. Qual dos dois cubos ficara a uma temperatura mais elevada se tiverem:
a) a mesma massa; b) o mesmo volume? Dados: ¢, = 910 ] K' kg, ¢, =470 ] K" kg,
py=27gcm3ep, =7.8gcm’.

Resolucao:

a) Se os dois cubos tiverem a mesma massa, entio AT é maior para o ferro do que
para o aluminio, uma vez que ¢,, > ¢,,. Logo o cubo de ferro tera temperatura final
mais elevada.

b) Se os dois cubos tiverem o mesmo volume, entio a massa do cubo de ferro é
Pr. ! py = 7.87/12.70 = 2.9 vezes superior a massa do cubo de aluminio. Logo, se
designarmos por 7 a massa do cubo de aluminio, teremos que

ATAI :L>ATFe :L
910m 470%2.9m

e, portanto, a temperatura final do cubo de aluminio é mais elevada.
10.5.* Distribuicao de Maxwell-Boltzmann

Como se disse atras, as moléculas de um gas (ideal ou ndo) a uma dada temperatura ndo
tém todas velocidades com o mesmo valor. Para descrever esta situacdo, introduzimos a
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funcdo de distribuicao dos valores da velocidade, f (v). O significado desta funcdo é o
seguinte: se tivermos uma amostra de N moléculas, entdo a frac¢do dessas N moléculas
que tém velocidades de valor compreendido entre v e v + dv é dada por

fv) T, T,<T,<T,

1%

Figura 10.4. Distribui¢ao de Maxwell-Boltzmann das velocidades das moléculas de um gés ideal,
a trés temperaturas diferentes. A baixas temperaturas, a distribui¢do tem um maximo muito pro-
nunciado: a maior parte das moléculas tem velocidades proximas da velocidade mais provavel. A
medida que a temperatura aumenta, a velocidade mais provavel aumenta, mas a altura do méxi-
mo diminui: a temperaturas elevadas, as moléculas tém muitas velocidades diferentes.

dN = N f(v)dbv. (10.24)

Por outras palavras, a probabilidade de que uma molécula tenha um valor da velocidade
compreendido entre v e v + dv é igual a f (v) dv. E possivel mostrar, utilizando os méto-
dos da Fisica Estatistica, que f (v) para um gas ideal é dada pela chamada distribuicdo
de Maxwell-Boltzmann (vide figura 10.4):

32
m 2
V)dv =4 Ve Pl gy (10.25)
e
Com base nesta funcio de distribui¢ao, pode deduzir-se que a velocidade mais provavel
de uma particula, a que corresponde 0 maximo da fung¢ao de distribuicao f (v), é

v,y = 2l (10.26)
m

Por outro lado, a velocidade média das particulas é

( 8k, T 2
<v>=|vf(v)dv= B -~y 10.27
J. f( ) Tm \/; mp ( )

0

e a velocidade quadratica média é

v = <> = _[vzf(v)dv - /3"TBT :\va. (10.28)
0

Esta ultima expressao corresponde ao resultado que obtivemos a partir da energia ciné-

tica de uma molécula.
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PROBLEMAS

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

Uma garrafa de nitrogénio, com capacidade de 20.0 litros, contém 0.90 kg desse
gas, a temperatura de 18 °C.

a) Quantas moles de moléculas de nitrogénio contém a garrafa?
b) Qual é a pressao do nitrogénio na garrafa?

Dado: a massa molar do nitrogénio € M, = 28.0 g mol™.

O hélio é um gds monoatdémico, que a temperaturas nio muito inferiores a tem-
peratura ambiente se comporta como um gas ideal. Calcule:

a) A energia cinética média de um dtomo de hélio a 25 °C.

b) A velocidade quadratica média de um dtomo de hélio a 25 °C.

¢) O impulso que um dtomo de hélio sofre ao colidir elasticamente com a parede
do reservatério onde se encontra, a temperatura de 25 °C, supondo que o ato-
mo de hélio incide perpendicularmente a parede.

Dado: a massa molar do hélio é M,,_ = 4.0 g mol ™.

Uma garrafa cheia de drgon encontra-se nas chamadas condicées de temperatura
e pressdo normais (0 °C e 1 atm). Nestas condi¢oes, o argon, cujas moléculas sdo
monoatdémicas, comporta-se como um gas ideal. Determine:

a) O numero de moles de argon na garrafa, se a sua capacidade for 25 litros.

b) A quantidade de calor necessaria para elevar a temperatura do argon até 60 °C.
c) A pressao do argon contido na garrafa, a temperatura de 60 °C.

d) A massa volumica do drgon nas condi¢des da alinea ¢), em g cm.

Dado: a massa molar do argon é M, =40.0 g mol.

Determine a pressao de uma mole de diéxido de carbono (CO,) contida num re-
cipiente de volume 400 cm? a temperatura de 350 K, utilizando:

a) A equagdo de estado dos gases ideais.
b) A equagio de estado de Van der Waals.

Dados: as constantes de Van der Waals do CO, sio a = 0.364 ] m’ mol* e
b =4.27x10° m® mol™

Considere um gas ideal monoatémico contido num recipiente. Inicialmente, a ve-
locidade quadratica média das moléculas do gas é 200 m s''. Aumenta-se entao a
pressdo e o volume do gas para o dobro dos seus valores iniciais, mantendo cons-
tante o numero de moles de gas presentes. Qual passara a ser a velocidade qua-
dratica média das moléculas do gas?

Duas moles de um gas ideal monoatémico a temperatura de 300 K estao encerra-
das num recipiente ctibico com aresta de comprimento 0.20 m.

a) Qual é o valor da for¢a que o gas exerce sobre uma face do cubo?
b) Quanto tempo demora uma molécula a percorrer a distincia entre duas faces
opostas do cubo? Exprima o resultado em fun¢ao da massa molar M.
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Um corpo homogéneo de massa 200 g recebe uma quantidade de calor igual a
300 cal, em virtude do qual a sua temperatura se eleva de 20 °C para 70 °C.
Determine o calor especifico do corpo.

Considere dois cubos metalicos, um de aluminio e outro de cobre, ambos com
massa 50 g. O cubo de aluminio estd a temperatura ambiente, que admitimos
ser 20 °C. O cubo de cobre é mergulhado em dgua em ebuli¢do e fica a tempe-
ratura de 100 °C. Coloca-se entido os dois cubos em contacto. Admitindo que,
para intervalos de tempo relativamente curtos, os cubos apenas trocam calor
entre si, determine a temperatura de equilibrio que atingem. (Nota: é claro que,
se esperar tempo suficiente, os cubos acabardo por atingir a temperatura am-
biente. Este comentario aplica-se também aos dois problemas seguintes.)

Repita o problema anterior, mas para o caso em que a temperatura inicial do
cubo de aluminio é 100 °C e a do cubo de cobre é 20 °C.

10.10. Considere o cubo de cobre a 100 °C do problema 10.8. Pretende-se arrefecé-lo

mergulhando-o num recipiente com 0.5 kg de um certo liquido. Admitindo que,
para intervalos de tempo relativamente curtos, s6 existem trocas de calor entre o
cubo e o liquido, determine a temperatura de equilibrio do sistema “cubo + liqui-
do”, se o liquido for i) etanol, ij) agua.

10.11. Determine a quantidade de calor necessaria para aumentar em 20.0 K a tempe-

ratura de 3.5 moles de um gds ideal monoatémico, a volume constante.

10.12. Em condi¢oes de tempo muito frio, grande parte do calor perdido pelo corpo

humano é despendido a aquecer o ar que respiramos. No que se segue, admita
que o ar se comporta como um gas ideal, que a temperatura exterior é -20 °C e
que a temperatura do corpo humano é 37 °C.

a) Determine a quantidade de calor necessaria para aquecer 0.5 | de ar (o volume
de uma inspiracdo), inicialmente a temperatura exterior, até a temperatura do
corpo humano.

b) Admitindo que o ar obedece a equacao de estado dos gases ideais, qual passa
a ser o volume de uma inspiragido, uma vez aquecida até a temperatura do
corpo humano, supondo que a pressio e o numero de moléculas permanecem
constantes?

¢) Nas condi¢oes da alinea b), qual é a massa volumica do ar?

d) Se se inspirar 20 vezes por minuto, qual serd o consumo total de calor em 1
hora?

Dados: o calor especifico do ar é ¢, = 1020 J kg"! K! e a massa volimica do ar a
-20°Cép, =13 gdm?,

10.13. Imagine que dispoe de uma chaleira eléctrica para preparar o seu cha.

a) Determine a quantidade de calor necessdria para elevar a temperatura de um
litro de agua de 25 °C até 100 °C.
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b) Se a poténcia da chaleira for 750 W, quanto tempo demorard a 4gua a aquecer,
nas condicoes da alinea anterior?

Dados: o calor especifico da dgua € c;;,, = 4190 J kg K e a sua massa volimica
€ Pryyo = 10° kg m”.

10.14. Uma chdvena de porcelana com massa 120 g encontra-se a temperatura de
20 °C. A chavena é entao enchida com 200 cm?® de café a temperatura de 70 °C.
Determine a temperatura do conjunto “chdvena + café”, desprezando as trocas
de calor entre o conjunto “chdvena + café” e o meio ambiente, e supondo que
a massa volumica e o calor especifico do café sdao iguais aos da dgua. Dados:
o calor especifico da dgua € ¢, = 4190 J kg K'' e a sua massa voldimica €
Pino = 10° kg m?; o calor especifico da porcelana é ¢, = 1085 Jkg' K.
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CAPITULO 11
PRIMEIRA LEI DA TERMODINAMICA

As leis da Termodinamica governam as trocas de energia entre sistemas termodinamicos.
A sua validade muito geral e a sua independéncia da estrutura microscopica da matéria,
tornam-nas extremamente poderosas e uteis na andlise de muitos tipos de problemas,
nao so de Fisica fundamental como na Engenharia e até na Biologia. Neste capitulo
ocupar-nos-emos da primeira lei Termodinamica que, essencialmente, nos diz que a ener-
gia ndo pode ser criada nem destruida.

11.1. Processos termodinamicos

Consideremos como exemplo de um sistema termodinamico o milho de pipocas numa
panela com tampa. Quando a panela é aquecida, é transmitida energia ao milho sob a
forma de calor, por condugio através das paredes da panela. A medida que os grios de
milho se expandem para formar pipocas, sdo violentamente propelidos em todas as di-
recgdes. Alguns deles embatem na tampa da panela, deslocando-a, ou seja, comunicam-
-lhe energia realizando trabalho sobre ela. Um processo como este, em que hd alteragdes
dos valores das varidveis de estado (pressdo, temperatura, etc.) do sistema, diz-se um
processo termodindmico.

Os processos termodindmicos podem ser reversiveis ou irreversiveis. Um processo
reversivel define-se como uma sequéncia de processos infinitesimais que resultam de
variar muito pouco e lentamente os valores das variaveis de estado, e em que cada esta-
do intermédio é um estado de equilibrio. Processos termodinamicos reversiveis sdo, por-
tanto, processos quase-estaticos. Note-se que 0s processos reversiveis assim definidos sao
processos ideais mas dos quais alguns processos termodinamicos reais se podem aproxi-
mar bastante bem. Todos os processos que ndo ocorram de forma quase-estdtica sio
processos irreversiveis. Uma classe particularmente importante de processos termodina-
micos sdo os chamados processos ciclicos, nos quais os estados inicial e final coincidem.
Portanto, num processo ciclico, os valores das varidveis de estado de um sistema nao
sofrem alteracoes.

Um processo termodinamico envolve normalmente trocas de energia entre o sistema e
a vizinhanga. Um sistema pode trocar energia com a vizinhanga sob as formas de calor, Q,
ou trabalho, W. Em Termodindmica, trabalho é um modo de transferir energia que pode
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ser descrito por um pequeno nimero de grandezas macroscopicas, por exemplo a pressao,
o volume, a tensdo e o comprimento. Calor, pelo contrario, ¢ um modo de transferir ener-
gia que esta associado a dinamica dos constituintes microscopicos da matéria. Por outras
palavras, calor € toda a energia em transito que ndo é trabalho.

Importa definir qual é o sinal destas trocas de energia. Adoptaremos a seguinte conven-
¢do, que se esquematiza na figura 11.1: se Q > 0, o sistema recebe calor da vizinhanga (ou
seja, flui energia da vizinhanga para o sistema sob a forma de calor); se W > 0 o sistema
realiza trabalho sobre a vizinhanga (ou seja, flui energia do sistema para a vizinhanga sob
a forma de trabalho). Inversamente, se O < 0, o sistema cede calor a vizinhanga (ou seja,
flui energia do sistema para a vizinhanca sob a forma de calor); e se W < 0 é realizado
trabalho sobre o sistema (ou seja, flui energia da vizinhanca para o sistema sob a forma de
trabalho).

Um sistema que nao troca energia com a sua vizinhanga diz-se um sistema isolado.
Por outro lado, um sistema diz-se fechado se nio trocar matéria com a sua vizinhanga,
caso contrario diz-se aberto.

0>0 0<0

sistema
termodinamico

w<o0 | I w=>0

Figura 11.1. Convengdo para os sinais da energia posta em jogo sob a forma de calor ou de tra-
balho num processo termodinamico. O sentido das setas representa o sentido da troca de energia,
i.e. da vizinhanca para o sistema ou do sistema para a vizinhanca.

11.2. Trabalho realizado em processos termodinamicos

Consideremos, por simplicidade, um sistema termodinamico constituido por um gas
encerrado num cilindro munido de um émbolo mével, representado na figura 11.2%.
Este mecanismo pode encontrar-se, por exemplo, nos motores de combustio interna de
muitos veiculos automoveis ou em bombas de circulacdo de refrigerante em frigorificos.
Suponhamos que o émbolo se desloca muito lentamente de uma distancia dx (escolhe-
mos o eixo Ox dirigido ao longo do eixo do cilindro, logo perpendicular ao émbolo).
Se for p a pressao do gds e S a drea do émbolo, a forga exercida pelo gas sobre o ém-

80 Este célculo conduz ao chamado trabalbo hidrostdtico ou trabalho de fronteira mével, que estd
associado a variacdes de volume do sistema. E o tipo de trabalho de compreensio mais intuitiva e,
historicamente, foi o primeiro a ser estudado. Além disso, estd presente em muitos processos reais, nos quais
nao é possivel eliminar variagdes de volume. Pode definir-se outros tipos de trabalho (por exemplo, o trabalho
eléctrico, equagio (6.9)) que ndo estio associados a variacdes de volume. Como veremos no capitulo 12,
todos os trabalhos sdo equivalentes no sentido em que nao sdo calor, pelo que nos restringimos aqui ao caso
mais simples.
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bolo terd valor F = p S. Logo, o trabalho infinitesimal realizado pelo sistema no deslo-
camento dx do émbolo sera,

dW =Fdx=pSdx=pdV (11.1)

onde V é o volume do gds. O trabalho total realizado quando o volume varia num pro-
cesso quase-estatico entre V, e V, vird, entdo,

2 A

szszjpdV, (11.2)

1 M
donde se conclui que o trabalho realizado neste processo € igual a area compreendida
entre a curva p = p(V) do sistema e o eixo dos V. Este trabalho vai ser positivo se reali-
zado pelo sistema sobre a vizinhanca, e negativo se realizado sobre o sistema pela vizi-
nhanga. Em geral, o trabalho realizado por ou sobre o sistema ao longo de um processo
ciclico (isto €, em que o estado final é igual ao estado inicial) #do é nulo.

dW=pdV >0

F=pS |t
i

dQ

P
dx

Figura 11.2. Esquema em corte de um sistema cilindro-émbolo com seccdo recta de drea S e que
encerra um determinado gas a pressiao p. Admitindo que o gas sofre um aquecimento, o émbolo
desloca-se de uma distancia dx em resultado da forca F = p S exercida pelo gas sobre o émbolo,
pelo que o sistema realiza um trabalho infinitesimal dW = F dx = p dV sobre a vizinhanga (traba-
lho positivo). Caso o gas sofresse um arrefecimento, o émbolo deslocar-se-ia em sentido contrario
e o trabalho infinitesimal seria realizado pela vizinhanca sobre o sistema (trabalho negativo).

Exemplo 11.1
Calcular o trabalho realizado durante a expansdo isotérmica de: a) um gas ideal; b)
um gas de Van der Waals.

Resolucao:
a) Da equacao de estado de um gés ideal tem-se p =n R T/ V,
de onde vem que
v, v, v,
W=J'pdV=j”§TdV=nRT.[d7V:nRT1n5.
14 14 4

1
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Note-se que este resultado é independente das propriedades do gas: apenas depen-
de da temperatura, do nimero de moles de gis presentes, e dos volumes inicial e

final.
b) A equacio de estado de um gds de Van der Waals é:

nRT an®

Py v

de onde vem que

v, v, v, v,
RT :
W:J.pdV:J. A dVZnRTJ.—dV an’ dV:
Y v

V_nb V? Venb  Jy?
V] Vl
=nRT1nV2;nb+an2 i—i
Vi—nb v, W

Note-se que, neste caso, o resultado obtido depende das propriedades do gds atra-
vés das constantes a e b.

11.3. Primeira lei da Termodinamica

Qualquer sistema é constituido por um ou mais tipos de matéria, a qual, por sua vez, é
composta por atomos e moléculas. Os dtomos e moléculas movem-se, devido a agitagao
térmica, e por isso possuem energia cinética. Por sua vez, esses mesmos dtomos e moléculas
também interagem (atraem-se e/ou repelem-se) mutuamente, logo possuem energia potencial
de interac¢io. A soma das energias cinéticas e das energias potenciais de interac¢ao de todos
os atomos e moléculas que constituem um sistema chama-se a sua energia interna, U. Note-
-se que a energia interna nao contém energias potenciais com origens exteriores ao sistema,
como por exemplo a energia potencial gravitica, que é devida a interac¢do entre as particu-
las constituintes do sistema e a Terra. Como exemplo, considere-se um sistema constituido
por duas esferas ligadas por uma mola, que é colocado inicialmente em movimento afas-
tando as esferas de modo a distender a mola. A energia cinética das duas esferas, e a energia
de deformacio eldstica da mola, devem-se exclusivamente a interacgdes entre os constituin-
tes do sistema e contam para a sua energia interna; ja a energia potencial gravitica do con-
junto, devida ao facto de este se encontrar no campo gravitico terrestre, nao conta, uma vez
que se deve a interacgio das esferas com a Terra, que € exterior ao sistema.

Sabemos que um sistema termodinamico pode trocar energia com a sua vizinhanga
na forma de calor ou na forma de trabalho. Com as convengdes de sinais atrds introdu-
zidas, a variagdo de energia interna de um sistema termodinamico é dada por

AU=0-W<Q=NU+W, (11.3)

relagdo esta que exprime a primeira lei da Termodinamica.
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A energia interna de um sistema é funcao exclusiva das suas variaveis de estado, ou
seja, depende apenas do estado termodinamico do sistema, e nio do processo (caminho)
pelo qual esse estado foi atingido. Diz-se, por isso, que a energia interna é uma funcdo
de estado do sistema. Um corolario importante € que, num processo ciclico, a variagdo
de energia interna é nula, uma vez que os estados inicial e final sdo iguais.

Ja o trabalho e o calor dependem, em geral, do caminho entre os estados inicial e final,
sendo designados func¢des de processo. Este facto permite-nos reformular a primeira lei
da Termodindmica na forma do principio de equivaléncia entre calor e trabalbo. Sejam
dois processos termodindmicos que levam um sistema de um dado estado inicial a um
dado estado final. O primeiro processo envolve a troca de calor O, e trabalho W, entre
o sistema e a sua vizinhanga; o segundo processo envolve a troca de calor O, e trabalho
W,. Como os estados inicial e final sio os mesmos em ambos os casos e a energia inter-
na é uma fungio de estado, tem-se

AU:Ql_Wl:Qz_Wz<:>Q1_Q2=Wl_Wz’ (11.4)

Ou seja, uma diferenga de calores é igual a uma diferenca de trabalhos, logo calor e
trabalho sdao equivalentes: calor pode transformar-se em trabalho e trabalho em calor.
Veremos no capitulo 12 que estas transformagdes nio sdo, no entanto, totalmente simé-
tricas.

Exemplo 11.2
A sobremesa conhecida por toucinho do céu tem um contetido energético de cerca de
300 kcal/100 g. Imagine que, apds consumir um destes doces, pretende perder as

calorias assim adquiridas subindo escadas. Quantos andares terd de subir para o
conseguir? Dado: 1 cal =4.186 ]J.

Resolucao:

Consumir um toucinho do céu corresponde a um ganho de energia interna pelo seu
corpo, sob a forma de calor. Subir escadas corresponde a um dispéndio (perda) de
energia interna pelo seu corpo, sob a forma de trabalho. Para que a variagio total da
sua energia interna seja nula, o calor ganho tem de ser igual ao trabalho realizado,
ouseja, AU=Q - W=0= W= Q.Por sua vez, o trabalho realizado a subir escadas
€ o trabalho que tem que realizar para elevar o seu corpo até ao alto das escadas, ou
seja, o trabalho que tem de realizar contra a for¢a da gravidade, que o puxa para
baixo. Logo, como vimos no capitulo 4, este trabalho vai ser igual a variacdo da
energia potencial gravitica: W = m g b, onde m é a sua massa, g é a aceleracdo da
gravidade, e b ¢ a diferenga entre as alturas a que se encontra antes e depois de subir
as escadas. Segue-se, entdo, que, para um ser humano hipotético de 70 kg (ndo esque-
cer de converter as quilocalorias para joules):

0 300x10° x4.186
mg 70%9.8

~1831m.

O=W=mgh = h=
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Logo, um ser humano de 70 kg teria de subir 1831 m a pé para despender a energia
adquirida ao consumir 100 g de toucinho do céu. Esta altura corresponde a mais de
duas vezes a altura da torre Burj Khalifa no Dubai! Considerando que um andar de
um edificio moderno corresponde a cerca de 3 m, isto significa que teria de subir a pé
cerca de 1831/3 = 610 andares. Uma alternativa menos cansativa seria pensar muito,
durante um dia inteiro: o seu cérebro consome uma poténcia de cerca de 20 W, ou
seja, aproximadamente 400 kcal/dia®'.

Exemplo 11.3

Um sistema pode ser levado de um estado A para um es-
tado B por trés expansoes quase-estaticas (caminhos) di- 1 B
ferentes, 1, 2 e 3, representados no diagrama p-V da figu-
ra ao lado. a) Sobre qual dos caminhos é maior o trabalho
realizado pelo sistema? E sobre qual dos caminhos é esse

trabalho menor? b) Se U, < U, sobre qual dos caminhos

serd maior o calor trocado entre o sistema e o ambiente? v
¢) Para o caminho indicado na alinea anterior, o sistema absorve (Q > 0) ou liberta
(O < 0) calor para o ambiente?

Resolucdo:
a) Sabe-se que o trabalho quase-estdtico realizado por um sistema termodinamico é
dado por

Vg
szpdV.
VA

Num diagrama p-V, este trabalho vai ser igual a area compreendida entre a curva
p = p(V) e o eixo horizontal (eixo dos V). Claramente, este integral ¢ maior para
o caminho 1 do que para os caminhos 2 ou 3.

b) Ao ir de A para B, o sistema realiza trabalho positivo, uma vez que V, > V,. Se
U, < U, vem que

AU=U,-U,=0-W>0.

Esta diferenga é a mesma para todos os caminhos, porque s6 depende dos estados
inicial e final (a energia interna é uma funcdo de estado). Logo, o calor trocado
entre o sistema e o ambiente é maior para o caminho 1 e é positivo.

¢) Como se concluiu na alinea anterior, QO > 0, logo o sistema absorve calor do
ambiente.

81 Note-se que resolvemos este exemplo admitindo que a ingestdo do doce corresponde apenas a uma
transferéncia de calor para a pessoa que o ingeriu, desprezando qualquer balan¢o de massas. Os processos
reais de obtencdo de energia a partir da ingestao de alimentos sio muito mais complexos.
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11.4. Principais tipos de processos termodinamicos

Classificam-se a seguir os principais tipos de processos termodinamicos com importancia
pratica.

1. Adiabdtico. Num processo adiabatico ndo hd troca de calor entre o sistema e a
sua vizinhanga, logo Q = 0. Deste modo, neste tipo de processos a primeira lei
da Termodinamica escreve-se

AU = -W. (11.5)

Um exemplo de processo adiabatico é a expansdo do gas contido no cilindro que
consideramos atras, estando o cilindro envolvido por material isolador, de modo
a nio haver trocas de calor com o ambiente.

2. Isocorico. Um processo isocorico da-se a volume constante, nio havendo, por-
tanto, realizacdo de trabalho pelo ou sobre o sistema. Ter-se-d sempre W = 0,
podendo o sistema trocar energia com a sua vizinhanga apenas sob a forma de
calor. A primeira lei da Termodindmica neste tipo de processos escreve-se

AU = Q. (11.6)

Um exemplo de processo isocorico é o aquecimento de um gas contido numa
garrafa rigida (desprezando a dilatagdo da garrafa): a pressio do gds aumenta
com a temperatura.

3. Isobdrico. Um processo isobarico da-se a pressio constante. Em geral, Q = 0,
W=0eAU # 0, tendo-se que para um processo quase-estatico

W =p(V,-V). (11.7)

onde V. e V, representam, respectivamente, os volumes inicial e final do sistema.
Um exemplo de processo isobdarico é o aquecimento de d4gua num recipiente
aberto num fogdo: a pressdo é a pressiao atmosférica.

4. Isotérmico. Um processo isotérmico da-se a temperatura constante. Qualquer
transferéncia de calor para o sistema tem de ser compensada por trabalho reali-
zado pelo sistema. Vice-versa, qualquer transferéncia de calor do sistema tem de
ser compensada por trabalho realizado sobre o sistema. Um exemplo de proces-
so isotérmico € a expansdo do gas contido no cilindro que consideramos atrds
(vide figura 11.2), estando o cilindro em contacto com um banho térmico (ou
reservatorio de calor), por exemplo um grande volume de dgua a uma determi-
nada temperatura constante.
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11.4.1. Aplicacao da primeira lei da Termodinamica a gases ideais

Um processo termodinamico diz-se infinitesimal se resultar de alteragdes muito pequenas
(variagoes infinitesimais) dos valores das variaveis de estado. Para um processo infinite-
simal, a primeira lei da Termodinamica escreve-se na forma®

dU =dQ—dW < dQ=dU +dW . (11.8)

No caso de um processo infinitesimal isocorico, a equagao (11.8) escrever-se-a dU =dQ .
Resulta entdo da equagio (10.20) que

dU =C,ndT . (11.9)

E possivel mostrar que a energia interna de um gas ideal depende apenas da temperatu-
ra, razdo pela qual é legitimo aplicar a equagdo (11.9) a qualquer tipo de processo. In-
troduzindo as equagoes (11.1) e (11.9) na equacao (11.8), obtém-se

dQ = C,ndT + pdV . (11.10)
Por outro lado, da equagido de estado dos gases ideais, expressdo (10.5), resulta
pdV +Vdp =nRdT . (11.11)
Utilizando a equacgdo (11.11) para eliminar pdV na equagio (11.10), vem que
dQ=n(C, +R)dT —Vdp . (11.12)
No caso de o processo ser isobdrico verifica-se dp = 0, obtendo-se

d 1(d
aQ =n(C, +R) & C, =— a9 =C, +R, (11.13)
ar ), n\dT ),

onde C, € o calor especifico molar a pressdo constante, Note-se que C, > C,, o que €
intuitivamente razoavel: se for transferido calor a um corpo a pressao constante, s6 uma
parte desse calor é despendido a aumentar a temperatura do sistema; a outra parte
transforma-se em trabalho realizado contra o exterior, fazendo variar o volume do corpo.
Logo, para induzir uma dada elevag¢do da temperatura de um corpo a pressio constante,
€ necessario fornecer-lhe mais calor do que seria para produzir a mesma elevacao de
temperatura a volume constante.

82 Como vimos atrds, calor e trabalho ndo sdo funcdes de estado, pelo que ndo deveriamos representar as
suas variagoes infinitesimais — que dependem do caminho, e ndo apenas dos estados inicial e final — por dQ
e dW. E frequente estas variagdes infinitesimais serem representadas na literatura por dQ e #W. Nio o faremos
aqui, porém, para nao sobrecarregar a notagio.
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Terminamos esta sec¢ao fazendo notar que, das expressoes (10.22) e (11.9), se segue
que a energia interna de um gds ideal monoatémico é dada por

U=%nRT+UO (11.14)

onde U, ¢ uma constante de integragdo que representa a energia interna do gés ideal no
zero absoluto de temperatura. O valor desta constante ndo afecta os resultados da maior
parte dos célculos, razdao pela qual podemos habitualmente iguali-la a zero. Trata-se de
uma escolha de escala.

11.4.2. Processo adiabatico num gas ideal
Resulta da equacdo de estado dos gases ideais, expressdo (10.6), que, num processo
isotérmico num gds ideal, se tem

pV =const. (11.15)

Ou seja, num diagrama p-V, um processo isotérmico é representado por uma hipérbole.
Iremos agora deduzir as relacdes entre a pressdao, o volume e a temperatura num proces-
so adiabdtico de um gas ideal. Uma possivel realiza¢io fisica de um tal processo seria um
gas encerrado num cilindro, com um émbolo numa das extremidades, sendo as paredes
e o émbolo constituidas por materiais isolantes térmicos e movendo-se o émbolo muito
lentamente para fora ou para dentro.

Recorde-se que, num processo adiabatico, ndo ha troca de calor entre o sistema e a
sua vizinhanga, logo vem da equacdo (11.10) que

CyndT + pdV =0. (11.16)
Podemos utilizar a equacdo de estado dos gases ideais, expressao (10.6), para eliminar p,
obtendo-se
RT T R
CdT +—dV =0 < d—+—d—V=0, (11.17)
1z T C v

equacgio esta que pode ser integrada imediatamente, com o resultado

1nT+£an=const. < TV =const. (11.18)
14
R RIC,
1nT+C—1nV:const. & TVY™ =const. (11.18)
4
Definindo
C
4 CV CV
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como o coeficiente de expansao adiabdtica (onde utilizamos a equagio (11.13)), a equa-
¢do (11.18) pode escrever-se

TV = const. (11.20)

Recorrendo, novamente, a equacdo de estado dos gases ideais, expressio (10.6), a equa-
¢do (11.20) pode ser expressa numa das seguintes formas:

Y71 = const. (11.21)

pV? =const. ou Tp
Para um gas ideal monoatémico, C, = 3R/2, logo, neste caso, y = 5/3. Para um gas ideal
diatémico, C, = SR/2 e y = 7/5. Note-se, contudo, que os calores especificos dos gases
reais variam com a temperatura. Na tabela 11.1 encontram-se coligidos os valores dos
calores especificos molares a volume constante de diversos gases a varias temperaturas
e respectivos coeficientes de expansao adiabdtica.

Tabela 11.1. Valores de C_ e y de diversos gases a vdrias temperaturas.

Gas T (°C) C, (Jmol™K-?) y

Ar seco 0 20.631 1.403
20 20.786 1.400

100 20.734 1.401

Hidrogénio -76 18.354 1.453
20 20.279 1.410

100 20.580 1.404

Hélio 20 12.598 1.660
Vapor de dgua 20 25.195 1.330
100 25.662 1.324

200 26.821 1.310

Dio6xido de carbono 0 26.821 1.310
20 27.715 1.300

100 29.589 1.281

Monéxido de carbono 20 20.786 1.400
Oxigénio -76 20.035 1.415
20 20.786 1.400

100 20.838 1.399

200 20.943 1.397

Nitrogénio 15 20.580 1.404
Metano 20 20.279 1.410
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PROBLEMAS

11.1.

11.2.

11.3.

11.4.

11.5.

11.6. Uma amostra de gds ideal sofre o

Duas moles de um gas ideal sao aquecidas, a pressao constante, de 17 °C a 107 °C.
Calcule o trabalho realizado pelo gés.

Cinco moles de um gas ideal sio mantidas a temperatura constante de 45 °C.
Calcule o trabalho realizado pelo gds se a sua pressdo passar de 1 atm para 3 atm.

Diga, justificando, se é possivel construir uma maquina térmica que, recebendo
apenas calor a taxa de 1000 cal s!, tenha uma poténcia de 10 kW.

Quatro moles de um gas ideal monoatdmico, inicialmente a temperatura de 100 °C,
sofrem uma expansao durante a qual o gas absorve 1200 J de calor e realiza um
trabalho de 2000 J. Calcule:

a) A variagio de energia interna do gas.
b) A equacio de estado de Van der Waals.

Um gds (ndo necessariamente ideal) contido num recipiente munido de um
émbolo sofre uma expansio, passando de um volume inicial V, = 0.110 m® para
um volume final V, = 0.320 m®. Para manter a pressido constante e igual a
p = 1.6x10° Pa durante a expansio, é fornecida ao sistema uma quantidade de
calor Q = 1.05x10° J.

a) Determine o trabalho realizado pelo gds durante a expansio.

b) Determine a variagdo da energia interna do gas.

c) As respostas as alineas anteriores dependem do facto de o gas ser ou nao ideal?
Justifique.

conjunto de transformacdes re- ¥ (atm)
presentadas na figura ao lado, 8 T i F
partindo do estado A e regressan- A
do ao mesmo estado A, cuja tem- 671 E
peratura é 25 °C. 5 D
a) Calcule o trabalho realizado i 7: T Y
sobre o gas na transformagao o »
ciclica global. o B ) ‘C
b) Determine o calor absorvido 0 - 1 .
pelo gas durante a transforma- 012345678 V(dm)

¢do ciclica global.
¢) Calcule temperatura do gas no estado F.
d) Averigue se A e C estdo sobre a mesma isotérmica.
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FISICA - UMA INTRODUCAOQ

Classifique os quatro processos representados no diagrama p-V da figura seguin-
te, indicando em quais deles ha troca de calor e/ou trabalho entre o sistema e o
ambiente.

700 K

500K
300K

Uma maquina térmica efectua o processo ci-
clico representado no diagrama p-V da figura
ao lado. Neste processo sao utilizadas duas
moles de hélio, que pode ser tratado como um
gas ideal. Sabe-se que as pressdes nos estados
AeBsiop,=1x10°Pae p, = 3x10° Pa, res-
pectivamente, que a temperatura no estado B
€ T, = 327 °C e que o processo B — C ¢ iso-

térmico.

a) Classifique, justificando, os processos A — B
e C— A.

b) Determine a temperatura no estado A.

¢) Determine os volumes do gas nos estados A e C.

d) Determine o calor trocado entre o gas e o ambiente durante a totalidade do
processo. (Sugestdo: recorde que o processo € ciclico, logo a varia¢ao da ener-
gia interna € zero.) O calor foi absorvido ou libertado pelo gds? Justifique.

Uma mole de hélio, inicialmente a temperatura de 20 °C, é aquecida a pressdo
constante até que o seu volume duplique. Considerando que o hélio se comporta
como um gas ideal monoatémico, determine:

a) A quantidade de calor fornecida ao gas, indicando que percentagem desse
calor é armazenado como energia interna do gas.
b) O trabalho realizado pelo gés.

Uma mole de gds (ndo necessariamente ideal), inicialmente a temperatura abso-
luta T, e ocupando um volume V,, sofre um processo isobarico, passando a sua
temperatura e volume a ser T, e V,, respectivamente.
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a) Deduza a expressdo que da a quantidade de calor trocada entre o sistema e o
ambiente durante este processo em func¢do da temperatura inicial e dos volu-
mes inicial e final (e, porventura, de alguma propriedade do gas).

b) Utilizando a expressio deduzida na alinea anterior, calcule o calor trocado
entre uma mole de um gas ideal diatémico, inicialmente a temperatura de
10 °C, e 0 ambiente, quando o volume do gas passa de 30 dm? a 10 dm?® a
pressdo constante de 1 atm. O gds absorve ou liberta calor?

¢) Determine a variagdo de energia interna do gds nas condi¢oes da alinea ante-
rior.

11.11. Num processo termodinamico realizado a pressdo constante de 1 MPa, fornece-se
a um sistema uma quantidade de calor igual a 50 kcal. Qual é a variacdo de volu-
me do sistema, sabendo que a sua energia interna se mantém constante?

11.12. Mostre que, se um gas ideal sofre um processo adiabatico que o leva do estado
(p,» V,) ao estado (p,, V,), é realizado o trabalho

W= pVi—pV,
y -1
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CAPITULO 12
SEGUNDA LEI DA TERMODINAMICA

Vimos no capitulo anterior que, para que a energia interna de um sistema termodinimi-
co varie, o sistema tem de trocar calor e/ou trabalho com a sua vizinhanga. Calor e tra-
balho sdo, portanto, formas equivalentes de transferir energia. Em particular, se a energia
interna do sistema permanecer constante (por exemplo, num processo ciclico), entdo o
trabalho que o sistema realiza sobre a sua vizinhanga tem de ser igual ao calor que o
sistema recebe dessa mesma vizinhanga. Nio é, portanto, possivel extrair trabalho de um
sistema num processo ciclico sem lhe fornecer calor. Por outras palavras, nao é possivel
realizar um motor perpétuo de primeira espécie — uma maquina hipotética capaz de
realizar trabalho sem que lhe fosse fornecido calor. Veremos neste capitulo, porém, que
a primeira lei ndo fornece uma descricao completa dos processos termodindmicos, sendo
necessario complementa-la com a segunda lei.

12.1. Segunda lei da Termodinamica

A primeira lei da Termodinamica diz-nos que nio é possivel criar nem destruir energia
interna — esta apenas pode transitar de uns sistemas para outros, sob a forma de calor
ou trabalho, que sdo equivalentes: trabalho pode transformar-se em calor, e calor em
trabalho. No entanto, a primeira lei ndo impde quaisquer limita¢bes a conversdo de
trabalho em calor e vice-versa. Ora, verifica-se experimentalmente que esta conversio
nao é simétrica: é sempre possivel transformar trabalho totalmente em calor, mas ndo é
sempre possivel transformar calor totalmente em trabalho. Efectivamente, pode-se sempre
aquecer um corpo por fric¢do, seja qual for a sua temperatura inicial, sendo o calor por
ele recebido exactamente igual ao trabalho mecanico sobre ele realizado. Também se pode
sempre transformar a totalidade do trabalho eléctrico em calor — numa resisténcia, por
efeito de Joule, como vimos no capitulo 7. Mas, se fosse possivel transformar calor total-
mente em trabalho, sem qualquer outro efeito, entao poder-se-ia realizar uma maquina que
extraisse calor dos corpos na sua vizinhanga e com ele realizasse trabalho — um motor
perpétuo de segunda espécie, uma vez que a energia térmica presente no meio ambiente €,
para efeitos praticos, infinita. Por exemplo, um automével equipado com uma tal maquina
conseguiria, espontaneamente, extrair calor da atmosfera circundante (arrefecendo-a!) e
transforma-lo em trabalho mecanico, colocando-se em movimento sem necessidade de
qualquer combustivel.
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A segunda lei da Termodindmica exprime a impossibilidade de processos como este
que, claro estd, nunca ocorrem. Existem varias maneiras de a enunciar; um enunciado
que reflecte directamente as consideragdes acima € o de Kelvin-Planck (1851):

E impossivel um processo ciclico cujo inico resultado seja transformar em traba-
lho o calor extraido de uma fonte a temperatura uniforme (isto é, a mesma em
todos os seus pontos)®.

Um outro enunciado particularmente transparente é o devido a Rudolf Clausius (1854):

E impossivel a constru¢do de um dispositivo que, por si s6, isto é, sem intervencdo
do meio exterior, consiga transferir calor de um corpo para outro a temperatura
mais elevada.

Por outras palavras, o enunciado de Clausius da segunda lei diz-nos que, se colocar-
mos em contacto um corpo quente € um corpo frio, o corpo quente arrefecerd e o corpo
frio aquecera, a menos que haja intervengao de um agente exterior. A segunda lei incor-
pora, portanto, um facto experimental incontroverso: diz-nos qual é o sentido “natural”
dos processos termodinidmicos, ou seja, qual é o sentido em que se dio espontaneamen-
te. Isto é, na verdade, extremamente dificil de compreender de um ponto de vista teérico,
porque, em ultima andlise, o comportamento da matéria é regido pelas leis de Newton,
que nao permitem atribuir um sentido ao tempo: as equacdes do movimento sao as
mesmas quer o tempo corra do passado para o futuro, quer do futuro para o passado.

Os enunciados de Kelvin-Planck e de Clausius afiguram-se ambos plausiveis, mas
parecem pouco ter a ver um com o outro. Demonstraremos que sio equivalentes em duas
etapas: ja a seguir, provaremos que uma violagio do enunciado de Kelvin-Planck impli-
ca uma violagao do enunciado de Clausius, ou seja, que o enunciado de Clausius impli-
ca o enunciado de Kelvin-Planck. No fim da sec¢do seguinte, mostraremos que uma
violagdao do enunciado de Clausius implica uma violagao do enunciado de Kelvin-Planck,
ou seja, que o enunciado de Kelvin-Planck implica o enunciado de Clausius.

Admitamos, entio, que o enunciado de Kelvin-Planck é violado e que existe um pro-
cesso ciclico cujo tnico resultado seja transformar integralmente em trabalho o calor
extraido de uma fonte a temperatura constante T,. Nada nos impede de transformar esse
trabalho integralmente em calor (por exemplo por fric¢ao) e fornecé-lo a uma fonte a
uma temperatura T, > T,. Teremos assim realizado um dispositivo que, por si s6, trans-
fere calor de um corpo para outro a temperatura mais elevada, em violagao do enuncia-
do de Clausius.

8 Note-se que é crucial que se exija que seja este o #nico resultado. Caso contrério, é possivel converter
uma dada quantidade de calor integralmente em trabalho. Pense-se na expansdo isotérmica de um gas ideal:
como a sua energia interna s6 depende da temperatura, é constante durante todo o processo, logo o calor
absorvido pelo gés é transformado integralmente no trabalho que o mesmo realiza sobre a vizinhanga contra
a qual se expande. Mas, neste caso, a transformagdo de calor em trabalho ndo é o dnico resultado: uma vez
que o gés se expande, os seus estados inicial e final ndo sdo iguais.
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12.2. Ciclo de Carnot

Face a proibigao de transformagdo integral de calor em trabalho encapsulada na segun-
da lei da Termodinamica, faz sentido interrogarmo-nos: se nio conseguimos converter
100 % de calor em trabalho, o que é o melhor que conseguimos? Qual é a maquina
térmica, operando ciclicamente, mais eficiente de todas? Sabemos que, pelo enunciado
de Kelvin-Planck da segunda lei da Termodinamica, precisara de (no minimo) duas fon-
tes de calor, a temperaturas diferentes, para funcionar: uma fonte quente, ou simples-
mente fonte de calor, a temperatura T,, e uma fonte fria, ou sumidouro de calor, a
temperatura T, tais que 7, > 7, .

Mesmo assim, a pergunta parece de resposta impossivel, uma vez que hd inameras
maneiras de combinar diferentes processos termodindmicos de modo a constituir um
ciclo. Fagamos, porém, as seguintes consideragdes. Em primeiro lugar, fodos os processos
realizados devem ser reversiveis. Isto porque, pela segunda lei da Termodinamica, qual-
quer processo irreversivel — que siga o seu “sentido natural” — conduz a perdas de rendi-
mento — a calor que nao pode ser transformado novamente em trabalho na sua totalida-
de. Donde, para que um processo que envolva trocas de calor entre a mdquina e qualquer
das fontes de calor tenha eficiéncia mdxima tem que ser isotérmico, encontrando-se a
maquina a temperatura da fonte em questio. Isto porque a unica maneira de garantir
que um processo em que ha trocas de calor entre dois sistemas seja reversivel e tenha
eficiéncia maxima € estarem os dois sistemas a mesma temperatura: o sentido do proces-
so pode, assim, ser invertido alterando infinitesimalmente e em equilibrio a temperatura
de cada um dos sistemas. Pela mesma razio, processos que levam a mdquina da tempe-
ratura da fonte quente a da fonte fria, ou vice-versa, ndo devem envolver quaisquer
trocas de calor entre a mdquina e o ambiente, ou seja, devem ser adiabdticos. Conclui-se,
assim, que a maquina térmica de eficiéncia maxima € a que realiza apenas processos
isotérmicos e adiabaticos.

O ciclo de Carnot, concebido por Sadi Carnot (1796-1832), é o ciclo mais simples
que respeita estes requisitos: consiste em dois processos isotérmicos (as temperaturas T,
e T,,) e dois processos adiabaticos (de T, para T, e de T, para T,). Uma maquina térmi-
ca que executa um ciclo de Carnot diz-se uma mdquina de Carnot. E possivel demonstrar
- nao o faremos aqui — que todas as maquinas de Carnot tém o mesmo rendimento®,
seja qual for a sua constitui¢do; e que esse rendimento é o maximo rendimento possivel
de uma maquina térmica operando entre as temperaturas T, e T,%.

Consideremos, portanto, o caso particularmente simples em que a maquina de Carnot
consiste num gds ideal — dito fluido operante ou fluido de trabalho da maquina térmica

8 Grandeza que definiremos rigorosamente mais adiante e que mede a eficiéncia com que a maquina
converte calor em trabalho.

8 Estes resultados sao conhecidos, respectivamente, por segundo e primeiro teoremas de Carnot. O leitor
interessado pode consultar, por exemplo, J. Giiémez, C. Fiolhais e M. Fiolhais, Fundamentos de Termodinamica
do Equilibrio, Fundagdo Calouste Gulbenkian, Lisboa, 1998.
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— encerrado num cilindro munido de um émbolo mével, de modo a permitir variagdes

de volume. Neste caso, o ciclo de Carnot é convenientemente representado num diagra-
ma p-V (vide figura 12.1).

Figura 12.1. Representacio em diagrama p-V de um ciclo de Carnot executado por uma miquina

térmica constituida por um gds ideal encerrado num cilindro munido de um émbolo mével.

Admitamos que o ciclo se inicia no estado A, a temperatura T, da fonte quente (uma

vez que se trata de um processo ciclico, é indiferente qual o ponto que tomamos para
inicio do ciclo).

A — B:

B— C:

o
!
)

D — A:

o gas sofre expansdo isotérmica, a temperatura T, do volume V, para o
volume V, > V,. No diagrama p-V, este processo é representado por um
segmento da isotérmica pV = nRT,. Verifica-se Q,, >0e W, > 0.

o gas sofre expansdo adiabatica, do volume V, e temperatura T, para o vo-
lume Ve temperatura T,. Este processo ¢ representado por um segmento de
adiabatica, pV 7 = const. Verifica-se O,.=0e W,.> 0.

o gds sofre compressao isotérmica a temperatura T,, do volume V para o
volume V < V. Este processo ¢ representado por um segmento da isotérmi-
ca pV = nRT,. Verifica-se Q ., <0e W, < 0.

o gas sofre compressdo adiabatica, do volume V, e temperatura T, para o
volume V, e temperatura T, completando o ciclo. Este processo é represen-
tado por um segmento de adiabdtica, pV 7 = const. (onde a constante € dife-
rente da do processo B — C). Verifica-se Q,, =0e W, <0.

Resumindo, nesta realizacdo do ciclo de Carnot, o gis ideal absorve calor da fonte quente
a temperatura T e fornece calor a fonte fria, a temperatura T, trocando igualmente trabalho

com o meio ambiente. Note-se que, uma vez que todos os processos sao reversiveis, é possivel

fazer a maquina descrever o ciclo de Carnot em sentido inverso. Nesse caso, o gas ideal ab-

sorve calor da fonte fria a temperatura T, e fornece-o a fonte quente, a temperatura T,

designando-se a mdquina por frigorifico de Carnot, que ndo trataremos em pormenor aqui.
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A eficiéncia com que uma maquina térmica converte calor em trabalho é medida pelo
seu rendimento, , que € uma grandeza adimensional definida como a razio entre o traba-
lho realizado pela mdquina sobre a vizinhanca e o calor por ela absorvido da vizinhanga:

=—. 12.1
=5 (12.1)

Vamos agora calcular o rendimento de um ciclo de Carnot.

® Processos isotérmicos (A — B e C — D): uma vez que o fluido operante é o gas
ideal, cuja energia interna apenas depende da temperatura, tem-se que AU = 0, logo,
pela primeira lei da Termodinamica, Q = W. Do exemplo 11.1 vem, entdo, que

0, =W,, =nRT, 1n%>0 (12.2)

A

e que

0.y =W., =nRT, ln%<0. (12.3)

C
* Processos adiabaticos (B — C e D — A): tem-se, evidentemente, que Q.= O, = 0.
Por outro lado, a variacao de energia interna ao longo de todo o ciclo tem de ser
nula, logo

Qs =W + Opc =Wy + Ocp =Wep + Opy =W, =0,
donde
W, +W,,=0. (12.4)
Ou seja, o trabalho realizado durante os processos adiabaticos é nulo.

Tem-se, assim, para o trabalho total realizado sobre a vizinhanga e o calor total rece-
bido durante o ciclo de Carnot:

W=W,+W, ¢ 0=0,,. (12.5)

Uma vez que o sistema vai de B para C e de D para A por processos adiabdticos e o
fluido operante é um gas ideal, vem da equacdo (11.20) que

vyt =Ty e TV'=TVi . (12.6)

Dividindo estas duas equagdes membro a membro, conclui-se que
Vs Vo

‘b (12.7)
VA VC
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Introduzindo este resultado na equagio (12.3), podemos reescrever as equacoes (12.5)
na forma

W:nR(Tl—Tz)an—B e anRTlln%. (12.8)

A4 A4

de onde se segue que

(12.9)

N camot 0 T 1 T .
Ou seja, o rendimento de uma maquina de Carnot depende apenas da razao das tempe-
raturas das fontes fria e quente, mas nao de quaisquer outros pormenores da constitui¢ao
da mdquina (em particular, nio depende da natureza do fluido operante). Por esta razao,
o ciclo de Carnot pode ser utilizado para definir uma escala absoluta de temperatura, a
qual se pode mostrar que coincide com a escala de Kelvin ou do termémetro de gas,
introduzida no Capitulo 9%.

Exemplo 12.1

Uma maquina de Carnot recebe 1000 J de uma fonte quente a 400 K, realiza trabalho,
e cede calor a uma fonte fria a 300 K. Determinar o trabalho realizado pela maquina
e a quantidade de calor cedido pela fonte fria.

Resolucao:
Pela equagio (12.9), o rendimento da miquina de Carnot é
300

=1-——=0.25.
400

Carnot

O calor recebido da fonte quente é Q = 1000 J. Pela defini¢ao de rendimento, equacao
(12.1), vem que o trabalho realizado ¢ W =5 O =250 J. Pela primeira lei da
Termodinamica, o calor cedido a fonte fria tem de ser o calor recebido pela maquina
e ndo convertido em trabalho, ou seja, 1000 — 250 = 750 J.

Terminamos esta sec¢do com a demonstragdo que o enunciado de Kelvin-Planck im-
plica o enunciado de Clausius. Para tal, mostraremos que uma violagio do enunciado de
Clausius implica uma viola¢do do enunciado de Kelvin-Planck. Suponhamos entdo que,
em contradi¢io com o enunciado de Clausius, seja possivel transferir uma determinada
quantidade de calor O, de uma fonte a temperatura T, para outra fonte a uma tempe-
ratura T, > T, sem qualquer interven¢ao do meio exterior. Poderiamos entdo utilizar essa
quantidade Q de calor para alimentar um ciclo de Carnot que produziria uma determi-
nada quantidade de trabalho W. Uma vez que a fonte a temperatura T, primeiro recebe-
ria, mas logo em seguida forneceria, a quantidade de calor Q, ndo sofreria nenhuma

8 Para mais pormenores vide, por exemplo, E. Fermi, Termodindmica, Almedina, Coimbra, 1978.
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alteracao. Deste modo, o processo ciclico atras descrito teria como tunico resultado a
transformagdo em trabalho de uma dada quantidade de calor extraida de uma unica
fonte a temperatura uniforme, o que contradiz o enunciado de Kelvin-Planck.

12.3. Outros ciclos

O ciclo de Carnot tem um significado sobretudo conceptual: estabelece qual é o rendi-
mento maximo de uma maquina térmica, e permite demonstrar a equivaléncia dos enun-
ciados de Kelvin-Planck e de Clausius da segunda lei da Termodinamica. Existem, porém,
vérios outros ciclos de interesse, nio so tedrico, mas sobretudo pratico, visto serem
modelos simplificados de diferentes mdquinas correntes. Apresentam-se a seguir alguns
exemplos.

12.3.1.Ciclo de Otto

O ciclo de Otto é uma aproximacdo ao modo de funcionamento de um motor a gasoli-
na de quatro tempos®’. Consiste em dois processos adiabaticos e dois processos isocori-
cos, conforme ilustrado na figura 12.2. Mais uma vez, estamos a admitir que o fluido
operante é um gas ideal, o que neste caso flagrantemente nio é verdade, dado que a
composi¢do quimica da mistura gasosa num motor de combustdao (o numero de moles
de cada componente presentes) sofre alteraces durante o funcionamento do motor. No
entanto, isto ndo altera o essencial da nossa anilise.

e
!
i
B
D
' 4
V=V, V=V, V

Figura 12.2. Representacdo em diagrama p-V de um ciclo de Otto executado por uma mdiquina
térmica constituida por um gés ideal encerrado num cilindro munido de um émbolo mével.

Admitamos que o ciclo se inicia no ponto A do diagrama. Neste momento, € injecta-
da no cilindro uma mistura de ar e gasolina vaporizada, que é o fluido operante e a que,
por simplicidade, chamaremos simplesmente “gas”.

87 Nicolaus Otto (1832-1891) construiu o primeiro motor a quatro tempos com velas de igni¢o efectivamente

capaz de funcionar.
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A — B: o gas sofre compressao adiabética do volume V, até ao volume V, < V,. No
diagrama p-V, este processo é representado por um segmento de adiabatica,
pV’ = const.

B — C: da-se a igni¢do (desencadeada, num motor real, pela faisca de uma vela) e o
gas recebe calor, devido a combustao da gasolina, mantendo-se o seu volume
constante e igual a V. Este processo ¢é representado pelo segmento de recta
vertical [BC].

C — D: o gas sofre expansao adiabatica, do volume V=V, até ao volume V> V.
Este processo é representado por um segmento de adiabatica, pV’ = const.
(onde a constante é diferente da do processo A — B). Num motor real, este
€ o processo que, por exemplo, faz rodar a cambota do motor e que por sua
vez induz o movimento das rodas de um automével.

D — A: o gas é expelido do cilindro para a atmosfera, sendo arrefecido até a tempe-
ratura ambiente, a0 mesmo tempo que uma igual quantidade de gas, também
a temperatura ambiente, € injectada no cilindro, Pode, portanto, dizer-se que
o gas perdeu calor a volume constante. Este processo é representado pelo
segmento de recta vertical [DA].

Vamos agora calcular o rendimento do ciclo de Otto. E mais facil comegar a analise
pelos processos isocoricos.

® Processos isocoricos (B — C e D — A): tem-se, evidentemente, W, .= W, = 0. Por
outro lado, uma vez que o fluido operante é o gds ideal, segue-se da equagao (10.20) que

Qs =Con(T. —T,)>0 (12.10)
e que
0,,=Cn(T,-T,)<0. (12.11)

* Processos adiabaticos (A — B e C — D): tem-se, evidentemente, que Q,, = O, = 0.
Por outro lado, a varia¢ao de energia interna ao longo de todo o ciclo tem de ser
nula, logo

QAB - WAB + QBC - WBC + QCD - WCD + QDA - WDA = 0’
donde
Wy +Wep =0p +0,,. (12.12)

Ou seja, o trabalho realizado durante os processos adiabaticos é igual ao calor trocado
durante os processos isocoricos.
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Tem-se, assim, para o trabalho total realizado sobre a vizinhanga e o calor total rece-
bido durante o ciclo de Otto:

W=W,+W., ¢ 0=0,. (12.13)

Das equagdes (12.10) a (12.13) vem entido que (exercicio: verifique)
w T.-T,+T,-T, T,-T,
Now =~ = =1- .
Q TC _TB TC _TB

(12.14)

Uma vez que o sistema vai de A para B e de C para D por processos adiabaticos e o
fluido operante é um gas ideal, vem da equacdo (11.20) que

TV ' =Ty e TV '=T, V)" (12.15)

Como V=V, eV =V, estas equagdes podem reescrever-se na forma

y-1 y-1
TA=TB[%] o TD=TC[%J . (12.16)

A A

Introduzindo as equagoes (12.16) na equacao (12.14), obtém-se

y-1 y-1
4 4
TC o _TB — y-1
& Vs —1—[1/—3] LS (12.17)
r

TC_TB -

Mo = 1-
A

onde 7= V,/V, éa taxa de compressdo do ciclo: ¢ uma grandeza adimensional que mede
o quanto o fluido operante é comprimido durante o ciclo (por exemplo, 7 = 5 significa
que o fluido operante é comprimido, no processo A — B, até 1/5 do seu volume inicial).

Conclui-se, assim, que o rendimento do ciclo de Otto depende do coeficiente de ex-
pansdo adiabatica, y, dado pela razao entre os calores especificos a pressdao e a volume
constante do fluido operante, bem como da taxa de compressao r. O rendimento é tanto
maior quanto maior for a taxa de compressdo, mas uma taxa de compressao mais ele-
vada implica também uma temperatura mais elevada no final da compressio adiabatica
(ponto B), com consequente risco de explosdo — em vez de igni¢do controlada — do flui-
do operante. Na pratica, a maior taxa de compressao utilizada em motores a gasolina
anda a volta de 10 a 13.

Por fim, note-se que o ciclo de Otto é apenas uma idealizacio do funcionamento de
um motor a gasolina de quatro tempos. Num motor real, os processos ndo sao reversiveis,
existe atrito, ddo-se perdas de calor para o exterior, o fluido operante nio se comporta
exactamente como um gas ideal, etc. Trata-se, porém, de uma idealizag¢ao bastante til.

12.3.2. Ciclo de Diesel
O ciclo de Diesel é uma aproximacdo ao funcionamento de um motor a gaséleo (“die-
sel”) de quatro tempos®®. Consiste em dois processos adiabdticos, um processo isoco-

%8 Concebido por Rudolf Diesel (1858-1913).

351



FISICA - UMA INTRODUCAOQ

rico e um processo isobdrico, conforme ilustrado na figura 12.3. As simplificagoes sao

essencialmente as mesmas que no caso do ciclo de Otto; em particular, tornaremos a

admitir que o fluido operante é um gas ideal, o que, mais uma vez, flagrantemente nao

é verdade.

p
B C
Pp~=Pc [
D
LA
V=V, V

Figura 12.3. Representagido em diagrama p-V de um ciclo de Diesel executado por uma maquina

térmica constituida por um gés ideal encerrado num cilindro munido de um émbolo mével.

Admitamos que o ciclo se inicia no ponto A do diagrama. A principal diferenga rela-

tivamente ao ciclo de Otto é que, neste momento, existe no cilindro apenas ar. No que
se segue, porém, chamaremos quer ao ar, quer a mistura de ar e gasdleo vaporizado,
simplesmente “gds”.

A — B:

9
!
S

D — A:

o gas sofre compressdo adiabatica do volume V, até ao volume V, < V,. No
diagrama p-V, este processo ¢ representado por um segmento de adiabatica,
pV’ = const.

¢ injectado gasoleo no cilindro, mantendo-se a pressao aproximadamente
constante. Devido a elevada temperatura atingida durante a compressio
adiabatica, da-se a ignicdo (sem necessidade de velas de ignicdo, embora
muitos motores Diesel modernos utilizem velas de agquecimento para elevar
ainda mais a temperatura) e o gas recebe calor, Este processo é representado
pelo segmento de recta horizontal [BC].

o gas sofre expansao adiabatica, do volume V.= V, até ao volume V> V.
Este processo é representado por um segmento de adiabdtica, pV’ = const.
(onde a constante é diferente da do processo A — B). Num motor real, este
€ 0 processo que, por exemplo, faz rodar a cambota do motor e que por sua
vez induz o movimento das rodas de um automével.

o gas é expelido do cilindro para a atmosfera, sendo arrefecido até a tempe-
ratura ambiente, a0 mesmo tempo que uma igual quantidade de ar, também
a temperatura ambiente, € injectada no cilindro, Pode, portanto, dizer-se que
o gas perdeu calor a volume constante. Este processo é representado pelo
segmento de recta vertical [AD].
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Vamos agora calcular o rendimento do ciclo de Diesel. E mais facil comegar a analise
pelo processo isocorico.

* Processo isocorico (D — A): tem-se, evidentemente, que o trabalho W, = 0. Por outro
lado, uma vez que o fluido operante é o gds ideal, segue-se da equacao (10.20) que

0,,=Cyn(T,~T,)<0. (12.18)

® Processo isobdrico (B — C): como veremos ja a seguir, ndo é realmente necessario
calcular W, . explicitamente. Por outro lado, uma vez que o fluido operante é o gas
ideal, segue-se da equagdo (11.13) que

Opc =C (T, —T;)>0. (12.19)

* Processos adiabaticos (A — B e C — D): tem-se, evidentemente, que Q,, = O, = 0.
Por outro lado, a varia¢do de energia interna ao longo de todo o ciclo tem de ser
nula, logo

QAB - WAB + QBC - WBC + QCD - WCD + QDA - WDA = 0’
donde
Wy +Wee +Wep =04 + 0y (12.20)

Ou seja, o trabalho realizado durante o processo isobarico e os processos adiabati-
cos é igual ao calor trocado durante os processos isobdrico e isocérico.

Tem-se, assim, para o trabalho total realizado sobre a vizinhanga e o calor total rece-
bido durante o ciclo de Diesel:

W=W,+W,+ Wy e 0=0,. (12.21)

Das equacodes (12.18) a (12.21) vem entdao que

17,-T,

- . (12.22)
y I —T;

7 Diesel =
Tal como para o ciclo de Otto, também o rendimento do ciclo de Diesel depende do
coeficiente de expansao adiabatica, y, dado pela razao entre os calores especificos a pres-
sdo e a volume constante do fluido operante.

Dado que a compressdo adiabatica (processo A — B) se da sem a presenca de combusti-
vel no cilindro, é possivel atingir temperaturas mais elevadas sem que haja igni¢ao, e assim
conseguir maiores rendimentos com um motor Diesel do que com um motor a gasolina.
Tipicamente as taxas de compressdo destes motores sao da ordem de 15 a 20, precisando de
ser fabricados com menores tolerancias e de ser mais robustos do que os motores a gasolina.
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12.3.3. Ciclo de Brayton-Joule

O ciclo de Brayton-Joule é muito semelhante ao ciclo de Diesel. Consiste em dois pro-
cessos adiabaticos e dois processos isobdricos, conforme ilustrado na figura 12.4. O
processo D — A ocorre fora do motor, portanto a pressio atmosférica.

p

P~ Pc

P4~ Pp

v

Figura 12.4. Representag¢io em diagrama p-V de um ciclo de Brayton-Joule executado por uma
mdaquina térmica constituida por um gas ideal encerrado num cilindro munido de um émbolo mével.

Vamos agora calcular o rendimento do ciclo de Brayton-Joule. E mais facil comecar
a analise pelos processos isobaricos.

® Processos isobdricos (B — Ce D — A): como veremos ja a seguir, ndo é realmente
necessario calcular W, .e W, explicitamente. Por outro lado, uma vez que o fluido
operante € o gas ideal, segue-se da equacio (11.13) que

Ope =C,n(T. - T,)>0 (12.23)
e que
O, =C,n(T,-T,)<0. (12.24)

* Processos adiabaticos (A — B e C — D): tem-se, evidentemente, que Q,, = O, =
0. Por outro lado, a variacdo de energia interna ao longo de todo o ciclo tem de ser
nula, logo

Op—Wi+ QBC —We + QCD ~Wep + Ops =Wy, =0,
donde
Wig ¥ Woe +Wep + Wy =Ope + Oy (12.25)

Ou seja, o trabalho realizado durante todo o ciclo é igual ao calor trocado durante
0s processos isobaricos.
Tem-se, assim, para o trabalho total realizado sobre a vizinhanga e o calor total rece-
bido durante o ciclo de Brayton-Joule:

W=W,+W, +Wep +W,, ¢ O=0,. (12.26)
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Das equagodes (12.23) a (12.26) vem entdo que

_TD_TA

. (12.27)
TC _TB

N =1
resultado este idéntico ao do ciclo de Otto, equacao (12.14). Vamos re-escrevé-lo em
fun¢ido das pressoes em A e B. Uma vez que o sistema vai de A para B e de C para D por
processos adiabaticos e o fluido operante é um gas ideal, vem da equagdo (11.21) que

Tpy " =Tpy" e Tpd" =T,p)" (12.28)

Como p_ =p, ep =P, estas equacdes podem reescrever-se na forma

Ify-1 Ify-1
T, =T, [&j e T,=T. [&j . (12.29)
Py Py

Introduzindo as equagoes (12.29) na equacdo (12.14), obtém-se

Iy-1 Iy-1
Pi Pi) —(&J . (12.30)

Ny =1-

T, =T, Py
Mais uma vez, tal como sucede com os ciclos de Otto e de Diesel, também o rendimento
do ciclo de Brayton-Joule depende do coeficiente de expansao adiabdtica, y, do fluido

operante.

12.3.4. Ciclo de Stirling

O ciclo de Sterling é uma aproximag¢iao ao modo de funcionamento de uma maquina de
Sterling, um dispositivo inicialmente concebido para elevar 4gua em minas. Consiste em
dois processos isotérmicos e dois processos isocoricos, conforme representado na figura
12.5. E, portanto, semelhante ao ciclo de Otto,

p

V,=V, Ve=Ve V

Figura 12.5. Representa¢io em diagrama p-V de um ciclo de Stirling executado por uma miquina
térmica constituida por um gés ideal encerrado num cilindro munido de um émbolo mével.
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Admitamos, novamente, que o fluido operante é um gas ideal e que o ciclo se inicia
no ponto A do diagrama.

A — B: o gas sofre expansio isotérmica, a temperatura da fonte quente, T, do vo-
lume V, até ao volume V, > V,. No diagrama p-V, este processo ¢é represen-
tado por um segmento da isotérmica pV = nRT,.

B — C: o gas ¢é arrefecido a volume constante igual a V,, da temperatura da fonte
quente, T, até a temperatura da fonte fria, T, < T . Este processo ¢ represen-
tado pelo segmento de recta vertical [BC].

C — D: o gas sofre compressao isotérmica, a temperatura da fonte fria, T,, do volu-
me V.=V, até ao volume V_ = V,. Este processo ¢é re-presentado por um
segmento da isotérmica pV = nRT,.

D — A: o gas ¢ aquecido, a volume constante igual a V, = V,, da temperatura da
fonte fria, T,, até a temperatura da fonte quente, T,. Este processo é repre-
sentado pelo segmento de recta vertical [AD].

Vamos agora calcular o rendimento do ciclo de Stirling. E mais facil comecar a ana-
lise pelos processos isocoricos.

* Processos isocoricos (B — Ce D — A): tem-se, evidentemente, que W, .= W, = 0.
Por outro lado, uma vez que o fluido operante é o gds ideal, segue-se da equacdo
(10.20) que,

Ope =Con(T,-T,) <0 (12.31)
e que

0, =Cyn(T,-T,)>0. (12.32)

® Processos isotérmicos (A — B e C — D): uma vez que o fluido operante é o gas
ideal, cuja energia interna apenas depende da temperatura, tem-se que AU =0, logo,
pela primeira lei da Termodindmica, Q = W. Do exemplo 11.1 vem, entio, que

0, =W, =nRT In 250 (12.33)
VA
e que
VD
Qcp =Wep =nRT; In- 2 <0. (12.34)
C

Tem-se, assim, para o trabalho total realizado sobre a vizinhanga e o calor total rece-
bido durante o ciclo de Stirling:

W=W,+W, ¢ 0=0,+0,, (12.35)
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Das equagodes (12.31) a (12.35) vem entdo que

nRT, In%+nRT2 an—D
= VA <. (12.36)
nRT, 1r17’3+C,,n(T1 -T)

A

M stitling = E

Como V_ =V eV =V ,aequacio anterior simplifica-se, resultando
RlnE
=

T stiting = (1 - J . . (12.37)
T
‘ CV[I sz+RanB

1 A4

Ou seja, o rendimento do ciclo de Stirling é igual ao rendimento do ciclo de Carnot,
equacdo (12.9), multiplicado por um factor que é claramente menor do que 1, logo (como

seria de esperar!) O rendimento do ciclo de Sterling depende das proprie-

Nsticting < Mcarnor
dades do fluido operante através do seu calor especifico molar a volume constante,
Relativamente aos motores a gasolina (Otto) e gaséleo (Diesel), a mdquina de Stirling
tem a vantagem da simplicidade: ndo se da combustdo no interior da maquina, que pode,
por isso, utilizar qualquer fonte de energia externa como fonte quente — por exemplo,
luz solar ou calor obtido por combustao de biomassa. Por esta razao, tem havido, nos
ultimos anos, um renascer de interesse na maquina de Stirling, no ambito da utilizacio
de energias renovaveis. Isto além do seu valor enquanto brinquedo didactico para de-

monstracao dos principios da Termodinamica.

12.3.5. Ciclo de Ericsson
O ciclo de Ericsson é muito semelhante ao ciclo de Sterling: consiste em dois processos
isotérmicos e dois processos isobdricos, conforme representado na figura 12.6.

p
B C
Pp~=Pc |
T
T, !
Ps=Pp | y A D

V

Figura 12.6. Representacdo em diagrama p-V de um ciclo de Ericsson executado por uma maqui-
na térmica constituida por um gas ideal encerrado num cilindro munido de um émbolo mével.

Admitamos, novamente, que o fluido operante é um gds ideal e que o ciclo se inicia
no ponto A do diagrama. A unica diferenca relativamente ao ciclo de Stirling estd em que
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os processos B — C e D — A sao isobdricos e ndo isocoricos. Para os processos isotér-
micos (A — B e C — D) continuam a ser vélidas as equacoes (12.33) e (12.34). Quanto
ao0s processos isobdricos, uma vez que o fluido operante é o gds ideal, segue-se da equa-
¢ao (11.13) que

Ope =Cn(T, = T,) <0 (12.38)
e que
0,,=C,n(T, - T,)>0. (12.39)

Mais uma vez, a variagdo de energia interna ao longo de todo o ciclo tem de ser nula,
logo

QAB - WAB + QBC - WBC + QCD - WCD + QDA - WDA = O’
donde
WAB + WBC + WCD + WDA = QAB + QCD- (12-40)

Ou seja, o trabalho realizado durante todo o ciclo é igual ao calor trocado durante os
processos isotérmicos — tal como sucede no ciclo de Sterling.

Tem-se, assim, para o trabalho total realizado sobre a vizinhanga e o calor total rece-
bido durante o ciclo de Ericsson:

W=Wg,+Wye +Wop, +W,, ¢ 0=0,+0,,. (12.41)
Das equacgodes (12.33), (12.34) e (12.38) a (12.41) vem entdo que

W nRT, ln%Jr nRT, ln%
5" VA <. (12.42)
nRT, an—B+Cpn(Tl -T,)

A

77 Ericsson

Como os processos A — B e C — D sdo isotérmicos, o fluido operante é um gas ideal e,
além disso,p =p ,ep_ =p, vem que

Vi_Pi o Vo_Pc_Ps (12.43)
Vs  Pg Ve pp Py

Introduzindo estes resultados na equacdo (12.42), obtém-se

Rln&
T,

7 bresen =[1—7] - Py : (12.44)
! Cp(1—2]+RlnpA
DPs

1
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Ou seja, o rendimento do ciclo de Ericsson € igual ao rendimento do ciclo de Carnot,
equagdo (12.9), multiplicado por um factor que é claramente menor do que 1, logo
Merccon < Meamep COMO seria de esperar. O rendimento do ciclo de Ericsson depende das
propriedades do fluido operante através do seu calor especifico molar a pressdo constan-
te, C,. Finalmente, repare-se que a equacdo (12.44) pode obter-se da equacdo (12.37),

que da o rendimento do ciclo de Sterling, simplesmente substituindo C,, por C,eV/V,
porp /p..

12.4. Entropia

A segunda lei da Termodindmica é algo diferente das outras leis fisicas que encontramos
até agora, no sentido em que nao é expressa através de uma equagao; em vez disso, ex-
prime uma impossibilidade. E, no entanto, possivel dar-lhe forma matematica introdu-
zindo uma nova varidvel de estado, a que se chamou entropia, S. A segunda lei da Ter-
modindmica pode entdo reformular-se como se segue:

Em qualquer sistema termodindmico isolado (ou seja, cuja energia interna se man-
tém constante) a entropia nunca pode diminuir, tendo-se sempre AS > 0. Logo, o
estado de equilibrio de um sistema isolado (ou seja, o estado para o qual ele tende
se deixarmos passar tempo suficiente) é um estado de entropia mdxima.

A entropia da-nos, assim, o sentido “natural” dos processos termodindmicos: aban-
donado a si mesmo, um sistema vai seguir o caminho que aumenta (ou, pelo menos, ndo
diminui) a sua entropia. Isto pode parecer um pouco misterioso, mas tudo se torna mais
claro se considerarmos a interpretacdo microscépica da entropia, como sendo, essencial-
mente, uma medida da desordem de um sistema fisico. Uma vez que existem, regra geral,
muitas mais maneiras de um sistema estar desordenado do que ordenado, ele tendera
naturalmente para o estado desordenado.

Para calcularmos a entropia, consideremos a expansao isotérmica infinitesimal de um
gas ideal — para maior transparéncia e, como veremos, sem grande perda de generalida-
de. Fornecemos uma quantidade de calor dQ ao gas e permitimos que este se expanda
apenas o suficiente para que a sua temperatura se mantenha constante. Uma vez que a
energia interna de um gds ideal apenas depende da temperatura, a energia interna vai
manter-se constante durante este processo, logo

WRT AV _ 1 dO.
V. nR T

dU=0 = dQ=dW = pdV = (12.45)
Note-se agora que, apds a expansio, o gas se encontra claramente num estado mais
desordenado do que antes, uma vez que as suas moléculas dispéem de um volume maior
onde vaguear. Logo, a variagio relativa de volume, dV/V, é uma medida da variacdo
(neste caso aumento) da desordem do sistema, a qual é, portanto, proporcional a dQ/T.

359



FISICA - UMA INTRODUCAOQ

Faz, entdo, sentido definir a varia¢do infinitesimal de entropia, dS, num processo infini-
tesimal reversivel, como

das = d—Q . (12.46)
T
Conclui-se desta expressio que a entropia é uma grandeza escalar, com dimensoes de
energia a dividir por temperatura e que as suas unidades SI sio J K. Interpretando a
entropia como uma medida da desordem de um sistema termodinamico, o significado da
defini¢do (12.46) é o seguinte: um sistema a temperatura elevada esta j4 muito desorde-
nado, por isso a adi¢ao a esse sistema de uma dada quantidade de calor vai desordena-lo
menos (isto €, levar a um menor aumento da sua entropia) do que se a mesma quantida-
de de calor for adicionada a um sistema a temperatura mais baixa.
Num processo reversivel ndo infinitesimal, a variacao da entropia vai ser dada por

2
AS:Sz—S]:JdTQ, (12.47)
1

onde 1 e 2 designam os estados inicial e final, respectivamente. Repare-se que esta
defini¢ao apenas nos permite calcular variagdes da entropia de um sistema termodina-
mico, ndo o seu valor, o qual estd, portanto, definido a menos de uma constante arbi-
traria (tal como sucede, por exemplo, com a energia potencial gravitica). A entropia,
tal como a energia interna, é uma fun¢do de estado de um sistema termodinamico, ou
seja, depende apenas dos valores das varidveis de estado do sistema. Logo, todos os
sistemas caracterizados pelos mesmos valores das varidveis de estado terdo a mesma
entropia. Mais, a entropia de todos os sistemas tende para o mesmo valor quando a
sua temperatura absoluta tende para zero, resultado este que constitui a terceira lei da
Termodinamica.

Exemplo 12.2
Determinar a varia¢do de entropia quando 1 kg de dgua liquida é aquecido de 10 °C
até 90 °C. Dado: G0 = 4190 ] K'kg'.

Resolucdo:
Neste caso, a temperatura inicial é T, = 10 °C = 283.15 K e a temperatura final ¢
T, =90 °C = 363.15 K. Pela definigdo de calor especifico, vem que

c=id—Q < dQ=mcdT
m dT

Substituindo na expressdo para a variacdo de entropia, obtém-se

T,
ASzch'd—T=mcln£=1><4190><lnM
J T T 283.15

1

=1042.6 JK
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Concluimos este capitulo (e o livro) com a demonstragao de um resultado cldssico: a
variag¢do de entropia de um gds ideal. Das equagdes (10.5), (11.9) e (12.47) vem que

VZ
AS = InC —+j d%zn[c,/ln%JrRlnﬂj. (12.48)

1 1

Utilizando as equagdes (10.6) e (11.12), é facil mostrar que a equagdo (12.48) pode
também ser escrita na forma

ASanCp 1n£—R1n&J. (12.49)
T Py

(Exercicio: verifique.)
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PROBLEMAS

12.1. Determine o rendimento maximo de uma maquina térmica que opera entre a tempe-
ratura ambiente (fonte fria) e 400 °C (fonte quente), se a temperatura ambiente for:
a) -10 °C.
b) 27 °C.

12.2. Uma mdaquina de Carnot recebe calor de uma fonte quente a 2000 K e cede calor a
1200 K a outra maquina de Carnot, a qual, por sua vez, cede calor a uma fonte fria
a 600 K. Determine:

a) O rendimento de cada uma das maquinas de Carnot, bem como o rendimento
do conjunto das duas maquinas.

b) O trabalho realizado por cada maquina durante um ciclo se a fonte quente a
2000 K fornecer uma quantidade de calor igual a 700 J.

12.3. Uma mole de um gas ideal descreve um ciclo de Carnot entre as temperaturas de
300 K e 500 K. No processo isotérmico que se dd a temperatura da fonte quente,
um volume inicial de 1 litro de gas é expandido até ocupar um volume de 4 litros.
Determine o trabalho realizado durante um ciclo e as quantidades de calor troca-
das entre o gds e cada uma das fontes.

12.4. Uma maquina térmica realiza o ciclo representado no diagrama p-V da figura
abaixo, o qual consiste em dois processos isocoricos e dois processos isobdricos.
O fluido operante é um gas ideal (ndo necessariamente monoatémico). Admita
que, no ponto A, a temperatura € T,.

p
D y
Po v
A Y
Py/2 G < 2
V2 v, ¥

Determine:

a) O trabalho realizado durante um ciclo e as quantidades de calor trocadas entre
0 gas e cada uma das fontes.

b) A expressdo do rendimento do ciclo. Se o fluido operante for um gas ideal dia-
témico, compare o rendimento deste ciclo com o de um ciclo de Carnot fun-
cionando entre as mesmas temperaturas de fonte quente e de fonte fria (note
que as temperaturas da fonte quente e da fonte fria sdo, respectivamente, as
temperaturas mais alta e mais baixa atingidas durante o ciclo).
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Pretende-se que uma maquina térmica tenha um rendimento de 40 % utilizan-
do uma fonte quente a temperatura de 250 °C. Qual é a temperatura maxima
da fonte fria que se pode utilizar para que este rendimento seja, em principio,
atingivel?

Uma mdquina a vapor realiza 6000 J de trabalho em cada ciclo, mas perde 578 ]
em atrito e cede 2 kcal de calor ao meio ambiente. Determine:

a) A quantidade de calor que a fonte quente fornece a maquina em cada ciclo.
b) O rendimento da maquina.

Um motor de automovel realiza um ciclo de Otto com taxa de compressdo » = 9.
Se a poténcia do motor (trabalho realizado a dividir pelo tempo em que € realiza-
do) for 150 kW, qual é a quantidade de calor fornecida pelo combustivel em 1
minuto? Dado: y = 1.4.

Uma mdquina frigorifica é um dispositivo que, mediante a absor¢ao de trabalho,
retira calor de uma fonte fria e cede-o a uma fonte quente. Define-se a eficiéncia de
uma mdquina frigorifica, K, como a razao entre o calor por ela retirado da fonte
fria e o trabalho por ela absorvido. Um exemplo de maquina frigorifica é o frigo-
rifico de Carnot, que realiza o ciclo de Carnot em sentido inverso ao representado
na figura 12.1. Mostre que a eficiéncia de um frigorifico de Carnot é dada por

T,

2

K = .
Carnot 7—; _ ]-,2

onde T, e T, sdo as temperaturas da fonte quente e da fonte fria, respectivamente.

Considere uma maquina frigorifica operando entre as temperaturas de 210 K e
310 K. Sabe-se que a eficiéncia da mdquina é metade da de um frigorifico de
Carnot operando entre as mesmas duas temperaturas, e que, em cada ciclo, a
maquina absorve 600 J da fonte fria. Determine a quantidade de calor cedida a
fonte quente em cada ciclo.

Mostre que o rendimento do ciclo de Diesel, dado pela equagido (12.22), se pode
reescrever na forma

e

1 =1

M Diesel =1~ -
1€SC yry 1 ]/‘e _1
onder=V,/V, éataxa decompressioer,= V /V, éa taxa de expansdo ou cutoff
e B

ratio.

Considere uma maquina que realiza um ciclo de Brayton-Joule. A maquina ad-
mite ar a pressdo de 1 atm, e tem rendimento 0.32. Qual é a pressio maxima
atingida no seu interior? Dado: y =1.4.

Considere uma mdaquina de Stirling simples que opera entre as temperaturas
ambiente (fonte fria, 15 °C) e a de uma chavena de chd acabado de fazer (fonte
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quente, 80 °C). Qual devera ser a taxa de compressao (r = V,/V,) desta maquina
para que o seu rendimento seja 0.1? Admita que o fluido operante (ar) é um gas
ideal diatémico.

Uma mole de uma substincia, inicialmente a temperatura de 0 °C, é aquecida até
100 °C por trés processos diferentes:

i) Imersdao num banho térmico a temperatura de 100 °C;

ii) Imersao num banho térmico a temperatura de 50 °C até que seja atingido o
equilibrio térmico, seguidamente colocagio em contacto com outro banho
térmico a temperatura de 100 °C;

ii) Imersdo sucessiva em banhos térmicos com temperaturas de 30 °C, 60 °C e
100 °C, em cada caso até que seja atingido o respectivo equilibrio.

Determine a variagao de entropia associada a cada um destes processos.
Dado: C,=25] K mol™.

12.14. Determine a variag¢do de entropia associada a expansao isotérmica de # moles de

um gds ideal, de um volume inicial V para um volume final 2V.

12.15. A energia interna de um gas de Van der Waals é dada por

12.16.

Uy = CVnT—%+UO.

onde U, ¢ uma constante arbitraria.

a) Determine a expressdo da variagdo de entropia do gds de Van de Waals.
b) Utilize o resultado da alinea a) para deduzir a expressio das adiabaticas do
gas de Van der Waals.

Um balde contendo 5 kg de dgua a temperatura de 20 °C é posto fora de uma
casa, de modo a arrefecer até a temperatura do exterior, que é 10 °C. Sabendo
que o calor especifico da dgua é: Ciyo = 4190 J K kg, determine:

a) A variacao de entropia da agua.

b) A variagdo de entropia da atmosfera circundante.

¢) A variac¢do de entropia total do universo. Que pode concluir?
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CONSTANTES FiSICAS FUNDAMENTAIS #

Constante

Simbolo

Valor @

Velocidade da luz no vacuo
Permeabilidade magnética do vacuo
Constante dieléctrica do vicuo
Constante gravitacional
Constante de Planck

Carga elementar

Massa do electrao

Massa do protdo

Massa do neutrao

Constante de Avogadro
Constante de Boltzmann
Constante de Stefan-Boltzmann
Constante dos gases ideais

C

=
S

™
S

2 o =0

’UEO

:PZ :E

~

w

~ Q

2.99792458%10° m s
4px107 H m!
8.854187817x10"2 F m™
6.67384(80)x10" m’ kg! s
6.62607015x1034J s
1.602176634x10"° C
9.10938291(40)x10! kg
1.672621777(74)x107" kg
1.674927351(74)x10% kg
6.02214076x10% mol™
1.380649x102 J K*!
5.670367(13)x10* W m?K+*
8.3144626... ] mol* K

@ Qs valores da velocidade da luz, das constantes de Planck, de Avogadro e de Boltzmann, e da permea-
bilidade magnética do vdcuo sdo valores exactos. A constante dieléctrica do vicuo relaciona-se com
aquelas duas constantes pela relagdo ¢ = 1/u ¢*. Desta modo, ¢, pode ser calculado com a precisio que
se pretender. Relativamente as restantes constantes, os nimeros entre paréntesis indicam a incerteza com

que sdo conhecidos os ultimos algarismos; por exemplo, o valor da massa do electrdo m, =

9.10938291(40)x103! kg significa que 2,

(9.10938291+ 0.00000040)x10-*! kg.

% Fonte bibliografica: National Institute of Standards and Technology (http://physics.nist.gov/cuu).
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ALGUNS DADOS ASTRONOMICOS?®

Corpo celeste Massa Raio® Raio Periodo Period(z
(kg) (m) Orbital® (m) Orbital @ de rotacao
Sol 1.99%x10%° 6.96x108 — — 37 d26 d9
Merctrio 3.30x10% 2.44x10¢ 5.79x10% 88.0d 58.7d
Vénus 4.87x10%* 6.05x10° 1.08x10" 224.7d 243d
Terra 5.97x10%* 6.38x10° 1.50x10" 365.3d 23 h 56 min
Lua 7.35x10% 1.74x10°¢ 3.84x108 27.3d 27.3d
Marte 6.42x10% 3.40x10° 2.28x10" 687.0d 1.03d
Jupiter 1.90x10%7 6.91x107 7.78x10M 11.86 anos 0.409d
Saturno 5.68x10% 6.03x107 1.43x10"2 29.45 anos 0.426 d
Urano 8.68x10% 2.56x107 2.87x10"'2 84.02 anos 0.451d
Neptuno 1.02x10% 2.48x107 4.50x10"? 164.8 anos 0.658 d
Plutio 1.31x1022 1.15x10¢ 5.91x10"2 247.9 anos 6.39d

@ O “Raio” é o valor do raio equatorial do corpo celeste.

® O “Raio orbital” é a distincia média ao Sol, no caso dos planetas, e a distincia média a Terra, no caso

da Lua.

© O “periodo orbital” refere-se ao periodo de translacao em torno do Sol, no caso dos planetas, e ao

periodo de translagdo em torno da Terra, no caso da Lua.

@ Sendo constituido por uma massa de géds ionizado (plasma), o Sol ndo é um corpo rigido, tendo um

movimento de rota¢do nos pélos diferente do movimento de rotagio no equador. O periodo de rotagio

nos polos é de 37 dias enquanto que no equador é de 26 dias.

* Fonte bibliografica: NASA Jet Propulsion Laboratory Solar System Dynamics Group (http:/ssd.jpl.nasa.gov).
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APENDICE 3
CONVERSAO DE UNIDADES

A3.1. Sistema CGS

A designacido do sistema de unidades CGS deriva das iniciais das suas unidades de base
para a Mecanica: o centimetro, o grama e o segundo. Na tabela seguinte encontram-se
os factores de conversio de unidades entre o sistema CGS e o sistema SI de algumas
grandezas mecanicas.

Factor de conversao

Grandeza fisica Unidade CGS (simbolo) CGS — SI
Comprimento centimetro (cm) 1cm =102 m

Massa grama (g) 1g=10°%kg

Tempo segundo (s) —

Area centimetro quadrado (cm?) 1 cm? = 104 m?
Volume centimetro cibico (cm?) 1cm? =10 m?
Velocidade centimetro por segundo (cm s!) lems!'=102ms!
Aceleracio centimetro por segundo quadrado (cm s?) lems?=10%ms?
Massa volumica grama por centimetro ctbico (g cm) 1 gem3 =10° kg cm?
Forga dine (dyn) 1dyn=10°N
Impulso de uma forga dine segundo (dyn s) 1dyns=10°N's
Momento de uma forca dine centimetro (dyn cm) 1dyncm =107 N m
Momento linear grama centimetro por segundo (g cm s™) lgems?'=10°kgms!
Momento de inércia grama centimetro quadrado (g cm?) 1 gcm? =10 kg m?
Trabalho ou energia erg (erg) 1lerg=107]
Poténcia erg por segundo (erg s) lergs!=10"7W
Pressio bar (bar) 1 bar = 10° Pa
Viscosidade poise (P) 1P=10"'Pas

A3.2. Outros factores de conversao

Comprimento
1 fermi (fm) = 10 m
1 angstrom (A) =101 m
1 polegada (in ou “) = 0.0254 m

1 pé (ft) = 0.3048 m
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1 jarda (yd) = 0.9144 m

1 milha (mi) = 1609.3 m

1 unidade astronoémica (UA) = 1.496"10'' m
1 ano-luz (ly) = 9.46x10% m

1 parsec (pc) = 3.09x10'* m

Massa
1 unidade de massa atomica (u) = 1.66057x102” kg
1 libra (Ib) = 0.4536 kg
Tempo
1 ano (yr)= 3.156x107 s
1 dia (d) = 8.640x10* s
1 hora (h) = 3600 s

1 minuto (min) = 60 s

Angulo plano
1 grau (°) = 1.745x102 rad
1 minuto () = 2.909x10* rad
1 segundo (“) = 4.848x10°¢ rad

Area
1 milha quadrada (mi?) = 2.590x10¢ m?
1 pé quadrado (ft?) = 9.290x10? m?
1 polegada quadrada (in?) = 6.452x10* m?

Volume
1 litro (1) = 17107 m?
1 pé cubico (ft}) = 2.832x102 m?
1 polegada cubica (in’) = 1.639x10° m?
1 galdo (gal) = 4.546x10 m? (sistema imperial britanico)
1 galdo (gal) = 3.785x10 m? (sistema americano)

Velocidade
1 quilémetro por hora (km h') = 2.778x10"' m s
1 milha por hora (mi h ou m.p.h.) = 0.447 m s
Velocidade angular
1 rota¢do por minuto (rot min™ ou r.p.m) = 1.047x10! rad s
1 rotagdo por hora (rot h™ ou r.p.h.) = 1.745x1073 rad s™

Forca

1 quilograma forca (kgf)= 9.8 N
1 libra forga (Ibf) = 4.448 N
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Pressao
1 atmosfera (atm) = 101325 Pa
1 bar (bar) = 10° Pa
1 milimetro de mercurio (mmHg) = 133.322 Pa
1 libra-forga por polegada quadrada (psi) = 6894.757 Pa

Energia
1 electrao-volt (eV) = 1.602x10" J
1 unidade térmica britanica (BTU) = 1055 ]
1 caloria (cal) =4.186 ]
1 watt-hora (Wh) = 3.6x103 ]
1 quilowatt-hora (kWh) = 3.6x10° ]

Poténcia
1 caloria por segundo (cal s') = 4.186 W
1 cavalo vapor métrico (cv) = 735 W
1 cavalo vapor (hp) = 745.7 W
Conversao massa-energia

1u=931.5 MeV/c?
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APENDICE 4
ALFABETO GREGO

Nome da letra Maiascula Mindscula Nome da letra Maiascula Mintscula
Alfa A o Nu N v
Beta B B Csi g g
Gama r % Omicron (0] o
Delta A 8 Pi 1 o
Epsilon E € R6 P p
Zeta V4 4 Sigma = c
Eta H n Tau T T
Teta ) 0 Upsilon Y v
Tota I 1 Fi [O) 0,
Kapa K K Qui X X
Lambda A A Psi v \4
Miu M i Omega Q ®
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APENDICE 5
RELACOES MATEMATICAS

A5.1. Geometria

Perimetro de uma circunferéncia de raio R: P=2nR

Area de um circulo de raio R: S =7 R?

Area de uma superficie esférica de raio R: S =4 R’

Volume de uma esfera de raio R: V =47 R’/3

Area da superficie de um cilindro de raio R e altura b: S = 27[R(R+ h)
Volume de um cilindro de raio R e altura b: V =xR*h

A5.2. Trigonometria

A.5.2.1. Funcoes trigonométricas
Considere-se o seguinte tridngulo rectangulo:

Teorema de Pitagoras: r° =x" + )
Fungdes trigonométricas do angulo a:
sinag = y/r ; cosa =x/r ; tana =y/x ; cota =x/y

A.5.2.2. Identidades trigonométricas
sin*a +cos’a =1

sin 2a = 2sina cosa
2 < 2 2 < 2
cos2a =cos“a —sin“a =2cos"a —1=1-2sin"«

sin(—a ) = —sina
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cos (—a ) =cosa

sin(a £m/2)=+cosa

cos(a tm/2)=Fsina

sin(a ) =sina cosf *cosa sinf

cos(a £f)=cosa cosf Fsina sinf

sina t+sinf :2sin%(a iﬁ)cos%(a B)
cosa +cosf3 =2cos%(a +,B)cos%(a -B)
cosa —cosf =—25in%(a +ﬁ)sin%(a -B)

A.5.2.3. Lei dos senos e lei dos co-senos
Considere-se o seguinte tridngulo de angulos a, B e y opostos, respectivamente, aos
lados a, b e c:

Lei dos senos: sina /a =sinf /b =siny/c
Lei dos co-senos: a’ =b> +¢* —2bccosa
b’ =a’ + ¢’ —2accosf

=d® +b? —2abcosy

A5.3. Desenvolvimentos em série de Taylor

n(n—l)x2 . n(n—l)(n—2)
2!

(1+ x)" =l+nx+ x’ +...valido para todo o x

3!
3 5
. X 1. .
sinx=x — B + 5 valido para todo o x (expresso em radianos)
x xt
cosx=1-— BNl LTI valido para todo o x (expresso em radianos)

3 2 5
tanx=x+?+%+... valido para |x|<n/2
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2 3
X x -
e’ =1+x+—'+—'+... valido para todo o x

2 3
ln(1+x) =x—x?+x?—... valido para |x| <1

Para x <1 sdo aceitdveis as seguintes aproximacoes:

(1+x)"zl+nx sinx = x
e =1+x cosx~1
1n(1+x)zx tanx ~ x

Ab.4. Derivadas e primitivas

A.5.4.1. Derivadas e primitivas de funcoes elementares

f(u) df ldx f(x) [ f(x)dx

u" nu"" duldx x" [x"“/n+1]+C (n#-1)
u ~(1* ) duldx X Inx+C

sinu cosu du/dx sinx —cosx+C

cosu —sinu du/dx cosx sinx +C

tanu sec’ u du/dx tan x —In(cosx)+C

cotu csc’ u duldx cotx In (sinx)+C

e" e" duldx e’ e'+C

Inu (l/u)du/dx Inx Inx-x+C

A.5.4.2. Outras primitivas

xsinax cosax

j a dx=In(l+ax)+C jxcosaxdx: +——+C
1+ ax a a
1 1 .2 7{71 .
Ja+bxdx:31n(a+bx)+c fsm xdx—2 4sm2x+C
J d dxzi[a+bx7aln(a+bx)]+C J-coszxdx:£+1sin2x+C
a+bx b* 2 4
.[ 21 zdx:larctaanrC Isin"xdx:—lsin"’lxcosx+n—_ljsin”’2xdx
a +x a a 2 n

1 1 . _ -1 _
Iidlen(\l a+x +x)+C Icos”xdx:fsmxcos” 1x+n—jcos” 2x dx
Ja+x’ 2 "
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J.;d)m% s +C 'fx"sinxdx=—x”cosx+n‘[x”’

3/2
(aZ +x2)

1 n 0o -
de=—W+C jx cosxdx=x smx—njx !
X PR 1
j —dx=ya’+x +C J‘tanaxdx:fln(secax%C
J. dx arcsln +C j.a”"alx= @ +C
[a? nina
ax e{lx
J'm 77\/a+bx +C J.e dx = p +C
J.sinaxdx:—lcosax+c J.xe“dx=ex(x—1)+C
a
J.cosaxdx:lsinax+C Ixe‘” dx:i(axfl)+c
a a
stinxdx=—xcosx+sinx+C J.lnaxdx=x(lnax—1)+C
chosxdx:xsinx+cosx+C lnxdx ln x+C
X
jxsinaxdx:—xcosax+5infx+c I ! dx=In(Inx)+C
a a xlnx

A.5.4.3. Integracao por partes

b b
Iu @dxz[uv]b - v@dx
dx “ dx

a a

A5.5. Coordenadas polares, esféricas e cilindricas

A.5.5.1. Coordenadas polares, (r, q)
Relacio entre (x, y) e (r, 0):

{x = rcc.)se A P(xy)
y=rsinf y
Jacobiano da transformacao (x, y) — (7, 6):
a o
J M = ar ar =r >
r0) o o ¢
00 00

Elemento de area: dS =dxdy =rdrdf
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A.5.5.2. Coordenadas esféricas, (r, 0, ¢)
Relacdo entre (x,y, 2) e (7, 0, ¢):

x =rsinf cosp
y =rsinf sing

z=rcosf

Jacobiano da transformacao (x, y, z) — (r, 0, ¢):

ox Oy Oz

o or or
J[wjzg 6_y g=rzsin0

r,0 ., o0 o6 o0

&y o

dp dp Op

Elemento de volume: dV = dxdydz = r*sin drdyp do

A.5.5.3. Coordenadas cilindricas, (r, 0, ¢)
Relacio entre (x, vy, 2) e (7, ¢, 2):

X =rCosg A
y=rsing zZ T
z=z
 P(x.y.z)
Jacobiano da transformacio (x, y, z) — (7, ¢, 2):
y
or or or|l N
X %
gl Xyz)_|x Ol V S
rp.z) |O0p Op Op
a W
0z 0z Oz

Elemento de volume: dV =dxdydz =rdrdpdz
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SOLUCOES DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

Capitulo 1

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.
1.8.
1.9.

1.10.

1.11.
1.12.
1.13.
1.14.
1.15.
1.16.
1.17. a)

T2L’M!; m® kg! s? ou N m? kg2
lerg=107].

5.24x10" kg.

1.89x10% cm’.

0.12 au min.

9x10* atomos.

158.3 kg s'.

3.06 mm s

3 +4j —4k; b=i+4]-3k; |d|=64;

a =
4 umdades de comprimento.

b

C

”“:5.1.

~2i + 2] , b=1+2j-3k; co-senos directores de d: —2/2+/2, 2/2+/2, 0; co-

_senos directores de b : l/m, 2/@, —3/414.

) d
) 6.
) P(3
a) @

d) |é]|=+/54; ii, =—0.4087 +0.816] —0.408k .

e) —48i —48;] — 48k .
117.94 km.
v,=5,0,=5.9,v = 14; (¥ 0x)=T1.79°, (¥ Op) = 68.36".
-7.
96°.
74.5°.
PO=i+2j-2k; co-senos directores de PO : 1/3,2/3,-2/3.
114, =2/14 | 3/:14.
b) 53.3.°.
2

=+ k.
NERENE
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d) -2.5.

1.18. /83 unidades de area.

1.19. 2 unidades de drea; 90°.

1.20. 2.7 unidades de comprimento.

1.21. a) [7=+38, (32 0x)=7L1°, (7, 0y)=35.8°, (5 0z) =119.1°.
b) [ =74, (ii" Ox) =623, (ii» Oy) = 69.6°, (ii » Oz) =114.5°.
¢) 121.3°,

Capitulo 2
21. v =62ms';a =38 ms?
22, x=54m;v=64ms';a=56ms>
23. a)s
b) 60 m; 100 m.
¢) 18 m s
d) 136 m.
2.6. a) v(t) =181 —6t*; x(t) =6 —61°/5.
b) 12.5 m.
c) 13.5m s,
d) 4.8 ms™!
e)-12m s2

2.7. 64.3m;66 ms>2.
28. a)v, =16-12¢t -6 Dt.

)v,

b) 4 ms™.
c)0e2.67s.

d) 10.7 m.

e) Nao h4, porque a acelerac¢do é constante e diferente de zero (-12 m s2).

2.9, w(t)=30+2t—4r; x(t) =30t +1> —+t*

2.10. v(x)=2+/x —x+1.

241, a) v(t)= 1+v1:v0t; x(t):x0+%ln(1+kv0t).
b) v(x)=v,e .

2.12. a) 2 ms*.
b) x(¢)=1t*/6 -9t +13.5.

)
)
)
2.13. a) -77 m s
b) 742.3 m.
2.15. a) 6x10° m?3 s?
b) 0.245 m s.1
a)

2.16. a) Troco A — B: movimento rectilineo uniforme, no sentido negativo (v < 0).
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2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

SOLUGOES

Troco B — C: movimento rectilineo uniformemente retardado, no sentido negativo
(v<0)coma=+0.5ms>2.
Troco C — D: movimento rectilineo uniformemente acelerado, no sentido positivo
(v>0)coma=+4ms?2
Troco D — E: movimento rectilineo uniforme, no sentido positivo (v > 0).
b) Trogo A > B:v=-1ms"; x(1)=-1.
Trogo B — C: v(l) =-2+0.5¢; x(l) =1-2t+0.25¢.
Trogo C — D: v(t)=—-16+4t; x(1)=29-16t+21".
Tro¢o D —» E: v =4 m s x(t) =-21+4t¢.
¢) 9m;3m.
a) y=x.
b) #(r)=2(t—2)7 +2(t-2)] ms’; w(r)=2V2(t-2) ms’; d(r) =27 +2f ms? a=22
m s?.
¢) 0 <t <2 s: movimento rectilineo uniformemente retardado; t > 2 s: movimento
rectilineo uniformemente acelerado.

d) 18.4 m
a) V(t) = (6> —61)i +(2t—2)] ms™.
b)t=1s.
c) da(t)=(12t—6)i +27 ms=
d)0.5s
e) A aceleragdo nunca se anula na medida em que aa, #0.
a) y=x-2x+1.
b) 0.5 s
¢)x=16m,y=9m
4t-2 2
d) ¢,(t) =————, a,(t) = ————.
2tr =2t +1 2t =2t +1
a) y=1x2—4x+7
b) 1s.
¢) 1 m.
d) i ()= 225
\/4t2 —8t+5 \/4t2 —-8t+5
S0 i S —

T Ja —sies ar si+s’

V(t)=2cos2ti +2sin2¢ +%t2 k ms'y G(f)=—4sin2¢i +4cos2tj +3tk ms?
v(1=1)=25 ms'; a(t=1)=5 ms?.
a) ¥(f)=6cos2ti +2sin2t j —12¢™ k ms’
a(t)=—12sin2¢7 + 4cos2t j +36e™ k ms2
b) vt=0)=13.4 ms"; a(t=0)=36.2 ms2.
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2.23. a) d=2i +3j ms™
b) ¥(t)=(2t+3)i +(3t—-2)] ms.

- (3 .
c) Ft)y=(>+3t)i +| =t> -2t |j m.
) 7(e)= (£ +3t)i (2 j]
_ 2 . re 3t T B

2.24. a) v(t):(2+§sm3tjz —2¢7" j+cos3tk mslt.

b) 7(t) = 20— 2 cos3t 7+2e’3’]’+15in3t1€ m.

9 3 3

2.25. a) 9/4/13 m s>

1
b) y=—x" +x.
) V=04

2.26. a) v=+8 ms’;a=2ms>
b) @, =2 m s a, =2 m s>,

227. a) F(t)=(t' +2t+1)i +(27 +2)j m.
b) y=2+x
2.28. a) ¥(t)=4costi +3sint j ms'; (1) =4sinti +(6-3cost)j m.
b) 3 ms™.
¥ (y-6)
c) — =
16 9
3 L 36t
2.29. a) ¥(t)=0.5i + 6tk ms'; q,(t) =———=m s
{0.25 + 36>
a,(t) =;m s2.
A/ 0.25 + 3677
b) 60°.

. 1, . . 2
2.30. a) Movimento curvilineo uniformemente variado; y = x"/4.

2.31. a =—0.6sin2¢7 +0.6cos2¢ j +0.8k.

(1) =—cos2ti —sin2tj.

~1
~

~
~

2.32. a)Sms

=3/2ms?% a =32 ms2
y=3§/;.

2.33. a) ¢, =3v2/2m % a, =+/2/2m s>

2 2

Xy , . . . . ..
2.34. a) 55 + T =1; é uma elipse centrada na origem dos eixos cartesianos, com semieixos

Sme2m;como 7(t=0)=2j m, o inicio do movimento ocorre no ponto de coor-
denadas (0,2) m.

386



2.35.

2.36.

2.37.

2.38.

2.39.

2.40.

2.41.

2.42.

2.43.

SOLUGOES

b) ¥(f)=-5m cosmti — 2w sinzt j ms?. Como V(¢ =0)=—57i ,0 movimento processa-
-se no sentido directo ou anti-horério.

c) Como d=-x"F,a aceleragio é sempre dirigida para a origem do referencial (cen-
tro da elipse).

ii. 412.1 m s! (resultado idéntico ao obtido no problema anterior);
iii. 1558.8 m

a)212.75 m s,
b) 21.7 s.

c) 577.3 m.

d) 184.25 ms™.

a) 13.3s.
b) 1151.8 m.
c) 327.6 m.
d) 118.1 m s'; -42.8°.
e) 765.3 m.
a) 10.1 s.
b) 3030 m.
¢)315.9 m s,
d)315.1 ms™.
y=500-5.44x10"x".
3.45 s.
b) 125.1 m.
c) 14.6 m.
d) 39 ms.
e) 36.25 m s,
) 4.45 s.
) 88.9 m.
c) 41.6 m.
d) 34.8 m s'; -55°.
)
)
)

€

a

)
)
)
)

a

b

2.43 s.
5.2 m.
20.17 —9.8j m s’'; a bola embate na arvore na fase descendente do movimento por-

a
b

c
que, no momento do embate, v, <0.
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2.44. 71.85°.
2.45. 4.34 m.
2.46. 75°.
2.47. 15° ou 75°.
2.48. p :M.
g
2.49. 75.2 ms?2
2.50. w=23rads';a=10rad s* x=0.647 m,y = 0.763 m.
2.51. a,=3ms? g, =12 ms?%a=12.37ms>
2.52. w(t)=40 241" +16¢ rad s''; 6 (t) =10t — 8¢ + 8¢’ rad;
a,(t=1)=176 ms?% a,(t=1)=2048 m s>
2.53. 25 m.
2.54. 1s.
2.55. a) w(t)=12t-9rad s™; 0 (¢) =61 -9 +14rad.
b) 30 m s
2.56. a) 5 rad s?
b) a(t= O) =0.5ms?; a(t=2)=10.01m s>
2.57. a) 84.05 rad s™
b) 8.405 rad s?
c¢) 16.7 rotacdes.
2.58. a) w, =w,/3.
b) v, =v,/9.
c)a,=a,/27.
2.59. a)x’ + y* =9, trajectéria circular centrada em na origem e de raio R = 3 m; P = (0,-3) m
b) ¥(t)=-3m cosmti +3mwsintj m s'; movimento processa-se no sentido retrégrado
(horario) porque ¥, =—37j ms’.
2.60. a) O movimento é uniforme porque o valor da velocidade é constante, v = V2 mst.
b) (0,~2).
¢)O@)=t—m/2 rad.
d) 7/4 s.
2.61. a) Verifique que 7V =0.
b) Deduza a expressio da aceleragio e verifique que d@=-w’7.
o) X +y =d’, trajectéria circular centrada em (0, 0) e de raio R = 4. Trata-se de um
movimento circular uniforme.
2.62. a) ¥’ +y* =a’, trajectéria circular centrada em (0,0) e de raio R = a.

b)v=abms.
C)O(t) bt rad.
d) a

e) v =—4bl+3b] ms,v-Sbms

2 2
0; a,=ab” ms
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2.63.

2.64.

2.65.

2.66.
2.67.

2.68.

2.69.

2.70.

2.71.

SOLUGOES

Use a equacdo das velocidades angulares de um m.c.u.v.; use em seguida a relagio
s = R@ conjugada com a equagido das posi¢des angulares de um m.c.u.v..

a) x(t)lesin(£z+£] cm.
4
b)1seSs.

)
a) T=10ps; j, =1 rad.
b) 5%102 m s2.
) v

v, =0.6ms'a =0.12ms>
2s.
a)pselps.

b) 3p/4 s e 7pl4 s.

a) x(¢)=0.1sin (nt—%) m.
b) 0.1p m s
a) 318.3 Hz.
b) 4 ms™.

¢)3.2ms.
a) V2 m.

b) —7/4 rad.
c)1radst.

a) y= ix
773
b) (_67_8) ) (6’ 8) .

¢) Mostre que a norma do vector posi¢do é uma fun¢ido sinusoidal: » =10sin¢, com

7‘2 :x2 +y2 .
d) 27s.
2.72. a)v, =3.77ms"a =94.74ms?
b)v=3.02ms';a=-56.85 ms?2
2.73. a) 0.19 m.
b)2.39 m !
Capitulo 3
3.1. -8 +96k dyn.
3.2, ()= (—sm3t+2jz +2(2¢" =3)j +(2c0s3t—1)k ms;
F(t):(—icos3t+2t+£j7+(ie3t—6t+§j]+(£sin3t—t—zj1€ m
9 9 3 3 3
3.3. a)ll4s.
b) 231 m s
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3.4. F(x)=—mw’x.

3.5.

2 2

2.

a) Mostre que a equagao da trajectéria é — + ?
(l

b) Mostre que F(f) = —mw’ F(t).

3.6. 148.5 N.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.
3.11.

3.12.

3.13.

3.14. a

3.15.

3.16.

3.17.
3.18.

a) $(0)=(2+2)7 +41] ms; F(t)=(£ +2)7 +207 m.
b) x* —xy—2y+y72:0.

a) T,. =50 Nj T,. =70.7 N.

b) T, =25 N; T, =433 N.

6 =30°%T=905N; F =452.5 N.

a=29ms2% T=0.14 N.

a) 10 kg,
b)a=1.63 ms2 T=40.85N.
a) Movimento harménico simples, porque @ =—kx/m .
)
)
) v

b) Efectue o calculo.

1.4s.
=-0.49 m.

a

b
. 4
c) y(t)=—-0.49+0.5 sm(4.47t _Ej m.

) 8.66 rad s\
b) 0.73 s.

¢) x(¢) = 0.176sin (8.67¢ —0.367) m.
a) 101 Hz.

b) 6.32 m s
¢)5.10 m s

d) F(x) = —mw’x .

a)2.72 ms.

b) 6.79 m.

27.7x10% km h*.

T=162 N; 6 =43.4°,

Capitulo 4

4.1.

4.2.

a) 61.3 7.
b) 29.3 J.
)

(e

)
50.7J.
d) 54.97.
e) O trabalho realizado depende do percurso e por isso a for¢a ndo é conservativa.
a) P(¢) = 13£/400 erg s™'.
b) 81.25 erg.
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43. a

44. a

4.5. a)1.93x10°N.
b) 2.78x10* N.
4.6. v2mg
4.7. a) W=2.82x10° J; P, =9.4 kW.

b) W =9.26x10° J; P, =31 kW.

)

)
48. a)7.2].
)
)

)

b) 588 ].
c) 595.2 7.
d) 54.5 m s

4.9. 09N.

—6sin| Zi+ T 4
4.10. a) x(t)—6s1n(2t+ 6) cm \ \

x (cm)
(=]
-
.
/
L

. | |
4o\ \

00 05 10 15 20 25 3.0 35 40 45
b) 51.3 dyn. Tempo (s)

c) K=133.2 erg; U =44.4 erg.
411. a)A=6m; T=0.67s;w =3prads';j=p/2 rad.

b) K(x) =@(36—x2) J.

(3.7{)2 2

) U(x)=Tx J.
4.12. a)25.6].
b) 12.8 ]
c)12.8].

d) Zvnm, n=0,+1,%2,....

e) x4= 028 myv=32ms".
4.13. 2820 J.
4.14.26.5 ].
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4.15
4.16
4.17

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

FISICA - UMA INTRODUCAOQ

. 0.09 m.
.0.25 m.

. a)6.38 m.
b) 6.17 m s™.

i) F(x,y)=-2Cx"7 —2Cx*y j 3ii) F(x,y,z)=—Cyzi —Cxz j —Cxpk ;
iii) F(x,y,z)=-2Cxi —2Cy j -2Czk .

a) Mostre que rot F=0.

b) U(x,y,2)=—-xp’2" +3x°2* + U, .

c) +163 J.

a) F(r)= —ﬁ(ur—"]exp(—l] .
r r 7"0

b) 3.92x10° N.

Uma vez que a forga é central, nao realiza trabalho, logo, pelo teorema do trabalho-
-energia, a energia cinética é constante. Como a massa é constante, a velocidade é tam-
bém constante, e pode ser determinada igualando a expressao da for¢a dada a expressao
da forca centripeta num movimento circular uniforme. Conhecida da velocidade, pode-
-se calcular a energia cinética. Finalmente, a energia potencial determina-se integrando
a expressdo da forga; a energia total é a soma das energias cinética e potencial.

4.22. 7.6x10%].
4.23. 494 ms.
Capitulo 5
5.1. a) 4800/ Ns.
b) 4860; kg m s™.
5.2. a)200N's
b) 20 N
C) 2
20
18
16
€,
g 10
£ 3
6
4
2
00 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo (s)
5.3. a) J=56i Ns, Ap=56i kgms?, v=56i ms?.
b) 10 s.
5.4. a)22i+5/+k kgms'.
b)11.3 m ™.
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5.5. a)]=1000 Ns. 1o
90
80
g 70
60
§ 50
2
30
20
10

00 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Tempo (s)
b) 62.5 m s,

5.6. a) ﬁ(t)=t3f+2(cos%—ljl€ kg m s,
t4

r(t)—Tz +2 251n5—t k m.

5.7. a) F(t)=36i —144 N.

b)
)
) p(t)=(36t-36)i 72> j+18k kgm s
)
)

o

c) Efectue o calculo.

5.8. a) x=y"-16.

b) ——i Ns.
5.9. a)l12j-6k kgms.
b) 4i +7j+4k ms".
5.10. 5.33i 125 ms.
511, v, =247v,; 6, =52.6".
5.12. V' =3.67{ +3.14j kmh'; v'=4.8 km h', 0’ =40.5°.
5.13. (133.3,—40.7,16) m.

5.14. a) Apo6s o choque ter-se-a ¥, =0.595 —0.4237 ms'; v; =0.73 ms'e 6, =-354°.

b)) J,=-0.595{ +0.423] Ns, J,=—-J,.
) AK, =-0.0125 J, AK, =0.0266 J.
d) AK =AK,+AK, #0, logo o choque nio é elastico.
5.15. (175,450,~420) m.
5.16. 707 +180j-168k ms".
5.17. ¥/ =11.7i +11.7] ms'; ¥, =—1.76i +6.4] m s
5.18. =967 —141.6] ms'; 7 =28.87 —233.1] m.
5.19. a) 10007 —167; ms™.
b) 3.2x10¢ J.

C

|+

v
520. a) 2=y 27
Yp
b) Sdo iguais, por conservacio do momento linear total.

. I .
5.21. V), =v,sinb ; v, =% sin20 5 v, =v,cos’6 .

393



FISICA - UMA INTRODUCAOQ

522. v,=10 ms', v; =0.87 ms!, v, =1.5 ms™.
5.23. 1.42/ —-0.625] ms’.
5.24. a) v, =0.11 ms'; 0, =-27.25.

b) AV, =-0.25/ +0.13j ms'; Ay, =0.0997 +0.051 ms’;

Ap, =-0.05{ +0.026] kg ms'; Ap, =—Ap,.

a) 43.2 kN.
b) 29.5 m s2.
c)75s.
d) 5.4x10° m s2.
e) 206.2 m s2.
5.26. 10867.5 kg.

5.27. a) 0.3 N.
b) 0.29 W.

)
)
5.28. a) 1.5/ +1.1j+k ms™.
b) 15/ +11j +10k kgm s,
5.29. 7.63x10°].
5.30. a) 7, (1)=(3.2+0.61)i +(0.6+1.6¢)j m; ¥, =0.60 +1.6] ms™.
b)K=12.5],K'=5.2].

5.25.

Capitulo 6

6.1. a)E, =225N.C; E, = 14400 N.C"; E_= 2475 N C.
b) F=2.304x10" N.

6.2. Entre as cargas, a 4.1 cm da carga g,.

63. a)V,=-900V; V,=1929V; V=0 V.
b)V V, =2829 V.
C) Use=—7.2x10" J.
6.4. a) V,=4.84x10" V.
b) E, =9.79x10°7 —4.21x10°j V m™.
c) W, ,=-121x10"].
d) F, =2.45x1077 -1.05x107; N.
6.5. a) W=
b) W = 10“]
¢) W=-2.3x10""7].
d) V =4x10*V.
6.6. a)F,=53x10®N.

) F
b)E,=3.3x10" NC% V,=30.9V.
c)v=23x10msl; f = 4x1015 Hz.
d) Uy = -4.9x101 J.
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6.7. U =4.8x102].
6.8. Q,s=40mC; Q,,=10mC; Q,,=15mC; Q ., =35 mC.
6.9. a) C,=10mF
b) O,, =480 mC; O, = 80 mC; O, = 160 mC; O, = 240 mC; O, = 320 mC;
O, =400 mC; Q,, = 720 mC; V,,=V,, =40V, V,=V,=V,=V, =V;=80V .
) U,..=7.2x107* ].
Q—1.2><10’3 C; 0'=24x10"C; V=1200 V.
0=4x10"C; Q'=8x10"C; V =400 V.
0=0,=6x10"C, V=6V, V,=12V.

(e

6.10. a
b

6.11.

O

o

Ue=54%x10"J.
c) 0 =8x10" C, 0, =4x10" C, V,=V,=8 V.
d =2.78x10" m, d, =5.56x10" m

6.12. C=23x10"F;AU,,.=-3.5x107].

6.13.
b

C

6.14. a
b) U

(@)

6.15. a
b

, =€,8,A4/(d +d,); Us=(1/2)C, V.
,=e,Al(d, /e, +d, /e ) 2.55 pF.
Q 255 pC; V= 8OVV =20 V.
C=8pE
b) O, =0.24nC; O, = 0.56 nC.
6.17. a) C=7.1x10" F.
b) V=0.1V.
c) 0=17.1x10" C.
d) U..=3.5x107 J.

)V
) W=0.3].
)

O

)
)

)

)

d)

a) C

)

)V 4ov
U, =02J;U =0.5].
) C

) C

)

)

)

)

6.16.

s8]

Capitulo 7

7.1. a)R=1.53Q.
b) R = 0.095 Q.

)

)

7.2. a) R =1.03x102Q, R, =2.05x10"'Q.
b) 1 =0.125 mA.

) W =2.0x10" J.

)

)

)

)

o

d) E,=2.1x10° Vm'e E, =14x10" Vm'.

7.3. a)R=0.18Q.
b) R=7x10" Q.

7.4. a)R=21.8Q.
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b)I=5.5A.

¢) 0=157.7cal s

d) P = 555 W.

7.5. a)64.5Ve1.67W.

b)31.6 Ve 1.67 W.

7.6. I, =R, /(R+R,), I, =RI /(R +R,).

7.7. Q=384 uC.

7.8. a)l=2A.
b)I_1AI_1A1_066A,I12_0.33A;I1=2A.
c)V,=6V.

7.9. a)R 10 Q.

b) R=7Q >1=24A; V=168 V;R=12Q > I=6A; V=72V
R=3Q—-51=4A;V=12V;R=6Q > 1=2A; V=12V,
R=10Q —>1=6A; V=60V;R=18Q — [ =4A; V=72V,
R=9Q—1=8A;V=72V.

7.10. a) R —SQ
b) V., =12 V.

7.11. a) R _3ZQ
b)V 20 V.

7.12. a)R, =8 Q.

b) V=72V,

7.13. P=27W.

7.14. a)R = 14 Q.

b) 0

7.15. a) [1=038A;1, =052A;13=0.14A.

b) 177 =99.5%:05 =99.3%:53 =99.6% .

¢) Pg =058 W;Pg =043W;Pg =162 W; Pp =0.54 W,

Py =0.039 W; Py =0.059 W.

716, 1,=05A; 1, =2A;1,=2.5 A,

717. [[=029A,1, =089 A, I; =118 A.

7.18. a) V.= 105 V; V, = 70 V.
b)I=22A.

7.19. a)I=1.5A;5a,) V,=18.5V, V, = 11 V;a,) P, = 30 Wy a,) 5, =73%.
b)I=25A;b)V —175VV =5V;b,) P, —125Wb) —SO\W.

Capitulo 8

8.1. F=48x10" N, F/F, =544x10".

8.2. a) F=248x10" N, for¢a horizontal e orientada de oeste para este.

FISICA - UMA INTRODUCAOQ
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b) B, =-3.3x107(7 +j) T.
8.3. a)v=3750 m.s.
8.4. a) B=+569x10"/ T.
b) F.=9.1x10" N .
c) T=628x10"s, v =1.59 MHz.
d) w
8.5. a) B=4x10"T.
8.6. =1.13 mT.
8.7. B=3.4><10’3 T.
8.8. a)e,, =855x10° V.
b) I =855 pA.
89. B=021T.
8.10. a) L=10°H
b)uw——lv
8.11. a) B=2.6x10" T.
b) ®, =1.85x10" Whb.
c) L=3.7x10" H.
d) e, =-74x107 V.
8.12. a) B=5.0x10"T.
b) B=45x10" T,
c) @, =9.8x10" Wbe ®, =8.8x10° Whb.
d) 7=0.02 A.
Capitulo 9
9.1. a)-10°C.
b) -18 °F.
9.2. O copo A, porque 10 °C = 18 °FE.
9.3. 491.67 °R.
9.4. a)-459.67 °E.
b) -218.52 °Re.
9.5. a)-40°C=-40°F
b) 0 °C = O°Re
¢) 574.59 K = 574.59 °F.
9.6. a=3.17x10"°C".
9.7. 4.511 mm.
9.8. 1.35cm’.
9.9. 7.1 cm.
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9.10. 10 W.

9.11. a) -1.1°C.
b) 23.7 W m?.
)

9.12. a) 2 kW m™.
b) 349 W m?.

9.13. 575 We437W.
9.14. 6.9%x10° m=6.9x10° km .

Capitulo 10
10.1. a) 32.1.
b) 3.89x10°Pa.
10.2. a) 6.17x107°'I.
b) 1364 ms™.
¢) 1.81x10*Ns.
10.3. a) 1.11 moles.
b) 834 J.

¢) 1.236x10°Pa.

d) 1.784x10 gem™.
10.4. a) 7.28x10°Pa.

b) 5.87x10°Pa.
10.5. 400ms™.

10.6. a) 2.49x10°N .
b) 2.31x10°vM s (se M estiver em kg mol™).

10.7. ¢=125.58Jkg' K.

10.8. 44 °C.
10.9. 76 °C.
10.10. 4) 21.3 °C.
ii) 20.7 °C.
10.11. 873 7.
10.12. a) 37.8].
b) 0.62 1.
¢) 1.05 g dm?.
d) 4.5x10%J.
10.13. a) 3.143x10°J.
b) 419 s = 7 min.
10.14. 63.3 °C.
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Capitulo 11

11.1.
11.2.
11.3.

11.4.

11.5.

11.6.

11.7.

11.8.

11.9.

11.10.

11.11.
11.12.

W = 1497 J.
W = -14530 J.

Nio, porque violaria a primeira lei da Termodinamica ao consumir, em um segundo,
1000 cal = 4186 J e realizar 10 kJ de trabalho.

a) AU =—800 1.
b) T, =84°C.

a) W 3.36x10% 7.
b) AU =7.14x10* I.

¢) Nao dependem: apenas se utilizou a primeira lei da Termodinamica, que é de apli-

cabilidade geral.
a) W=11141.
b) 0=11141.

c) I. =397.53 K =124.38 °C.
d) Nao porque p .V, # pVe.
1: isobdrico (pressao constante); 2: isocérico (volume constante); 3: isotérmico (tem-
peratura constante); 4: adiabdtico (ndo ha trocas de calor entre o sistema e 0o meio

ambiente).

a) ab: isocorico (volume constante); ca: isobarico (pressdo constante).

b) 200.05 K.

c)V =V, =333x10"m%* V_=9.98x10* m’

d) O =4.31x10° ] > 0, logo o calor foi absorvido pelo gas.

a) Q = 6093 ], dos quais 3656 J (3/5 = 60 %) ficam armazenados como energia in-
terna do gés.

b) W =2437].

a) AQ=C,T,(V,/V,-1).

b) 0= —5.493><103J (<0), logo o gas perde calor para o meio ambiente.

) AU = —3467J.

0.2093 m°.

Utilizar a equagio (11.2) e a primeira das equagdes (11.20).

Capitulo 12

12.1.

12.2.

12.3.
12.4.

a) 61 %.
b) 55 %.

5
a)n,=04,7,=051n,,=07.
b) W, =2801J, W, =2101.

W =23051, Q,, =57631, O, =-34581J.
a) Trabalho realizado: W= pJV, /4;
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Calor recebido da fonte quente: O, +0,,, = (nT, /4)(CV +2C, );
Calor cedido a fonte fria: Q,, +Q,. =—(nT, /4)(2C,,+Cp).

b) n =R/(C, +2C,).
No caso de o gés ideal ser diatomico, tem-se # = 12/9 <= 3/4.

12.5.313.89 K =40.74 °C.
12.6. a) 14950 J.

b) 40 %.
12.7. 0=1.54x10" 1.
129. 11717].
12.11. 3.86 atm.

& =1.73.
VA
12.13. AS =-7.8 JK' em todos os casos.
12.14. AS=nRIn2

12.12. r=

12.15. a) AS,,dW:n(CVln%+Ranz_nb].

R
b) AS,,, =0= T(V—nb)R/C"' = const.
12.16. a) AS,, o =-727.12 K.
b) AS, =739.89 J K.

¢) AS = =12.77 JK. Conclui-se que a entropia do universo aumenta, logo o proces-
univ
so é irreversivel.
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