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Preface

As certain aspects of my doctoral dissertation of 1981 are still being discussed, I re-

publish it here as an online resource in its original German form. It has been available

from my homepage for quite some time. However, this republication gives it a DOI

and thus a stable internet address, as is standard with today’s Ph.D. theses.

I also add a manuscript “Sentential calculi with rules of arbitrary levels”. This

manuscript includes central ideas and results of Chapters 1 and 2 of the dissertation.

It was submitted in 1982 to the Journal of Symbolic Logic. On the basis of the review

received, but also on the basis of new ideas of my own, I undertook a complete revision

resulting in the paper “A natural extension of natural deduction”1, which appeared in

the JSL in 19842. This revised version is based on a treatment of rules of higher levels

that is completely different from the treatment in the original version. According to

the published version the inference rules applied have to be extracted from a given

proof tree, whereas according to the original version they are part of the syntax of the

proof itself. I am no longer fully convinced that this change was the right thing to

do. Therefore I think that this unpublished paper is still worth reading as an English-

language summary of the first two chapters of the thesis3.

I apologize for the large file size, which is due to the fact that the material was

scanned from typewritten manuscripts, for which, due to their many corrections and

manual cut-and-paste features, a greyscale scan mode had to be applied. I am grateful

to Thomas Piecha for this work, which he did many years ago as one of my students.

Tübingen, May 2022

Peter Schroeder-Heister
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Einleitung 

Eine der Thesen der modernen Sprachphilosophie , die dort 
vor allem durch die Arbeiten des späten WITTGENSTEIN Ver
breitung gefunden hat, lautet: Die Bedeutung sprachlicher 
Zeichen ist durch deren Gebrauch bestimmt. Danach muß man, 
will man gewissen Zeichen eine Bedeutung verschaffen , Re
geln zu deren Gebrauch angeben . 

Die Zeichen, um deren Bedeutung es in dieser Arbeit geht , 
sind die aussagenlogischen Verknüpfungszeichen , wie z . B. 
"und" ( 11 

"
11

), "oder" ( " v "), "wenn ••• dann" ( 11 •") oder 
"nicht 11 

( 
11
," ) . Statt von "Verknüpfungen" sprechen wir 

auch von "Operatoren" , in manchen ·spezialfällen, wozu 
/\ , v , • , -i gehören , auch von "Junktoren". 1 ) Wir wollen 

untersuchen, wie sieb bestimmte Regeln als Bedeutungsregeln 
f ür Aussagenverknüpfungen auszeichnen lassen. In diesem 
Sinne sprechen wir von der "regellogiscben Deutung" von 
Aussagenverknüpfungen. 

Um uns von vornherein nicht mit den Unklarheiten zu bela
sten, die dem Begriff der "Regel" anhängen , schränken .wir 
uns auf Deduktionszusammenhänge formaler Systeme ein, 
verstehen unter Regeln also immer Ableitungsregeln eines 
Kalküls . Das ist sicherlich - vor all em in Hinsicht auf 
die natürliche Sprache - ein sehr stark idealisierendes 
Vorgeben . Doch man kann hoffen , daß sich aus der Lösung 
von Problemen für idealisierte Argumentationen , wie sie 
Deduktionen in formalen Sprachen darstellen, Hinweise zur 
Lösung analoger Probleme in natürlichen Sprachen finden 
lassen. 

Wenn wir die Bedeutung logischer Zeichen durch Regeln 
festlegen wollen, gehen wir von einem Primat der Regellogik 

===---========== 

1) Die Unterscheidung zwischen Operatoren und Junktoren 
wird exakt in§ 5 (S. 76) definiert. 
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gegenüber der Satzlogik aus. 1 ) Regeln sind Handlungs
anweisungen, deren Sinn man verstehen kann, ohne schon 
logische Zeichen zu verstehen. Gerade deshalb sind sie 
geeignet, in zirkelfreier Weise logischen Zeichen eine 
Bedeutung zu geben. Man kann natürlich auch umgekehrt 
Regeln aus der Bedeutung logischer Zeichen gewinnen. 
Doch dann stellt sieb das Problem, auf welch andere Wei
se diese Bedeutung bestimmt ist. Nach Aufbau der Logik 
kann man mit Recht sagen: "Die Terme 'Satzlogik' und 
'Regellogik' zeigen also eigentlich nur zwei verschie
dene Aspekte der Logik an. Sätze sind gewissermaßen 'ein
gefrorene' Regeln und Regeln sind 'aufgetaute' Sätze. 112 ) 

Für die philosophische Grundlegung der Logik scheinen uns 
beide Aspekte jedoch nicht gleichwertig zu ßein. 

Eine ausgezeichnete Rolle spielt in unseren Untersuchungen 
der GENTZENscbe Kalkül des natürlichen Schließens, womit 
hier sein junktorenlogischer Teil gemeint sein soll. Die 
These, daß man die Einführungs- und Beseitigungsregeln 
dieses Kalküls nicht nur als Beschreibungen des "wirk
lichen" Schließens3 ) auffassen kann, sondern daß sie auch 
Beiträge zur semantischen Normierung logischer Partikeln 
liefern, ist nicht neu. Pointiert vertreten wird sie z.B. 
von D. PRAWITZ in zahlreichen Publikationen; ebenso hat 
sich F. VON KUTSCHERA in mehreren leider unbeachtet ge~ 
bliebenen Arbeiten für eine "Gentzensemantik" stark ge
macht (siehe Literaturverzeichnis). Auch wir versuchen 
zu zeigen, daß Einführungs- und Beseitigungsregeln einer 
bestimmten Form gemeinsam die Bedeutung einer Aussagen-
verknüpfung festlegen. Unser Versuch unterscheidet sich 
in der Gewichtung der Einführungs- und Beseitigungsregeln 
nicht unerheblich von dem bisher am differenziertesten 
ausgearbeiteten Ansatz, demjenigen von D. PRAWITZ, 

--------------------------
1) Zur Unterscheidung von Satz- und Regellogik vgl. HERMES/ 
SCHOLZ 1952, S. 1,6-1,13; SCHOLZ/HASENJAEGER 1961, S. 12-25; 
HASENJAEGER 1962, S. 74-78. 
2) HASENJAEGER 1962, S. 78. 
3) Vgl. GENTZEN 1935, S. 176, 183, 186f. 
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weshalb auf ihn kurz eingegangen werden soll. 

PRAWITZ geht von der semantischen These aus, eine Aussage 

zu verstehen heiße, die Bedingungen zu kenne:i, unter 

denen man sie berechtigterweise behaupten kann - eine 

These, die im angelsächsischen Bereich vor allem von 
M. DU1'1METT vertreten wird. Auf die Mathematik bezogen 

meint dies: Eine Aussage zu verstehen heißt zu wissen, 
wann ein Beweis für diese Aussage vorliegt. 1 ) Zur Bedeu

tungsfestlegung logischer Verknüpfungen kommt es also darauf 
an, Beweisregeln zu formulieren für Aussagen, in denen 

diese Verknüpfungen vorkommen. Das können nur solche Re

geln sein, deren Konklusion die betreffende Verknüpfung 
als Hauptzeichen enthält, also Einführungsregeln im 
GENTZENschen Sinne. 

Das könnte nun eine induktive Definition von "Beweis" 

motivieren, wonach z.B. ein Bewe i s von A" B eine Zeichen
gestalt 

A " B ' 
mit TC„ und lf2. als Beweisen von A bzw. B, ist, und ein 
Beweis von A v B eine Zeichengestalt 

lf 
AvB , 

mit 1/ als Beweis „ von A oder als Beweis von B. Doch bei 

der Definition eines Beweises von A• B geriete man in 

Schwierigkeiten, wollte man ihn entsprechend der • -Ein
führungsregel des Kalküls des natürlichen Schließens de
finieren als 

[A] 

Tr 
B 

A• B , 
------========== 
1) Vgl. PRAWITZ 1977, S. 20. 
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ein Beweis von Bist, der Aals Annahme 

benutzt, und wobei der Beweis von A• B nicht mehr von 
der Annahme A abhängig ist, also die Annahme A bei die
ser Anwendung der· ~~Einführungsregel gelöscht1 ) wird. 
Wie man sieht, müßte man nämlich dazu auf den Begriff 
des Beweises aus Annahmen zurückgreifen. In Beweisen aus 
Annahmen muß man aber vernünftigerweise nicht nur Ein
führungsregeln, sondern auch Beseitigungsregeln zulassen. 
Sonst könnte man z.B. 

[A /\ B] 

A 

(A A B)• A 

nicht als Beweis für (A ,..._ B) • A zulassen. 

Als Ausweg aus diesem Dilemma bietet sich der Begriff des 
"Verfahrens" an: Ein Beweis von A• B liegt dann vor, 
wenn ein Verfahren angegeben ist, das,angewendet auf: 
einen Beweis von A, einen Beweis von B zum Resultat hat. 
Das ist der Weg, den z.B. LORE~ZEN (1955) in seiner 
operativen Logik geht, wo er Behauptungen von Subjungaten 
als Zulässigkeitsbehauptungen versteht, die durch Angabe 
von Eliminationsverfabren bewiesen werden. 

Dieses Konzept, das ganz in der Tradition des Intuitionismus 
steht, würde nun ein Abgeben von der regellogischen Inter
pretation der aussagenlogischen Verknüpfungen bedeuten, 
da die Subjunktion nicht durch eine Einführungsregel, son
dern durch den Begriff des Umformungsverfahrens erklärt 
wird, der mit Kalkülregeln nichts mehr zu tun hat. Der 
Begriff des "Verfahrens" ist nämlich ein indefiniter Be
griff, der nicht schematisch ausschöpfbar ist. "Indefinit" 

============::::= 
1) Wir sprechen durchgängig nicht vom Einführen und Be
seitigen, sondern vom Heranziehen und Löschen von Annahmen, 
um eine Konfusion mit dem Begriff der Einführung und Be
seitigung von Operatoren durch Einführungs- und Beseitigungs
regeln zu vermeiden. 
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bedeutet hier1 ) nicht etwa "unbestimmt" oder "vage", son
dern kennzeichnet Begriffe, deren Extension nicht von 
vornherein durch Konstruktion abgegrenzt ist, die vielmehr 
offen für Erweiterungen ist. Die Extensionen indefiniter 
Begriffe "überschaut" man also in gewisser Weise nicht, 

so wie man z.B. die Gesamtheit der reellen Zahlen nicht 
überschaut, da sich durch Bezugnahme auf jede Konstruk
tion einer Menge reeller Zahlen neue reelle Zahlen defi
nieren lassen, die nicht zu dieser Menge gehören. Ein de
finiter Begriff dagegen ist z.B. der der rekursiven 
Funktion, dessen Extension von vornherein durch gewisse 
Konstruktionsprinzipien festgelegt ist. Allerdings ist 
dieser definite Begriff nicht dazu geeignet, den Begriff 
des Verfahrens zu ersetzen, da die Definition einer all
gemein-rekursiven Funktion selbst wieder auf den konstruk
tiven Sinn logischer Zeichen zurückgreifen muß. (Vgl. 
PETER 1959) Beweise von Subjunktionen sind also nicht 
mehr im Sinne von Ableitungen eines formalen Systems zu 
verstehen. 2 ) Der Begriff des Beweises wird zu einem in
definiten Begriff, weil die Klasse der "Verfahren" nicht 
definit ist. 

PRAWITZ hat nun einen Vorschlag gemacht, der die Aussagen
operatoren im Sinne der GENTZENschen Einführungsregeln in
terpretiert und dabei auch die Subjunktion einschließt. 
A• B wird also "derivativ" gedeutet im Sinne von "aus A 
ist B ableitbar" und nicht "konstruktiv" im Sinne von 
"jeder Beweis von Aist in einen Beweis von B umformbar". 3 ) 
===== ~======== 
1) Im Anschluß an den Verwendungsvorschlag für die Termini 
"definit" und "indefinit" bei LORENZEN (1965), S. 9f. 
2) Daran ändert auch nichts die Tatsache, daß LORENZEN (1955) 
von "Metakalkülen" spricht, in denen Zulässigkeitsbehaup
tungen erfaßt werden, und damit suggeriert, man könne sie 
kalkülmäßig erfassen. Letzteres ist nur möglich, wenn man 
den effektiven Charakter des Kalkülbegriffs überhaupt auf
gibt, indem man etwa jede zulässige Regel als Axiom ansetzt 
und so den Axiombegriff unentscheidbar macht. 
3) Die Bezeichnung "derivativ" für die "Erschließungsdeutun~" 
der Subjunktion wird hier im Anschluß an H.A. SCHMIDT (1960) 
(vgl. dort S. 268ff.) gewählt. Die von PRAWITZ benutzte Be
zeichnung "operativ 11 als Gegenstück zu "konstruktiv" (vgl. 
PRAWITZ 1971, S. 275f.) ist nicht glücklich, da der Terminus 
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Der Begriff des "Verfahrens" wird dabei zwar nicht aus der 
Definition eines Beweises gestrichen, jedoch so auf die 
Definition aller logischen Konstanten verteilt, daß bei 
~ nicht mehr aus dem Schema ausgebrochen wird. Und zwar 

geht PRAWITZ davon aus, die Bedingung, unter der man eine 
Aussage A mit Recht qehaupten könne, sei, entweder einen 
Beweis von A zu kennen oder ein Verfahren zu kennen, einen 
solchen Beweis zu erhalten. 1 ) Eine Ableitung, aufgrund 
derer man mit Recht eine Aussage behaupten kann, nennt er 
"gültig". So definiert PRAWITZ z.B. eine Ableitung 

ir 
A "- B 

von A AB als gültig, wenn sie sich in eine Ableitung 

A " B 

mit gültigen Ableitungen~,~ umformen läßt,die im 
letzten Sc.hri tt die A -Einführungsregel anwendet; ent
sprechend eine Ableitung 

als gültig, wenn sie sich in eine Ableitung 

AvB 

mit gültiger Ableitung ~ umformen läßt, die im letzten 
Schritt eine y -Einführungsregel anwendet. 

"operativir durch LORENZENs "Operative Logik" belegt ist, 
die jedoch gerade die konstruktive Deutung der Subjunktion 
bevorzugt. 
1) Genauer spricht er, wie auch DUI1METT, von "kanonischen 
Beweisen" im Unterschied zu solchen Beweisen bzw. Ablei
tungen, die mit Hilfe kanonischer Beweise gerechtfertigt 
werden. Vgl. PRAWITZ 1977, S. 26f.; DUMMETT 1975, S. 32ff.; 
DUMMETT 1977, S. 394ff. 
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Diese Hineinnabme des Begriffs des Verfahrens in den 
Begriff der Gültigkeit von Ableitungen schon mit Konjun
gaten oder Adjungaten als Konklusion bewirkt, daß die 
Gültigkeit der Ableitung eines Subjungats A• B definiert 
wird durch die Existenz eines Verfahrens, das eine gültige 
Ableitung von B ~ A erzeugt, A• B also nicht einfach als 
Zulässigkeitsbehauptung verstanden wird: Eine Ableitung 

li 
A• B 

heißt gültig, falls sie sieb in eine Ableitung 

[A] 

~ 
B 

A 
mit gültiger Ableitung 11:, umformen läßt, die im letzten 

B 

die • -Einführungsregel anwendet, wobei eine Ableitung 

A 

~ gültig ist, falls für jede gültige Ableitung 
B 

von A die Ableitung 

z_ 
A 
l gültig ist. 
B 

Diese Definition der Gültigkeit1 )scheint tatsächlich dem 
derivativen Sinn von --::J> zu entsprechen, da eine Ableitung 
von A7B genau dann gültig ist, falls sie sich in eine 
======-==== 

1) Die PRAWITZsche Theorie wurde hier nur grob skizziert, 
um den philosophischen Sinn sichtbar zu machen, außerdem 
auch nur auf die positiven Junktoren /\, v, • bezogen. Ge
nauer spricht PRAWITZ nicht von "läßt sich umformen", sondern 
relativiert den Begriff der Gültigkeit von vornherein auf 
bestimmte Umformungsverfahren, definiert also eine zweistel
lige Relation. Weiterhin spricht er von "Argumenten" statt 
"Ableitungen", wenn er von der Einschränkung auf bestimmte 
formale Systeme frei sein will. Zur exakten Definition vgl. 
PRAWITZ 1971 (Appendix A), 1973, 1974. Daneben steht noch 
die Definition einer 11 strengen 11 Gültigkeit, die für technische 
Zwecke (wie Normalisierungssätze) von Bedeutung ist. Vgl. 
dazu neben den angegebenen liteln auch TROELSTRA 1973, 
s. 287f. 
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gültige Ableitung von Baus A umformen läßt und nicht 
nur ein Verfahren vorliegt, das einen Beweis von A in 
einen von B umformt. Allgemeiner gilt sogar, daß eine 
Ableitung lf einer beliebigen Aussage A genau dann gül
tig ist, werin sie sich in eine gültige Ableitung von A 
umformen läßt. Insbesondere lassen sich auf diese Weise 
die GENTZENschen Beseitigungsregeln rechtfertigen. Z.B. 
ist jetzt 

[A" B] 

A 

(AAB) • A 
A /\ B 

eine giiltige Ableitung, da --- eine gültige Ableitung ist. 
A 

Denn für jede gültige Ableitung lf von A "B ist 
7T AAB 

A /\ B 

A 

gültig. Letzteres ergibt sich daraus, daß sich jede gültige 

Ableitung lf 
AAB 

von A ~B in eine Ableitung der Gestalt 

~ lT~ 
A B 

A f\ B 
mit giiltigen Ableitungen \II\ und 

A 

umformen läßt, woraus man mit eine gültige Ableitung 
T 

von A erhält, in die sich also die Ableitung A" B 

A 
umformen läßt . 

Nichtsdestoweniger greift diese Definition, auch wenn sie 

den derivativen Sinn von-----:),. berücksichtigt, weiterhin auf 
den indefiniten Begriff des "Verfabrens 11 zurück, dessen sich 
PRAWITZ auch bewußt ist. 1 ) Deshalb kann auch nicht gesagt 
========= 
1) Er sagt sogar (PRAWITZ 1977, S. 27)-, daß man diesen Be
griff als undefinierten Grundbegriff wählen muß. Zum inde
finiten Charakter von 11Verfahren" vgl. auch ebd. S. 29. 



- 15 -

werden, im Rahmen der Semantik, wie sie von PRAWITZ 
expliziert worden ist, werde die Bedeutung von logischen 
Partikeln~ durch Regeln festgelegt, jedenfalls so lange 
nicht, als man den Begriff des "Verfahrens" nicht durch 
eine feste Klasse von Regeln ersetzen kann. 

Das läßt es sinnvoll erscheinen, eine direkte Rechtferti
gung von Einführungs- und Beseitigungsregeln zu versuchen, 
ohne auf den Begriff des 11Verfahrens 11 zurückzugreifen. 
Damit geben wir den Standpunkt auf, nach dem die Einfüh
rungsregeln in irgendeinem Sinne die 'eigentlichen' Be
deutungsregeln sind, aufgrund derer die Beseitigungsregeln 
mit Hilfe gewisser Verfahren legitimiert werden. 1 ) Wir 
wollen zeigen, daß die Beseitigungsregeln genauso direkt 
für die Bedeutung einer Aussage verantwortlich sind wie 
die Einfübrungsregeln. 2 ) 

Um Mißverständnissen vorzubeugen: Wir behaupten nicht, daß 
die von DUM.METT und PRAWITZ entwickelten semantischen An
sätze unklar sind, und auch nicht, daß der in dieser Art 
von Semantik benutzte Begriff des "Verfahrens" unklar ist. 
Es soll vielmehr nur ein a.l ternati ver Ansatz vorgeschlagen 
werden, der ohne den Grundbegriff des "Verfahrens", sondern 
mit elementareren Mitteln, nämlich dem definiten Begriff 
der Ableitungsregel auskommt. 

-====::;======= 

1) Wir geben jedoch nicht die These auf, wonach die Bedin
gungen korrekter Behauptung von Aussagen zum Bedeutungs
verständnis gehören, sofern man diese These nur als notwen
~ Bedingung liest. Nur sollen neben Einführungsregeln 
aucli Beseitigungsregeln für das Bedeutungsverständnis wich
tig sein. 

'2) Wir verfolgen also nicht das Programm, das GENTZEN durch 
folgende Bemerkungen aufgestellt hat: "Die Einführungen 
stellen sozusagen die 'Definitionen' der betreffenden Zei
chen dar, und die Beseitigungen sind letzten Endes nur Kon
sequenzen hiervon, was sich etwa so ausdrücken läßt: Bei 
der Beseitigung eines Zeichens darf die betreffende Formel, 
um deren äußerstes Zeichen es sich handelt, nur 'als das be
nutzt werden, was sie auf Grund der Einführung dieses Zei
chens bedeutet' •••• Durch Präzisierung dieser Gedanken 
dürfte es möglich sein, die B-Schlüsse auf Grund gewisser 
Anforderungen als eindeutige Funktionen der zugehörie;en 
E-Schlüsse nachzuweisen." lGENTZEN 1935, S. 189) Damit konn
te GENTZEN natürlich nicht meinen, daß man dereinst Besei-
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Ausgangspunkt ist dabei ein Grundkalkül, der Regeln für 
atomare Aussagen enthält und so Ableitungsbeziehungen für 
atomare Aussagen festlegt. Aussagenverknüpfungen werden 
dann behandelt in konservativen Erweiterungen solcher 

Grundkalküle. 

Um zu einem Schema zur Bedeutungsfestlegung von Aussagen
operatoren zu gelangen, fragen wir danach, welchen Zweck 
man eigentlich mit solchen Operatoren verfolgt. Welchen 
Sinn hat es, eine Aussage AA B zu bilden gegenüber dem aus 
zwei Aussagen bestehenden System A,B? Als Antwort stel
len wir einen Vergleich mit Explizitdefinitionen an, in 
denen man z.B. einen Prädikator du~ch andere Prädikatoren 
definiert. Dabei ergibt sich, daß in einer Explizitdefini
tion einem Zeichen ein "Gehalt" zugesprochen wird, und zwar 
derselbe Gehalt, den ein System schon definierter Zeichen 
hat. Bezogen auf Aussagenverknüpfungen, etwa die Konjunk
tion, heißt das: A" B soll eine Aussage sein, die denselben 
Gehalt hat wie das System A,B , wobei unter dem Gehalt 
im Anschluß an einen Vorschlag von CARNAP die Konsequenzen
menge verstanden werden soll: Es soll für beliebige Aus
sagen C gelten: A ,-. Bt-C genau dann, wenn A, B t-C '1), 

was offensichtlich genau dann erfüllt ist, wenn die Regeln 

A B 
Einführungs-
regel A /\ B 

oder gleichwertig 

Beseitigungs
regel 

[A~ [_B] 
. C .· 

C 

tigungsregeln aus Einführungsregeln ableiten könne, denn 
dies ist trivialerweise nicht möglich. Die Rede von den Be
seitigungsregeln als "Konsequenzen" der Einführungsregeln 
läßt sich vielmehr nur so verstehen, daß Beseitigungsregeln 
gewisse Eigenschaften haben, die sie als sinnvolle Ergänzung 
von Einführungsregeln ausweisen. Als solche Eigenschaft hat 
PRAWITZ die oben skizzierte Eigenschaft der "Gültigkeit" de
finiert, weshalb er sich auch mit Recht auf GENTZEN beruft 
(vgl PRAWITZ 1971, S. 247, 284f.). 
1) Dabei unterschlagen wir bei diesen vorläufigen Erläuterungen, 
daß man eigentlich Folgen r von Annahmen hinzunehmen, also 
A t\ B, f7 ~ C und A, B, f7 1---- C schreiben müßte. 



Einführungs
regel 

A B 

A " B 
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Beseitigungs
regeln 

A " B A "B 

A B 

ableitbar sind (wobei die eckigen Klammern wieder die 
Operation der Annahmenlöscbung1 ) bei Anwendung der Regel 

symbolisiert). Deshalb ist es sinnvoll, diese Regeln als 
Grundregeln zur Bedeutungsfestlegung von A zu wählen. 
Um auf entsprechende Weise auch die Adjunktion behandeln 
zu können, führen wir den Begriff des gemeinsamen Gehalts 
ein: C soll zum gemeinsamen Gehalt von A und B gehören, 
wenn C aus A und aus B ableitbar ist. A v B soll so als 
eine Aussage charakterisiert werden, die als Gehalt den 
gemeinsamen Gehalt von A und B besitzt, für die also 
für alle C gilt: A v BI--C genau dann, wenn A 1--C und 
B rC. Das ist offensichtlich genau dann erfüllt, wenn 
die Regeln L1" J (~] 

A B c C AvB 
Einf.- Beseit.-
regeln AvB A vB regel C 

ableitbar sind, weshalb man sie als v-Grundre5eln wählen 
kann. 

Der Begriff des Gehaltes eines Systems von Aussagen oder 
des gemeinsamen Gehaltes mehrer Aussagen bzw. Systeme von 
Aussagen reicht jedoch noch nicht aus, neben ~ und v 
auch die Subjunktion -:,, zu interpretieren. Deshalb erwei
tern wir diesen Begriff zu dem des (gemei nsamen) Gehalts 
von Regeln und Regelsystemen. So soll A • B den Gehalt 
der Regel A=?B ausdrücken. 2 ) Aus A• B soll also genau 
das ableitbar sein, was auch mit Hilfe der Regel A==?B 
ableitbar ist; A• B als Aussage soll deduktiv denselben 
Beitrag leisten wie A9B als Regel, es soll also für alle 
C gelten: A• B \-C genau dann, wenn A9B~C, wobei 
A~B f- C bedeutet: C ist unter Verwendung der Regel A~ 
ableitbar. Das i st genau dann erfüllt, wenn die Regeln 

1) Vgl . S. 10 Anm. 
2) :::::::;;, ist in dieser Arbeit ein Regelpfeil. A"9B ist zu lesen 
als: "Von A darf übergegangen werden zu B". Ich schließe 
mich also an die z . B. bei KAMLAH/LORENZEN(1967) verwen-
dete Notation an. 
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[A] 

[A~B]: . 
Einf.- B Beseit.- C A• B 
regel regel 

A• B C 
' A-:=;:, B : 

ableitbar sind, wobei . für eine Ableitung steht, 
C 

in der die Regel A-:=;:,,B benutzt wird. Dazu ist im wesentlichen 
zu zeigen, daß aus A • B ~ A• B die • -Einführungsregel 
folgt. Dies ergibt sich daraus, daß man in jeder Ableitung 
von A7 B, die die Regel A~B benutzt, jede Anwendung von 
A7"B durch eine ( aufgrund der Prämisse der • -Einführungs
regel gegebene) Ableitung von Baus A ersetzen kann. Also 
können wir diese Regeln als • -Grundregeln ansetzen. 

Die Form, die bei uns die ~ -Beseitigungsregel annimmt, 
zeigt schon, daß es nötig ist, den üblichen Ableitungsbe
griff der Kalküle des natürlichen Schließens insofern zu 
erweitern, als nicht mehr nur Aussagen, sondern auch Re
geln als Annahmen zugelassen sind, die man heranziehen 
und wieder löschen kann. Es läßt sich zwar zeigen, daß 
unsere • -Beseitigungsregel gleichwertig ist mit dem 
Modus Ponens 

A A• B 

B 

eine solche Reduktion auf einfachere Regeln ist jedoch im 
allgemeinen nicht mehr möglich, wenn wir n-stellige Aus
sagenverknüpfungen zulassen, die den gemeinsamen Gehalt 
beliebiger Regelsysteme ausdrücken. So können wir z.B. 
einen vierstelligen Junktor S angeben, so daß S(A1 ,A2 ,A3,A4 ) 
den gemeinsamen Gehalt von A1-:s>A2 und A3-=;:,A4 ausdrückt, 
also für alle C gilt: S(A1 ,A2 ,A3 ,A4 ) 1-- C genau dann, 
wenn A1~A2 \-- C und A3-==;,,-A4 \--C. Die Grundregeln für 
einen solchen Operator lauten bei uns: 

Einf.
regeln 



Beseit.
regel 
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C 

In diesem Fall läßt sich die S-Beseitigungsregel nicht 
auf eine einfachere Form bringen. 1 ) 

Das führt uns zu einem Konzept von Regeln beliebiger Stufe. 
Eine Regel, die keine Löschung von Annahmen erlaubt, ist 
bei uns von erster Stufe, eine, die die Löschung von 
Aussagen als Annahmen erlaubt (wie z.B. die • -Einfüh
rungsregel), von zweiter Stufe.Eine Regel, die die Löschung 
von Regeln erster Stufe als Annahmen erlaubt (wie die oben 
angegebene S-Beseitigungsregel), ist eine Regel dritter 
Stufe u.s.w. Da zur Darstellung von Regeln höherer Stufe 
die zweidimensionale Notation nicht sehr gut geeignet ist, 
führen wir unter Benutzung des Regelpfeiles ~ eine 
lineare Notation ein, in der (so wie bei LORENZEN 1955) 
Punkte über dem Pfeil die Stufe der Regel markieren. Obige 
S-Beseitigungsregel nimmt so z.B. die Gestalt 

A1='7-A2~c ;A3"9A4~c; S(A1 ,A2 ,A3 ,A4 ) ~C 

an. 2 ) 

=============== 

1) PRAWITZ (1979) geht einen anderen Weg, indem er statt 
eines Regelpfeiles =3> einen Subjunktionspfeil • benutzt 
und die S-Beseitigungsregel in der Form 

[A1~A2] [A3~A4J 

C C 

C 

notiert. Das setzt aber voraus, daß man den Junktor ~ zur 
Formulierung von Beseitigungsregeln schon. zur Verfügung 
hat. Zur genaueren Auseinandersetzung mi t PRAWITZ' allge
meiner Form von Junktorenregeln siehe unten S. 136-138. 
2) Auf die Idee, Regeln höherer Stufe zu betrachten, bin 
ich gekommen durch Lektüre der Arbeit von VON KUTSCHERA 
(196ß). ,Auch P. MARTIN-LÖF benutzt in seiner intuitionisti
schen Mengenlehre Regeln höherer Stufe, so in seiner V-Be
seitigungsregel (allerdings nur in der bisher unpublizierten 
Version, in der er sie auf der von Prof. H. Schwicbtenberg 
veranstalteten Tagung "Konstruktive Mengenlehre und Typen
theorie"(München, 29.9.-3.10.1980) vorgetragen hat), Die 
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Um unseren Ansatz überhaupt durchführen zu können, müssen 
wir also zunächst einen allgemeinen Kalkülbegriff entwickeln, 
der auf dem Konzept solcher beliebigstufiger Regeln aufbaut. 

Dies ist Aufgabe von ~§P!t~±-1 dieser Arbeit: In§ 1 schlies---------- -
sen wir an den abstrakten Kalkülbegriff der operativen Lo

gik LORENZENS an, den wir dann in~im Sinne von Kalkülen 
des natürlichen Schließens, wie sie von JA$KOWSKI und 
GENTZEN entwickelt wurden, erweitern. In Ableitungen sol
cher Kalküle ist es nicht nur erlaubt, von Aussagen zu 
Aussagen überzugehen, sondern dabei auch Annahmen heran
zuziehen und zu löschen. In§ 3 erweitern wir dann diesen 
JASKOWSKI-GENTZENschen Kalkülbegriff derart, daß wir auch 
Regeln als Annahmen zulassen, die man heranziehen und wie
der löschen kann. Der Ableitungsbegriff dieser allgemeinen 
Kalküle ist nicht weniger effektiv als derjenige von Kal
kiilen der in § 1 und § 2 bebandel ten Art. Nach dem oben 
gesagten ist die Einführung eines solchen Kalkülbegriffs 
keine technische Spielerei, sondern bietet einen Rahmen, 
Einführungs- und Beseitigungsregeln als Bedeutungsregeln 
für beliebi ge Aussagenoperatoren definieren zu können. 1 ) 

§ 4 stellt neben einigen Konventionen technische Hilfs
mittel für spätere Beweise bereit. 

=:, -Beseitigungsregel, die man aus der allgemeinen lf-Regel 
gewinnen kann, lautet bei MARTIN-LÖF: 

CB tru~ (A true)] 

A:::, B true C true 

C true 
Die Annahme "B true {Atrue) 11 entspricht dabei der Annahme
regel A::::;:,B in der oben angegebenen • -Beseitigungsregel 
und ist nach MARTIN-LÖF zu lesen als: "Bist wahr unter der 
Annahme, daß A wahr ist". 
1) Eine Erweiterung, die sich möglicherwei se für die Zwecke 
einer Deutung der klassischen Logik als fruchtbar erweisen 
könnte, nehmen wir allerdings nicht vor. Bei uns kann eine 
Regel zwar mehrere Prämissen, aber immer nur eine Konklusion 
besitzen. Es gibt dagegen Ansätze, den Regelbegriff so zu 
erweitern, daß Ableitungsregeln auch mehrere Konklusionen 
haben können; diese Auffassung ergibt eine plausible Inter
pretation des klassischen GENTZENschen Sequenzenkalküls als 
eines Metakalküls für solche verallgemei nerten Able i tungs-
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Ka2itel=2~behandelt nur die positive Logik. Dazu gehen wir 
von einem beliebigen Grundkalkül K der in§ 3 definierten 
Gestalt aus. In Ll wird zunächst das Vokabular von K um 
beliebige n-stell ige Aussagenoperatoren (n ~ 1) - kurz: 
Operatoren - erweitert. Außerdem werden neben anderen metho

dischen Anforderungen zwei Kriterien~ Nichtkreativität 
und Eindeutigkeit - motiviert, die wir an Regelsysteme stel
len wollen, sollen sie zur Bedeutunp;sfestlegung von Opera
toren dienen. Beides sind für uns notwendige (jedoch nicht 
hinreichende), aus dem Begriff der Bedeutung folgende Bedin
gungen. Ein Schema für solche Regelsysteme zur Bedeutungs
festlegung für Operatoren entwickeln wir in ~ - ausgehend 
von allgemeinen definitionstheoretischen Erwägungen der Art, 
wie wir sie oben angedeutet haben. Eine mit einem n-stelli

gen Operator S beginnende Aussage S(A1 , ••• ,An) soll den 
Zweck haben, den gemeinsamen Gehalt von m Regelsystemen 
~ 1 (A1 , • •• ,An), ••• ,,6.m(A1 , ••• ,An) auszudrücken. Dementspre

chend erhalten wir als System der S-Grundregeln ein System 

von S-Einfübrungsregeln 

l:i.-, (p1 ' ••• 'Pn) ~S(p,,, ••• ,Pn) 

ß m ( p 1 ' ••• , Pn) ~ S ( P 1 ' ••• 'Pn) 

und einer 8-Beseitigungsregel 

, 

wobei p1 , ••• ,pn,P Aussagenvariable sind. Die S-Beseitigungs
regel ist verbal etwa so zu verstehen: "Für alle Aussagen 
A1 , ~ •• ,An,A: Hat man für jedes i (1 ~ i~ m) mithilfe des 
Regelsystems Di(A1 , ••• ,An) die Aussage A hergeleitet, so 
darf man von S(A1 , ••• ,An) zu A übergehen." Man kann zeigen, 
daß die bekannten /\-, v-, • - Regeln des natürlichen Schlies
sens Spezialfälle dieses Schemas bzw. mit Spezialfällen 
dieses Schemas gleichwertige Regeln sind. 

============= 

beziehungen. Einen Überblick über die bisherigen Untersu
chungen zu einer "multiple-conclusion logic", deren Kalküle 
G. HASENJAEGER anschaulich "Mobile-Kalküle" genannt hat, 
geben SHOESMITH/SMILEY (1978). Vgl. auch PRAWITZ (1965), 
S. 44 (Fußn. 2), sowie VON KUTSCHERA (1968), S. 16, (1969), 
S. 117 (Fußn. ) • 
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§ 7 zeigt dann, daß Operator- Grundregelsysteme die in§ 5 
geforderten Bedingung von Nichtkreativität und Eindeutig
keit erfüllen. Wesentliches Hilfsmittel dazu ist der Nor
malisierungssatz. Dieses aus der Theorie der Kalküle des 
natürlichen Schließens bekannte und dort dem GENTZENschen 
Hauptsatz entsprechende Theorem übertragen wir auf unseren 
komplizierten Kalkülbegriff . Wir schließen in diesen Bewei
sen im weE.entlichen an die 1965 von PRAWITZ ein-geführten 
Begriffsbildungen an. § 8 beweist - teilweise zurück
greifend auf die Arbeiten von VON KUTSCHERA (1968) und 

PRAWITZ (1979) -, daß beliebige Aussagenoperatoren, die 
durch ein Regelsystem der vorher angegebenen Gestalt 
gegeben sind , sich explizit mit Hilfe der drei positi+ 
ven Standardjunktoren " , " , • definieren lassen. Genauer 
läßt sich zeigen, daß jeder um Regelsysteme für beliebig 
viele Operatoren erweiterte Grundkalkül sich in einen Kal

kül einbetten läßt , der nur Operatorenregeln für Ä 1 V,• 
hat. Das ist eine Rechtfertigung dafür, daß man sich in der 
positiven Logik auf die Behandlung der Junktoren A1 V

1
• 

beschränken kann. 

In~ schließlich wird noch vom zugrundegelegten materialen 
Grundkalkül K abstrahiert und ein Kalkül der formalen posi
tiven Junktorenlogik P angegeben, in dem genau die Ableitungs
beziehungen bestehen, die in jedem materialen operatoren
logisch erweiterten Kalkiil gelten, wenn man die Ableitungs
beziehungen von P über solchen materialen Kalkülen interpre

tiert. P is't ,gleiebwerti g ait d.~• f>g~:itilf-j~~t0r~p.lpgtsqB~P
Teil des Kä1kü1sNT von GENTZEN 1935~ § '10 erweitert .den b-is
herigen Ansatz geringfügig , insofern jetzt auch 0- stellige 
Operatoren zugelassen werden . Diese Erweiterung nötigt dazu , 
das System der Standardjunktoren /\ \'11•, auf die sich alle 
anderen Operatoren zurückführen lassen, zu ergänzen um den 
0- stelligen Junktor Y . Ein solcher 0-stelliger Operator 
ist für manche Zwecke , z . B. die Formulierung des CRAIGschen 
Interpolationssatzes, recht nützlich . 

Es ist sicherlich so , daß der vorgetrage semantische Ansatz , 
der den Begriff des (gemeinsamen) Gehaltes von Regelsystemen 
in den Mittelpunkt stellt , noch sehr verbesserungsbedürftig 
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ist. Unser allgemeines Schema für Einführungs- und Besei
tigungsregeln eines n-stelligen Operators ist jedoch nicht 
unbedingt davon abhängig. Auch für andere semantische An
sätze dürfte es interessant sein, ein solches Schema zur 
Verfügung zu haben1 ) und zu wissen, daß auch für solche 
allgemeinen Operatorenregeln der Normalisierungssatz gilt, 
daß aber andererseits schon die positiven Standardjunktoren 
", v , ~ ausreichen, um das auszudrücken, was man mit be

liebigen n-stelligen Operatoren ausdrücken kann. 

~§~tt~!_2 behandelt Probleme, die sich mit der Hinzunahme 
der Negation I ergeben. Bekanntlich macht es schon in der 
Theorie des natürlichen Schließens Schwierigkeiten, die 
Negationsregeln in das Schema von Einführungs- und Besei
tigungsregeln zu pressen. So kann man eine Regel der Gestalt 

[A] [A] 

B -,B 

,A 

doch kaum als ,-Einführungsregel bezeichnen, da der Junk
tor, über dem Strich schon vorkommt. Der vielbegangene 
Ausweg ist der, die Negation mit Hilfe einer O-stelligen 
Konstante ..A.. zu definieren, indem man ,Aals Abkürzung 
für A~..A._auffaßt. Für A gibt man dann keine Einführungs
regel an und das "ex falso quodlibet" 

A 

===::::;== = =-====::::= 

1) So kann man unser allgemeines Schema für Beseitigungs
regeln auch ganz im Sinne von GENTZENs Programm (s.o. s.15Anm.) 
als aus dem Schema für Einführungsregeln gewonnen auffassen: 
Nach der S-Beseitigungsregel soll ja aus S(A , ••• ,A) alles 
das ableitbar sein, was aus den Prämissen det entsp~echenden 
Einführung von S, nämlich l:i.1 (A1 , ••• ,A ), ••• ,!::,. (A

1
, ••• ,A ) 

ableitbar ist. Wenn man will, kann manndies alsmAnwendungn 
eines allgemeinen "Inversionsprinzips" interpretieren (Vgl. 
LORENZEN 1955, S. 29-31, HERMES 1959, PRAWITZ 1965, S. 32-38). 
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als Beseitigungsregel. Faßt man das Fehlen einer A-Ein
führungsregelauf als 11 .A kann unter keinen Bedingungen mit 
Recht behauptet werden", so kann man zwar die .A. -Besei ti
gungsregel rechtfertigen, da sich mangels einer Ableitung 
von .A jede Ableitung von A in eine von A umformen läßt, 
nicht jedoch eine klassische A-Beseitigungsregel wie 

A 

A 

Auf diese Weise wird im Rahmen einer Semantik, wie sie 
DUMMETT oder PRAWITZ entsickelt haben, die intuitionisti
sche Logik gerechtfertigt. 1 ) 

Dieser Weg ist jedoch für uns nicht gangbar. Wir verlangen 
immer, daß eine mit einem Verknüpfungszeichen beginnende 
Aussage den Gehalt eines oder den gemeinsamen Gehalt mehre
rer Regelsysteme ausdrückt. Das bedeutet insbesondere, daß 
es für jeden Operator S mindestens eine S-Einführungsregel 
gibt. Wir lassen zwar auch den in§ 10 behandelten Grenz
fall zu, daß ein Junktor Y den Gehalt des leeren Regel
systems ausdrückt; in diesem Fall hat er 

y 
als Einführungsregel und die trivialerweise ableitbare 
Regel 

A y 

A 

als Beseitigungsregel. Ein Operator ganz ohne Einführungs
regeln macht für uns keinen Sinn. 
== ==-=== ::::== ==== 
1) Vgl. PRAWITZ 1973, S. 243. PRAWITZ faßt allerdi ngs)__ 
als atomares Zeichen auf (vgl. ebd. 231), weshalb er zur 
Rechtfertigung des 11ex falso quodlibet" noch die Konsistenz 
des Grundkalküls verl angen muß. Dies ist jedoch nicht nöt i g; 
man kann.,{_ wie andere Operatoren auch als nichtatomares 
Zeichen auffassen, das erst in der konservativen Erweiterung 
von Grundkalkülen auftritt. 
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Deshalb bleibt uns zur Behandlung der Negation nichts anderes 
übrig, als Grundkalküle zu betrachten, die selbst schon 
einen Widerlegungsbegriff, notiert mit ,v , bes i tzen, 
und dann die Negation durch die Regeln 

zu charakterisieren. ,v fassen wir dabei als pragmatisches 

Grundzeichen auf, nicht schon als Junktor, Das spiegelt sich 
in der Notation darin nieder, daß Schreibweisen wie rvNA 

sinnlos sind. 1 ) Genauer gesagt, gehen wir von einer Unter
teilung aller Urteile in Behauptungß_n und Bestreitungen aus 
und fassen eine Aussage dann als widerlegt auf, wenn für ih
re Bestreitung rvA eine Ableitung vorliegt. Deshalb bezeich
nen wir das Vorhandensein des Bestreitungszeichens und von 
Regeln dafür auch als Vorliegen eines formalen Widerlegungs
begriffes. 

In§ 11 definieren wir Kalküle, die einen solchen Widerle
gungsbegriff enthalten, indem wir den Begriff der Ableitungs
regel erweitern. Dabei stellt sich sofort die Frage, welchen 
Adäquatheitsbedingungen ein Widerlegungsbegriff unterworfen 
sein muß, da offensichtlich das bloße Vorkommen eines Zei
chens rv ihn noch ni.cht als solchen kennzeichnet. 2 ) 

Diese Frage wollen wir in dieser Arbeit unbeantwortet lassen, 
da sie weitführende philosophische Untersuchungen über das 

1) Damit schließen wir an an VON KUTSCHERA 1969. rv soll also 
etwa so verstanden sein wie die negative Kopula&' bei KAM
LAH/LORENZEN 1967, wo ja auch streng zwischen der negativen 
Kopula und der junktorenlogischen Negation unterschieden wird.
Statt ,'JA könnte man wie BENDALL 1978 auch schreiben fA, statt 
A auch wA und das ganze als Bewertung mit den Wahrheitswerten 

11wahr" und 11falsch 11 verstehen. Dies ist jedoch höchst mißver-
ständlich, da man meist unter "wahr" und "falsch" metasprach
liche Prädikatoren versteht und nicht pragmatische Zeichen, 
die die Einstellung eines Sprechers zu e i ner Aussage kenn-
zeichnen.-In~eressanterweise gibt auch schon LORENZEN 
(1955~ di: Widerl~gun~ als pra~matisch~n Grundbegriff an, 
ohne ihn Jedoch fur die operative Begründung der Logik 
für wichtig zu erachten. 

2) Das unterscheidet unseren Ansatz von dem bei VON KUTSCHERA 
1969, der zunächst gar keine Adäquatheitsbedingung an den 
Widerlegungsbegriff stellt. 
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Wesen des Widerlegungsbegriffes voraussetzt. Damit verzicb
ten wir auch auf Diskussionen über das Verhältnis von Begrün
dungs- und Widerlegungsbegriff, ob z.B. Begründung und Wider
legung unabhängig voneinander sind oder ob etwa Widerlegung 
als Scheitern von Begründungsversuchen aufgefaßt werden muß 
etc. Wir wollen nur vier mögliche alternative Adäquatheits~ 
bedingungen behandeln, die sich bei solchen philosophischen 
Untersuchungen ergeben könnten. Die erste und schwächste 
Form, die wir betrachten, wird in§ 11-13 untersucht. Hier 
verlangen wir von Kalkülen mit Widerlegungsbegriff nur, 
daß das Schema der konstruktiven "reductio ad absurdum" 

[A] [A] 

( 1) . 
B ~B 

für alle Aussagen A,B ableitbar ist. Für solche Kalküle 
mit Widerlegungsbegriff, die wie in Kapitel 2 Einführungs
und Beseitigungsregeln für beliebig vielen-stell ige Opera
toren enthalten, beweisen wir in§ 12 den Normalisierungs
satz und weisen die Kriterien von Nichtkreativitä t und 
Eindeutigkeit für Operator-Grundregelsysteme nach. 

§ 13 zeigt dann als Ergänzung de s Resultates von § 8, daß 
sich jeder der nach Hinzunahme des Widerlegungsbegriffs zur 
Verfügung stehenden Operatoren explizit mit Hilfe der vier 
Standardjunktoren A\v 1•, 7 definier en läßt. Dieses Resul
t a t läßt sich noch verschärfen: Man kann nämlich zeigen, 
daß in dem Kalkül, der nur noch die Standardjunktoren /\,v1711 
enthält, der Widerlegungsbegriff A.t mithilfe von -, aus
drückbar ist, wenn man (1) ersetzt durch 

[A] [A] 

(2) 
B 

,A 

Man erhält so a l s Kalkül der forma l en Logik dieser vier 
Standardjunktoren den 1937 von JOHANSSON aufgestellten Mi
nimalkalkül. Unsere Deutung dieses Kalküls zeigt damit, daß 
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(2) nicht als 1 -Einführungsregel aufzufassen ist, son

dern als eine Regel, die die Eigenschaft eines (pragmati

schen) Widerlegungsbegriffes beschreibt. 

§ 14 behandelt Kalküle mit Widerlegungsbegriff, die einer 

etwas stärkeren Adäquatbeitsbedingung genügen, in denen 

nämlich neben (1) noch das Schema des "ex contradictione 
quodlibet" 

A rvA 
(3) 

B 

für alle Aussagen A,B ableitbar ist. Wir beweisen ebenfalls 

den Normalisierungssatz für solche Systeme und zeig~n, daß 
sich als Kalkül der formalen Logik der Junktoren /\ 

1 
Yl --"7

1
--, 

die intuitionistische Junktorenlogik ergibt, wenn man 

neben (1) durch (2) auch (3) ersetzt durch 

A ,A 
(4) 

B 

§ 15 ist ein Exkurs, der einiges über die ausgezeichnete 

Rolle des Junktors v aussagt. Von "-1• 1 7 kann man näm

lich zeigen, daß diese Junktoren jeweils durch ein Regel

system explizit definierbar sind, d.h. daß sie den Gehalt 

eines einzigen Regelsystems ausdrücken, man zu ihrer Be

deutungsfestlegung also nicht auf den gemeinsamen Gehalt 

mehrerer Regelsysteme zurückgreifen muß. Nachdem in§ 13 
nachgewiesen WUl['de, daß alle Aussagenoperatoren sieb 

auf /\ 1v 111 7 zurückführen lassen, wären dann alle Opera

toren durch Regelsysteme explizit definierbar, wenn auch 

Y explizit definierbar wäre. Wir beweisen jedoch, daß 

dies nicht der Fa ll ist: v ist ein Junktor, der durch kein 

Regelsystem explizit definierbar ist. Das ergibt sich 

zwar schon aus der bekannten Nichtdefinierbarkeit von v 
durch A 1• 1,

1
), es ist jedoch interessant, den Beweis auch 

im hier vorgeschlagenen semantischen Rahmen führen zu kön
nen. 

- -=- - ===---== 
1) Vgl. McKINSEY 1939, WAJSBERG 1938, vgl. auch PRAWITZ 

1965, S. 59-62 und RAUTENBERG 1979, S. 261f . 
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§ 16 und§ 17 behandeln die klassische Logik. § 16 setzt 
als dritte Form einer an den Widerlegungsbegriff zu stel
}enden Adäquatheitsbedingung neben (1) noch das Prinzip 
der klassischen "reductio ad absurdum 11 voraus, wonach 
außer (1) noch 

[ rvA] [ ,vA] 

(5) . 
B "-'B 

A 

für alle Aussagen A,B ableitbar ist. Der Normalisierungs-
satz läßt sich hier ~r-1:ruij'-fig nur .ßtir, anio-.tte ~ ~ 

deren Ope·rator-en explizit definierbar sind durch ein ein-zi-
ges Regelsystem. Dementsprechend lassen sich aber auch 
alle Operatoren schon durch /\,• i7 definieren. Als System 
der formalen Logik erhält man einen klassischen Aussagen
kalkül der Junktoren A 171-i , der neben (2) anstelle von 
(5) die Regel 

[ ,A] 

(6) . 
B -,B 

A 

enthält. Men kann diesen Kalkül als angemessenen Formalis
mus der klassischen Aussagenlogik auffassen, wenn man 
A v B definiert durch 7 (, A /\ ,B). 

Die volle klassische Logik, in der auch v ein eigenstän
diger Junktor ist, erhalten wir in§ 17, wenn wir als 
stärkste Adäguatheitsbedingung voraussetzen, daß Grund
kalküle formal entscheidbar sind, d.h. daß jede ihrer 
Aussagen begründbar (r--A) oder widerlegbar( r- ~A) ist . 
In diesem Fall gilt der Normalisierungssatz für beliebige 
Operatoren; die Gleichwertigkeit von A v B mit ,(-, A" 1 B) 
wird damit zu einem beweisbaren (d.h. nachträglichen) Re
sultat. Allerdings ist die formale Entscheidbarkeit eine 
Ei genschaft, die man nicht ohne weiteres erzwingen kann 
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(und die auch in vielen Fällen, wie der GÖDELsche Unvoll
ständigkeitssatz zeigt, prinzipiell nicht erzwingbar ist). 
Hingegen kann man die Ableitbarkeit einer Ableitungsregel 
wie z.B. die Ableitbarkeit der klassischen 11reductio ad 
absurdum 11 einfach dadurch garantieren, daß man sie zur 
Grundregel erklärt. 1 ) § 18 skizziert schließlich noch die 
Möglichkeit, den Widerlegungsbegriff auf den Begriff der 
Absurdität zurückzuführen. 

Ein Anhang beschreibt die Konsequenzen für§ 16 und§ 17, 

die sich ergeben würden, wenn sich das Resultat von 
TENNANT 1980 halten läßt. TENNANT versucht, einen Norma
lisierungssatz fiir die klassische Quantorenlogik unter 
Einbeziehung der v- und ]-Regeln zu beweisen. Daraus er
gäbe sich für uns ein Normalisierungssatz für die volle 
klassische Operatorenlogik, die nur (5) und noch nicht 
die formale Entscheidbarkeit von Grundkalkülen voraussetzte. 
Allerdings ist TENNANTS Beweis in der publizierten Version 

nicht ganz korrekt, wie Professor Tennant mir auf einen 
brieflichen Hinweis hin im September 1980 auch bestätigte. 
Die Chancen stehen jedoch nicht schlecht, in absehbarer 
Zeit eine hinreichende Verbesserung des Beweises zu finden. 2 ) 

Wenn wir vier mögliche Adäquatheitsbedingungen für den 
Widerlegungsbegriff behandeln, ohne eine davon als die 
richtige auszuzeichnen, so behaupten wir damit, daß der re
gellogische Ansatz selbst noch nicht darüber entscheidet, 
:::::::: ;:: -=====::::: =:=:: 

1) Vorausgesetzt allerdings, man hält den Widerlegungsbegriff 
für unabhängig vom Begründungsbegriff. Faßt man den Begrün
dungsbegriff als primären Begriff auf, mit dessen Hilfe der 
Widerlegungsbegriff (z.B. als Scheitern von Begründungsver
suchen) charakterisiert wird, so kann man nicht umgekehrt 
einfach (5) zur Grundregel erklären, wonach eine Aussage be
gründet ist, wenn ihre Widerlegung scheitert. Prof. F. Kam
bartel bat mich darauf hingewiesen, daß unter anderem die 
These vom Primat des Begründungsbegriffes von der klassischen 
Logik wegführt. 

2) Inzwischen liegt ein solcher Beweis auch vor. Vgl. den 
Zusatz zum Anhang auf S. 24?. 
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ob etwa die intuitionistische Logik der klassischen vor
zuziehen ist oder nicht. Mit unserer regellogischen Deu
tung führen wir die Begründung eines Negats ,A einfach 
auf die Widerlegung rvA einer Aussage A zurück. Was über 
die Annahme etwa der intuitionistischen oder klassischen 
Logik entscheidet, sind die Eigenschaften des Widerlegungs
begriffes selbst und nicht die Tatsache, daß man ihn inner
halb gewisser Regeln zur Definition von , verwenden kann. 

Wenn sie auch keine Auszeichnung des einen vor dem anderen 
Logiksystem ermöglichen, so bieten unsere regellogischen 
Untersuchungen doch einen gemeinsamen Hintergrund, auf dem 
sich klassische und nichtklassische Logik vergleichen lassen. 
Das ist nicht selbstverständlich. Üblicherweise behandelt 
man die klassische Aussagenlogik als Theorie der Wahrheits
funktionen, während man die intuitionistische Aussagen-
logik ganz anders deutet. Hier dagegen werden beide Logik
konzeptionen mit Hilfe einer Analyse des Regelbegriffs in
terpretiert. Sie unterscheiden sich nur in der Art des Wi
derlegungsbegriffs, der hinter beiden Konzeptionen steht. 

Zum Abschluß sei nochmals auf die Ansätze und Resultate hin
gewiesen, an die diese Arbeit vor allem anschließt bzw. 
die sie benutzt, auch wenn dies im folgenden nicht immer 
erwähnt wird. Der allgemeine semantische Rahmen entwickelte 
sich in Auseinandersetzung mit der operativen Logik vo~. 
LORENZEN (1955) und dem semantischen Ansatz von PRAWHZ 
(1971, 1973). Die Idee, Kalküle mit Regeln beliebig hoher 
Stufe einzuführen, in denen die Heranziehung und Löschung 
von Regeln erlaubt ist, wurde angeregt durch die Aufsätze 
VON KUTSCHERAs (1968, 1969). Ebenfalls darauf geht der 
Versuch zurück, mit Hilfe solcher Regeln beliebigen-stellige 
Operatoren einzuführen und deren explizite Definierbarkeit 
durch die Standardjunktoren " , v , •,~ zu beweisen - ge
stützt auch auf die Arbeit von PRAWITZ (1979), die sich das
selbe Ziel setzt. Weiterhin wurde die Idee, die Negation auf 
einen formalen Widerlegungsbegriff zurückzuführen, von 
VON KUTSCHERA (1969) übernommen. Die in dieser Arbeit angege

benen Beweise von Normalisierungssätzen stützen sich auf das 
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maßgebliche Werk von PRAWITZ (1965), an dessen Termi
nologie teilweise in allen Einzelheiten angeschlossen 

wird. 
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Einige Abkürzungen urid Begriffserklärungen 

"g.d.w." steht für "genau dann, wenn" • 

"QED" markiert das Ende eines Beweises. 

"=" meint die Identität von Zeichen. 

Ausdrücke "A=-B", wobei ''A '' und "B" für Vorkommen von 
Zeichen stehen, werden als Identitätsbehauptungen für die 
Zeichen, deren Vorkommen A und B sind, verstanden. Vor
kommen sind dabei nicht etwa als konkrete Vorkommnisse 
verstanden, sondern als Zeichen zusammen mit einer Posi
tion innerhalb einer Anordnung von Zeichen (z.B. einer 
Ableitung). Vorkommen sind also selbst Abstrakta. 1 ) 

Zeichensysteme sind nicht als endliche Folgen im mathema
tischen Sinn zu verstehen, sondern als Listen von Zeichen, 
die dabei (möglicherweise durch Kommata getrennt) neben
einander oder untereinander stehen. 2 ) Wir lassen als 
Grenzfall auch das leere System von Zeichen zu, das wir 
mit 0 bezeichnen. Daneb'en benutzen wir 0 als Zeichen 
für die leere Menge. 

Um uns Schwierigkeiten bei der metasprachlichen Rede über 

Zeichen zu erspreren, verwenden wir die Zeichen, über die 
wir reden, autonym, d.h. auch als Namen von sieb selbst, 
sowie zusammengesetzte Zeichen aucn als Namen der durch 
Zusammensetzung der Einzelzeichen entstandenen Zeichen. 

:., ___ z--:c=== 

1) Vgl. KLEINKNECHT/WÜST 1976, S. 44f. 

2) Vgl. LORENZEN 1955, § 12, sowie PRAWITZ 1965, S. 22(Fußn.). 
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Kapitel 1: Ein erweiterter Kalkülbegriff 

§ 1. Abstrakte Kalküle 

Unser Ausgangspunkt sind Kalküle in einem abstrakten, nicht 
auf Logikkalküle eingeschränkten Sinne, entsprechend der 
Auffassung von LOR~"'NZEN (1955). Wenn wir in diesem Kapitel 
von speziellen Logikkalkülen, z.B. Kalkülen des natürlichen 
Schließens, sprechen, so fassen wir diese nur als abstrakte 
Kalküle auf, ihre Beziehung zur Logik im engeren Sinne 
ist hier noch unwesentlich. Gegenüber LORENZEN (1955) wer
den wir jedoch einige terminologische und auch sachliche 
Veränderungen vornehmen. 1 ) 

Die Grundzeichen eines Kalküls K seien eine entscheidbare 
Menge von Atomen und eine entscheidbare Menge von davon 
verschiedenen Objektvariablen. Ausdrucksformen seien be
liebige endliche Aneinanderreihungen von Atomen und Ob
jektvariablen, Ausdrücke seien Ausdrucksformen ohne Ob
jektvariablen.2) Jeder. ObjektVariablen sei zugeordnet 
eine entscheidbare Menge von Ausdrücken als zugehörige 
Menge von Objekten. Diese Menge sei auch als Variabilitäts
bereich der Objektvariablen bezeichnet. Eine Belegung 

ß sei eine Funktion, die jeder Objektvariablen ein Ele
ment aus dem zugehörigen Variabilitätsbereich zuordnet. 
Wenn X eine Ausdrucksform ist, ß eine Belegung, dann sei 
xß das Resultat der Ersetzung jeder Objektvariablen a in 
X durch ß(a) an allen Stellen des Vorkommens von a. 

1) Von "abstrakten" Kalkülen reden wir im Anschluß an 
HERMES/SCHOLZ (1952), S. 1,13f •• Auf die Diskussion solcher 
Kalküle, die schon vor und unabhängig von LORENZEN (1955) 
eine Tradition hat, gehen wir hier nicht ein. Vgl. dazu 
z.B. CARNAP (1934), SCHOLZ (1935), SCHRÖTER (1941) 
KEMENY (1948) (S. 16-19)1 SCHOLZ/HASENJAEGER (19613 (S. 28), 
HASENJAEGER (1962) (S. 7eff.), CURRY (1963). 
2) Was eine Aneinanderreihung von Zeichen ist, setzen wir 
als bekannt voraus. Deshalb benötigen wir auch keine 11Eigen
variablen" (vgl. LORENZEN 1955, S. 16), um den Begriff der 
Ausdrucksform und des Ausdrucks selbst wieder kalkülmäßig 
zu definieren. - Ausdrücke sind bei uns bloße Reihen von 
Atomen nicht - wie z.B. bei SCHRÖTER (1941) oder SCHOLZ/ 
!f.ASENJAEGER (1961, s. 26) - schon eine ausgezeichnete Teil
klasse derselben. 
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Eine entscheidbare Teilmenge g:: der Menge der Ausdrucks
formen sei als Menge der Formeln von K ausgezeichnet, 
wobei mit jedem X auch das Resultat der Ersetzung eines 
Vorkommens einer Objektvariable in X durch ein Element 
des zugehörigen Variabilitätsbereichs zu 'F gehöre. Ins
besondere gehört mit X auch xß zu o/ für jede Belegung 
ß. Unter Aussagen von K seien Formeln ohne Objektvariable 

verstanden. 1 )Fällt der Variabilitätsbereich einer Objekt

variablen mit der Menge der Aussagen zusammen, so sprechen 
wir auch von einer Aussagenvariablen. 

Ob eine Objektvariable Aussagenvariable ist, können wir 
meist nur nachträglich feststellen, indem wir ihren Va
riabilitätsbereich mit der Menge der Aussagen vergleichen. 
Wir können nicht ohne weiteres den Variabilitätsbereich 
einer Objektvariablen als Menge der Aussagen festlegen, da 
der Begriff der Aussage mit Hilfe des Begriffs der Formel 
definiert ist; und um prüfen zu können, ob die als Formel
menge ausgezeichnete Menge 'F' von Ausdrucksformen tatsäch
lich die oben geforderte Eigenschaft der Abgeschlossenheit 
gegenüber Ersetzungen von Objektvariablen besitzt, müssen 
in der Regel die Variabilitätsbereiche der Objektvariablen 
schon bekannt sein. In dem besonders einfachen Fall jedoch, 
in dem man als 'J' die Menge aller Ausdrucksformen wählt, 

1) Den bei LORENZEN (1955) in§ 1 eingeführten Gebrauch von 
"Formel" für beliebige, möglicherweise Variablen enthaltende 
Zeichenreihen und damit von "Aussage 11 für beliebige Zeichen
reihen ohne Variablen übernehmen wir also nicht, sondern 
sprechen stattdessen von "Ausdrucksform" bzw. "Ausdruck". 
Denn in der formalen Logik versteht man "Formel 11 und "Aus
sage11 in einem spezielleren Sinne; de wir Logikkalküle als 
Spezialfälle eines abstrakten Kalkülbegriffs a~ffassen und 
uns dabei nicht allzusehr von der üblichen Terminologie ent
fernen wollen, müssen wir auf die gewohnte Terminologie eine 
gewisse Rücksicht nehmen.- Im Gegensatz zu dem bei LORENZEN 
(1955) in§ 6 eingeführten etwas erweiterten Kalkülbegriff 
ist durch unsere Definitionen sichergestellt, daß der Begriff 
der Aussage entscheidbar ist.LORENZEN verlangt weder, daß 
Objekte Ausdrücke (in seiner Terminologie: Aussagen) sind, 
noch daß Variabilitätsbereiche entscheidbar sind, sondern 
nur, daß sie durch einen Kalkül aufzählbar sind. 
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tritt diese Schwierigkeit nicht auf. Denn da Ersetzungen 
von Objektvariablen durch Ausdrücke jedenfalls immer wieder 
Ausdrucksformen liefern, weiß man ohne Kenntnis der Varia
bilitätsbereicbe von Objektvariablen, daß ".F gegenüber 
solchen Ersetzungen abgeschlossen ist. Es ist also hier 

nicht zirkulär, bestimmte Objektvariablen als Aussagen
variablen zu definieren und ihnen damit die Menge der 
Aussagen (das sind dann alle Ausdrücke) als Variabilitäts
bereich zuzuordnen. Von dieser Möglichkeit werden wir 
oft Gebrauch machen. 1 ) 

Wenn x1 , ••• ,xn,X Formeln sind, so sei X eine Regel o. Stufe 
und x1 , ••• ,xn ::=:>X eine Regel 1. Stufe. Die x1 , ••• ,Xn 
heißen auch Vorderformeln, X auch Hinterformel dieser 
Regel 1. Stufe. Mit "Regel" meinen wir in diesem §en 
immer "Regel O. oder 1. Stufe". Eine konkrete Regel sei 
eine Regel, in deren Formeln keine Objektvariable auftritt. 
Wenn R eine Regel ist, (3 eine Belegung, dann sei Rß 

die konkrete Regel x/3, ••• ,xnf\:::>xß , falls R die Gestalt 
x1 , ••. , Xn . 3>X hat. Falls R Regel 0. Stufe, dann ist R 
zugleich Formel, Rß ist also schon erklärt. 2 ) 

Eine endliche Menge von Regeln von K sei ausgezeichnet als 
die Menge der Grundregeln von K. Eine Grundregel O. Stufe 
heißt auch Anfangsregel. Grundregeln bestimmen den Ablei
tungsbegriff von K. Ableitungen könnte man am einfachsten 
definieren als ein System von Aussagen A1 , ••• ,Ak derart, 

1) Solche Kalkü1e, deren Ausdrucksformen und Ausdrücke mit 
den Formeln bzw. Aussagen zusammenfallen und die als Objekt
variable nur Aussagenvariable enthalten, sind est die LOREN
ZEN in seiner 11Protologik11 (LORENZEN 1955, §1-§5; vornehm
lich betrachtet. 

2)Da durch den folgenden Ableitungsbegriff Regeln 0. Stufe 
als solche Regeln gedeutet werden, deren Anwendung nicht 
voraussetzt, daß man schon etwas abgeleitet hat, könnte man 
sie als Regeln 1. Stufe ohne Vorderformeln auffassen und mit 
~x: notieren. Diese (sich bei LORENZEN 1955 noch nicht fin

dende) Schreibweise übernehme ich aus technischen Gründen 
nicht. Die Unterscheidung zwischen Regeln O. und 1. Stufe 
ist im Hinblick auf spätere Verallgemeinerungen zweckmäßig, 
weil wir dann Regeln (n+1)-ter Stufe als solche Regeln defi
nieren werden~ deren "Vorderregeln" Regeln n-ter Stufe sind, 
so wie jetzt aie 11Vorderformeln 11 von Regeln 1. Stufe als 
Regeln 0. Stufe aufgefaßt werden können. 
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daß jedes Aussagenvorkommen Ai in diesem System entweder 
durch Anwendung einer Grundregel O • . Stufe entsteht · oder 
aus Aussagenvorkommen Ai , ••• ,Ai mit 1 ""-- i 1 L..., i, • •• , 1 ~ inL'.. i 

1 n 
durch Anwendung e i ner Grundregel 1. Stufe bei einer Bele-
gung ß hervorgeht, d. b. daß entweder xß -Ai gilt für eine 
Anfangsregel X oder x1ß -Ai. , ••• ,X ß-=:.. A. , xß-= A. für 

1 n in 1 
eine Regel 1. Stufe x1 , ••• ,Xn~X. 

Im Hinbl ick auf die späteren Erweiterungen in§ 2 und§ 3 
ist es allerdings zweckmäßiger, Ableitungen nicht linear, 
sondern in Baumform zu notieren. In einer solchen Notation 
markiert man die Anwendung einer Regel 1. Stufe R durch 
einen Schlußstrich, über dem die Aussagen stehen, auf die 
man R anwendet (die Prämissen dieser Anwendung von R), und 
unter dem das Ergebnis dieser Anwendung von R (die Konklusion 
der Anwendung von R) steht. Bei der baumförmigen Schreib
weise von Ableitungen stehen die Prämissen einer Regelan
wendung also immer unmittelbar über der Konklusion. Die je
weils angewendete Schlußregel und die dabei benutzte Be
legung vermerkt man am besten neben dem Schl ußstrich. 
Eine Ableitung von A, die im letzten Schritt eine Regel 
1. Stufe Runter Benutzung der Belegung ß auf schon ab
geleitete Aussagen A1 , ••• ,An anwendet, notieren wir also so: 

A-1 • . • • A"'-

A 

Dabei identifizieren wir die Bel egung ß , die ja eigentlich 
eine Funktion und kein Ze i chen ist, mi t dem Zeichen: 

(a..~f--7,b" 1 ••• 1 11.L~ blc,> , wobei a.1 , ••• ,a.e. die in R vorkommen
den Objekt·variablen und b1 , ••• , b.e, (respektive) die durch 
/3 diesen Objektvariablen · zugeordneten Objekte sind. Falls 

R eine konkrete Regel ist, identifizieren wir /3 mit < > • 
Diese Identifikationen sind dadur ch berechtigt, daß man zur 

Anwendung von R bei der Belegung /3 nur wissen muß, wie ß. 
die in R effektiv auftretenden Objektvariablen belegt. 
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Um auch die Anwendung einer Anfangsregel neben einem 

Schlußstrich vermerken zu können, markieren wir eine solche 
Regelanwendung durch einen Schlußstrich, über dem keine 

Aussagen mehr stehen. Ist R also Regel O. Stufe, so schrei
ben wir: 

1<_ ß-
A 

Beispiel für eine Ableitung : Sei K1 der Kalkül mit den Ato

men o,+ und Objektvariablen a.b. Formeln und Aussagen von K1 
sollen mit den Ausdrucksformen bzw. Ausdrücken von K1 zu

sammenfallen. a,b seien Aussagenvariable. Die Grundre-
geln von K1 seien: 

(R1 ) o 
(R2 ) a =? a+ 

(R3) a,b-=9ab • 
Dann ist die Aussage o++o+o+++ in K1 ableitbar, wie man 

aus folgender Ableitung sieht: 

R1<>--
o 

R,_<,~<» - -
0 + 

'\<~~0~---
R, <> --

o 
R,. <e...~ o> -------. 

0 
'R2. ( a..,-,o;> ----'-

o + 
'R,_ (&..~OP---

o + o++-
R3 .. <.q_~ o++ 1b1-,,o+)-- -------- R. <o...1--;>o+->>---

0 ++ 

0-1-+ o +- ... 
~ o~+ 
t<-

3 
< 0-.H, o++o+ J bf--.?' tH-++) -., _ ______ ____________ _____ _ 

o+~ o + o++-+ 

Wir werden allerdings kilnftig auf die Angabe der verwen
deten Belegungen verzichten, wenn diese sich eindeutig aus 
dem Zusammenhang ergeben. 1 ) 

Um nun den Begriff der Ableitung in K exakt definieren zu 
können, fassen wir die Baum-Notation 

== ======= == === 
1) Obige Ableitung findet sich in linearer Notation bei 
LORENZEN (1955), S. 17. Sie sieht dort wesentlich einfach er 
aus. Die Baum-Notation wurde, wie gesagt, auch nur im Hin
blick auf die späteren Erweiterungen eingeführt. 
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A~ . 

nur als inoffizielle Schreibweise für (n+3)-gliedrige 

Systeme (R, ß ,l[,, ... ,~ ,A) auf, wobei 7T 1 1 ••• J lf '11.- die 
Ableitungen der A1 , • • • ,An repräsentieren sollen und im 
Falle, wo R Regel 0. Stufe ist, auch wegfallen dürfen. Für 
Belegungen ß gilt dabei wieder die oben S. 36 erwähnte 

Identifizierung mit eine.m Zeichen. 

lrist Ableitung von A in K genau dann, wenn A Aussage ist 
und einer der folgenden beiden Fälle gilt: 

1) 11 bat die Gestalt <_R,ß ,A>, R ist Anfangsregel von K, 
ßist Belegung und R/3~ A. 
2) II hat die Gestalt <R,ß ,111 , ••• ,~ ,A> , R ist Grundregel 
1. Stufe von K, ß ist Belegung, RA>~ A1 , ••• ,An '2;,A und 
~, ••• ,/~ sind schon Ableitungen von A1 , ••• ,An (respektive) 

in K. 

Eine Aussage A heißt ableitbar in K ( ~A), wenn es eine 
Ableitung lf für A in K gibt. Eine Aussage A heißt in K 

aus Aussagen A1 , ••• ,An ableitbar (A1 , ••• ,AnhA), falls 
A in dem Kalkül K' ableitbar ist, der aus K durch Hinzu

nahme von A1 , ••• ,An als Anfangsregeln entsteht. 
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§ 2. Die JASKOWSKI-GENTZENsche Erweiterung des Kalkülbegriffs 

Die von JASKOWSKI (1934) und GENTZEN (1935) entwickelten 
Kalküle des .natürlichen Schließens - womit im folgenden 
immer deren junktorenlogischer Teil gemeint sein soll -

lassen sich nun nicht unter den in§ 1 definierten Kalkül
begriff subsumieren. Die Regeln der • -Einführung und 
der v-Beseitigung, wie sie GENTZEN (1935, S.186) angibt, 
sind nämlich keine Regeln im oben definierten Sinne. Die 
• -Einführungsregel, von GENTZEN notiert als 

[A] 

B 

A• B , besagt: 

(•) 11an darf von B zu A• B übergehen, wenn man B unter 
eventueller Benutzung de11 Annahme A abgeleitet hat. A• B 
ist dann nicht mehr von der Annahme A abhängig. 

Dies ist ein neuer Typ von Regel, der nicht nur - wie bis
her - den Übergang von Aussagen zu Aussagen regelt, sondern 
zugleich etwas über die Annahmen aussagt, von denen eine 
Aussage abhängt. PRAWITZ (1965) unterscheidet solche 
Regeln als "deduction rules" von Regeln, die wir in§ 1 
Regeln 0. und 1. Stufe genannt haben und die er im Anschluß 
an CHURCH "inference rules 11 nennt. 1 ) Wir wollen die "deduc
tion rules" Regeln 2. Stufe nennen und damit schon andeuten, 
daß sie sich durch eine kanonische Erweiterung der Defi
nition von Regeln 0. und 1. Stufe ergeben. 

Durch Anwendung von Regeln 2. Stufe geht man nicht mehr 
nur von ableitbaren Aussagen zu ableitbaren Aussagen 
über, sondern von Ableitungen aus Annahmen zu Ableitungen 
aus möglicherweise anderen Annahmen. Wir werden daher, wenn 

wir im Hinblick auf Kalküle des natürlichen Schließens den 
in§ 1 entwickelten Kalkülbegriff erweitern, nicht mehr 
====== == ====== 
1) PRAWITZ (1965), S. 22f., vgl. CHURCH (1956), S. 49. 
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einfach induktiv "1f ist Ableitung von A in K" definieren, 
sondern müssen zunächst "1r ist eine von einer endlichen 
Menge M von Aussagen abhängige Ableitung von A in K" de
finieren. Der erste Begriff wird dann zum Spezi alfall des 
zweiten, nämlich zum Fall, wo M leer ist. 1 ) 

Zunächst erweitern wir unsere Definition von "Regel". 
Wir fügen zu unserer Definition aus§ 1 (S. 35) hinzu: 
Wenn R1 , ••• ,Rn Regeln 0. oder 1. Stufe sind, wobei mindestens 
ein Ri (1~ i~n) von 1. Stufe, X eine Formel, dann sei 
R1 ; ••• ;Rn~X eine Regel 2. Stufe. R1 , ••• ,Rn heißen auch 
Vorderregeln, X auch Hinterformel der Regel 2. Stufe. 
Der Einheitlichkeit halber sprechen wir auch bei Regeln 
1. Stufe von "Vorderregeln", benutzen daneben aber weiter
hin den Ausdruck "Vorderformeln". Mit "Regel" meinen wir 
in diesem §en "Regel O., 1. oder 2. Stufe". Mit Rß meinen 
wir R1/3; ••• ;Rn_'30x 13 

, falls R die Gestalt R1 ; ••• ;Rn~ X 
hat. Die Grundregeln von K seien wieder eine ausgezeichnete 
endliche Menge von Regeln. 

Wenn wir metasprachlich eine Regel unbestimmt mitteilen, 

so schreiben wir oft R1 , ••• , Rn~ X, auch wenn es sieb 
dabei um eine Regel 2. Stufe handelt, für die man R1 ; ••• ;Rn~X 
schreiben müßte. Wir benutzen also R1 , ••• ,Rn~ X als Kenn
zeichnung für die Zeichenreihe, die aus R1 , ••• ,Rn und X . 

mit dazwischenstehenden Strichpunkten bzw. 11 =?" besteht. 

Die ~ - Einführungsregel des GENTZENschen Kalküls des na
türlichen Schließens können wir jetzt als 

A~B~(A• B) 

;:: ;;: = == = = :::::.::: : :::; 

1) Von der "Jaskowski-Gentzenschen" Erweiterung des Kalkül
begriffs zu sprechen, ist dadurch gerechtfertigt, daß bei
de Autoren erstmals die fundamentale Bedeutung des Scblies
sens aus Annahmen erkannten. Mit der Angabe darauf aufbau
ender I.ogikkalküle schufen sie ein Paradigma, aus dem sich 
leicht ein abstrakter Kalkültyp entwickeln läßt. - Auf die 
von mir übersehene Arbeit von JAßKOWSKI (1934), in der unab
hängig von GENTZEN ein Kalkül des natürlichen Schließens 
für die klassische Logik angegeben wird, hat mich Prof. 
Chr. Thiel hingewiesen. 
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formulieren und dieser Formulierung die Interpretation(*) 
geben. Das Analoge gilt für die v-Besei tigung·sregel, die 
von GENTZEN notiert ist als 

[A] [B] 

Av B C C 

C 

und die wir so formulieren können: A v B;A-=9C; B~C ~C. 

Allgemein soll R1 , ••• ,Rn-==;;>X bedeuten: Für jede Belegung 
ß darf man von Vorkommen der Hinterformeln von R1ß, ... , 

Rnß übergehen zu x/3, und für jedes i (1~i~n) die evtl. 
in der Ableitung der Hinterformel von Riß auftretenden 
Vorkommen der Vorderregeln von Rij.3 als Annahmen beseitigen. 

"Beseitigen" bedeutet dabei soviel wie: "in der Ableitung 
markieren". Die Endaussage einer Ableitung ist von genau 
den in der Ableitung vorkommenden Aussagen abhängig, die 
an mindestens einer Stelle unmarkiert vorkommen. Da wir 
den Terminus "beseitigen" später im Zusammenhang von Ope
ratorenregeln wieder benötigen, wollen wir dieses Markie
ren als "Löschen" bezeichnen. Wir sprechen also davon, 
daß eine Annahme bei Anwendung einer Regel 2. Stufe gelöscht 
(statt "beseitigt") wird. 

Regeln 2. Stufe, die es erlauben, Annahmen zu löschen, 
setzen natürlich voraus, daß es zunächst einmal möglich 
ist, innerhalb einer Ableitung in K Annahmen einzuführen, 
d.h. Aussagen zu "setzen", ohne dabei schon auf eine Grund
regel von K Bezug zu nehmen. Dies zuzulassen, war im Kal
külbegriff aus§ 1 nicht nötig, da man dort einfach zu 
einem erweiterten Kalkül übergehen konnte, in dem die An.,. 
nahme zusätzliche Anfangsregel war (s.o. S. 38). Mit der 
Annahmenlöschung als Ableitungsoperation in einem Kalkül 
kann man nun aber die Annahmeneinführung nicht mehr als 
Übergang zu einem anderen Kalkül auffassen, sondern nur 
als Ableitungsschritt in demselben Kalkül. So wie wir oben 
von "Löschung" statt "Beseitigung" sprachen, vereinbaren wir 

auch hier einen neuen Terminus an Stelle von "einführen", 
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indem wir von der "Heranziehung" einer Annahme reden. Es 
soll also jetzt erlaubt sein, einen Zweig eines Beweis
baumes mit der Heranziehung einer Annahme statt durch An
wendung einer Anfangsregel zu beginnen. 

Annahmen fassen wir dabei nicht einfach als Aussagen, son

dern als konkrete Regeln O. Stufe auf, weshalb wir auch 
von Annahmeregel statt Annahme sprechen. Auf diese Art 
und Weise erhalten wir eine Parallelität zwischen Anfangs
regeln und Annahmen: Die Anwendung einer herangezogenen 
Regel O.Stufe. d.h. einer Annahme, erlaubt ebenso wie die 
Anwendung einer Anfangsregel, eine Aussage hinzuschreiben, 
ohne vorher andere Aussagen schon abgeleitet zu haben. 
Eine Annahme A, die man heranzieht, ist also eine konkre-
te Regel O. Stufe, die es erlaubt, A (jetzt als Aussage auf~ 
gefaßt) abzuleiten. Die Interpretation von Annahmen als 
konkreter Regeln nehmen wir schon hier vor, weil wir in 
§3 die Heranziehung von konkreten Regeln beliebig hoher 
Stufe als Annahmen definieren werden. 

Um eine solche Interpretation a~cb in der Notation einer 

Ableitung zur Geltung zu bringen, benutzen wir eine etwas 
umständlichere Schreibweise als sie in Darstellungen des 
Kalkiils des natürlichen Schließens (etwa bei GENTZEN 1935 
oder PRAWITZ 1965) gebräuchlich ist. So wie wir in §1 die 
Anwendung einer Anfangsregel durch 

R f.,--A--

notiert haben, notieren wir die Heranziehung einer konkreten 
Regel O. Stufe Aals Annahme so: 

A 
A 

Die Angabe einer Belegung, auf die wir ohnehin meist ver
zichten, ist hier überflüssig, da es sich um die Heranzie
hung einer konkreten Regel handelt. Daß es sich bei dem 
links neben dem Schlußstrich stehenden A um eine heran
gezogene Regel und nicht um eine konkrete Anfangsregel 
von K handelt, geht daraus hervor, daß ansonsten rechts 
neben diesem A noch die leere Belegung (> stehen müßte: 

A<'>--- -
A 
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Die spätere Löschung einer Annahme A vermerken wir durch 
ihre Einklammerung [A]. Außerdem setzen wir links neben 
die Klammer eine Ziffer und wiederholen diese links neben 
der Kennzeichnung der Regel, bei deren Anwendung die An
nahme gelöscht wurde. Ansonsten behalten wir die in§ 1 
entwickelte Schreibweise bei. 

(-tl[Al-
A 

(-1) 'R ~ -------

Man beachte, daß sieb die Operation der Löschung auf die 
links neben dem Schlußstrich stehende Regel A bezieht und 
nicht auf die Aussage A, die Aufgrund dieser Anwendung der 
Regel A abgeleitet wurde. 

Beispiel: K2 habe dasselbe Vokabular wie der oben s. ~7 
definierte Kalkül K1 , ebenso R1 - R3 als Grundregeln. K2 
habe jedoch noch die zusätzliche Grundregel 2. Stufe: 
(R4 ) a~a++:½+a • 

Folgende Ableitung zeigt die Ableitbarkeit von++ in K2 : 

c~i [ +J 
R.2.<"-~+)_+ __ 

~2. <~1--->+t-) ++ 
(1) 1?._, < Q._ 1-> "1-) + + + 

++ 

Da vor dem letzten Schritt eine Ableitung von+++ aus der 
Annahmeregel+ vorlag, erlaubte es R4 , zu++ überzugehen 

und dabei die Annahmeregel+ zu löschen. a wurde bei der 
Anwendung von R4 durch+ belegt. - Die Doppeltheit zwischen 
der (als Regel aufgefaßten Annahme+ und der unter Benutzung 
dieser Annahme im ersten Schritt abgeleiteten Aussage+ 
erscheint künstlich. Man könnte vereinbaren, den obersten 
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Schlußstrich mit den links neben ihm stehenden Vermerken 
ganz wegzulassen und bei Löschung der Annahme+ einfach 
die oberste Aussage+ einzuklammern. Das entspräche dem 
Vorgehen bei GENTZEN (1935) und PRAWITZ (1965), wäre je-

. doch im Hinblick auf die in§ 3 folgende Verallgemeinerung 
nicht sinnvoll. 

Ein weiteres Beispiel, das etwas komplizierter ist: Sei K3 
der Kalkül mit o,+ als Atomen, a als einziger Objektvariable. 
Alle Ausdrucksformen und Ausdrücke seien auch Formeln bzw. 
Aussagen. a sei Aussagenvariable. K3 habe die Grundregeln: 

(R1) 

(R2) 

(R3) 

(R4) 

(R5) 

0 

a,aoo 4a+ 
ao ~aoo 

a=t-a+ ~a+ 

ao ~a+; a 4a+ ~a++ 

Die folgende Ableitung zeigt, daß sich+++ in K3 aus +oo 
ableiten läßt: 

u.)[+ci}---
(1)[+] --

+ +oo 'R,_--------

+v 'R.3--

+-t-
(ll )'Ri., ~--------------

lt.) 9.5 
++ 

+++ 

(~){ +J -- +oo-

,,,, + +oo 
Ki. ----- -----

+ + 

Auf die Notation von Belegungen wurde dabei verzichtet. 
Abgesehen von +oo wurden in der Ableitung von+++ alle An
nahmen an allen Stellen ihres Vorkommens gelöscht. 

Nun zur exakten Definition des Ableitungsbegriffs. Zunächst 
einige Vereinbarungen. Sei Reine Regel. Dann sei (R)1 
das System ihrer Vorderregeln, (R)2 ihre Hinterformel. 
Falls R also die Gestalt R1 , ••• ,Rn==?X hat, dann ist 

(R)1 -=:: R1 , ••• ,Rn und (R) 2 -X-• Falls R von O. Stufe , ist 
(R)1 das leere System. Sei rein System von Regeln. Dann 
sei [r} die Menge der _in r vorkommenden Regeln. Ins
besondere ist also {(R) 11 die Menge der Vorderregeln 
von R. i·} bezeichnet al so den Übergang von einem System 
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von Zeichen zu der endlichen Menge der in ihm vorkommenden 
Zeichen. 1 ) Sp-e-ziell sei { 1 , d. h. die Menge der im 

leeren System vorkommenden Zeichen, mit 0 bezeichnet. 
'VI. 

~~ > '-- sollen wie üblich die Vereinigung bzw. die 
Differenz endlicher Mengen bezeichnen. Für die "offizielle " 

Notation('RJ\ //"'
1 
... JT,,,,_

1
/4,)e iner Ableitung gilt das in §1 gesagte, 

nur daß jetzt nicht nur II,.. 
1 

••• , 7r ,._,,_ , sondern auch ß 

wegfallen kann (im Falle der Heranziehung einer Annahme). 
Wir definieren: 

lr ist von M abhängige Ableitung von A, genau dann, wenn 
A Aussage, M endliche Menge konkreter Regeln O. Stufe 
(d.h. Menge von Annahmen) und einer der folgenden Fälle 

gilt: 
1) 7r bat die Gestalt <R,ß,A), Rist Anfangsregel von K, 
ß ist Belegung, Rß -A und M=0. 

2) 11 hat die Gestalt <R,A) , R _A und M= {A~. 
3) T bat die Gestalt (R,ß,~, ••• ,7\.,A), Rist Grundregel 
1. oder 2. Stufe von K, ß ist Belegung, für jedes i (1 ~i~n) 
ist~ von Mi abhängige Ableitung von Ai, Rß:: R1 , ••• , Rn ~A , 
für jedes i (1~ifn) ist (R.) 2=:A. , und M=O(M.,[(R.) 11 ). 

· 1 l ~~~ 1 1 J 

Klausel 1) drückt die Anwendung einer Anfangsregel aus, 
2) die Heranziehung einer Annahme, 3) die Anwendung einer 
Grundregel 1. oder 2. Stufe, bei deren Anwendung u.U. An
nahmen gelöscht werden. Diese induktive Definition ist ent
scheidbar; insbesondere sind die in 3) vorkommenden Quanti
fikationen über Mi "beschränkt'\ d.h. wenn man die Defini
tion durch Gödelisierung als zahlentheoretische Definition 

auffaßt, ergeben sich beschränkte Quantoren. 

Weiterhin ist diese Definition so beschaffen, daß nur in 
11 effektiv angewandte konkrete Grundregeln zu M gehören. 

Es gilt sogar,daß M eindeutig bestimmt ist, falls T ·von M 
abhängige Ableitung von Aist. Deshalb definieren wir noch 
den Begriff der Ableitung von A ~ einem (endlichen) Sy
stem von Regeln, für den gilt, daß eine Ableitung von A aus 
r zugleich eine Ableitung von A aus r' ist, falls [rjc.{r1'J; 

====== =::::= :;; :=== 
1) Vgl. dazu LORENZEN (1955), S. 131f. 
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1f ist Ableitung von A aus r genau dann, wenn A Aussage , 
rsystem konkreter Regeln O. Stufe und es eine endliche 
Menge M g i bt mit Mcf0J , so daß lf von M abhängige Ab
leitung von Aist . (Diese Definition ist offensichtlich 
auch entscheidbar, da die Quantifikatbn über M "beschränkt" 
ist . ) 

A ist aus r in K ableitbar (rl--ifA) genau dann, wenn es ein 
1T gibt , so daß 1f Ableitung von A aus r ist . Wenn r das 
leere System ist , schreiben wir auch "~A" . 

Man beachte , daß der Begriff der Ableitung aus f7 für Systeme 
und nicht für Mengen definiert ist, ebenso der Begriff der 
Ableitbarkeit . Das erweist sich für syntaktische Unter
suchungen zweckmäßiger . Es gilt natürlich : lr ist Ableitung 
von A aus r genau dann, wenn lf Ableitung von A aus r' 
ist , falls {)'J =fr1

}. Dieses Resultat werden wir im folgenden 
benutzen, ohne es zu erwähnen , d.b . wi r wenden stillschwei
gend Strukturregeln auf r an. 1 ) 

=============== 
1) Statt der Definition einer Ableitung von A aus f7 , d .h. 
der Definition einer zweistelligen Relation, kann man auch 
einen "Annahmenkalkül" angeben , dessen Aussagen etwa die 
Gestalt f7 • A haben und in dem r • A genau dann ableitbar 
ist, wenn A aus r im Ausgangskalkül ableitbar ist . Ein 
solcher Annahmenkalkül (wie er sich z.B. bei GENTZEN 1936 
S. 514f. für den Kalkül des natürlichen Schließens findet3 
wäre ein Kalkül im Sinne von § 1 . Um die in ibm ableitbaren 
Sequenzen r • A sinnvoll i nterpretieren zu können, wird 
man jedoch wieder auf den in diesem §en definierten Kalkül
begriff zurückgreifen müssen, für den der Begriff der Ab
leitung aus Annahmen grundlegend ist . 
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§ 3. Regeln beliebiger (endlicher) Stufe 

Die zentrale Definition des in§ 2 im Anschluß an JAS
K0WSKI und GENTZEN entwickelten Kalkülbegriffs war die 
der von einer endlichen Menge von Aussagen abhängigen Ab
leitung einer Aussage. Dabei hatten wir Annahmen als kon
krete Regeln 0. Stufe interpretiert. Diese Auffassung legt 
die Verallgemeinerung nahe, nicht nur konkrete Regeln 0. 

Stufe, sondern auch konkrete Regeln 1. und 2. Stufe als 
Annahmen zuzulassen, die man heranziehen und wieder lö
schen kann. Da eine Regel, bei deren Anwendung man eine 
.Annahme O. Stufe löschen konnte, schon von 2. Stufe war, 
muß man dann Regeln 3. und 4. Stufe einführen. Will man 
auch solche wieder als Annahmen benutzen, benötigt man 
Regeln noch höherer Stufe. Es ist also sinnvoll, Regeln 
und entsprechend auch Annahmen beliebiger (endlicher) 
Stufe zu definieren. 

Wir f ühren ganz allgemeiu de.u Begri f f d~~ Jeg@l be
liebiger (endlicher) Stufe ein, wobei alle anderen Bestim
mungen über das Vokabular eines Kalküls aus§ 1 bzw. § 2 

übernommen werden: 

1) Jede 
2) Sind 
destens 

Formel, 
Stufe, 

Formel ist eine Regel 0. Stufe. 

R R Regeln höchstens m-ter Stufe, wobei min-
1' · • ·' n 

ein R. (1~i~ n ) von m-ter Stufe ist, und ist X 
1 

so ist R
1

; ••• ~ x~X eine Regel . (m+1 )-ter 
wobei an den mit x markierten Stellen m Punkte 

stehen sollen. 

Mit 11Regel" meinen wir von nun ab 11Regel irgendeiner Stufe". 

Wie oben (S. 40) vereinbaren wir wieder,daß wir bei meta
sprachlicher Mitteilung einer Regel (insbesondere wenn die 
Regel unbestimmt, also ohne Angabe ihrer Stufe angeführt 
wird) auf die Punkte über Komma und Regelpfeil verzichten 
bzw. nur soviele Punkte setzen, daß die metasprachliche 
Mitteilung .nicht mehrdeutig wird. Z.B. notieren wir 
R1 ·;·R2==i>R3~A , auch wenn R1 ,R2 ,R3 von höherer als 0. Stufe 

sind. Aus der unbestimmten metasprachlichen Mitteilung kann 
man also nur die Stufenunterschiede herauslesen (z.B. daß 
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hier R1 höchstens die Stufe von R29R3 haben kann), nicht 
jedoch die absoluten Stufenzablen. 

Rß sei analog zu vorhin induktiv definiert: Falls R 

die Gestalt R.1 , ••• ,Rn::::;> X hat, dann sei Rß gerade 
R11'>, ••• ,R,: ~ xß • Für Formeln X ist xß auf s. 33 er
klärt worden. Vorderregeln und Hinterformel seien wie auf 
S. 40 erklärt. Weiterhin benutzen wir "Annahmeregel" und 
"Annahme" synonym mit 11 als Annahme herangezogene Regel". 

Die intendierte Bedeutung einer Regel kann man wörtlich 
von S.41 · übernehmen, nur daß "Annahmen" jetzt konkrete 
Regeln beliebig hoher Stufe sein können. Eine Regel 
X1~Xi~x3;X4=?X5~x soll also bedeuten: Für jede Bele
gung ß darf man von x

3
f3 und x5

13 zu x13 übergehen 
und dabei die eventuell in der Ableitung von x

3
ß be

nutzte Annahmeregel x
1
ß~ x/?, und die evtl. in der Ablei

tung von x
5
ß benutzte Annahmeregel x/ löschen. Falls also 

z. B. die Ableitung von x3ß nur von x1ß ::PXf' und die Ab
leitung von x[ nur von xt abhängig war, so ist die ent
stehende Ableitung von xß von keinerAnnahmeregel mehr 
abhängig. 

Die Funktionsweise einer Regel höherer Stufe wird exakt 
durch die genaue Definition des Ableitungsbegriffes fest
gelegt; Beispielableitungen können den Ableitungsbegriff 
jedoch verständlicher machen. Zur Notation von Ableitungen 
gilt das in §2 gesagte,nur daß Annahmen nicht mehr nur an 
der Spitze von Ableitungen herangezogen werden, sondern 
auch im Verlaufe von Ableitungen, sofern es sich bei den 
Annahmen nicht um Regeln O. Stufe handelt. 

Beispiel: Sei K4 der Kalkül mit den Atomen o,+ und a als 
einziger Objektvariable. Alle Ausdrucksformen und Ausdrücke 
seien auch Formeln bzw. Aussagen. a sei Aussagenvariable. K4 
habe die Grundregeln: 
(R

1
) o 

(R2 ) ao ~aoo 
(R

3
) a+ =}a 

(R4 ) ooa ~ooa++ • ooa+ ~a+ 



- 49 -

Die folgende Ableitung beweist die Ableitbarkeit von o+ 
aus 0900 in K4 , wobe i auf die Angabe von Belegungen ver
zichtet wird: 

'R~ 
0 

0"=?0 0 

'Rl. 
00 

ooo 
(-1) [o o t> 7 ooo+-iJ 

Ooo++ 

~ 

C-1) 1('1 
0 0 o + 

0 +-

Im 2 . Schritt wurde die konkrete Regel o ~ oo als Annah
me herangezogen, indem von o zu oo übergegangen wurde. 
Im 4 . Schritt wurde ooo~ooo++ herangezogen , indem 
von ooo zu ooo++ übergegangen wurde. Nach dem 5. Schritt 
lag eine Ableitung von ooo+ aus der her-~ngezogenen Annahme 
0009000++ vor . Al so erlaubte es R4 (bei Belegung von 
a durch o) , im 6 . Schritt zu o+ überzugehen und dabei die 
Annahme ooo-=9000++ zu löschen. 

Ein etwas komplizierteres Beispiel: K5 habe o , + als Atome , 
a , b als Variable . Alle Ausdrucksformen und Ausdrücke seien 
auch Formeln bzw . Ausse.gen. a , b seien Aussagenva.riable . 
Die Grundregeln von K5 seien: 
(R1 ) + , a =? a+ 
(R2 ) o =?a ~a 

(R
3

) a ~ aa~b~b 
(R4 ) a~ao;a~b~oob'~b 

Folgende Ableitung, bei der wieder auf Angabe von Bele
gungen verzichtet wird, beweist die Ableitbarkeit von+ 
in K5: 



(.-1) [o] 

C3) Lo ~oo] 0 

c.2.{t~i •"90 o j o ~ H oo 

~" 
+ 

l'-.) 'Rl.j 

(3) l<..3 

(4) 'R.:1. 

- ,e -

lL1)[0] 

Oo+ 

+ 
+ 
+ 

0 

C1t)[o] ---
o 

(J.) [o '9o;;_J ___ _ 
O Cl 

Dieses Beispiel zeigt, daß die Heranziehung einer Annahme
regel mit der Löschung einer anderen Annahmeregel verbun
den s,ein kann: Bei Heranziehung von o ~oo; o ~+ wurde o 
gelöscht . Diese herangezogene Regel selber wurde später wie

der bei Anwendung von R4 gelöscht. Obige Ableitung zeigt 
weiterhin, daß Aussagen ableitbar sind, ohne daß K5 eine 
Anfangsregel hat. 1 ) 

Jetzt die exakte Definition der erweiterten Ableitungsbe
griffes. Die Zeichen (R)1 , (R)2 , { r~ verstehen wir dabei 
wie auf S.44f. angegeben. 

Jlist von M abhängige Ableitung von A genau dann, wenn A 
Aussage, M endliche Menge konkreter Regeln (d.b. Annahmen
menge) und einer der folgenden Fälle gilt: 
1) 7r hat die Gestalt <R,ß,A) , R ist .Anfangsregel von K, 
ß ist Belegung, Rß-.. A und M=0. 
2) 71 hat die GestFtl t <R,A> , R ~ A und M={A}. 
3) T hat die Gestalt <R,ß, ~, ••• ,lr't..,A) , R ist Grundregel 
von K, die nicht .Anfangsregel ist, ß ist Belegung, für 
jedes i (1fi~n) ist IG, von Mi abhängige .Ableitung von Ai, 
Rß=: R1 , ••• ,Rn9A , für jedes i (1~i~n) ist (Ri)·2 =Ai 

und M= 2 (Mi'- [ (Ri) 11) • _,, 
4) 7r bat die Gestalt <R,~ , ••• , 11\.,A) , R ist konkrete Regel 

von mindestens 1. Stufe, die nicht Grundregel von K ist , 

1)Für letzteres läßt sich auch noch ein einfacheres Bei
spiel geben, nämlich die Ableitung (A)[oJ---

0 
(:-t)'R~ ---

0 
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für jedes i (1 ~ i6 n) ist l\'\, von Mi abhängige Ableitung 
von A., R = R1 , ••• ,R -==;>A, für jedes i (1 ~ iL n) ist l n · 
(Ri)2 _Ai , und M=8(Mi ". {(Ri)'1) )u{R}. 

Klauseln 1) und 2) stimmen mit den entsprechenden Klauseln 

aus§ 2 überein, 3) ebenso, wenn man davon absieht, daß 
R jetzt beliebige Stufe haben kann. Klausel 4) regelt die 
Heranziehung von Annahmen von höherer als O. Stufe. Eine 
solche Heranziehung geschieht ja dadurch, daß man die heran
gezogene (konkrete) Regel anwendet und zugleich in die 
Menge der Annahmen aufnimmt. - Es ließe sich wieder leicht 
zeigen, daß die definierte Relation entscheidbar ist 
(vgl. oben S. 45 ). 

Weiter definieren wir, wobei sich alle oben S. 45f. gemach
ten Bemerkungen wörtlich auf unseren erweiterten Kalkülbe
griff übertragen: 

Eine Zeichenreihe 111\ A heißt Ableitungsbeziehung, wenn 
es eine von {r} abhängige Ableitung von A gibt. 

lf ist Ableitung von A aus r genau dann, wenn A Aussage, 
r System konkreter Regeln und es eine endliche Menge M 

mit M c {r11 gibt, so daß · lf von M abhängige Ableitung von 
A ist. 

A ist aus f7 in K ableitbar (rt1(A) genau dann, wenn es ein 
1f gibt, so daß 1r eine Ableitung von A aus f' ist. 

Wenn wir im folgenden r~ behaupten, so meinen wir immer, 
daß wir einen effektiven Beweis für diese Behauptung haben, 
also eine Ableitung von A aus r angeben können. 

Zur Notation von Ableitbarkeitsbehauptungen r h_:A: Ist die 
höchste Stufe einer in r vorkommenden Regeln, so werden 

die in r vorkommenden Regeln vor II h<:'1 durch Kommata mit 
n Punkten getrennt. Für die metasprachliche Mitteilung von 

Ableitbarkeitsbebauptungen gibt jedoch wieder die Verein
barung, nur soviele Punkte über die Kommata zu setzen, daß 
keine Mißverständnisse auftreten können. - Falls klar ist, 
um welchen Kalkül es sich im jeweiligen Kontext handelt, 
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lassen wir den Index "K" weg, schreiben also 11 ~ 11 statt 
lt(.___" 

J K • 

Wollten wir einen Ableitungsschritt schematisch notieren, 
so könnten wir dies etwa so tun: 

( *) 

wobei 
;'.5 • /::i, • 

1\. ' 

'ß A. 
ß ,1,. 

6. steht • ., 

[tf]: 

für eine Ableitung von A !3 mit den Annahmen 
]. 

Es ist natürlich unerheblich, ob wir stattdessen schreiben 

[tt] 
, 

(**) 

und so suggerieren, die Regel t." 9 A1 ; ••• ; ~,.,,__~An• A 
sei eine mit Hilfe von ~ zusammengesetzte. Formel. Wir 
könnten dabei statt von "Regel 11 z.B. von 11 ~-Formel 11

, 

statt von "konkreter Regel" von " ~-Aussage", statt von 
"Grundregel" von "Axiom11 reden und dann(**) als Schema 
für einen Ableitungsschritt wählen, in dem links eine 
11

:::::;:, -Formel 11 als Prämisse auftritt. Das wäre aber nur eine 
Frage der Terminologie, da" =;>-Formeln" so wie Regeln 
nicht Konklusionen von Regelanwendungen sein können. D.h.: 
In(**) ist die linke Prämisse immer Annahme (bzw. Axiom). 
Zunem wäre dieser Vorscblag insofern unglücKlicb, als man 
sinnvollerweise nur das Aussage nennt, was sowohl Prämisse 
als auch Konklusion einer Regelanwendung sein kann. 

Anders ist es, wenn man statt(*) folgende Schemata für 
Ableitungsschritte zur Verfügung hat: 

' 
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. 
A 

~ -Einführung 

R1 , ••• ,Rn~ A 
~-Beseitigung 

A 
' 

wobei R1 , ••• ,Rn ~-Aussagen (d.h. konkrete Regeln) und A 
eine Aussage sei. Faßt man ferner Axiome (d.h. Grundregeln 
in der ande~~n Terminologie) als Axiomenschemata auf, er
laubt also für jedes Axiom Rund jede Belegung /3 

R /3 

als Anfang, so ergibt sieb eine Art Implikationskalkül mit 

~ als (materialem) Implikationszeichen, der allerdings 
nur linksiterierte Imp1ikationen (eben =}-Aussagen) 

zuläßt. Es l i eße sich für diesen Kalkül ein geeigneter Ab
leitungsbegriff definieren, gemäß dem e i n Ableitungsschritt 

sich nach obigen Schemata vollzieht. Diese Schemata würden 

also nicht explizit als Regeln auftreten. Wenn wir einen so 
konstruierten Kal kül mit K9 bezeichnen (wobe i die Grund

regeln von K die Axiome von K~ sind), so läßt sich leicht 
für konkrete Regeln (~-Aussagen) R1 , ••• ,Rn und Aussagen 
A zeigen: 

R1 , ••• , Rn l K~ l_l g. d. w. R1 , ••• , Rn ~ A 

Führt man ~R als Abkürzung für (R)1 hf(R)
2 

ein, so 
gilt sogar 

( 1) lK~R g.d.w. hf R für alle konkreten Regeln R. 

D.h.: Technisch gesehen sind K• und K gleichwertig. 

Warum wir K mit seinem komplizierteren Ableitungsbegriff 

vorziehen, hat philosophische Gründe: Wir gehen von einer 
bestimmten Interpretation von Zeichengebilden 

(2) l:\.1 ~A1 ; ••• ;~n_9An •:;:,.A 

aus, nämlich ihrer Interpretation als Regeln: Du darfst zu 
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A übergehen·, falls du für jedes i ( 1 ~ i 6 n) Ai unter 
Benutzung von D..i abgeleitet hast (wobei dies gegebenen
falls auf eine Belegung /3 zu relativieren ist). Diese 
Interpretation wird durch den Ableitungsbegriff von K ex
pliziert; ein Schema der Art(*) gibt unmittelbar die 
philosophische Interpretation von (2) wieder. Der Ab
leitungsbegriff von K~ würde dies nicht leisten. Die 
Schemata der '9--Einführung und 7 -Beseitigung ließen sich 
durch unsere Interpretation von (2) nur auf Umwegen (etwa 
über Sätze wie (1)) rechtfertigen. Mir ist auch keine an
dere Interpretation von linksiterierten Implikationen be
kannt, die unmittelbar zu den Schemata von ~-Einführung 
und ~-Beseitigung führt. Wir werden zwar selbst in Kapi
tel 2 bei der Behandlung aussagenlogischer Operatoren 
Regeln für einen Junktor • motivieren, die obigen 
Schemata entsprechen, doch diese Motivation geschieht 
wieder unter Rückgriff auf den ~-Begriff. Unsere Deutung 
von linksiterierten Implikationen durch Regeln scheint so 
grundlegend und auch klar zu sein, daß es schwierig sein 
dürfte, einen noch fundamentaleren Begriff zu finden. 
Dies hindert natürlich niemanden, aus technischen Gründen 
für metalogische Untersuchungen die gewohntere Kalkülform 
K~ zu wählen. Wir wollen jedoch auf die möglichen tech
nischen Vereinfachungen verzichten, um die philosophische 
Interpretation des ~-Begriffs besser hervortreten zu 
lassen. 

Man kann also unsere Erweiterung des Kalkülbegriffs in 
diesem §en auch so zusammenfassen: Wir geben eine Deutung 
von linksiterierten (materialen) Implikationen mit Hilfe 
des Regelbegriffs. Diese Deutung bietet uns den grund
legenden Begriff der (materialen) Implikation, auf die 
wir dann in Kapitel 2 die aussagenlogischen Operatoren 
zurückführen werden. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daß der definierte Begriff 
der Ableitung in einem Kalkül eine Idealisierung des 
Begriffs der Begründung sein soll, jedenfalls gewisser Ar-
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ten von Begründungen. Begründungen einer Aussage A geben je 
i mmer so vor sieb , daß man auf Aussagen A1 , ••• , An und eine 
Regel R zurückgreift , die es erlaubt , von A1 , ••• ,An zu 
A überzugehen. Da eine Begründung fundiert s ein soll , also 
irgendwann bei akzeptierten Annahmen enden muß , kann man 
sie auch umgekehrt als Ableitung lesen, wenn man die schon 
als akzeptiert unterstellten Regeln, nach denen man von 
Aussagen zu Aussagen übergeht, als Grundregeln eines Kal
küls auffaßt. 

Der Ableitungsbegriff umfaßt damit sicherlich nicht alle 
Aspekte des Begründungsbegriffs, aber jedenfall s einen 
wesentlichen Teil davon , und zwar i n idealtypischer Weise . 

Dieser Teil ist größer als der vom LORENZENschen Kal klilbe
griff erfaßte, weil er auch das Schließen aus Annahmen mit
einbezieht. Der Ansatz, im Rahmen von Kalkülen die Bedeu
tung logischer Partikeln festzulegen , soll also auch ei n 

Betrag zur argumentationstheoretiscben Begründung der Lo
gik s e in. 
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§ 4. Einige Konventionen und Hilfssätze 

In diesem §en werden einige Konventionen eingeführt, die 
für künftige Beweise zweckmäßig sind, außerdem einige 

wichtige Sätze. 

Der Kürze halber werden wir in Kapitel 2 und 3 Ausdrücke, 
Aussagen, Regeln, Ableitungen etc. eines Kalküls K oft 
als K-Ausdrücke, K-Aussagen, K-Regeln, K-Ableitungen etc. 
bezeichnen, das Präfix "K-" jedoch weglassen, wenn aus 
dem Zusammenhang klar ist, um welchen Kalkül es sieb han
delt. Für diesen§ 4 gehen wir immer von einem festen 
Kalkül K im Sinne des§ 3 aus, brauchen also die Relati
vierung auf K nicht zu notieren. 

Sei Reine Regel, in der höchstens a1 , ••• ,an an Objekt
variablen auftreten. Um dies auszudrücken, schreiben wir 
auch R(a1 , ••• , an). Wenn nicht ausdrücklich erwähnt, besagt 
die Schreibweise R(a1 , ••• ,an) also nur, daß höchstens 
a1 , ••• ,an an Variablen in R(a1 , ••• ,an) vorkommen, nicht 
jedoch, daß genau a1 , ••• ,an auftreten. Seien A1 , ••• ,An 
Objekte aus den Variabilitätsbereichen von a1 , ••• ,an (re
spektive). Dann sei R(A1 , ••• ,An) die aus R(a1 , ••• ,an) 
durch Substitution von ai durch Ai (1 ~ i~ n) hervorgehen
de konkrete Regel. Entsprechende Festsetzungen sollen für 

Regelsysteme 6(a1 , ••. ,an) bzw . .6.(A1 , ••• ,An) gelten. 

Nun einiges zur unbestimmten Mitteilung von Ableitungen: 
Wenn wir metasprachlich mitteilen wollen, daß eine Ablei
tung von A aus r vorliegt mit Rf:-{.f7) , notieren wir dies mit 

i: . 
A. 

Die Schreibweise 
'K 

A ' 
die man vom Kalkül des natürlichen Schließens her gewohnt 
ist, können wir nicht übernehmen, da Annahmen höherer Stufe 
nicht an der Spitze , sondern im Verlaufe von Ableitungen 
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eingeführt werden. Manchmal benutzen wir statt Punkten 
auch Kreuze 

+ 
+ 

R+ 
+ 
+ 
A 

' um uns später wi eder aus d i eselbe Ableitung beziehen zu 
können. Anstelle von R kann auch ein System ß von kon
kreten Regeln stehen: 

A ' 
wobei wir gelegentlich die Elemente des Systems auch 
untereinander schreiben: 

A. 

Eine Notation 

CJ\{-4]; 

.::ß 
(-1)~ -

A 

versteht s ieb dann von sel b s t: Si e dient der unbestimmten 
Mitteilung einer Ableitung von A, die im letzten Schritt 
die Regel Rauf die einzige Prämisse B anwendet, wobei 
bei dieser Anwendung von R die Regeln ß gelöscht wer
den. Die Anwendung einer Regel R, die möglicherweise 
mehrere Vorderregeln hat, notieren wir unbestimmt so: 

R 
A 

Hier können wir allerdings keine Annahmenlöschung mehr 
mitnotieren, da diese sieb jeweils auf die Ableitungen 
der einzelnen Prämissen bezieht. Es kann ja z.B. der Fall 

'R , 
1 

(A) 'R. _ _ _ A__,_,., ____ A_1..._ 
A 
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auftreten, in dem bei Anwendung von R die Annahme R1 nur 
in der Ableitung von A1 gelöscht wird und nicht in der 
Ableitung von A2 , so daß die entstehende Ableitung weiter
hin von R1 abhängig bleibt. 

Liegt eine Ableitung von A aus r mit B G lr} vor, wobei 
B herangezogene Regel O. Stufe (d.h.Aussage), dann notie
ren wir statt 

], : 
A 

auch 

' da in diesem Falle Ban der Spitze eines Ableitungsfadens 
stehen muß. Eine Ableitung von A aus r mit lB,c1 c.lr1 
notieren wir auch so: 

c.-
c 

A. 
Man beachte, daß in Ableitungen, die auf diese Weise un
bestimmt mitgeteilt werden, neben den notierten Annahmen 
noch weitere Annahmen herangezogen sein können, die jedoch 
im betrachteten Zusammenhang nicht hervorgehoben werden. 

Seien Ableitungen 

)~ + 
+-

und -1-
+ 

A :B 

gegeben. Dann bezeichne 

+ 
+ 
+ 
+ 
}3 

A 
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dadurch entsteht, daß man jede Anwendung der herangezogenen 
Regel B ersetzt durch die Ableitung 

+ 
+-
4 

4- von B. 
3 

Sei lf eine Ableitung. Bei einer Regelanwendung 

A . 
heißen die Aussagenvorkommen A1 , ••• ,An Prämissen der An
wendung von R, A heiße die Konklusion der Anwendung von R. 
Von den Aussagenvorkommen A1 , ••• ,An sagen wir auch, daß 
sie nebeneinander stehen bzw. daß z.B. A1 (links) neben 
A3 steht etc •. An heißt auch die rechteste Prämisse der 
Anwendung von R. Von A1 , ••• ,A sagen wir weiterhin, daß sie . n 
unmittelbar über A in lr stehen, von A, daß es unmittelbar 
unter A1 , ••• ,An steht. Diese Redeweisen sind unabhängig 

davon, welche Stufe die Regel R hat und ob bei Anwendung 
von R Annahmen gel6scht wurden; z.B. sollen auch in dem Fall 

l~) K __ A_"l_,__ __ --,-___ A_""--_ 
A 

A1 , •.• ,An Prämissen c,!er Anwendung v:oii Rund A Konklusion der 
Anwendung von R heißen. 

Ein Aussagenvorkommen A heißt ein oberstes Aussagenvorkommen 
in 11 , wenn unmittelbar über A kein Aussagenvorkommen 
steht.Aist das unterste Aussagenvorkommen von lr, wenn 
unmittelbar unter A kein Aussagenvorkommen steht. 
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Ein Faden in 7f ist ein System A1 , ••• ,An von Aussagenvor

kommen in 11 , so daß A1 ein oberstes Aussagenvorkommen in 
lf ist, A. unmittelbar über A.,., stebt für alle i ('1L.iLn) 

l l+ 1 

und An unterstes Aussagenvorkommen von lf ist. (Ein System 

von Aussagenvorkommen kann man sich dabe i z.B. vorstellen 
als Liste von Aussagen, wobei jede Aussage mit einem zu

sätzlichen Index versehen ist, der die Position dieser 
Aussage in -1-1 eindeutig charakterisiert.) Statt daß Ai 
in einem solchen Faden vor A. steht ( '1 ~ i.::.. j ~ n), sagen 

- J 
wir anschaulicher auch, daß Ai in diesem Faden über Aj 
und A. in diesem Faden unter A. steht. Ein Aussagenvorkommen 

J l . 
A steht in lf über B, falls es einen Faden in lf gibt, 

in dem A über B steht. A steht in tC unter B, wenn B in 

lf über A steht. 

Ferner noch einiges zur Abkürzung von Ableitbarkeitsbebaup

tungen bzw. Regeln: Seien r I ß. Systeme konkreter Regeln, 

R
1

, ••• ,Rn ,R konkrete Regel n. Dann sei r }-R Abkürzung für 
f7, (R)

1
1--(R)

2
• l7!-R1 , ••• ,Rn sei Abkürzung für das System 

von Ableitungsbeziehungen 

~~~'1 

r1-R n 
17---\1-.6 bedeute, falls r1 t:,._ nicht leer: 

r 1--- 6. 
6. \- 1--, 

(In den letzten beiden Fällen wird also eine metasprach

liche Konjunktion abgekürzt.) 

Entsprechende Vereinb~rungen für Regeln statt Ableitungs

beziehungen: Seien R1 , ••• ,Rn,R (nicht notwendigerweise kon
krete) Regeln, r System von Regeln. Dann sei f' ~ R 

Abkürzung für r, (.R),1 "'9lR)2 und r -;;>R1 , ••• ,Rn Abkürzung 
für das Regelsystem 

r1 ~R 
. ' . '1 

f7 ~Rn 
r # 6. s tehe für das Regelsystem 

r'="';:>6_ 

t-:. => r 
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Eine konkrete Regel R heiße ableitbar, wenn gilt: \-R, 
d.h. nach obigen Definitionen, wenn gilt: (R)1 t-(R)2 • 
Eine nichtkonkrete Regel R(a1 , ••. ,an) heiße ableitbar, 
wenn für alle Ausdrücke A1 , ••• ,An aus den Variabilitätsbe
reichen von a1 , ••• ,an (respektive) gilt: t-- R(A1 , ••• ,An), 

d.h.: (R(A1 , ••• ,An))1 r-(R(A1 , ••• ,An))2 • Entsprechend 
heißen Regelsysteme .6.(a1 , ••• ,an) ableitbar, wenn für alle 
Ausdrücke A1 , ••• ,An aus den Variabilitätsbereichen von 
a1 , ••• ,an (respektive) gilt: r-.6..(A1 , ••• ,An) (was durch 
obige Definitionen erklärt ist). 

Wir erweitern noch unsere Schreibweise, mit der wir auf 
die Vorderregeln und Hinterformel einer Regel R Bezug 
nehmen. Wir hatten (R)1 als Bezeichnung für das System der 
Vorderregeln von R gewählt, (R) 2 für die Hinterformel. 
Falls R Formel, war dabei (R)1 leer und (R)2 -R. Falls R 
n Vorderregeln hat, also(R)1 aus n Gliedern besteht, sei 
(R )1 i ( 1 ~ i !:'c: n) die i-te Vorderregel von R, also das i-te 

' Glied von (R)1 • Hat R nur eine Vorderregel, dann ist (R)1 
mit (R)1 , 1 identisch. Dies können wir nun iterieren: (R)1 ,i, 1 
sei das System der Vorderregeln der i-ten Vorderregel 
von R, (R)1 i 2 die Hinterformel der i-ten Vorderregel von 

' ' R. Falls (R)1 . Formel, sei (R)1 . 1 wieder leer und ,1 ,1, 
(R)1 • 2 =(R)1 .• Man kann sich diese Schreibweise leicht ,1, , 1 . 
merken, wenn man daran denkt, wie man den Übergang von Gö-
delnummern von Zeichenfolgen zu Gödelnummern von Gliedern 
solcher Folgen oft notiert. 1 ) 

Man könnte gegenüber unserer Definition der Ableitbarkeit 

von Regeln einwenden, sie werden der intendierten Bedeutung 
von Regeln nicht gerecht. So solle doch eine Regel A"9B~C 
bedeuten: "Man darf zu C übergehen, wenn man B unter Benut
zung der Annahme A abgeleitet hat." Dementsprechend müsse 
diese Regel ableitbar heißen, wenn man eine Ableitung von 
B unter der Annahme A in eine Ableitung von C umformen kann 

1) Allerdings ist hier (R)1 ,i nicht als ((R)~)i definiert. 
Denn z.B. ist (A::::;>B~C)1 1 -:= A~B _ (A~B~)1 und nicht etwa 

. ' (A=:;>B~C)1 , 1 _ (A=5>-B)1 -A . 
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- d.b. wenn aus r,A~B folgt: r t-C , und nicht, wenn 
(nach obiger Definition) C unter Benutzung von A=?B ableit
bar ist - d. h. wenn A-=r-B \- C. Beides ist jedoch bei un
serer Fassung der Ableitbarkeit von Regeln gleichwertig, 
d.h. es gilt für beliebige konkrete Regeln R: 

(R)1 t-" (R)2 genau dann, wenn für jede Annahmenfolge 
rgilt: Wenn rf-(R)1 , dann[' f-(R) 2• 

Dies ergibt sich aus der Transitivität und Reflexivität von 

"f- ", die wir mit folgenden beiden Sätzen beweisen. 

Satz 4. '1 ( Transi ti vi tät von "f- ") 

Sei~ System konkreter Regeln, R konkrete Regel, A 
.Aussage. Falls f1}--R und 17,Rf-A, dann r't--A. 

Beweis Eine Anwendung einer Annahmeregel R in einer Ab
leitung lTheiße frei, wenn dieses Vorkommen von R in /1 
nicht gelöscht wird. Wir führen Paarinduktion über (r,J), 
wobei J' die Stufe von R sei und h die Zahl 
der freien Anwendungen von Rinder betrachteten Ablei
tung lr von A aus f',R. Wir können annehmen, daß R in 
r nicht vorkommt, sonst ist die Behauptung trivial. Wir 

müssen zeigen, daß sieb jede freie Anwendung von R in 
1f eliminieren läßt. 

Ist X =0, dann ist R Aussage. Ist b =0, dann ist nichts 
zu beweisen, da R in lf nicht effektiv herangezogen wird. 

Ist $ >O, dann wähle man eine beliebige freie . A:p.wendung von R 

in 1f. Diese siebt so aus: 

RT 

Man ersetze sie durch , wobei + 
rt 

+ 
R 

die nach Voraussetzung existierende Ableitung von Raus 
r ist. Die aus lf durch diese Umformung hervorgegangene 
Ableitung beiße lf' . lf' ist ebenfalls eine Ableitung 
von A aus r ,R. Ferner enthält lr' eine freie .inwel!idung von 
R weniger als -V , da wir annehmen konnten, daß R in r 
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nicht vorkommt . Also kann man die Lnduktionsvoraussetzung 
bezüglich ~ anwenden. 
Ist .P > 0 und ö · =0, dann ist wieder nicht s zu beweisen. 
Ist J' > 0 und o > -0 , dann wähle man e ine solche fre ie Anwen
dung von R in ,r , über der sieh lte,u.e weitere freie An

wend,mg von R a ebr be~Uld.et.. Diese s i ebt so aus : 

(.) 

(1) ~R1. 7: . r ''l,\1-j' . 

R 
(Rt" .. . . . . (R\ 

(J\) ---...!.''1 _:.1_"-_ _ _____ __::'.!:_~'~~,"1.~,1.'.:.... 

lR\_ 
, wobei n die Zahl der 

Vorderregeln von R sei. 

Es gil t also r >, (R)1 i 1 \-(R)1 i 2 für alle i mit 
' ' ' ' 

1 ~ i ~ n , d . h . 

(1) r'r(R)1 . (1~i::n). 
' l. 

Dabei sei [r'J =if}u M, wobei M gerade die Regeln enthalte , 
die als Annahmen in dem angegebenen Ableitungsstück( • ) auf

treten, jedoch bei Regelanwendungen unterhalb von (R)2 
wieder gelöscht werden. 

Weiterhin folgt aus der Voraussetzung f7 ~R: 

, d . h . : 

(2) • 

Durch n- facbe Anwendung der Induktionsvoraussetzung be
züglich ~ auf (1),(2) (da (R)1 . von kleinerer Stufe 

' l. als Rist) erhält man: 

f7' ~(R)2 • Es gibt also eine Ableitung + 
. -i-r .j. 

+ 
('R,~ • 



... 64 -

Sei 1f'nun die Ableitung, die man 
obiges Ableitungsstück(*) durch 

aus l'f erhält, wenn man 
+ ersetzt. 

r• -+ 
-t 

+ 
( R,)2.. 

Dann ist lf ebenfalls eine Ableitung von A aus r ,R, da 
die in r 1 gegenüber r zusätzlich auftretenden Annahmen 
bei Regelanwendungen unterhalb von (R) 2 wieder gelöscht 
werden. Ferner enthält lr1 eine freie Anwendung von R weniger 
als 1f , da nach Wahl der öetraehteten freien Anwendung 

von R in Tr durch die Umformung keine neue freie An
wendung von R oberhalb von (R)2 inlf' entstehen kann. 
Man kann also die Induktionsvoraussetzung bezüglich 6 
anwenden. 

Satz 4.2 (Reflexivität von 11 1-- 11
) Sei R konkrete Regel. 

Dann R \-R (d.b. R,(R)1r-(R)2 ). 

Beweis Induktion über der Stufe von R. Ist R von O. Stufe, 
dann bat R die Gestalt A für eine Aussage A. ArA gilt 
jedoch trivialerweise. 
R habe Stufe >O. Sei n die Anzahl der Vorderregeln von R. 
Die einzelnen Vorderregeln (R)1 i (1 ~ i~ n) von R haben 

t 
niedrigere Stufe als R, nach Induktionsvoraussetzung gilt 
also für alle i mit 1 ~ i'!!:: n: (R)1 i' (R)1 i 1 f-(R)1 i 2· 

' ' ' ' ' Es gibt also für alle i (1 ~ i ~ n) Ableitungen: 
• 

CR\ ,i,, : 

LR_)AJ,i,.IA: 

( 'R) . 
"' ~ • .2. • Daraus forme man die Ableitung: 

(R\.., : 
l1) [ (R) ,1,~

1
,,] : 

CR.)~ 

Es gilt also: R,(R)1 1 , ••• ,(R)1 nr(R)2 , d.b.:R,(R)1 HR)2 , 
' ' d. b.: RI-R • 
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Satz 4.3 Seien A,B,C Aussagen, r1, ß, G.,,_ Systeme 

konkreter Regeln: 

(i) Wenn r1- 1::. und l:i11 b. l-A , dann r, 6" ~A ( ti nicht leer). 
(ii) 11 -='> 6., r l-- 6.. ( 17 1 6. nicht leer). 

(iii) f"'-;:,6.
1

fl=)6.. 1-r-;;:,b. (f7 1 D-
1

6,,_ nicht leer). 
"'· " ( i v) Wenn A => A 1- ß , dann 6 1 c ~A i c 1- B ( 6. nicht leer). 

Beweise Sofort aus den Sätzen 4.1, 4.2 und den oben S. 60 

eingeführten abkürzenden Schreibweisen. 

Zum Beweis der folgenden Ersetzungstheoreme benötigen wir 

den Begriff der Komponente n-ten Grades eines Systems ~ 
von (nicht notwendigerweise konkreten) Regeln: 

Alle Glieder von b.. sind Komponenten 0. Grades von ß.. 
Jedes Vorkommen einer Vorderregel einer Komponente n-ten 

Grades von 6.. ist eine Komponente (n+1)-ten Grades 

von 6. • 

Sei z.B. a das aus einer einzigen Regel 3. Stufe beste
hende Regelsystem, wobei x1 , ••• ,x4 ,x Formeln sind: 

x1 ~ X2 ; X3 • X4 ·; x1 9 X2 ~ X 
Dann ist 6. die einzige Komponente 0. Grades von 6. Die 
als Vorderregeln von t:,_ vorkommenden Regeln x1 ~x2 ;X3~x4 
und x1-~x2 sind die Komponenten 1. Grades von b... Die als 

Vorderregeln der Vorderregeln von i vorkommenden Regeln 
x1~x2 und x

3 
und x1 sind die Komponenten 2. Grades von 

ß. Die als Vorderregel der ersten Vorderregel der ersten 
Vorderregel von ß vorkommende Regel x1 ist die einzige 
Kpmponente 3. Grades von ß. Man beachte dabei, daß sich 
die Definition von "Komponente" auf Regelvorkommen be
zieht: x1 kommt in~ sowohl als Komponente 3. Grades, 
an anderer Stelle jedoch auch als Komponente 2. Grades von 

A vor. Ebenso kommt X1 9X2 einmal als Komponente 2. Grades, 
an anderer Stelle jedoch auch als Komponente 1. Grades von 

~ vor. 
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Der Grad einer Komponente ist gewissermaßen eine Umkeb-
.M,.. St,.u:tte „ I~ w:-erl.itegand,en Be~~l bat A_ St,li'te •~ j ·. :ran~, u.._811" 

ist jedoch Komponente O. Graaes von ~ ~ 1~; ~1 ~~ 
Stufe O, kommt jedoch an der linkesten 
Komponente 3. Grades von A. vor. 

Stelle von '1 als 

Satz 4.4 (Ersetzungstheorem I) Sei R konkrete Regel, 
@ System konkreter Regeln. Sei 6.[R] System konkreter 

Regeln, in dem R als Komponente irgendeines Grades an einer 
Stelle vorkommt. Sei 6 [ 6)] das Resultat der Ersetzung 
dieses Vorkommens von R in .6.[R] durch 0. Wenn gilt: 
R-H- 0, dann gilt auch AIR] -H-- 6. [ 0 J. 

Beweis Induktion über dem Grad, mit dem R als Komponente 
in D.. [R J auftritt. 

Dieser Grad sei O • ,Dann hat ß[R] die Gestalt: 

R1 , ••• ,R, ••• ,Rn (worin auch der Fall eingeschlossen sei, 
daß Ran erster oder letzter Stelle steht, und der Fall wo 
n=1). Nach Voraussetzung gilt R ~0 , nach Satz 4.2 gilt: 
Ri 1-Ri ( 1 ~i.f.n). Daraus folgt durch Verdünnung sofort: 

R 1 , ••• , R, ••• , Rn~ R 1 , . , 

R1 , ••• , R, ••• , R l---- Q 
, . n, . 

R1 , • : • , R, • • : , R ~ R, 
n n 

Dies ist nun nach Definition gerade Ll[R] f---M e] • 

Die andere Richtung folgt analog. 

Dieser Grad sei >O. Dann hat ~[R] die Gestalt: 

R1 , ••• ,Ri[R], ••• ,Rn (wobei wieder i auch 1 oder n sein 
kann). Aus Satz 4.2 folgt nun: 

(3) Ri[R], (Ri[RJ) 1 l-(Ri[R]) 2 
( 4) Ri (0- ] , ( Ri [ 0 ] ) 1 1-- {Ri [-€> ] ) 

2 

(1~i~n) 

(1~ itn) • 

Da der Grad, mit dem R in (Ri [R] )1 vorkommt, kleiner i .st 
als der, mit dem R in ~[R] vorkommt, gilt nach Induk
tionsvorausse~zung: 

Aus (5), (3), (4) folgt unter Benutzung der Transitivität 

v6b 11 !- '' (Satz 4.1): 
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(6) Ri[R], (Ri[e])_,~(Ri[R])2 (1~i~n) 

(7) Ri[eJ, (Ri[RJ) 1 /-(Ri[0J) 2 (1~i'-=n). 

(6), (7) ist gerade die geforderte Behauptung, wenn man 
berücksichtigt, daß (Ri[Rl) 2 _ (Ri[e ]) 2 (1fi~n) • 

QED 

Bezeichnet man diejenigen Aussagen, die selbst Komponente 
(irgendeines Grades) oder Hinterformel einer Komponente 
(irgendeines Grades) einer konkreten Regel R sind, als die 
unmittelbaren Teilaussagen von R, und seien die unmittel
baren Teilaussagen eines Systems /l. konkreter Regeln ge
rade die unmittelbaren Teilaussagen der Glieder von b. , 
so gilt: 

Satz 4.5 (Ersetzungstheorem II) Sei A Aussage, 0 
System konkreter Regeln. Sei .6.[A] System konkreter Re
geln, in dem an einer Stelle die Aussage Aals unmittel
bare Teilaussage vorkommt. Sei 6. [ 0] das Resultat der 
Ersetzung dieses Vorkommens von A in ß[A) durch G 
(wobei, falls A Hinterformel einer Komponente r 9A von 
6. (A] ist, f7 1:> 8 im Sinne der Konvention von S. 60 

zu verstehen sei). Dann gilt: Wenn A---\1-8 , dann 
b.[A]-\f- ß[ e ] . 

Insbesondere gilt also für eine Aussage B: Wenn A-H-- B, 
dann 6{A] -\\- ~ [B] • 

Beweis Wenn A selbst Komponente (irgendeines Grades) 
von ß.[A] ist, dann folgt die Behauptung aus der von 
Satz 4.4. Wenn A Hinterformel einer Komponente von 6,[A] 

ist, gibt es ein System konkreter Regeln r , so daß r ~A 
Komponente von .6[A] ist, ~[A] also die Gestalt 
6 [fl 9A] hat, wobei r 7 A als Komponente in 6 [ 17 =,;> A] vor
kommt. Durch Anwendungen der Voraussetzung A -H- G und 
von Satz 4. 3 ( iii) ergibt sich r 1/ A ---11- f"l ~ 8 
Daraus mit Satz 4.4 die Behauptung. 
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Kapitel 2: Positive Junktorenlogik 

§ 5. Erweiterung von Kalkülen um Aussagenoperatoren 

Wir gehen in diesem Kapitel von einem beliebigen Kalkül K 
der in§ 3 geschilderten Art aus, den wir aussagenlogisch 
erweitern wollen und der deshalb ab jetzt auch "Grundkalkül" 
heißt. 1 ) Wir erweitern zunächst in irgendeiner Weise das 
Vokabular von K um endlich viele neue Atome, die wir 
"Aussagenoperatoren" oder kurz 110peratoren" nennen und die 
wir metasprachlich durch "S", ''S' 11

,
11 s1

11
,

11 s2
11

, ••• mitteilen. 
Außerdem sollen die Klammern"(", ")" und das Komma 11

," 

weitere neue Atome bezeichnen. 2 ) Dabei soll jedem Operator 
eindeutig eine positive natürliche Zahl als Stellenzahl 
zugeordnet sein. 3 ) Ist _Q ein System s1 ••• St von 

solchen Operatoren, so sollen die Atome von K -erweitert 
um s1 , ••• ,st,(,) und das Komma,~ gerade die Atome 
des Kalküls K.n_sein. Wir wollen euch den Grenzfall zu
lassen, daß .n. leer ist; wir schreiben dann: Kp. 

Wir setzen voraus, daß die Zeichen s1 , ••• ,Si,(,),; in 
keinem der betrachteten Grundkalküle selbst schon als 
Atome vorkommen, so daß man also statt K.n... auch K'n.. 
bilden kann für einen anderen Grundkalkiil K'. Dies ist 
keine wesentliche Voraussetzung. Man kann s1 , ••• ,s,e,C, ) und 
, auch als schematische Zeichen ansehen, denen in K.n, 
und K'..u. verschiedene Realisierungen als Atome entsprechen. 
So würden diesen Zeichen in K'.n. andere Atome als in K.Q 
entsprechen, wenn z.B. alle Kn.-Atome auch K'-Atome wä
ren. Eine Kalkülbildung (K..n).n._ wäre damit sinnvoll. Wir 

·== ;;:: ====== == = 

1) Zur Motivation einer solchen Erweiterung wird in§ 6 
noch einiges gesagt. 

2) Im Fall des Kommas"," ist es dabei mißlich, daß die
ses gleichzeitig in die Schreibweise für Kalkülregeln 
eingeht und auch sonst in der Metasprache häufig verwendet 
wird. Es gebt jedoch immer aus dem Zusammenhang vor, wie 
es gemeint ist . 

3) Wir behandeln also vorerst nur Operatoren positiver 
Stellenzahl. 0-stellige Operatoren werden wir in§ 10 
hinzunehmen. 
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sparen uns jedoch. di_es_.en Ahstralttionss.chritt, tun also 
so, als hätten wir einen festen Bereich von Grundkalkü
len vor uns, so daß wir Operatoren sowie Klammern und 
Komma von vornherein verschieden von allen in Grundkal
külen vorkommenden Atomen wählen können. 

Weiterhin nehmen wir an, daß außer den Operatoren aus ..Q 

beliebig viele weitere, von allen Atomen der betrachte
ten Grundkalküle verschiedene, Operatoren jeder Stellen
zahl >O vorbanden sind, so daß wir von KA zu Kalkülen 
K ..Q! übergehen können, wobei n Teilsystem von n.1 

• Wir 
tun so, als hätten wir ein festes Repertoire von Opera
toren - unendlich viele zu jeder Stellenzahl-, aus dem 
wir dann unsere endlichen Systeme s1 ••• S~ zusammenstel
len. Falls .n.. ein System s1 ••• SL ist, soll!lS das System 
s1 ••• S~S bezeichnen. Entsprechend sind Schreibweisen wie 
SS '.rL oder n.ss' zu verstehen. 

Alle K-Objektvarieblen seien auch K.o..-Objektvariablen. 
Damit sind alle K-Ausdrucksformen bzw. K-Ausdrücke auch 
K.n._-Ausdrucksformen bzw. K.a..-Ausdrücke. Eine K,n_-Objektvariab
le, die zugleich K-Objektvariable ist, soll in Kn den
selben Variabilitätsbereich haben, den sie in K hatte, 
also weiterhin für die (und~ für die) K-Aussagen (und 
damit zugleich K.n,.-Aussagen) stehen, für die sie in K 
stand. Dies bat z.B. zur Konsequenz, daß - falls .0. nicht 
leer - K-Aussagenvariable keine K.n..-Aussagenvariable sind. 
Denn wenn der Variabilitätsbereich einer K-Objektvariablen 
gerade die Menge der K-Aussegen ist, fällt er nicht mit 
der Menge der K_a_-Aussagen zusammen, da letztere bei nicht
leerem Qeine echte Obermenge der Menge der K-Aussagen 
ist. K-Aussagenvariable stehen also in K.n_ nur für solche 
KA.-Aussagen, die zugleich K-Aussagen sind, nicht für be
liebige K.o._-Aussegen. 

Außer K-Objektvariablen besitze K.n. eine entscheidbare 
unendliche Menge zusätzlicher Objektvariablen, die wir 
m1' t "p" "p II "p II "q" "q lt "q " llr" "r II ' 1 ' 2 , ••• , ' 1 ' 2 , ••• , ' 1 ' 
11r 2

11
, ••• mitteilen. Der Variabilitätsbereicb dieser Ob-

jektvariablen sei die in folgender Weise induktiv defi-
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nierte Menge CJL.: 

1) Jede K-Aussage gehört zu OL. 
2) Gehören A1 , ••• ,An zu Ol-, dann gehört auch S(A1 , ••• ,An) 

zu Ol für jeden Operator 8 aus .n... der Stellenzahl n. 

Die K.n.-Formeln definieren wir induktiv so: 

1) Jede K-Formel ist K.n.-Formel. 
2) Jede Ka-Objektvariable, die nicht K-Objektvariable 

ist, ist Kn_-Formel. 
3) Sind x1 , ••• ,Xn K~Formeln, dann ist auch S(X1 , ••• ,Xn) 
eine K.Q-Formel für jeden Operator Saus Sl der Stellenzahl 

n. 

Aus beiden induktiven Definitionen ersieht man sofort, daß 
für jede Belegung ß der in einer K~-Formel X vorkommenden 
K...u.-Obj ektvariablen die K..n...-Ausdrucksform x13 wieder eine 
K..n...-Formel ist. Ferner sieht man, daß die Menge der K.n...-Aus
sagen (d.h. die K..n...-Formeln ohne K..n...-Objektvariablen) mit 
c.n. zusammen.fällt. Deshalb können wir die K_n__-Obj ektvariab-

1 en, die nicht K-Objektvariable sind, auch K.n,,-Aussagen

variable nennen. Die K.n_-Objektvariablen besteh.en also aus 
K-Objektvariablen und K-rLAussagenvariablen. 1 ) 

========== 
1) Es ist wesentlich, daß man in den erweiterten Kalkülen 
neue Aussagenvariable einführt. LORENZEN (1955) tut dies nicht, 
sondern verwendet die in K vorkommenden Aussagenvariablen 
wieter zur Formulierung seiner Konjunktions- und Adjunktions
regeln. Das führt bei LORENZEN zu der falschen Behauptung, 
die v-Regel (*) a=s;:,avb sei relativ zulässig bzgl. der 
Klasse der Aussagen ohne v (bezogen auf einen beliebigen 
Kalkül K), da in ihrer Hinterformel stets v vorkomme 
(LORENZEN 1955, S. 60 oben). Diese Argumentation ist fehler
haft: Der Kalkül K habe +,o als Atome und a,b als Aussagen
variable, wobei alle Ausdrücke als Aussagen zähl en sollen. 
Die Grundregeln von K seien: 
(R4) + 

. (R) o 
(R~) a;:::;, a+ 
(R ) ab=> b 
oriensichtlich gilt:Jx--oo, jedoch gilt auch: }K+(*)oo 
- wobei K+(*) der um(•) als Grundregel erweiterte Kalkül 
sei-, wie man aus folgender Ableitung ersieht: 
'R-.\ + c..-,
'R +-voo 

½- 00 
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Da K.n... auch ein Kalkül in Sinne des§ 3 sein soll, ist 
damit - abgesehen von der Angabe der K.n._-Grundregeln -
alles festgelegt. K.reAussagen der Gestalt S(A1 , ••• ,An) 
heißen auch Operatebzw., wenn man auf den am Beginn ste
henden Operator S hinweisen will, S-Operat~(leider keine 
schönen Wörter). In K; gibt es keine Operate, hier fallen 
~-Aussagen mit K-Aussagen zusammen (jedoch nicht K+-For
meln und -Regeln mit K-Formeln und-Regeln!). KA-Formeln 
bzw. -Aussagen bzw. -Regeln, die zugleich K-Formeln bzw. 
-Aussagen bzw. -Regeln sind, heißen jetzt atomare K_o:For
meln bzw. -Aussagen bzw. -Regeln. 

Eine nichtatomare Kn.-Regel, die kein K-Atom und keine 
K-Objektvariable enthält, beiße auch .n. -Regel. Offen
sichtlich ist dies unabhängig vom betrachteten Grund
kalkül, d. b. eine ..Q-Regel bleibt .Q.-Regel, wenn man von 
K zu einem anderen Grundkalkül K' übergeht • .Q.-Regeln 
sind z.B. p19q~q oder S(p1 ,p2 )~S'(p1 ,p2,~3), falls 
S und S' zu .Q_ gehören. p ~ q ~ ist dabei auch eine 

========----
Die Hinzunahme von(*) macht also oo ableitbar, obwohl oo 
das Zeichen v nicht enthält. (Den Hinweis darauf verdanke 
i ch C. Grob und P. Georgii.) Dies kann offensichtlich nicht 
mehr auftreten, wenn man den Variabilitätsbereich von a, b 
unverändert läßt und stattdessen neue Variable p, q zur 
Formulierung der Regel(*) verwendet. Denn dann kann die Re
gel R4 (die beliebige Ausdruckskürzungen erlaubt), gar nicht 
mehr auf Ausdrücke angewendet werden, die v enthalten. -
In der 2. Auflage der 110perativen Logik" von 1969 findet sich 
gegenüber der 1. Auflage auf S. 56 oben eine Korrektur, in der 
LORENZEN vorschlägt, nur noch solche Regeln zu betrachten, 
bei denen jede Variable einer Vorderformel in der Hinterfor
mel vorkommt. Damit entkommt man natürlich der beschriebenen 
Schwierigkeit, da dann abbauende Regeln wie R4 nicht mehr zu
gelassen werden. Dieser Vorschlag ist jedoch nicht plausibel, 
da es triftige Gründe dafür gibt, abbauende Regeln zuzulassen; 
man denke z.B. an A-Beseitigungsregeln aAb=;;>a etc. -
Neue Variable p, q für um Junktoren erweiterte Kalküle führt 
auch HERl"IES 1959 (S. 67) ein. Bei HERl"IES sind p, q im Gegen
satz zur obigen Fassung jedoch Eigenvariable; außerdem benutzt 
HERMES eine Variable a, deren Variabilitätsbereich die nicht 
unbedingt entscheidbare Menge der im Grundkalkül K ableitbaren 
Aussagen ist, während wir nur entscheidbare Mengen als Varia
bilitätsbereiche zulassen wollten. 
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~ -Regel, da in ihr kein Operator vorkommt. ...Q -Regeln 
O. Stufe heißen auch ..Q.. ..;.Formeln. 

Was noch fehlt in der Definition von K..n. ist die Auszeich
nung gewisser K.n...-Regeln als !n._-Grundregeln. Zunächst sol
len alle K-Grundregeln auch K~-Grundregeln sein und dann 
atomare K..n..-Grundregeln heißen. Zur Charakterisierung der 
nichtatomaren K..n_-Grundregeln müssen einige Erörterungen 
vorweggescbickt werden. 

Während an die atomaren K..n..-Grundregeln (d.h. die K-Grundre
geln) keine besonderen Anforderungen gestellt werden -
diese repräsentieren sozusagen die materiale Basis, die von 
Kontext zu Kontext wechseln kann-, haben die nichtatomaren 
K..n_-Grundregeln eine bestimmte Aufgabe: Sie sollen die Be
deutung der in ihnen auftretenden Operatoren festlegen. 
Unser regellogiscbes Programm ist es, die nichtatomaren 
K.u.-Grundregeln so zu formulieren, daß man von den zu ..o__ 
gehörenden Operatoren sagen kann, daß sie durch diese K.n.
Grundregeln eine Bedeutung erlangen. 

Unter der Bedeutung eines Operators S aus n in K.n.. 
verstehen wir dabei die Menge der Kn_-Ableitungsbeziehungen, 
in denen S vorkommt, d.h. die Menge der 17 I\A, in denen S 

auftritt und für die eine von tf7
~ abhängige Kn-A blei tung 

von A existiert. Bei diesem Sinn von "Bedeutung" ist aller
dings noch keine nichtatomare K..n..-Grundregel vonnöten, damit 
die Bedeutung von S nicht leer ist. Denn offensichtlich 
ist z.B. 

für beliebige atomare Aussagen A1 , ••• ,An eine von 
lS(A1 , ••• ,A ) J abhängige Ableitung von S(A1 ,, •• ,A ) , in n . n 
der überhaupt keine (geschweige denn eine nichtatomare) 
K..n_-Grundregel verwendet worden ist (vorausgesetzt, die Menge 
der K-Aussagen ist nicht leer.) Nun ist eine solche Ablei-
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tungsbeziehung wie S(A1 , ••• ,An) II S(A1 , ••• ,An) nicht 
spezifisch für S; man kommt für ein von S verschiedenes 

S' aus .Jl auf analoge Weise zu S' (.A1 , ••• ,An)\\ S' (A1 , ••• ,Ab.) • 
.Ableitungsbeziehungen, die für S spezifi sch sind, erhält 
man offensichtl i ch nur durch K.o_-Grundregeln, in denen S 
vorkommt. 

Solche nichtatomaren K..n.-Grundregeln sollen nicht beliebig 
$ein. Zunächst wollen wir ihre bedeutungsverl eihende 
Funkt i on so verstanden wissen, daß sie unabhängig vom zugrunde
liegenden Grundkalkül K den Operatoren aus J)_ eine Bedeutung 
geben. Deshalb verlangen wir, daß die nichtatomaren K...o._-Grund-

regeln ..n..-Regeln sind. Denn würde in den nichtatomaren 
K_n:-Grundregeln ein K-Atom oder eine K-Objektvariable vor
kommen, so könnten wir diese K..n...-Grundregeln nicht auch als 
nichtatomare K'n_-Grundregeln für einen beliebigen anderen 
GrundkalkÜl K' deuten, da K-Atome oder -Objektvariable 
nicht auch K'-Atome oder -Objektvariable sein müssen. 

Den Ansatz, Bedeutung von Operatoren durch .n..-Regeln zu 
charakterisieren, könnte man nun so durchführen, daß man 
einfach ein System von ...n..-Regeln zu Kn..-Grundregeln er-
klärt und die Operatoren aus ...0... durch dieses System als 
implizit definiert ansieht. Um dabei nicht jede Regel-
menge, in der ein Operator auftritt, als adäquate Bedeu
tungsfestlegung für den Operator auffassen zu müssen, 
wird man gewisse Kriterien aufstellen, die zulässige von 
unzulässigen Regelsystemen unterscheiden und das angegebe-
ne Regelsystem als zulässig nachzuweisen versuchen. 

Auf diese Weise ein spezielles Regelsystem als zulässig 
zu erweisen, wäre jedoch ein ad-hoc-Vorgehen, da es auf 
die speziellen Operatoren, die zu ..Q gehören, beschränkt 
bliebe. Es wäre sinnvoll, wenn es nur um die Bedeutungs

festlegung spezieller Operatoren, etwa ", " , • ginge. Wir 
wollen uns jedoch ein höheres Ziel setzen: Es soll nicht 
nur den Operatoren aus einem bestimmten System ..0.. eine 
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Bedeutung verschafft werden, sondern wir wollen allgemein 
angeben, wie man den Operatoren eines beliebigen Systems 
..0... Bedeutung geben kann. 

Angenommen, wir hätten schon .n..-Regeln zur Bedeutungs
festlegung der Operatoren s1 , ••• ,st . aus ...Q als nicht
atomare K_n,,-Grundregeln gewählt. Wenn wir nun ..Q.~~-Regeln 
zur Bedeutungsfestlegung der Operatoren s1 , ••• ,Se,S1u-~ 
des erweiterten Systems ...QS~

4 
angeben wollen, dann erwar-

ten wir natürlich, daß der Kalkül K.n.s eine Erweiterung 
. !,,-,C 

von K..n. ist, daß also alle in K..n.,ableitbaren K..a..-Regeln 
auch in K .n.-5.r.+l\ ableitbar sind. Denn an der Bedeutung 
von s1 , ••• ,s~ soll nichts verloren gehen, wenn man einen 
zusätzlichen Operator zur Verfügung hat. Dies wird am 
einfachsten dadurch gewährleistet, daß alle K..a..-Grundregeln 
auch K.n.~-Grundregeln sind, daß also die ..QSt+~ -Regeln 
zur Bedeutungsfestlegung von s1 , ••• ,Se.,,S~"' einfach aus 
den ..Q-Regeln zur Bedeutungsfestlegung von s1 , ••• ,s~ 
bestehen, erweitert um -QS~~-Regeln, die für die Bedeu
tungsfestlegung von S.e.+A zuständig sind. Dies hätte auch 
den Vorteil, daß Kallcüle K..n.. ' 'offene' Systeme sind, die 
durch einfaches Adjungieren von Grundregeln zu Kalkülen 
mit zusätzlichen Aussagenoperatoren gemacht werden können, 
also beliebig erweiterbar sind, ohne daß an vorherigen 
Deduktionen etwas geändert werden müßte. In diesem Sinne 
können wir sagen, daß wir die potentielle Unendlichkeit 
'aller' Aussagenoperatoren erfassen. 

An ein System von ...Q -Regeln zur Bedeutungsfestlegung von 
Operatoren s1 , ••• ,Se werden wir also die weitere Anforderung 
stellen, daß es jederzeit erweiterbar ist um Bedeutungsre-
geln, die einen zusätzlichen Operator SLA-~ betreffen, derart, 
daß das so erweiterte System als Bedeutungsfestlegung 
für s1 , ••• ,82 ,S~A aufgefaßt werden kann. Es soll nicht so 
sein, daß man zur Einführung eines neuen Operators s,.~ 
ein ganz neues Regelsystem für s1 , ••• ,Sf..+~ aufstellen 
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muß, sondern daß dies durch Hinzunahme gewisser, St.-t-~ 
betreffender, Regeln zu dem schon bestehenden System für 
s1 , ••• ,s~ geschehen kann. Unser allgemeines Schema für 
Bedeutungsregeln von Operatoren wird also ein Schema für 
Bedeutungsregeln eines einzigen Operators sein, so daß 
man durch Zusammenfügung solcher dem Schema genügender 
Systeme - die wir Operator-Grundregelsysteme nennen wol
len - ein Regelsystem zur Bedeutungsfestlegung der Ope
ratoren aus .0.. erhält. Ein solches System der zu einem 
Operator S gehörenden Bedeutungsregeln nennen wir auch 
System der S-Grundregeln oder S-Grundregelsystem und 
bezeichnen es mit :f8 • 

Nach obigen Bemerkungen sollen die nichtatomaren K.n.s 
. . (.\-... 

-Grundregeln bestehen aus den K..n:-Grundregeln, ergänzt 
um; • Rekursiv weiter zurückgehend, erhält man auf 

l-t-,\ 

analoge Weise: 

Die nichtatomaren K.n. 

-Grundregeln sol-
len bestehen 
aus den 

K .s., .... ~--, -Grund 
regeln, 

ergänzt um Z.5 • 
-t. 

II K K - " II ~s . ~ ... S s .... . .- .st.-1. . e.-• t-~ 

• • 
. . . . 
. • • . • 

II 
Ks .s K. -

II II :E.5 • 
'\ 1. s ... .t. 

II K .s k - II " i.5 
... (f> 1 

(d.h. aus 2.5 ). 
'\ 

Die den Operatoren aus ..Q zugeordneten Grundregelsysteme 

~5 z. s dürfen also schon, was das Vokabular 
... } . .. . ) 

.l. 



betrifft, nicht beliebige ..Q-Regeln sein: Damit z.5 als 
J\ 

System von K5 -Grundregeln aufgefaßt werden kann, darf 
i\ 

in ~ 5," !!!:!!:, s1 als Operator auftreten, denn andere Opera-
toren gehören nicht zu den Atomen von K .s • Allgemeiner: 

,\ 

Damit ~s. (1~i!:.e.) auch als System von K5 .s -Grundregeln 
1, -1· •• i 

aufgefaßt werden kann, dürfen in ~s. nur s1 , ••• ,Si als 
4,. 

Operatoren auftreten. Um diese Einschränkung exakt zu 
erfassen, definieren wir: 

Sei .0.. des System von Operatoren s1 ••• s~. Eine Folge 
~~ 1 ••• , D.~ von Systemen von ..Q-Regeln beißt metho-

disch zulässig für ...0.., falls für jedes i (1~i~~) in l::..i 
außer höchstens s1 , ••• ,si kein Operator auftritt. 

Wir wollen ab jetzt verlangen, daß die nichtatomaren 
K.n.-Grundregeln aus Systemen 2. 5" , •.. , z... .s..t. von ..Q.-Regeln 
bestehen, wobei die Folge z... 5 l ••. , z.. 5 für ..Q metho-

... (.. 

disch zulässig ist. Offensichtlich gilt, daß damit auch 
für jedes i (1!:i~2) die Folge z.5 l ••• , z::s. für s1 ... s1 ... ~ 

methodisch zulässig ist. 

Einen Operator S, dem ein S-Grundregelsystem 2.5 zugeordnet 
ist, nennen wir auch einen Junktor, falls~~ für das nur 
aus S bestehende Operatorensystem methodisch zulässig ist, 
falls also ½ außer S keinen Operator enthält. Insbesondere 
muß s1 ein Junktor sein, falls 2..51 1 ••• ) 

2 s.e. für s1 ••• S.e.. 
methodisch zulässig ist. Junktoren sind Operatoren, deren 
Bedeutung nicht notwendigerweise zusammen mit anderen 
Operatoren festgelegt wird, die also in diesem Sinne von 
anderen Operatoren unabhängig sind. Eines der Hauptre
sultate dieser Arbeit wird sein, daß sich alle Operatoren 
durch Junktoren - genauer: durch spezielle Standardjunk
toren A 1 v 1 -::3> bzw. (in Kap. 3, wo wir einen W'iderlegungs-
begriff einführen) ,., 

1 
v

1 
• 

1
-, - definieren lassen. 

Eine für .D.. methodisch zulässige Folge ~s 1 ••• 1Zs- ist so 
"I (. 

geordnet, daß Operatoren schrittweise eingeführt werden: 
Für jedes i (1~i~~) wird durch ~s. nur Si als neuer Opera-

.... 
tor eingeführt. Alle anderen in 2 5 . vorkommenden Operato-.. 
ren sind vorher schon eingeführt, gehören also zum System 

s1 ••• Si_1• Bei der Hinzunahme von ~. zu 2.s A, ... 
1 

:f. 5 . 
~ ., ~-~ 
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wird allerdings nicht nur zusätzlich 
geben, sondern auch die Bedeutung von 
tert: Sei R eine Regel aus -25 . , ß 

1, 

R, die eine Aussagenvariable in R mit 

s. e i ne Bedeutung ge-
1 

s1,···,si-1 erwei
eine Belegung von 

(j < i) belegt. Dann ist Rß ableitbar 
einem Sj-Operat 
nach Hinzunahme von 

~s. , jedoch gewöhnlich nicht ableitbar ohne z..S.:.: 
1,. 

Deshalb kann man dle Bedeutungsfestlegung der Operatoren 

s1 , ••• , Se nicht soweit trennen(' separieren 1 
) , daß ~s,;, 

~ für di e Bedeutung von Si zuständig ist. Man kann je
doch eine möglichst weitgehende Separierung verlangen: 
Wenn schon z..s. die Bedeutung der vorher eingeführten 

1, 

Operatoren s 1 , ••• ,si_1 erweitert, so soll dies nur dann 
geschehen, wenn damit zugleich ein Beitrag zur Bedeutungs
festsetzung von .:f.5 . geleistet wird. ~s. soll 'primär' der 

~ ~ 

Bedeutungsfestlegung von Si dienen; die Bedeutungserwei-
terung von s 1 , ••• ,si_1 soll nur ein 'Nebeneffekt' der 
Bedeutungsfestlegung von Si sein. z.si soll nur im Rahmen 
der Bedeutungsfestlegung von Si die Bedeutung von s 1 , ••• ,si_1 
erweitern. 

Dies können wir so präzisieren: Sei Kl;_ derjenige Kalkül, 
der das Vokabular von K..n. t jedoch nur 2..5 1 

••• ) 2 5. als nicht-
1) . '\ -t.. 

atomare Grundregeln hat. In Kii_ sind also erst die 
Operatoren s 1 , ••• ,si durch Grundregelsysteme eingeführt, 
für die Operatoren Si+1 , ••• ,SL sind noch keine Grundre
geln angegeben. K~ sei der Kalkül, der sich von K...o... durch 
das Fehlen aller nichtatomaren Grundregeln unterscheidet. 
Eine Regel R wird in einer von M abhängigen Ableitung 1T 
von A wesentlich angewendet, wenn sich lr nicht in eine 
Ableitung lr' von A umformen läßt, die von einer Annahmen
menge N mit N~ M abhängt· , in der keine Anwendung von R 
vorkommt. Dann fordern wir: Jede K_Ä-Ableitung lf , in der 
eine Regel aus ::E5 , wesentlich angewendet wird, leistet 

1.. 

einen Beitrag zur Bedeutungsfestsetzung von Si. Da wir 
unter der Bedeutung von Si die Menge der Ableitungsbeziehungen 
verstehen, in denen s. vorkommt, heißt das: Falls lf eine 

l 

=---= --=-::=::::;: 

1) Die Bezeichnung K1;,_ benutzen wir im Anschluß an HINST 
(1974), s. 357-
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von einer Annahmenmenge M abhängige Ableitung von Aist, 
in der mindestens eine Regel aus ~~. wesentlich angewen-,,_ 

det wird, dann muß Si in einer Annahme aus Moder in A 
vorkommen. Dies folgt, wie man leicht siebt, aus der Be
dingung: 

( *) Sei 1r eine Kl_-Ablei tung von A aus r , wobei Si in A 
oder r nicht vorkommt. Dann läßt sich /J in eine 

i-1 -Y' n K...o... -Ableitung 11 von A aus I umformen. 

Wenn (*) für jedes i (1 = i~ e.,) erfüllt ist, sagen wir auch: 
Die Folge z..5 1 ••• ) 2....s, ist bezüglich K nichtkreativ. Denn 

1 ,L 

dann schafft jeweils K-1_ (1!=. i~..t) keine neuen Ableitungs-
beziehungen außer solchen, die Si enthalten. 

Die Forderung der Nichtkreativität bzgl. K, die wir an 
~ 5~ 1 ••• 1 :[__sL richten wollen, soll noch etwas verschärft 

werden. Oben hatten wir verlangt, daß Operator-Grundregel
systeme aus _Q_-Regeln bestehen, d.h. aus Regeln, deren 
Formulierung vom vorausgesetzten Grundkalkül unabhängig 
ist. Dementsprechend können wir verschiedene Grundkalküle 
um dieselbe Folge von für n_ methodisch zulässigen Operator
Grundregelsystemen erweitern. Um diese Unabhängigkeit von 
speziellen Grundkalkülen auch für die Eigenschaft der Nicht
kreativität zu sichern, ist es sinnvoll, sie bezüglich be
liebiger Grundkalküle zu verlangen: 

Eine fiir Jl methodisch zulässige Folge ~s 1 • • • 1 ;f_ .s.e. 
1 

von Operator-Grundregelsystemen heißt nichtkreativ, falls 
sie bezüglich jedes Grundkalküls K nichtkreativ ist. 

Wir fordern also von einem Schema für Grundregelsysteme z~: 

Für jedes _Q und jede für __Q methodisch zulässige Folge von 

Operator-Grundregelsystemen z.. s,,, i ••• 
1 
~ s gilt: ~s J i_

5 ~ ~ •·•) L 
ist nichtkreativ. 

Bei der Motivierung der Forderung der Nichtkreativität 
sind wir davon ausgegangen, daß wir Operatoren in metho

disch geordneten Schritten durch Regelsysteme einführen, 

so daß ~s nur dann als Grundregelsystem zugelassen ist, 
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wenn schon für die in 2.5 außer S vorkommenden Operato-
ren S' Grundregelsysteme 2.5 , vorhanden sind. Dementspre
chend haben wir in(*) auch nur gefordert, daß sieb eine 
K.Ä-Ableitung von A aus r in eine K~1-Ableitung von A 
aus r umformen läßt, falls 17 und A S. nicht entbal ten, 

l 
und nicht etwa die stärkere Bedingung: Jede K...o..-Ableitung 
von R läßt sich umformen in eine KiL-Ableitung von R, die 
2..5 . nicht benutzt. Diese Bedingung ließe sich nur dann-.., 
erfüllen, wenn kein -2:s„ auf Z:sj mit j < i aufbauen dürf-
te, also alle Operatoren auch Junktoren wären. Denn daß in 
~s. ein S. für j < i vorkommen darf, erlaubt es ja, daß 

~ J 
Regeln aus 2.s. wesentlich angewendet werden können zur 

3 
Gewinnung von Ableitungsbeziehungen, in denen Si, jedoc~ 
nicht Sj vorkommt. 1 ) Wir lassen eine methodische Ab
hängigkeit zwischen Operatoren zu, insofern Operatoren 
andere Operatoren voraussetzen. Was wir jedoch nicht 
zulassen, ist eine Abhängigkeit in beiden Richtungen: 

Wenn z.B. in ~.2.. der Operator s1 vorkommt, also ~~ nur 
zusammen mit :E..5 Grundregelsystem sein kann, darf nicht ., 
in .2.5 auch s2 vorkommen; ~s muß dann für sich alleine 

1 1 
Grundregelsystem sein können. Was wir ausschließen, ist 
eine wechselseitige Abhängigkeit von Operatoren. 

Die Forderung der Nichtkreativität hatten wir so begründet, 
daß wir die Bedeutungsfestlegung von s1 , ••• ,s~ möglichst 
weitgehend 'separieren', d. h. auf Regelsysteme ~.s , ... 1 ~ s ., ~ 

für die einzelnen Operatoren verteilen wollten. Wenn die 
Bedeutung eines Operators Saus ....Q weitestgehend durch 
ein ~-Grundregelsystem .:f_s festgelegt werden soll, dann 
ist es sinnvoll zu fordern, daß diese Festlegung eindeutig 
========= == 

1) Wenn z.B. :E.s, nur die Regeln S. (p) 9 S. (p) und 
Si (p) ~ S_; (p) enthält und man untet- wesent!icher Verwen
dung einE:r Regel R aus ~sJ ableiten .kann: Sj(A), so kann 
man in K3iableiten: S.(A). Eine solche K_;_-Ableitung.von 
Si(A) würde R wesentltcb anwenden. 
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ist, daß also ein Operator S' aus Jl , der dasselbe Grund
regelsystem besitzt wies, auch dieselbe Bedeutung hat wie 
s, d.b. dieselben Ableitungsbeziehungen erfüllt wie S. 

Genauer: S,S' seien Operatoren ausj)_. Es liege der Fall 
vor, daß ~ .s.' aus :z.. s hervorgeht durch Ersetzung aller 

Vorkommen von S durch S' und ~saus ~S' durch Ersetzung 
aller Vorkommen von S' durchs. Sei R[S] eine beliebige 

konkrete K~-Regel, in der an einer Stelle S vorkommt. R[S'] 
gehe aus R[S] durch Ersetzung dieses Vorkommens von S durch 

S' hervor. Dann soll gelten: 

~R[S] 
:.0... 

genau dann, wenn ~R[S 1 ] • 
1 ) 

'-'l.. 

'Wäre dies nicht der Fall, so müßte man Grundregelsysteme 
für von S und S' verschiedene Operatoren für die Unter
schiedlichkeit der Bedeutung von S und S' verantwortlich 
machen, entgegen der Forderung möglichst weitgehender 
Separierung der Beiträge verschiedener Regelsysteme zur 
Bedeutungsfestlegung verschiedener Operatoren. 

'Wir nennen ein S-Grundregelsystem z_s eindeutig, wenn für 
jeden Grundkalkül Kund jede für ...0. methodisch zulässige 

Folge .~ 5 . ~s Q'il t: . ·11•··· e. i:, 

Falls S und S' zu .J2. gehören, ferner ~S aus z5 durch_ 
Substitution von S durch S' und ~.s aus z5 , durch Sub
stitution von S' durch S hervorgeht, dann gilt für jede 
konkrete K-'1.-Regel R[S], in der San einer Stelle vorkommt: 

~R[S] genau dann, wenn ~R[S'] • 
~ ~ 

--== = =::::;::;:;:::;:::;;:: 

1) Man beachte, daß dies 
Denn es mtiA auch gelten: 

gleichwertig ist mit: R[S]-j/--R[S' ]. 
. ~ 

1 ~ R[S] ~R[S] g. d. w. 

d.h. R[S]~R[S] g. d. w. 
'-12. 

d.h. R[S]~R[S 1
] (mit Satz 

hf-R[S] =:>R[S'] 
-fl. 

R[S] hf-R[S'] 
c.12.. 

4.2). Analog folgt die Um-
kehrung. '12.. . 

Weiterhin ist gleichwertig die Bedingung, die man erhält, wenn 
man für R[S] und R[S 1 ] beliebige, nicht notwendigerweise kon
krete, Regeln zuläßt, da die Ableitbarkeit nicbtkonkreter 
Regeln auf die Ableitbarkeit konkreter Regeln zurückgeführt 
wird. (s.o. S. 61). 
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Wir fordern also: Jedes Operator-Grundregelsystem ist ein
deutig. 

Unsere in diesem §en aufgestellten Forderungen zusammenfas
send, suchen wir also ein Schema für eindeutige Operator
Grundregelsysteme ~, so daß jede für ein beliebiges Ope
ratorensystem S)_ methodisch zulässige Folge von solchen 
Operator-Grundregelsystemen Z:.s ) , .• l 2-s nichtkrea-
tiv ist. 1 ) ..., e,_ 

Es war beim Aufstellen dieser Forderungen nur unsere Ab
sicht, sie zu motivieren als sinnvolle Forderungen, also 
zu zeigen, daß sie nicht willkürlich sind. Wir wollten sie 
nicht rechtfertigen als Forderungen, die man stellen muß. 
Die Möglichkeit, schwächere Forderungen zu stellen, 
bleibt offen. Da jedoch das im nächsten. §en angegebene 
Schema für Operator-Grundregelsysteme unseren Forderungen 
genügt, ist die Frage nach solchen Abschwächungen müßig. 

================ 
1) BELNAP (1962) hat meines Wissens erstmals versucht, 
Nichtkreativität (er spricht von Konservativität) und Ein
deutigkeit als Adäquatbeitsbedingung für Operator-Grund
regelsysteme zu rechtfertigen, in Antwort auf PRIOR (1960), 
der den Ansatz einer Regelsemantik grundsätzlich kritisiert 
hatte mit dem Argument, in einer solchen Semantik könne man 
beliebige Regeln als Bedeutungsregeln aufstellen. Auch 
ZUCKER/TRAGESSER (1978) greifen auf die Kriterien von 
BELNAP zurück, bei ihnen ist jedoch nicht ganz klar, ob 
sie diese als Adäquatbeitsbedingungen für Operator-Grund
regelsysteme oder als 'nachträglich' gefundene Eigen
schaften von solchen Systemen betrachten. 
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§ 6. Einführungs- und Beseitigungsregeln als Operator
Grundregeln 

Wir haben Bedingungen formuliert, denen ein noch aufzu
stellendes Schema für Operator-Grundregelsysteme~$ 
genügen soll. Ein solches Schema muß nun angegeben werden. 
Die Bedingungen aus§ 5 zeichnen es noch nicht eindeutig 
aus, sie sind nur notwendige Bedingungen. Um die Wahl eines 
bestimmten Schemas zu begründen, müssen wir zusätzliche 
Überlegungen anstellen. 

Es wäre eine naheliegende Idee, Operate einfach als Abkür
zungen für Systeme konkreter Regeln aufzufassen, d.h. 
Operatoren durch Explizitdefinit i onen einzuführen. So 
könnte man als Schema für ein Operator-Grundregelsystem 

Z,:s angeben: 

(1) S(p1,·· .,pn)~) ß(P1,•••,Pn) 

(wie dies zu lesen ist, wurde oben S. 60 gesagt). Dabei 
sei ß(p1 , ••• ,pn) ein System von _Q-Regeln, das genau 
p1 , ••• ,pn an Aussagenvariablen enthält und Sein n-stelli

ger Operator. S soll in ß(p1 , ••• ,pn) nicht vorkommen. 
Es läßt sich zeigen, daß für eine solche Explizitdefini
tion die Kriterien der Nichtkreativität und Eindeutigkeit 
erfüllt sind. 1 ) Weiterhin läßt sich mit Satz 4.5 die 
Eliminierbarkeit von Saus allen konkreten K.n.-Regeln zei
gen, so daß es wirklich berechtigt ist, (1) als eine Ab
kürzungszwecken dienende Explizitdefinition aufzufassen. 

Diesem Vorschlag wollen wir uns jedoch nicht anschließen, 

d.h. wir machen uns nicht die These zu eigen, Bedeutungs
festlegung könne nur durch Explizitdefinitionen geleistet 
werden, die nichtkreativ sind und deren Definiens eliminier
bar ist. Stattdessen wollen wir einen Aspekt hervorheben, 
der bei Explizitdefinitionen eine wichtige Rolle spielt, 
durch die Eliminierbarkeitsforderung jedoch stark in den 
Hintergrund gedrängt wird und der uns schließlich auch 

1) Dies wollen wir jetzt nicht ausführen, da der Fall (1) von 
unserem endgültigen Schema (8) umfaßt wird, für das in§ 7 
Nichtkreativität und Eindeutigkeit bewiesen wird. 
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von Explizitdefinitionen der Gestalt (1) zu einer all
gemeineren Form von Bedeutungsfestlegung führen wird. 

Wenn man von Explizitdefinitionen verlangt, daß ihr De
finiens eliminierbar sein muß, so begründet man dies oft 

damit, daß Explizitdefinittonen als Abkürzungen aufgefaßt 
werden können und Abkürzungen immer durch den abgekürzten 
Ausdruck ersetzbar seien. Die Charakterisierung von Ex
plizitdefinitionen als bloßen Abkürzungen trifft jedoch 
nur einen Teil dessen, was man mit solchen Definitionen 
intendiert. Das Interesse an Explizitdefinitionen besteht 
nicht nur darin, eine schon aufgestellte Theorie kürzer 
zu gestalten, indem man nachträglich in ihr auftretende 
komplexe Ausdrücke durch kürzere ersetzt. Nicht weil eine 
Theorie faktisch zu lang ist, versucht man sie abzukürzen, 
sondern: weil ein komplexer Ausdruck einen für eine Theo
rie wichtigen Inhalt hat, kürzt man ihn ab, damit die Theo
rie übersichtlich wird. Das Abkürzen geschieht sozusagen 
11vor 11 dem Aufbau einer Theorie, da das, was man abkürzt, 
einen für den Aufbau der Theorie wichtigen Inhalt ausdrückt. 
Das Ziel von Explizitdefinitionen ist also nicht bloß die 
syntaktische Vereinfachung von Theorien, sondern auch der 
Ausdruck von Inhalten, die für den Aufbau einer Theorie 
bedeutsam sein können und für die deshalb ein Ausdruck 
zur Verfügung stehen soll. 

Die Forderung der Eliminierbarkeit, die man nach PASCAL 
an Explizitdefinitionen stellt, besagt ja auch nicht, daß 
man in einer Theorie komplexe Ausdrücke durch kürzere 
(d.h. Definiens durch Definiendum) ersetzt, sondern umge
kehrt, daß man - wenn man eine Theorie mit Hilfe von defi
nierten Zeichen aufgebaut bat - diese definierten Zeichen 
nachträglich wieder durch komplexe Zeichen ersetzen kann. 
Das Interesse an Übersichtlichkeit von Theorien, das zu 
Explizitdefinitionen führt, ist also immer auch ein In
teresse an der Hervorhebung gewisser Inhalte. Nachträgliche 
syntaktische Abkürzungen bestehender Theorien können auf 
vielerlei Weise vorgenommen werden; Explizitdefinitionen 
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am 'Anfang' von Theorien haben die Funktion, kurze Aus
drücke für Inhalte zur Verfügung zu haben, damit die 
Theorie als etwas, was Beziehungen zwischen speziellen de
finitorisch gefaßten Inhalten formuliert, v~rständlich wi rd. 

Gerade diese inhaltliche Interpretation von "Explizitde
finition11 gibt nun einen Grund dafür ab, ('1) als Schema 
für Explizitdefinitionen von aussagenlogischen Operatoren 
aufzufassen. Das zeigt sich, wenn wi r den oben ohne Erläu
terung verwendten Begriff des 11 Inhalts 11 in Bezug auf den vor
liegenden Fall präzi sieren. Wir schlagen vor, unter dem 
K,.n...-Gebal t eines Systems konkreter Kn_-Regeln 6. die Menge 
der konkreten Regeln R zu verstehen, die in K__Q_ aus 6 
ableitbar sind (für die also gilt: 6., (R)_,, 1

1 l\.n_ (R) 2 ). 1 ) 
Wir verstehen damit "Gehalt" ähnlich wie Carna) in einem 
Definitionsvorschlag für den logi schen Gehalt2 , nur daß 
es bei unserem erweiterten Kalkülbegriff immer um konkrete 
Regeln statt um Aussagen geht. "Gehalt" ist dabei zu un
terscheiden von "Bedeutung". Von "Bedeutung" hatten wir nur 
im Zusammenhang von einzelnen Zeichen (z.B. Operatoren) 
gesprochen und darunter die Klasse der Abl eitungsbeziehungen 
verstanden, in denen es vorkam. "Gehalt" ist für uns et-
was, das ganzen Systmen konkreter Regeln zukommt. 

Unter einer Explizitdefinition eines n-stelligen Opera

tors S durch ein Regelsystem .6(p1 , ••• ,pn) wollen wir 
nun ein Regelsystem versteh·en, das jeder Aussage S(A

1
, ••• ,An) 

genau denjenigen Gehalt verschafft, den ~(A1 , ••• ,An) hat, 
und zwar für beliebige Aussagen A1 , ••• ,An. Dabei soll 
in L(p1 , ••• ,pn) natürlich S noch nicht vorkommen. 
Genauer: Durch eine Explizitdefinition von S durch 

,6(p1 , ••• ,pn) soll gewährleistet sein, daß 

=========::= 
1) Wer den Begriff "Menge" hier ablehnt, kann dies auch 
als Definition eines Relators "R gehört zum K.n._-Gehalt von 
6.," verstehen. 

2) Vgl. z.B. CARNAP(1942), S. '152. 
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{ 

für alle ~-Aussagen A1 , ••• ,An und für alle konkre
(2) ten K_n:-Regeln R gilt: 

.6.(A
1

, ••• ,An)~ R genau dann, wenn S(A1 , ••• , An) TR· 
~ ~ 

Satz 6.1 (2) gilt genau dann, wenn (1) in K..n. ableit

bar ist. 

Beweis Wenn (2) gilt, dann gilt nach Einsetzen von 

S(A1 , ••• ,An) für R: 

b (A1 , ••• ,An) 1- S(A1 , ••• ,An) g.d. w. S(A1 , ••• ,An) 

f-- S(A1 , ••• ,An) , 

d.b.: 

(3) ß(A1 , ••• ,An)~S(A1 , ••• ,An). 

Analog ergibt sieb, wenn man die Glieder aus A(A1 , ••• ,An) 

für R einsetzt: 

(4) S(A1 , ••• ,An) ~ ß_(A1, ••• ,An). 

(3) und (4) machen die Ableitbarkeit von (1) aus. 

Wenn umgekehrt (1) in K-'L ableitbar ist, dann ergibt sich 

für beliebige A1 , ••• ,An,R, daß 

~(A1 , ••• ,An)\-- R folgt 

(mit S(A1, ••• ,An)I-Ä(A1 , ••• ,A
0

) ), und daß 

(6) D.(A1 , ••• ,An)J-R aus S(A1 , ••• ,A
0

)~R 

(mit 6(A1 , ••• ,An)f-S(A1, ••• ,An) ). 

(5) und (6) zusammen machen gerade (2) aus. 

folgt 

Wir können al s o (1) motivi eren als Operator-Grundregel

system, durch das e i n Operator S als abkürzender Ausdruck 
eingeführt wird derart, daß ein Operat S(A1 , ••• ,An) den
selben Gehalt besitzt wie ein komplex~s Regel system 
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Nachdem wir Explizitdefinitionen nicht nur als syntakti
sche Abkürzungen, sondern auch als Ausdrücke für bestimmte 
Gehalte beschrieben haben, wollen wir unseren Ansatz noch 
etwas verallgemeinern. Solange eine Definition auch eine 
Abkürzung ist, kann man zu Recht verlangen, daß sich diese 
Abkürzung jederzeit wieder rückgängig machen läßt, d.h. 
man kann die Forderung der Eliminierbarkeit aufstellen. 
Wenn wir jedoch von dem Aspekt der Explizitdefinition als 
Abkürzung einmal absehen und nur ihren inhaltlichen Aspekt 
hervorheben, dann erscheint die Forderung der Eliminierbar
keit nicht mehr als wesentlich. Dies wollen wir, bezogen 
auf unser Ziel der Bedeutungsfestlegung von aussagenlogi
schen Operatoren, tatsächlich tun. 

Mit (2) hatten wir einen Operator S als einen solchen Aus
druck bestimmt, daß S-Operate S(A1 , ••• ,An) für alle 
A1 , ••• ,An denselben Gehalt haben wie ein Regelsystem 

6,.(A1 , ••• ,An). Wir definieren nun den gemeinsamen K4 -Gehalt 
von Systemen konkreter K. ... c),'.:"'Regeln L,,.. l ••• 

1 
ß/YII\... als 

Menge der konkreten KJL-Regeln R, für die gilt:ß
1
~R und ••• 

:.J2. 
und 6¾-1 ~R, d. h. jj~~ R für alle i mit 1 ~ i "'=- m. Dabei soll 
der Fall m=O ausgeschlossen sein, da dann der Begriff des 
11 Gehaltes 11 nicht mehr angemessen erscheint. Der gemeinsame 
Gehalt von O Regelsystemen wäre der Gehalt keines Regel
systems; "Gehalt" versteht man jedoch immer als "Gehalt 
von etwas 11

• Mit "gemeinsamer Gehalt von Regelsystemen" 
meinen wir also "gemeinsamer Gehalt eines oder mehrerer 
Regelsysteme". Den Begriff des "Gehalts" erweitern wir nur 
so, daß wir jetzt auch mehrere Regelsysteme zulassen (d.h. 
m>1), nicht jedoch auch kein Regelsystem (d.h. m..c:.1). 

1) Eine gewisse Ähnlichkeit mit diesem Ansatz, Operatoren 
als Regelsysteme und damit als Ausdruck möglicher Ableitungs
beziehungen zu verstehen, hat der Versuch von K.R. POPPER 
(1949), logische Zeichen durch bestimmte Ableitbarkeitsrela
tionen zu definieren. Allerdings handelt es sich hierbei nur 
um eine grobe Skizze, in der z.B. der problematische Fall 
der Adjunktion v nicht behandelt wird. 
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So wie man: .nach Satz 6.1 durch eine Explizitdefinition 
einem Operat S(A1 ,,,.,An) als K..a..,-Gebalt den K.n.-Gebalt 
eines Regelsystems 6.(A1 , ••• ,An) zusprechen kann, so könn
te man allgemeiner in einer Bedeutungsfestsetzung für S 
auch verlangen, daß 

(7) 

für alle K,.n:-Aussagen A1 , ••• ,An und für alle konkre
ten K..n.. -Regeln R gB „t i:· 

6fA1 , ••• ,An)~R für all e i mit 1 ~ i~m 
~ 

g. d. w. S ( A1 , • • • , An) rv- R , 
~ 

wobei ~/p1 , ••• ,Pn) 
sein sollen, in denen 
gesetzt i s t. 

(1~i~m) wieder Systeme von ..Q...-Regeln 

S nicht vorkommt, und wo m ~ 1 voraus-

Of.fensichtlich geht (7) in (2) über, wenn m=1 ist, sa 
daß wir tatsächlich eine Verallgemeinerung des vorigen 
Falles haben. Daß wi r 11Gehalt 11 immer a ls "Gehalt von etwas" 
versteben1

) und damit den Fall m=O von vornherei n ausschlies-
sen, ist eine gewicht i ge Einschränkung. Sie verba.ut uns 
nämlich den d i rekten Zugang zur i ntuitionistischen Logik. 
(Vgl. da zu auch§ 11.) Bei einer Bedeutungs festlegung von 

Operatoren, die so beschaffen ist, daß für geeignete Regel-
systeme die Bedingung (7) erfüllt ist, gilt nicht mehr ge
nerell das Kriterium der Eliminierbarkeit (vgl. dazu§ 15), 
weshalb wir nicht mehr von "Explizitdefinition" sprechen 
wollen. Das schmälert jedoch nicht das Recht, trotzdem 
von "Bedeutungsfestlegung" zu sprechen, da man gemeinhin 
z.B. auch von "induktiven Definitionen" spricht, obwohl 
bei diesen das Kriterium der Eliminierbarkeit nicht er
füllt ist. 

So wie wir mit (1) ein Schema für Regelsysteme angegeben 
haben, deren K.a_-Ableitbarkeit nach Satz 6.1 mit der 

Erfüllung von Bedingung (2) gleichwertig war, wollen wir 
auch hier ein entsprechendes Schema angeben: 

== ==== =====-
1) Wobei d i eses 11etwas" im Grenzfall auch d a s l eere System 
sein darf, vgl. § 10. 
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• 

(8) • 

A""(p1 , • • • ,Pn) ~ S(p1 t • • • ,Pn) 

ß
1
(p

1
, ••• ,pn)~p; ••• ;b.W\(P1,•·•,Pn)~p;S(p1,··•,Pn) ·~p 

Hierbei wollen wir nicht fordern, daß in jedem System 

~.,:_Cp1 , ••• ,pn) (1f i~m) alle Variablen p1 , ••• ,pn vor

kommen. -Wir wollen jedoch verlangen, daß jede Variable 

pj (1 :=. j ~ n) in mindestens einem System b.Jp1 , ••• ,Pn) 

(1 ~ i !:::m) vorkommt, ferner, daß keines der Systeme 

t:..,;,. (p1 , ••• ,Pn) (1 ~ i =m) leer ist. Diese Liberalisie
rung dient nur der teob.niscaen Vereinfachung und ist an
sonsten unwesentlich: Kommt in 6i(p1 , ••• ,pn) die Variab

le Pj nicht vor, erweitere man einfach ß.~(p1 , ••• ,pn) 

um p.~pJ.; man erhält so ein gleichwertiges System. 
J ' 

Satz 6.2 
bar ist. 

(7) gilt genau dann, wenn (8) in K..n._ ableit-

Beweis -Wenn (7) gilt, dann ergibt sich durch Einsetzung 

von S(A1 , ••• ,An) für R in (7): 

d. b.: 

ß.i(A1 , ••• ,An)~S(A1 , ••• ,An) für alle i mit 1 4 i~m 

g.d.w. S(A1 , ••• ,An)t--S(A1 , ••. ,An), 

FeFner ergibt sieb aus(?) für beliebige A durch Einsetzung 

von A1 (A1 , ••• ,An).:§;>A; •••• ; .l\"/A1 , ••• ,An)~A~A für R: 

A i (A1 , ••• ,An); l\ (A1 , ••• ,An)~ A; ••• ; /\~ (A1 , ••• ,An) 9 A l-A 
für alle i mit 1 L... i~ m 

genau dann, wenn 

S(A1 , ••• ,An); 6/A1 , ••• ,An )~A; ••• ; Ä~(A1 , ••• ,An)=PA ~A, 



- 89 -

woraus sich wegen der Gültigkeit von 

sofort 

( 10) S(A1 , ••• ,An); b..,.,, (A1 , ••• ,An) ~A; ••• ; 6""' (A1 , ••• ,An) ~Ar-A 

ergibt. (9) und (10) machen die Ableitbarkeit v0n 
(8) aus. 

Wenn umgekehrt (8) in K...n._ ableitbar ist, dann ergibt sieb 
die Richtung von rechts nach links von (7) sofort aus den 
ersten m Regeln von (8). Sei nun 

blA1 , ••• ,An)/-R für alle i mit 1~i-~m 
d.h. ' 

für alle i mit 1_:i4m • 

Mit der letzten Regel von (8), angewandt auf (11), ergibt 
sich dann 

, 

d.h. S(A1 , ••• ,An)rR. Damit ist auch die Richtung von 
links nach rechts von (7) bewiesen. 

Wenn wir es als Zweck von Operaten ansehen wollen, im 
Sinne von (7) den gemeinsamen Gehalt möglicherweise meh
rerer Regelsysteme auszudrücken, können wir nach Satz 6.2 
einfach (8) als Schema für unsere Operator-Grundregel
systeme wählen. Dann wenn Systeme der Gestalt (8) zu den 
nichtatomaren K..o..-Grundregeln gehören, dann sind sie tri
vialerweise K..n..-ableitbar, so daß nach Satz 6.2 (7) er
füllt ist. Wenn umgekehrt die nichtatomaren Grundregeln 
~ den Zweck haben sollen, die Erfüllung von (7) zu ga
rantieren, ist es wegen Satz 6.2 sinnvoll, keine nicht
atomaren K.n.-Grundregeln zu wählen, die stärker als (8) 
sind. 
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Wir wbllen also (8) in diesem Kapitel als Schema für un
sere Operator-Grundregelsysteme~betrachten. Die ersten 
m Regeln von ~ : 

/1'1 (p1' ••• ,Pn) =;> S(p1' ••• ,Pn) 

A~CP1' ••. ,Pn) ~S(p1, ••• ,Pn) 

sollen auch S-Einfübrungsregeln oder S-E-Regeln 
(abgekürzt S-E) - allgemein: Einführungsregeln oder E-

Regeln - beißen, die letzte Regel 

D./ P 1 ' • • • 'Pn) ~ P ; • • • ; ~ ( P 1 ' • • • 'Pn) ~ P ; S ( P 1 ' • • • 'Pn) ~ P 

auch S-Beseitigungsregel oder S-B-Regel (abgekürzt S-B) 
- allgemein: Beseitigungsregel oder B-Regel. Der Grund für 
diese Bezeichnungen ist naheliegend: Mit einer S-E-Regel 
kann man zu einem S-Operat übergehen, ausgehend von Ab
leitungsbeziehungen, die möglicherweise S nicht enthalten, 
also S "einführen". Mit einer 8-B-Regel kann man von ei
nem S-Operat und gewissen anderen Ableitungsbeziehungen 
zu einer Aussage übergehen, die möglidErweise S nicht ent
hält, also S "beseitigen". 

Es seien nochmals die Bedingungen aufgeführt, die wir 
oben an diese Regeln gestellt haben: 
1. Kein System .t._,:,(p1 , ••• ,pn) (1 ~i~m) darf leer sein. 
2. S darf in keinem System l.Jp1 , ••• , Pn) ( 1 ~ i !: m) vor

kommen. 
3. Jedes System .6.~ (p1 , ••• ,Pn) ( 1 6- i f:. m) darf höchstens 

p1 , ••• ,pn an Aussagenvariablen enthalten. 
4. Jede Aussagenvariable Pj ( 1 ~ j ~ n) muß in mindestens 

einem System 6.Jp1 , ••• ,Pn) ( 1 ~ j 6: n) vorkommen. 

Im Falle, wo nur eine einzige S-E-Regel 

lCP1,•••,Pn) -==;§>S(p1,•··,Pn) 

vorhanden ist, geht (8) über in 



f 
l\(p1' ••• ,Pn) 3/ S(p1' ••• ,Pn) 

(12) 
~(p1,. •. ,Pn)~p ;S(:p1' ••• ,Pn) ~p 

(12) ist gleichwertig mit (1), was sich nach Satz 6.1 
und 6.2 daraus ergiGt, daß (2) und (7) gleichwertig sind, 
falls nur ein einziges Regelsystem ~(p1 , ••• ,pn) vor
handen ist. Dies läßt sieb auch unabhängig von Satz 6.1 
und 6.2 beweisen: 

Satz 6.3 K...l::l.. enthalte ein System ~5 der Gestalt (12) 

von nichtatomaren Grundregeln. Sei K~ der Kalkül, der 
aus K..n... durch Ersetzung des Grundregelsystems (12) durch 
(1) entsteht. Dann gilt: 

(i) S(p1 , ••• ,pn) ~ ~(p1 , ••• ,pn) ist K_n:-ableitbar 

(ii) t(p1 , ••• ,pn)• p;S(p1 , ••• ,pn)~p ist K~ableitbar. 

Beweis Seien A1 , ••• ,An,A beliebige ~-Aussagen. 
( i) Das System l:::,.. (p1 , ••• , Pn) bestehe aus Y Regeln 
Rk (p1 , ••• ,pn) · (1 ~k~))). Für jedes k (1~ k~V) gilt: 

ö(A1' •.•,An); (Rk (A1'. •.'An) )1 \- (Rk (A1' • •• ,An) )2 

(nach Satz 4.2). 
Daraus mit S- B: 

S(A1' •.•,An); (Rk (A1'. ••,An) )1 r- (Rk (A1' • •• ,An) )2 

d.h. S(A1 , ••• ,An) ~ Rk(A1 , ••• ,An) 

, 

(ii) S(A1 , ••• ,An)~ ß(A1 , ••• ,An) gilt nach Voraussetzung. 
Daraus mit Satz 4.3 (ii) und 4.3 (i): 

ß (A1 , ••• ,An)~A;S(A1, ••• ,An) f-A • 

Da das Regelsystem 

(13) S(p1 , ... ,pn) )~(p1 , ••• ,pn) 

leichter zu handhaben ist als die nach Satz 6.3 gleich
wertige Regel 

(14) 
' 
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kennen wir stillschweigend auch Anwendungen von (13) statt 
von (14) als Anwendungen von S-B-Regeln bezeichnen und 
werden dies auch gelegentlich tun. Für metalogische Unter
suchungen, wie z.B. im folgenden §en die Nachweise von 
Nichtkreativität und Eindeutigkeit, werden wir jedoch nur 
von der Version (8) ausgehen, weil sie allgemein und in 
allen Fällen anwendbar ist. 

Daß wir (8) als Schema für Operator-Grundregelsysteme 
wählen wollen, hat sich daraus ergeben, daß wir von einer 
Bedeutungsfestlegung für Operatoren verlangten, daß nach 
ihr gemäß (7) Operate den gemeinsamen Gehalt möglicherwei
se mehrerer Regelsysteme ausdrücken. Wir haben gezeigt, 
daß dies den Spezialfall der Explizitdefinition, in dem 
nur ein Regelsystem vorliegt, miteinschließt. Man könnte 
nun nach der Motivation dafür fragen, daß Operate nicht 
mehr den Gehalt eines Regelsystems sondern den gemeinsa
men Gehalt evtl. mehrerer Regelsysteme ausdrücken sollen 
und dementsprechend nicht mehr generell explizit definier
bar sind. Der Grund ist der, daß wir uns nicht willklir
lich ein Logiksystem zurechtbasteln wollen, · sondern daß 
wir auch ein rekonstruktives Interesse verfolgen. Daher 
sollen zumindest die üblichen Junktoren ~\ v 1 • (die 
Negation wird in Kap. 3 behandelt) in unserem Rahmen 
deutbar sein. Und zur Deutung von v scheint es 
unumgänglich zu sein, mehr als eine E-Regel zuzulassen; 
die üblichen E-Regeln für v lauten ja: 

Pr~ (p1 V P2) 

P2~CP1 v P2) • 

Den üblichen V-Regeln, zu denen ja noch die B-Regel 

P1 ~p ;P29P; (p1 Y P2)"5>P 

gehört, können wir jetzt eine sinnvolle Deutung geben: 
Ein Adjungat AvB drückt den gemeinsamen Gehalt der nur 
aus einzelnen Aussagen bestehenden Regelsysteme A und B 
aus. Die Beding~g (7) bzw. die Regeln (8) scheint 
die naheliegendste und schwächste Verallgemeinerung von 
(2) bzw. (1) zu sein, die eine Einbeziehung der üblichen 
v-Regeln in unsere Operator-Grundregeln erlaubt. Außer-
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dem ist die philosophische Deutung dieser Verallgemeinerung 
mit Hilfe des Begriffs des gemeinsamen Gehaltes nicht 
unplausibel. 

Es läßt sich noch eine etwas andere Motivation unseres 
Schemas (8) für allgemeine E- und B-Regeln denken, die 
nicht auf den Begri ff des gemeinsamen Gehalts zurückgreift, 
sondern Operatoren direkt als Regeln deutet. Dazu definieren 
wir zunächst: Eine konkrete Regel Rist in K.n...unter Benutzung 
einer (nicht unbedingt konkreten) Regel R' ableitbar, wenn 
R in dem Kalkül ableitbar ist, der aus K~ durch Hinzunahme 
von R' zu den Grundregeln entsteht. Dann gilt für beliebige 
Systeme 6i (1 ~ i ~ m) konkreter Regeln und konkrete Regeln R: 

.6i j ~R für alle i mit 1 f i~ m g. d. w. R unter Benutzung 

von 6 19p; ... ; t.ms>P~P in K-D.... ableitbar. 

Denn aus l. i, (R )1 1 ~ (R) 2 für alle i ( 1 ~ i_ ~ m) ergibt 
sieb unter Benutzung von ß 1"7"P; ••• ; lm~P =;>p bei 
Belegung von p mit (R) 2 eine Ableitung 

[tJ: 
(R) , 

1 , 

(R\_ 

( R.1,_ 

von R in KSL. Ist umgekehrt R in K.n... unter Benutzung von 
.ß 1 ~p; ••• ; 6m~P ~p ableitbar, so ersetze man für ein 
i (1 ~ i ~ m) sukzessive jede Regel anwendung 

. 
[A,,J: 

A 

6,: , ___ _ durch .,, , womit man schließlich L:i,t '"i< R erhält. Dieses 
A = 

Verfahren führe man für alle i ( 1 ~ i::: m) durch. 
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Aufgrund dieses Resultats ist mit (7) gleichwertig: 

( 15) 

Für alle K.o...-Aussagen A1 , ••• ,An und für alle konkreten 
K..n_-Regeln R gilt: Rist in K~ unter Benutzung von 

. A1 (A1' ••• ,An)~:p;" •• ; ßm (A1' •.•,An) ~:p ~p 

ableitbar g.d.w. S(A1 , ••• ,An) \¼..n_R. 

Es lassen sich also dieselben Operator-Grundregeln (8) 
rechtfertigen, wenn man (15) statt (7) als Adäquatheitsbe
dingung für Operator-Grundregeln wählt. (15) würde den Ge
halt eines Operats als Gehalt einer Regel deuten und nicht 
wie (7) als gemeinsamen Gehalt mehrerer Regeln. 

Die Wahl von (15) statt (7) als Adäquatheitsbedingung bringt 

für uns jedoch keinen wesentlichen Vorteil. Denn die Regel 

( 16) ti,1 (A1' ••• ,An) ~p; ••• ; 6.m(A1' ••• ,An)-9p ~p 

bat keinen klareren Sinn als das, was mit dem Begriff des 

gemeinsamen Gehaltes ausgedrückt ist; vielmehr ist der 
Begriff des gemeinsamen Gehaltes geeignet, die Regel (16) 
zu interpretieren, nämlich alsT Das, was aus allen 
ß. (A1 , ••• ,A ) (1 ~i -sm) folgt, d.h. der gemeinsame 

l n 
Gehalt der ,6.i(A1 , ••• ,An), gilt auch unabhängig von d·en 
Annahmen ~(A1 , ••• ,An) (1~i~m). (15) besagt dann: 
Aus S(A1 , ••. ,An) soll genau das ableitbar sei n, was sich 
daraus ergibt, daß der gemeinsame Gehalt der 6.i(A1 , ••• ,An) 
als Annahme genommen werden darf. Gegenüber einer solchen 
Formulierung erscheint es sogar viel klarer, im Sinne von 
(7) zu sagen: S(A1 , • .• ,An) drückt den gemeinsamen Gehalt 

der 6.i (A1 , ••• ,An) aus. 

Vorteilhaft wäre die Bedingung (15) allerdings in einem 
stärkeren Kalkül, in dem man auch Regeln mit Variablen, 
also nicht nur konkrete Regeln, als Annahmen zuläßt, die 
wieder gelöscht werden können. Dann müßte man eine Art 
Variablenbindung in Regeln zur Verfügung haben, also etwa 

Zeichenreihen 
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als -Regeln zulassen, wobei die tiefgestell ten Indizes 
x,y, .•. die gebundenen Variablen anzeigen. 1 ) In einem 
solchen Kalkül, der auch die Behandlung von Quantoren er
laubte, würde das Schema (15) zu Explizitdefinitionen der 
aussagenlogi schen Operatoren der Gestalt 

S(p1, ••• ,Pn)~f':.1 (p1, •.• ,Pn)=?P; ••• ; 6m(P1, ••• , Pn)~p . ~p 

Anlaß geben. Damit wären zwar die Schwierigkeiten der philo
sophischen Deutung von (16) nicht behoben - d.h. man müßte 
wohl weiterhin auf den Begriff des gemeinsamen Gehaltes 
zurückgreifen, um sich (16) verständlich zu machen-, 
man könnte jedoch zeigen, daß aussagenlogische Operatoren 
explizit durch Regeln definierbar sind, ein Resultat, das 
in unserem Rahmen noch nicht gilt (vgl. § 15 ). Es würde 
vol lkommen in Parallele stehen zu dem bei PRAWITZ (1965, 
S. 67f.) bewiesenen Satz, daß in Logiken zweiter Stufe 
die Konstanten /\ , v und 3 mit Hilfe von V und ~ 
defi nierbar sind. Denn die Regel (46) ist nichts anderes 
als eine regell ogische Lesart der dort angegebenen defi 
nierenden Aussagesch emata, bezogen auf n-stellige Aussagen
operatoren. 

Um den hier vorgetragenen Ansatz noch abzuheben von an-
deren Begründungen von E- und B-Regeln für Operatoren, 
wollen wir die E- und B-Regeln jeweils für sich inter
pretieren. Die B-Regel legt fest, daß zum Gehalt eines 
Operats S(A1 , ••• ,An) jedenfalls der gemeinsame Gehalt 
von l/A1 , ••• ,An) und ••• und A,.JA1 , ••• ,An) gehört: 
Alles, was aus jedem einzelnen Regelsystem ßi(A1 , ••• ,An) 
ableitbar ist, soll auch aus S(A

1
, ••• ,An) ableitbar sein. 

Die E-Regeln legen fest, daß zum Gehalt eines Operats 
S(A , ••• ,A) nur der gemeinsame Gehalt von ~1 (A1 , ••• ,An) 

1 . n -
und ••• und ~(A1 , ••• ,An) gehört: Wenn etwas aus 
S(A1 , ••• ,An) ableitbar ist, dann muß es schon aus je

dem b.-.~(A~;p•··,An) (1 ~i!: m) ableitbar sein (weil 
S(A

1
, ••• ,A~) aus l:\,t.(A1 , ••• ,An) ableitbar ist). Man könnte 

alsÖ sagen, daß E-Regeln die B-Regel abschließen, in-
••••••••••• • 
1) Der Vorschlag, in Regeln Variable zu binden, stammt von 
LORENZEN (1955), vgl. dort S. 25f. und passim. 
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dem sie festlegen, daß Operate keinen weiteren Gehalt ha
ben als den, den sie aufgrund der B-Regel ·. haben. Für 
den Fall1 daß nur ein Regelsystem 6..(p1 , ••• ,pn) und damit 

eine Explizitdefinition von S vorliegt, also die B-Regel 

~ (p1' ••• ,Pn)~p ;S(p1' ••• ,Pn) ~p 
gleichwertig ist mit dem Regelsystem 

S(p1' ••• ,Pn) 9 ..6..(p1' ••• ,Pn) ' 

und (8) damit gleichwertig mit dem Regelsystem 

S(p1 , ••• , Pn) ~ i (p1 , • • •, Pn) , 

kann man sagen: Eine Explizitdefinition eines Operators 
ist ein durch eine E-Regel abgeschlossenes System von 
B-Regeln. 

Eine damit verwandte Auffassung, dort allerdings be
zogen auf Explizitdefinitionen von Prädikatoren, fin
det sich bei KA.MLAH/LORENZEN 1967. Dort wird eine Expli
zitdefinition eines Prädikators P durch Prädikatoren 
P

1
, ••• ,~

0 
aufgefaßt als abgeschlossenes System von 

Regeln der Gestalt 

• 
( 17) 

• 

das man mit einem System von B-Regeln der Gestalt (13) 

vergleichen kann. (Wir verzichten bei dieser Notation von 

Prädikatorenregeln auf das für die "Logische Propädeutik 11 

typische Kopula-E .) Abgeschlossen wird (17) durch die 
Regel 

P1 (x), ••• ,Pn(x) =:::}P(x) 

bzw. durch 

P1 (x)1' ••• /\P
0
(x)9-P(x), 

wenn man - wie die 11 Logiscbe Propädeutik 11 
- den Junktor 
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~ schon voraussetzt , (was natürlich (gemessen am metho
dischen Anspruch dieses Werkes) ein Manko ist). 

Unsere Deutung der Operatorenregeln unterscheidet sich 
auf jeden Fall von der z.B. durch einige Äußerungen 
GENTZENs nahegelegten Auffassung, wonach E-Regeln die 
"primären" Operator-Grundregeln sind und B-Regeln einen 
abgeleiteten Status haben (vgl. oben S. 15f. Anm.). Wir 
versuchen, E- und B-Regeln als gleichwertige Träger der 
Bedeutung von Operatoren zu begreifen. Dieser Auffassung 
am nächsten kommt noch N. W. TENNANT mit seinem 'prin
ciple of harmony', das die Gleichwertigkeit von E- und 
B-Regeln betont (vgl. TENNANT 1978, S. 74). 
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§ 7. Nachweis von Nichtkreativität und Eindeutigkeit 

Wir wollen im folgenden zeigen, daß für Folgen von 

Operator-Grundregelsystemen, für die wir im vorigen 
§en aufgrund allgemeiner semantischer Überlegungen 
~in Schema angegeben haben, die beiden Anforderungen 
erfüllt sind, die wir in§ 5 verlangt haben: Nicht
kreativität und Eindeutigkeit. Wir beginnen mit der 
Nichtkreativität. Sie ..Q ein System s1 ••• s, von Ope-
ratoren und ~s 1 ••• 1 Z...s eine für .0.. methodisch 

1 ~ 

zulässige Folge von Operator-Grundregelsystemen der in 
§ 6 angegebenen Gestalt. Die Regeln aus ~s , . . . 

1 
~5 

1 ~ 

sollen die nichtatomaren Grundregeln von K.n. ausmachen. 
Zu zeigen ist: :f.5 1 ••• 1 ~.s ist bzgl. K nicbtkreativ. 

"' L 

Da Jl. und ~ 1 ••• , ~.s beliebig gewäbl t werden können 
1 ~ 

(also metaspracblicbe Variablen sind), ferner der Grund-
kalkül K unspezifiziert bleibt, ist, wie oben S. 78 ge
fordert, die Nichtkreativität für jedes ..n.. und für jede 
für n methodisch zulässige Folge von Operator-Grundregel
systemen gesichert. 

Da wir in diesem §en durchgängig ..0.. als System s1 ••• S~ 

von Operatoren und .:f:.5~ , ••• J ~.s~ als für ..Q methodisch 
zulässige Folge von Operator-Grundregelsystemen voraus
setzen, werden wir bei vielen benutzten Begriffen die 
Relativierung auf K.n.. nicht notieren (schreiben also z.B. 

· "Regel u statt "K.n..-Regel" ) • Zunächst definieren wir die 
Begriffe der Teilaussage, der Subaussage und des Ranges: 

Bist unmittelbare Teilaussage eines Operats S(A1 , ••• ,An), 
falls B mit einem Ai ( 1 ~ i ~ n) identisch ist. 
Bist Teilaussage eine~ Aussage A, falls B mit Aiden
tisch oder Teilaussage einer unmittelbaren Teilaussage 
von Aist. 

Bist echte Teilaussage -einer Aussage A, wenn B von A 
verschiedene Teilaussage von Aist. 

Bist Teilaussage einer konkreten Regel R, falls B 
Teilaussage einer unmittelbaren Teilaussage von Rist 
(unmittelbare Teilaussagen von konkreten Regeln sind auf 
s. 67 definiert worden)~ 
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Bist unmittelbare K.n.-Subaussage eines Operats S(A1 , ••• ,An), 
falls B unmittelbare Teilaussage eines Regelsystems 
4(A1 , ••• ,An) ist, so da.B Ä(p1 , ••• ,pn)9S(p

1
, ••• ,pn) 

zu den S-Einfübrungsregeln gehört. 

Bist K~-Subaussage einer Aussage A, falls B mit A identisch 
~ 

ist oder K.,n-Subaussage einer unmittelbaren K.,n:-Subaussage 
von Aist. 

Bist K.n__-Subaussage einer konkreten Regel R, falls B 
~-Subaussage einer unmittelbaren Teilaussage von Rist. 
Bist K_q_-Subaussage eines Systems von konkreten Regeln~, 
falls B K.n.-Subaussage eines Gliedes von Ä ist. 

(In dieser Definition haben wir das an sich redundante 

Präfix· "K.ll..-" mitgeschleppt, weil wir unten den davon ver
schiedenen Begriff der Kl,-subaussage definieren werden.) 

Die Definition von "Teilaussage" entspricht der üblichen 
Definition. Der Begriff der K.n.,-Subaussage oder kurz 
Subaussage ist auf unsere spezielle Situation zugeschnit
ten: Wir wollen sagen können, daß man bei Anwendung einer 
Einführungsregel für einen Operator S von Subaussagen 
eines Operats zu diesem selbst übergeht. Deshalb haben 

wir die Subaussagen von S(A1 , ••• ,An) induktiv definiert 
als die Subaussagen von Aussagen, die in dem System 

4.(p1 , ••• ,pn) der Vorderregeln einer S-E-Regel ~(p1 , ••• ,pn) 
9S(p1 , ••• ,pn) vorkommen, wenn man diese Regel so belegt, 
da3 durch ihre Anwendung S(A1 , ••. ,An) abgeleitet werden 
kann. Im Falle, wo S Junktor ist, sind alle unmittelbaren 

Subaussagen auch unmittelbare Teilaussagen von S(A
1

, ••• ,An), 
da höchstens A1 , ••• ,An unmittelbare Teilaussagen von 

~(A1 , ••• ,An) sein können. Falls S jedoch nicht Junktor 
ist, kann man einer Aussage S(A1 , ••• ,An) nicht ansehen, 
aus welchen Aussagen S(A1 , ••. ,An) durch eine E-Regel ge
wonnen worden sein kann. Deshalb können unmittelbare 
Subaussagen nicht schon durch die äußere Gestalt einer 
Aussage festgelegt sein, sondern erst durch die Vorder
regeln der E-Regeln für diese Aussage. Die Terminologie 
"Subaussage"/ 11Teilaussage 11 scheint uns für diesen Sach

verhalt geeignet zu sein: 11Sub- 11 drückt eine Unterordnung 
von Aussagen aus, "Teil- 11 darüber hinaus ein optisches 
Enthaltensein von Aussagen. 
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Wir definieren nun den Rang einer Aussage A, einer kon
kreten Regel Rund eines Systems konkreter Regeln 6.. 
- notiert mit rg(A), rg(R) und rg(ß) -, der für spätere 
Induktionsbeweise benötigt wird. Es sei: 
rg(A)=0, falls A atomar. 

rg(A)=max{rg(A1 ), ••• ,rg(Ak~+1, falls A nichtatomar und 

lA1,•··,Ak1 die Menge der unmittelbaren K..n.- Sub@USSßgen 
von Aist. 

rg(R)=maxfrg(A1 ), ••• ,rg(Ak)} , wobei {A
1

, ••• ,Ak1 die 
Menge der unmittelbaren Teilaussagen von Rist. 

rgG0.)=max(rg(J?.1 ), ••• ,rg(Rk) 1 , falls A die Glieder 
R1 , ••• ,_ak bat. 

Dabe~ soll eine Ei-Aussage, Ouw · ja Operatoren ohne ein 
zu K_;_gehörendes Grundregelsystem (nämlich s. s) 

1+1,···, t 
enthalten kann, den Rang haben, den sie aufgrund dieser 
Definition bat, wenn man sie als K..o:-Aussage auffaßt. 

Die Defi nition des Ranges ist nur dann eine korrekte 
induktive Definition, wenn wir zeigen können, daß die 
Relation "ist unmittelbare Subaussage von" fundiert ist. 
Dazu ordnen wir jeder Aussage A eine Ordinalzahl E(A) 
zu und zeigen, daß E(B)< s(A), falls B unmittel bare Sub
aussage von Aist. Es sei 

E(A) = we,,.~A•llle.lA) +- w12.,,-.2.,()'..i_/A)t ... +w
0

·<X-,,(A), 

wobei ¾CA) (1 ~ k ~e,) die Zahl der mit Sk beginnenden 
Teilaussagen (nicht Teilaussagenvorkommen!) von A sei. 
Falls nun A - Si (A1 , ••• ,An) (1 ~ i ":::. fl) ist und B unmittel
bare Subaussage von A, dann ist B-X(A1 , ••• ,An), wobei 

X(p1 , ••• ,pn) Formel, die höchstens P-,,··•,Pn an Variablen 
enthält und in der nur Operatoren Sj mit jL..i vorkommen 
(nach Definition von "methodisch zulässig 11 oben S. 76, 
und den Bedingungen oben S. 90 ). Teilaussagen von B, die 
mit einem Sj mit j > i beginnen, müssen also schon Teil
.aussagen von A1 , ••• ,An und damit von A sein. Ferner enthält 
A eine mit Si beginnende Teilaussage mehr als B, nämlich 
sich selbst. Es gilt also: 
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Cl-.(B) := ex_., . (A) 
' 

fal ls j > i , 
J J 

(genauer: °½_( B)+1 (X.., (A) ) , o<...-. ( B) ...::::::. °'-· (A) = 
)_ ]_ ]_ 

De. (B) ~ cx..j (A) ' 
f alls j..:::: i . 

J ;> 

Damit ist [(B).::: E.(A) . 1) 

Es folgt die Defi n i tion des Begriffs der K.t._- subaussage von 
i 

Aussagen, Regeln und Regelsystemen . (Man beachte, daß 11K...o..-
Regel" und "K..n...- Regel 11 dasselbe bedeutet, wir also bei "Regel" 

die Relativierung auf einen Kalkül weglassen können. ) 
Diese Definition ist dadurch motiviert, daß wir aus dem 
Nichtvorkommen von s. in einer konkreten Regel Rauf das 

]. . 
Nichtvorkommen von Si in den Kl_-Subaussagen von R schlies-
sen wol len, was durch Lemma 7.1 auch formuliert wi rd. 
Das wird es ermögli chen, die Nichtkreativität von 
~s > •• • > z.5 aus Sätzen über K1_- subaussagen abzuleiten. 

,, .e. 

Bist unmittelbare K1i_- subaussage eines Operats, falls die
ses die Gestalt Sj (A1 , • • • ,An) hat für 1 '!:: j ~ i und B un
mi ttelba~e K..a._-Subaussage davon ist. 
Bist K1:_-subaussage einer Aussage A, falls B mit A 
i~entiscb ist oder Kl,-subaussage einer unmittelbaren 
Kl_-subaussage von Aist. 
Bist K~- Subaussage einer konkreten Regel R, f alls B 

i K...Q.-Subaussage einer unmittelbaren Teilaussage von Rist . 
Bist Kl- subaussage eines Systems von konkreten Regeln A , 
falls B Ki- subaussage eines Gliedes von A ist . 

Lemma 7 . 1 Se i ~ System konkreter Regeln, i n dem s. . ]. 

nicht vorkommt . Dann kommt Si in keiner K~-Subaussage 
von A vor. 

Beweis Wir führen den Beweis nur für Aussagen A; die Be
hauptung für beliebige Regelsysteme ergibt sich dann so
fort aus obigen Definitionen. 
== ======= = ::=::::: 

1) E(A) ist kl einer als wi . Um die Fundiertheit der Rela
tion "ist unmittelbare Subaussage von" für beliebige Kal
küle K.n.. mit beliebig groß em~ zeigen zu können, benötigen 
wir also das Prinzip ·der transfiniten Induktion bis ww • 
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Sei B K,!-subaussage von A, wobei Si in A nicht vorkomme. 
Falls B mit A ide~tis ch ist, kann Si auch in B nich~ vor
kommen. Falls B K~-Subaussage einer unmittelbaren Kl-Sub
aussage C von A, können wir als Induktionsvoraussetzung 
annehmen, daß die Behauptung für C gilt. Wir müssen also 
nur noch zeigen, daß Si in C nicht vorkommt. Da A die 
Gestalt Sj(A1 , ••• ,An) mit 1 ~jfr i hat (es gilt sogar jti, 
weil S

1
. i n A nicht vorkommt), können - da ~s , ••. , z..5 1 IL 

für ..CL methodisch zulässig ist - in unmittelbaren Kn..-
Subaussagen C von A außer s1 , ••• ,sj_1 nur solche Opera
toren auftreten, die auch in A1 , ••• ,An vorkommen. Da 
Si in A und damit in A1 , ••• ,An nicht vorkommt, ist die 
Behauptung bewiesen. 

Jetzt köln.nen wir den zentralen Satz dieses §en formul i e
ren, aus dem sich sofort die Nichtkreativität ergibt. 

Satz 7.2 (Subaussagenprinzip) Sei 1r eine K1.-Ableitung 
von A aus Ä für beliebiges ,l (1 * i 6 .l) . Dann läßt sich 
T in eine Kl_-Ableitung 7r' von A aus b.. umformen, so 
daß jede in lr' vorkommende nichtatomare Aussage Kl-subaus
sage von A oder Aist. 

Den Beweis dieses Satzes stellen wir noch zurück und be

weisen mit seiner Hilfe erst, daß die Folge z.5 J· • ., z.5 
1 e. 

nichtkreativ ist. Der endgültige Beweis erfolgt, nach 
etlichen Vorbereitungen, aufs. 114-118. 

Satz 7-3 Sei R konkrete Regel, i n der Si nicht vorkommt. 

Falls ~R, dann ; u-i.~A R. 
:n.. :.a. 

Beweis Nach Satz 7. 2 gibt es eine K.!_-Ableitung von R, 
i in der außer atomaren Aussagen nur K...n_-Subaussagen von R 

auftreten. In d~esen kommt nach Lemma 7.1 Si nicht vor. 
Wenn in einer K1-Ableitung Si n i cht vorkommt, kann keine 
s.-Grundregel angewendet worden sein. Also kann man sie 

l. . 1 
auch als K~ -Ableitung auffassen. 
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Als Korollar wollen wir noch vermerken: 

Satz 7.4 Sei R konkrete atomare Regel. Falls ly-R, 
dann ~R. "..a. 

Beweis Durch ~-fache Anwendung von Satz 7.3 folgt aus 
'1[-R: J-v R. Nun hat K1._ dieselben Grundregeln wie K. 

ca. .Jl. 

Also können in einer K!-Ableitung nur dann nichtatomare 
Aussagen auftreten, wenn sie durch herangezogene Regeln 
zustandekommen. Da R atomar, können in einer ~-Ableitung 
von R keine nichtatomaren Regeln herangezogen worden sein. 
Also kann man eine K~-Ableitung von Rauch als K-Ableitung 
auffassen. 

Satz 7.4 sichert die Konservativität von K..o...bzgl. K: 
Die atomaren K-n..-Ableitungsbeziehungen sind genau die 
K-Ableitungsbeziehungen. 

Wesentliches Hilfsmittel zum Beweis des Subaussagenprin
zips, dem wir uns jetzt zuwenden, ist der Hormalisie
rungssatz (Satz 7.7). Wir gehen bei seiner Formulierung 
und seinem Beweis sowie auch beim anschließenden Beweis 
des Subaussagenprinzips von den Begriffsbildungen und 
Beweisen bei PRAWITZ 1965 aus und übertragen diese auf 
die bei uns vorliegende allgemeinere Situation (d.b. auf 
den allgemeineren KalkÜlbegriff und das Vorkommen belie
big vieler Aussagenoperatoren). 

Sei lT eine Kn.-Ableitung. Ein Aussagenvorkommen A in lr 
heißt Hauptprämisse der Anwendung einer B-Regel, wenn A 
die rechteste Prämisse der Anwendung einer B-Regel ist 
(d.h. die Prämisse, die aus einem S-Operat besteht, wobei 
S derjenige Operator ist, der bei dieser Anwendung besei
tigt wird). Alle anderen Prämissen dieser Anwendung einer 
B-Regel beißen Nebenprämissen dieser Anwendung. 
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Ein Segment ist ein Abschnitt A1, ••• ,An 
- wobei n=1 zugelassen wird; dann besteht 
nur aus A1 -, so daß gilt: 

eines Fadens 
das Segment 

1) A1 ist nicht Konklusion der Anwendung einer B-Regel. 

2) Aj ist Nebenprämisse der Anwendung einer B-Regel für 
1 ~ j-:: n. 

3) An ist nicht Nebenprämisse der Anwendung einer B-Regel. 
Die Aussagenvorkommen A1, ••• ,..An sind also allesamt Vorkom
men derselben Aussage. Die Länge eines Segments ist die 
Zahl der Aussagenvorkommen, die es enthält. Der Rang 
eines Segments ist der Rang der Aussage, die in dem Seg

ment (evtl. mehrfach) vorkommt. Ein Segment besteht also 
entweder nur aus einem einzelnen Aussagenvorkommen, das 
nicht Nebenprämisse der Anwendung einer B-Regel ist - wenn 
nämlich n=1, dann ist1.<:n falsch, Klausel 2) also für A

1 
erfüllt-, oder ist ein maximales Stück eines Fadens, das 
aus aufeinanderfolgenden Nebenprämissen der Anwendungen von 
B-Regeln besteht, gefolgt von der Konklusion der Anwendung 
einer B-Regel, die nicht zugleich Nebenprämisse der Anwen

dung einer weiteren B-Regel ist. Als Mitteilungszeichen 
für Segmente benutzen wir er er er / 1) ,_, •••• 

Eine Anwendung einer B-Regel beißt redundant, wenn die 
Ableitung einer Nebenprämisse dieser Anwendung von kei
ner Annahme abhängt, die bei dieser Anwendung der B-Re
gel gelöscht wird~ 

Lemma 7.5 Jede K!-Ableitung einer konkreten Regel R 
läßt sich in eine solche K!-Ableitung von R umformen, die 
keine redundanten Anwendungen von B-Regeln enthält. 
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Beweis Eine redundante Anwendung einer B-Regel sieht 
so aus: 

+ 
+ 
+. 

-+-
+ . . • ~ 

l1)[6.-... ( A-\ 1 •• ,) ~ •• JJ '. 
(-1) .5-.B ______ A ____ A _________ _..:A'.:._ _ _:S~lA~".!.:.'':.:.J'• ,c.!;A'.!.!....,) 

A 

+ 
+ 

Mit + ist· cfave'd., dlie a.l.e1:ttün-g, ~ j \..'t-en ;N"•~äli.'i.ss-e 
A 

A (1: j --~ m) bezeichnet, in der bei Anwendung der S-B-Re
gel keine Annahme geloscht wird-. 
Offensichtlich kann man obige Ableitung einfach durch t 

+ 
A 

ersetzen, da in keine zusätzliche Annahme auftritt. 

Ein Segment heißt maximal, wenn es mit der Konklusion der 
Anwendung einer E-Regel beginnt und mit der Hauptprämisse 
der Anwendung einer B-Regel endet. 

Lemma 7.6 Jed• ~ - Abl•ituug ven A aus A läßt sich in eine 
solche Ki-Ableitung -von A aus A umformen, die keine 
maximalen Sttgmente -·-enthält. 

Beweis Tr sei die betrachtete Ableitung. 'Wir führen den 
Beweis durch Paarinduktion über (g(7T), 1. (7T)>. Dabei sei 

f C7r) der größte Rang eines in 7, vorkommenden 
maximalen Segments, :l(lT)d i e Summe der Längen der in lf 
vorkommenden maxi mal en Segmente vom Rang f(Tr); .f CJr) (und 
dami t auch A- Llr) ) se i O, wenn 1r ke i n maximales Segment 
enthäl t. Der Induktionsanfang i st a lso trivialer we i se 
erfül lt. 
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Sei f(f)>O. Wir wählen in -1\ ein solches maximales Seg
ment o-' vom Rang f Clt) 
(i) über dem (d.h. über dessen erstem Aussagenvorkommen) 
in lf kein maximales Segment vom Rang J Cl!) steht und 
( ii) neben dessen,, unterstem Aussagenvorkommen in 1f kein 
Aussagenvorkommen steht, über dem sich ein maximales Seg

ment vom Rang jCV) befindet oder das zu einem maximalen 
Segment vom Rang J CTf) gehört. 

Ein solches Segment U"' läßt sich immer finden: Geht man 
von einem beliebigen maximalen Segment o-:; vom Rang J l 7T) 
aus, daß (i) erfüllt, jedoch nicht (ii), so gibt es ein 
Segment ~~, das (i) erfüllt und dessen Vorhandensein die 
Bedingung (ii) für ~ falsch macht. Erfüllt auch G;_ nicht 
die Bedingung (ii), dann gibt es ein CJ3 , das (i) erfüllt 
und dessen Vorhandensein die Bedingung (ii) für cs-'L falsch 
macht usw. Man erhält so eine Folge ~, o-'1-, S , . . . von 
maximalen Segmenten vom Rang JCTT), die alle verschieden 
sind, da die obersten Aussagenvorkommen der Ableitungs
fäden, zu denen das oberste Aussagenvorkommen von rY. 

) ~+~ 

gehört, mehr links stehen1 als die obersten Aussagenvor-
kommen der Ableitungsfäden, zu denen das oberste Aussagen
vorkommen von ui gehört. Eine solche Folge muß endlich 
sein und endet mit einem Segment der gewünschten Art. 

Fall a) G-' hat Länge 1, besteht also nur aus einem einzigen 

Aussagenvorkommen. Dieses muß als Konklusion der Anwendung 
einer E-Regel die Gestalt S(A1 , ••• ,An) haben. Sei 

6i(p1 , ••• ,pn)-=;>S(p1 , ••• ,pn) diejenige E-Regel, durch de
ren Anwendung sich dieses Vorkommen von S(A1 , ••• ,An) er
gibt. S(A1 , ••• ,An) tritt also so auf: 

-J, 
+ 
+ 

ci) p..., (A„1 _ •• A..._TI t c~{l:IMA.. (A11 ••• 1 A,..TI: 
+ · · · · 5 -E--------

C-1) .S-,.], ____ ____,;.'.F _________ "'"f_--:-:c-______ "'F.:...· ___ s_(_A_,._, -_-._1 A_....,_::_) 

r . 
= = =-- ======= === 
1) "Links" hier im anschaulichen Sinne, bezogen auf die 
Notation eines Ableitungsbaumes, verstanden. 
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In den mit ~ - - markierten Ableitungen sind die Hin-

terformeln der Glieder von ß. .(A1 , ••• ,A ) aus deren Vor-
. 1 n 

derregeln abgeleitet. Durcb(gegebenenfalls mehrfache) An-
wendung von Satz 4.1 auf 

~ 

-1-

ß-t, LA-\1'"/ A .... ) ~ 
f
.\-

+-

und erhält man 

eine Ableitung von F. Durch diese ersetze man obiges 
Ableitungsstück und erhält so eine neue Ableitung lf1 • Bei 
dieser Umformung kann kein vorher nur einzeln vorkommendes 
maximales Segment vom Rang J(1T) mehr:.fe:oh ver.wendet w:e-rden, 

da nach Wahl von Cl solche Segmente in 
+-

6.;_, (}· .... i • • •) A,J t 
+-
.f

-:p 
und gar nicht 

auftreten. Ferner bestehen alle dabei evtl. neu entstehen-
den maximalen Segmente aus Vorkommen von unmittelbaren Teil
aussagen von 6.(A1 , ••• ,A ), sind also von kleinerem Rang 

l Il 

als S(A1 , ••• ,An). Dies sieht man durch Kontrolle der im 
Beweis von Satz 4.1 beschriebenen Konstruktion: Ein neues 
maximales Segment kann ja nur entstehen durch Zusammen
fügen von Ableitungsstücken 

1 :ß 
1 

1 
und zu 

1 

~ • Eine solche Zusam-
~ . 

menfügung wird dort nur für B=R (falls R Aussage) bzw. 
B _(R)2 erwähnt, wobei man dies - dem Induktionsbeweis 
entsprechend - auch auf alle Komponenten von R beziehen muß. 
Da in 1f 

I 

das Segment u nicht mehr auftritt, gilt entweder 
f Cfr1

) Lf (7T) ( wenn CJ das einzige maximale Segment vom 

Rang yOr)war) oder yCTr1)=1Ur> und ;LCfr')Litrr)(da ein maxi
males Segment vom Rang JCTr) weniger auftrittj. In beiden 
Fällen folgt aus der Induktionsvoraussetzung die Bebaup~ 
tung. 



- 108 -

Fall b) cr-- hat Länge >1, besteht also aus mehreren Vor
kommen einer Aussage F. F muß am Schluß von <J'-' als Konklu
sion der Anwendung einer B-Regel vorkommen, die zugleich 
Hauptprämisse der Anwendung einer weiteren B-Regel ist. 
F tritt in "Tr also so auf: 

(_,q[bJ\ LP.11···,A • ..)1: 
""f • 

. . • l ~) L.~°'"I (Ail ·· · 1 i\.J]: 

"f 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

.S(A11 • .. , A„J 
(-c).S-A--------------------....:....--- "f' 

]-~'&'-L --------------:------------------
6-

Dabei sind die (mit G endenden) Ableitungen der 

Nebenprämissen der Anwendung der B-Regel, deren Hauptprämisse 
Fist. Dies formen wir so um: 

- -. ~ 

- ~ ~l1)[ti.,.lA~1 ... ,A .. { 

-=F 
•••• 

+ 
+ 
+
+
-+--

; l-t) [ß,.(>.'\1 ••• 1 t,...._ )] ; 

-r 
l-Re.J,t. ---------

G- .SCAw •· ,>-• .) 
01)..S-ß-------------------------------

T' gehe aus 1r durch Ersetzung dieser Ableitungsstücke 
hervor. lf I hängt dabei gegenüber 7r von keinen neuen An
nahmen ab. f(T 1)=y(V)gilt, weil F weiterhin als Glied 
eines maximalen Segments vom Rang f(F)auftritt. Jedoch 
gilt: ll 1r') ~1C.7f) , da <:r gekürzt wird. Dabei beachte 

man, daß das mehrfache Auftreten von 

ill.lf) nicht vergrößert, da = -
-- - -
nach Wahl von 

a-' kein Aussagenvorkommen enthalten kann, das zu 
einem maximalen Segment vom Rang y(rr) gehört. Damit 
kann auch die (mit den untersten Aussagenvorkommen von 

zu einem Segment gehörende) Konklusion G der 
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Anwendung einer B-Regel nicht zu einem maximalen Segment 
vom Rang p(lf) gehören; es ist also unwesentlich, daß das 

(bzw. die) Segment(e), zu dem G gehört, aufgespalten wird 
in Segmente, die um ein Glied länger sind. Mit Induktions
voraussetzung folgt die Behauptung. 

Eine Ableitung heißt normal, wenn sie keine maximalen Seg

mente und keine redundanten Anwendungen von B- Regeln 
enthält. 

Der Begriff der Normalität drückt aus, daß eine Ableitung 
keine 'überflüssigen' Regelanwendungen enthält, ins
besondere keine 'Umwege' macht. 

Satz 7-7 
A aus .6. 
A aus .6. 

(Normalisierungssatz) Jed~ K~-Ableitung von 
läßt sich in eine normale Ki-Ableitung von 

umformen. 

Beweis Man wende zunächst die im Beweis von Lemma 7.6 an
gegebene Konstruktion zur Elimination maximaler Segmente 

und dann die im Beweis von Lemma 7.5 angegebene Konstruk
tion zur Elimination redundanter Anwendungen von B-Regeln 
an. Letztere erzeugt keine neuen maximalen Segmente. 1 ) 

Ein Pfad2 ) in einer normalen Ableitung/) ist eine 

Folge A1 , ••. ,An von Aussagenvorkommen aus lf , für die 
gilt: 

1) Durch die Beweise der Lemmata 7.5 und 7.6 sind keine ein
deutigen ~mformungsverfahren gegeben, so daß die resultierende 
normale K..n._-Ableitung nicht eindeutig bestimmt ist. POTTINGER 
1976 gibt ein Beispiel für verschiedene sieb nach dem Verfah
ren von PRAWITZ (1965) (an das wir uns oben angeschlossen haben) 
aus einer Ausgangsableitung ergebende normale Ableitungen und 
formuliert selbst eine Verschärfung des Normalisierungsver
fahrens, die zu eindeutigen Resultaten führt. Für uns ist 
dies jedoch nicht wesentlich; wir benötigen nur das Ergebnis, 
daß sich überhaupt eine normale Ableitung effektiv konstruie
ren läßt. 
2) Im Gegensatz zu PRAWITZ' (1965) Definition von "path" be
schränken wir den Begriff "Pfad" auf normale Ableitungen. 
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1) A1 ist ein oberstes Aussagenvorkommen in lr, das nicht 
durch Heranziehung einer Annahme zustandegekommen ist, die 
später bei Anwendung einer B-Regel wieder gelöscht wird. 
2) Für alle i (1 6 i..::. n) ist Ai nicht Prämisse einer An
wendung einer Annahmeregel, die später bei Anwendung 
einer B-Regel wieder gelöscht wird, und entweder 
2a) Ai ist nicht Hauptprämisse einer Anwendung einer B

Regel,und Ai+1 ist das unmittelbar unter Ai stebeade Aussagen .... 
vorkommen, oder 

2b) Ai ist Hauptprämisse einer Anwendung einer B-Regel und 
Ai+1 eines der Aussagenvorkommen, die Konklusion einer An
wendung einer solchen Annahmeregel sind, die bei der vor
liegenden Anwendung der B-Regel gelöscht wird. (Solche 
Aussagenvorkommen existieren bei normalen Ableitungen immer, 
da diese keine redundanten Anwendungen von B-Regeln enthalten.) 
3) A:n ist Pränlisse einer Anwendung e i:E:er Annahmeregel, die 
später bei Anwendung einer B-Regel wieder gelöscht wird, 
oder An ist das unterste Aussagenvorkommen von T. 

Ein Pfad beginnt also mit einem obersten Aussagenvorkommen 

von 1r , falls dieses nicht durch Heranziehung einer Annah
me zustandegekommen ist, die später bei Anwendung einer 
B-Regel wieder gelöscht wird, geht dann solange zum nächst
tieferen Aussagenvorkommen über, bis dieses entwe:der 
Hauptprämisse einer Anwendung einer B-Regel oder Prä-
misse einer Anwendung einer solchen Annahmeregel, die 
später bei Anwendung einer B-Regel wieder gelöscht wird, 
oder das unterste Aussagenvorkommen von 1r ist. In den letz
ten beiden Fällen endet der Pfad. Im ersten Fall geht er 
über zur Konklusion einer Anwendung einer Annahmeregel, 
welche bei der vorliegenden Anwendung der B-Regel gelöscht 
wird. 

Ein Hauptpfad oder Pfad 0. Ordnung in einer normalen Ab
leitung lr ist ein Pfad, der mit dem untersten Aussagenvor
kommen von T endet. Ein Pfad (n+1 )-ter Ordnung ist ein Pfad, 
dessen letztes Glied in lT unmittelbar über einem Aussagen

vorkommen steht, das zu einem Pfad n-ter Ordnung gehört. 
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Lemma 7-8 Sei A1 , ••• ,An ein Faden vonlf. Für alle i,j 
mit 1~iLj~n gilt: Aj gehört zum selben Pfad wie Ai oder 

zu einem Pfad kleinerer Ordnung als Ai. 

Beweis Da der Beweisbaum lr sich von unten nach oben ver

zweigt, ist jedem Faden A1 ~•··,An eineindeutig ein ober
stes Aussagenvorkommen A1 in 7f zugeordnet. Diese obersten 
Aussagenvorkommen können wir von links nach rechts durch
nummerieren, so daß jedes oberste Aussagenvorkommen A eine 
natürliche Zahl erhält. Diese Zahl bezeichnen wir als Index 

des Fadens A1 , ••• ,An. Wir beweisen die Behauptung durch 
Induktion iiber diesem Index. 
Ist er 1,dann ist A1 , ••• ,An der "linkeste 11 Faden in 1f, Ai 
kann also nicht Hauptprämisse der Anwendung einer B-Regel 
sein (weil es sonst noch links neben A. stehende Nebenprä-1 . 

missen geben würde). Falls Ai+1 also nicht zum selben Pfad 

gehört wie Ai, ist Ai das letzte Glied eines Pfades, Ai+1 
gehört also als das in II unmittelbar unter Ai stehende 
Aussagenvorkommen zu einem Pfad kleinerer Ordnung. Durch 
(j-i)-fache Anwendung dieser Argumentation erhält man die 

Behauptung für Aj. 
Ist der Index. ·des Fadens >1 und gehört Ai+1 nicht zum selben 
Pfad wie Ai, dann ist Ai entweder das letzte Glied eines 
Pfades und man argumentiert wie vorher. Oder Ai ist Haupt
prämisse der Anwendung einer B-Regel, das im Pfad auf Ai 
folgende Glied Aist also Konklusion der Anwendung einer 
Annahmenregel, die bei Anwendung dieser B-Regel wieder 

gelöscht wird: 

A· 
(~) J?,-Q~d .. --------,-------...:..,.,_ 

A. 
-i.+A 

Dann gehört A zu einem Faden mit kleinerem Index (weil es 
ein 11linkerer" Faden ist), der jedoch durch Ai+1 und damit 
durch Aj geht. Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf 
A (das ja zum selben Pfad wie Ai gehört) und Aj ergibt 
die Behauptung. [Exakter müßte man beim ganzen Beweis 
Paarinduktion führen über (s, k> , wobei s Index des 

Pfades und k=j-i.] 
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Ein Abschnitt A1 , ••• ,An eines Pfades lT in lf beißt Neben
abschnitt (wobei n=1 sein darf, also eingliedrige Abschnit
te zugelassen sind), wenn gilt: 
1) A1 ist nicht Konklusion einer Anwendung einer atomaren 
Grundregel oder einer Annahmeregel, es sei denn, die Stufe 
einer solchen Regel ist O (d.h. A1 ist das erste Glied von T) 
oder eine solche Annahmeregel wird bei Anwendung einer 
B-Regel gelöscht. 
2) A ist nicht Prämisse einer Anwendung einer atomaren n 
Grundregel oder einer Annahmeregel, es sei denn, An ist 
das letzte Glied von Tr • 

3) Falls n > 1, ist Ai für alle i mit 1 ~ i< n Prämisse einer 
Anwendung einer atomaren Grundregel oder einer Annahmeregel. 
4) Falls n=1, ist A1 ( -=An) das erste oder letzte Glied· V:JlD.lr• 

Ein Abschnitt A1 , ••• ,An eines Pfades ,r in lf heißt Haupt
abschnitt (wobei hier n=1 nicht zugelassen ist), wenn 
A1 letztes Glied einer Nebenabschnittes von ir ist, An 
erstes Glied eine~ Nebenabschnittes von -rr und kein A. 

1 
(1~i~n) zu einem Nebenabschnitt gehört. 

Hauptabschnitte sind also maximale Abschnitte eines Pfa
des, auf dessen Aussagenvorkommen keine Regeln außen 

()p&ra t o:r-G1Nlndre.g~e,ln ange.w-e nd0ert;· ,\-r'e-rae-n . N'e"b~na B schni-itt~ 

sind die zwischen den Hauptabschnitten liegenden Pfadstücke 
und umgekehrt, weh~i n&~ Endpunkt eines Nebenabschnittes 
zugleich Anfangspunkt eines Hauptabschnitttes ist Ul'ld der 
Endpunkt eines Hauptabschnittes zugleich Anfangspunkt eines 
Nebenabschnittes - mit zwei Ausnahmen: Das erste und letzte 
Glied des Pfades gehören immer zu einem Nebenabschnitt; zu 
einem Hauptabschnitt jedoch nur dann, wenn auch das zweite 
bzw. das vorletzte Glied ebenfalls zudiesemHauptabschnitt 
gehört (denn wir haben einelementige Hauptabschnitte nicht 
zugelassen). Enthält ein Pfad also k Hauptabschnitte, 
dann enthält er k+1 Nebenabschnitte. Wir können einen Pfad 
so in Abschnitte aufteilen: 

A 1· .. 1A-i 1 .. - ,A.;11 ... JA'\. 1···1Aj,1 
1 cJ ,i ll_,, o i. l. 

( 1) 
~ 1-11 '-------v------ 1-f L I.._____ 

fv„ N 
,,-.--, lt~ 

1. 
Dabei ist H. (1~i~k) der sieb 

1 . 
Nl(+11 von Aa- bis A , , erstreckende 

'\, <l..: 
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i-te Hauptabschnitt, Ni (1 ~ i ~ k+1) der i-te Nebenabschnitt. 
Wie gesagt kann N1 u. U. nur aus A1 bestehen, also A

1
-Aj 

sein~ ebenso kann u. U. A ::..AJ., sein. 1 
. n k 

Offensichtlich kann man einen Hauptabschnitt Heines Pfa-

des aufteilen in aufeinanderfolgende Segmente ~ 
1 
••• , c, ,.,__ • 

Wenn wir im folgenden ein ganzes Segment als Prämisse der 
Anwendung einer Regel bezeichnen, meinen wir damit sein 
letztes Glied (d.h. sein unterstes Aussagenvorkommen), wenn 
wir es als Konklusion der Anwendung einer Regel bezeich
nen, meinen wir sein erstes Glied (d.h. sein oberstes 
Aussagenvorkommen). Wenn wir ein Segment als Subaussage 
eines anderen Segments bezeichnen, meinen wir die Aussa
gen, aus deren · (evtl. mehrfachem) Vorkommen die betref
fenden Segmente bestehen. 

Aus den Definitionen von "Pfad" und "Hauptabschnitt" er
sieht man, daß man im Hauptabschnitt eines Pfades immer 
von Aussagen zu Subaussagen bzw. von Subaussagen zu 
Aussagen übergeht. So sind gerade diese Definitionen kon
struiert worden. Genaueres dazu sagt das folgende Lemma: 

Lemma 7.9 Sei H Hauptabschnitt eines Pfades in einer nor
malen Ki-Ableitung lf. Sei c-1 , .• , 1 G"°"\. die Folge der 
Segmente, aus denen H besteht. Dann gibt es ein "minimales" 
Segment cr-i- (1 6i ~n), so daß gilt: 

(i) Für jedes j (1 ~ j ...::.i) ist ~ fü~.uptprämisse einer An
wendung einer B-Regel und cr'i+-i ist Kl-Subaussage von er! • 
( ii) Für jedes j ( i 6 j L.. n) ist ~ Prämisse einer An

wendung einer E-Regel und ~ ist K~-Subaussage von ui+" • 
<r_.,, ••• J G',,;,. heißt auch Beseitigungsteil; G"',t1 ••• ) O'~ auch 

Einführungsteil von H. 

Beweis Alle u3 , die Hauptprämissen der Anwendung von B
Regeln sind, gehen in Hallen G"k, die Prämissen der Anwen
dung von E-Regeln sind, voran. Sonst gäbe es ein ~, so daß 
G"d Prämisse der Anwendung einer E-Regel, cr~H jedoch 

Hauptprämisse der Anwendung einer B-Regel ist. (Man beach
te dabei, daß in einem Hauptabschnitt eines Pfades keine 
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atomaren Grundregeln oder Annahmeregeln angewandt werden.) 
Ein solches cri wäre ein maximales Segment, im Widerspruch 
zur Normalität von lf .Die Aussagen über Subaussagen 
sind trivial. 

Sei 7r eine Ableitung. Eine Anwendung einer Annahmeregel 
R gebt in der Anwendung einer Annahmeregel R' unmittelbar 
auf, wenn diese Anwendung von R durch Anwendung von R' ge
löscht wird. Eine Anwendung von R geht in einer Anwendung 
von R' auf, wenn es Anwendungen von Annahmeregeln R1 , ••• , 
Rn gibt, so daß die Anwendung von R in derjenigen von R1 , 
diejenige von R1 in derjenigen von R2 , ••• , diejenige von 
Rn in derjenigen von R' unmittelbar aufgebt. 

Lemma 7.10 Wenn eine Anwendung von R in einer Anwendung 
von R' aufgeht, so sind alle Kk-Subaussagen von Rauch 
solche von R'. 
Beweis trivial. (Man beachte, 
konkrete Regeln sind.) 

daß Annahmeregeln immer 

Lemma ?.11 Wenn eine Annahmeregel R bei Anwendung einer 
(nicht notwendigerweise konkreten) Regel R' gelöscht wird, 
so gehört jede Prämisse der Anwendung von R jeweils mit 
der Konklusion der Anwendung von Rund der Konklusion 
der Anwendung von R' zu demselben Faden. 
Beweis trivial. 

Jetzt können wir das Subaussagenprinzip beweisen: 

Beweis von Satz 7.2 Wir behaupten, daß wir als lr' eine 
nach Satz 7. 7 zu lf existierende normale Ableitung wäh

len können. Wir zeigen also: Sei lf' normale Kl_-Ablei
tung von A aus 6. • Dann ist jede in lf1 

vorkommende 
nichtatomare Aussage eine Kl.-Subaussage von ß oder A. 
Da jede in lr1 vorkommende Aussage in mindestens einem 
Pfad vorkommt, genügt es, die Behauptung für alle Pfade 
zu zeigen. Sei~ ein Pfad der Gestalt (1) : 
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AA)"•JA,i,,.1•··1A1~)''•1Ai • )A-, A, A Ä 
o., a., ~l. 1 • • a 1 • • • • • 1 4 1 • • • 1 "' 1 1 • • • l -n. 

1. '< "k 
L-------....1 

~H~~H~'--- Hk 
~ ~ -.J ~~--~r-

N ~ + -'1 
(Vgl. auch die Bemerkungen dazu oben s. 112f. ) 

Nach Lemma 7.9 gilt: Alle in den H
6 

(1~s~k) vorkommenden 
Aussagen sind Kl-subaussagen von Ai" oder A i.s' . Es genügt 
also zu zeigen: 

( •) Alle in den N! ( 1 ~ s ~ k+1) vorkommenden Aussagen si:m.d 
atomar oder K..o...-Subaussagen von A. oder A. 

Falls Nk+1 nur An enthält und 1r Hauptpfad_ist, ist An 
mit A identisch, also An trivialerweise KJi,-Subaussage von 
A oder A. In allen anderen Fällen sind die in Ns (1 ~ s ~k:+-1) 

vorkommenden nichtatomaren Aussagen Brämisse oder Konklu
sion der Anwendung von Annahmeregeln. Für Nebenabschnitte, 
die aus mehr als einem Aussagenvorkommen bestehen, folgt 
dies sofort aus der Definition von "Nebenabschnitt". Be
steht N1 nur aus A1 , wobei A1 nicht atomar, kann A1 nur 
durch Heranziehung von A1 als .Al!mahm-e::e~ge.l ab:gel?-e.i tet wor,den 
sein. Enthält Nk+1 nur An und ist ,r kein Hauptpfad, so ist 
An Prämisse einer Anwendung einer Annahmeregel, da Pfade der 
Ordnung > O nur so enden können. 

Sei Reine Annahmeregel, deren Prämisse oder Konklusion einer 
bestimmten Anwendung in ein Ns (1 ~ s ~ k+1) fällt. Wenn R 
schon Glied von A ist, dann .ist für die Prämisse oder Kon
klusion der betrachteten Anwendung nichts mehr zu zeigen. 

.) 

Wenn die Anwendung von Rinder Anwendung einer anderen Regel 

R' aufgebt, die Glied von b. ist, ist wegen Lemma 7 .10 nichts 

mehr zu zeigen. Einzig übrigbleibender Fall ist , daß die 

Anwendung von R oder die Anwendung einer Regel R' , in der 

die Anwendung von R aufgeht, bei Anwendung einer E- oder 

B~Regel gelöscht wird. Wegen Lemma 7.10 ist es ausreichend, 
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nur solche Regeln zu betrachten, die bei Anwendung einer 

E- oder B-Regel gelöscht werden, also zu zeigen: 

(••) Sei Reine Annahmeregel, deren Prämisse oder Konklusion 
einer Anwendung in ein N

8 
(1 6- s ~ k+1) fällt, wobei diese 

Anwendung von R bei Anwendung einer E- oder B-Regel ge
löscht wird. Dann sind alle Ki,-Subaussagen von Rauch 
solche von A oder A. 

Wir können uns nun weiterhin die Betrachtung solcher Annahme
regeln R sparen, die bei Anwendung einer B-Regel gelöscht 

werden und deren Konklusion (R) 2 zu ir gehört. Denn dann 
gehören die Prämissen der Anwendung von Rund damit auch 
die Prämissen oder Konklusionen von Regelanwendungen, die 
in der Anwendung von R aufgehen, nicht zu 7f , sind also 
für die Behauptung(*) nicht relevant. Da ferner in diesem 
Fall (R)2 in -ir auf eine Hauptprämisse der Anwendung einer 
Beseitigungsregel folgt, also auf jeden Fall zu einem Haupt
abschnitt gehört, kann (R) 2 nur dann auch zu einem Neben
abschnitt gehören, wenn (R) 2 Prämisse der Anwendung einer 
atomaren Grundregel oder einer weiteren Annahmeregel R' 
ist. Falls (R) 2 atomar ist, ist nichts zu zeigen; falls 
(R) 2 Prämisse der Anwendung von R' ist, ist für (R) 2 
nichts mehr zu zeigen, falls man(**) für R' beweisen 
kann. An Anwendungen von Annahmeregeln R, die bei Anwendung 
einer B-Regel gelöscht werden, interessieren uns also nur 
die, deren Konklusion nicht zu ir gehört, d. h. von denen 
eine Prämisse zu 1T gehört. Es reicht also aus zu beweisen: 

(•••) Sei Reine Annahmeregel, deren Prämisse oder Konklu- · 

sion einer Anwendung in ein N
8 

(1~ s= k+1) fällt, wobei 
diese Anwendung von R bei Anwendung einer E-Regel ge
löscht wird, oder deren Prämisse einer Anwendung in 
ein Ns ( 1 ~ s~ k+1) fällt, wobei diese Anwendung von 
R bei Anwendung einer B-Regel gelöscht wird. 

Wir beweisen ( •• •) durch Induktion über der Ordnung von T. 
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Sei,r Hauptpfad. Dann kommt nur der Fall in Frage, daß R bei 
Anwendung einer E-Regel gelöscht wird. Wir führen (innerhalb 
des Induktionsanfanges) eine Induktion über (k+1)-s, wobei 
s die Nummer des Nebenabschnittes Ns ist, in den die Prä
misse oder Konklusion der Anwendung von R fällt. Der Fall 
(k+1)-s;s0, d.h. s=k+1 kann gar nicht auftreten: Denn die 
Konklusion der Anwendung der E-Regel, bei der R gelöscht 
wird, müßte wegen Lemma 7.11 und Lemma 7.8 zu ,r gehören. 
Das kann aber nicht sein, da Konklusionen der Anwendung 
von E-Regeln nur in Haptabschnitten auftreten können, auf 
Nk+1 jedoch kein Hauptabschnitt mehr folgt. Sei (k+1)-s>O: 
Wegen Lemma 7.11 und Lemma 7.8 muß in T die Konklusion 
S( B1 , ••• , Br_) der Anwendung einer E-Regel vorkommen, bei 
der R gelöscht wird •. S(B1 , ••• ,Br) muß in einem Hauptabschnitt 
H

8
, vorkommen, der aus Ns folgt, also s'~ s. Weiterhin ge

hört S(B1 , ••• ,B~) zum Einführungsteil von H
8
,, ist also 

i K..n.-Subaussage 
aussage 
klusion 
fallen. 

einer 
einer 

eines Aussagenvorkommens von Ns'+1 , das Sub
Annahmeregel ist, deren Prämissen oder Kon
Anwendung in ein N

8 1 , mit s' ' > s' ( ~ s) 

Sei T Pfad der Ordnung o>O. 
Fall a) R wird bei Anwendung einer E-Regel gelöscht. Falls 
die Konklusion S(B1 , ••• ,Br) der Anwendung dieser E-Regel 
noch zu ,r gehört, dann argumentiert man wie vorhin. Falls 
sie nicht zu II gehört, dann gehört sie nach Lemma 7.8 zu 
einem Pfad T' kleinerer Ordnung, für den nach Induktions
voraussetzung S(B1 ,~ •• ,Br) schon Kl-subaussage von A oder 
A ist. 1 ) 

Fall b) R wird bei Anwendung einer B-Regel gelöscht. Dann 
gehört die Konklusion (R) 2 der Anwendung voa R· zu einem 
Pfad 7T' der Ordnung o-1. Nach Definition von "Pfad" muß 

============ 

1) G~nauer müßte man sagen: S(B1 , ••• ,B) ist Kli,-Su.baussage 
einer konkreten Regel R', deren Prämissen.oder Konklusion 
einer Anwendung zu lrt gehören und de1en Ki_-Subaussagen 
daher nach Induktionsvoraussetzung K.Q..-Subaussegen von A. 
oder A sind. 
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in lF' dem Aussagenvorkommen (R)2 die Hauptprämisse S(B1 , ••• , 
Br) der B-Regel vorhergehen, aufgrun~ deren Anwendung R 
gE:löscht wird. Nach Definition von11K1;,;-Subaussage" sind alle 
Kli._-Subaussagen von Rauch solche von S(B1 , ••• ,B ). Nach 

. r i 
Induktionsvoraussetzung ist nun S(B1 , ••• ,Br) schon KA-Subaus-
sage von ß oder A. 1 ) 

Damit haben wir nachgewiesen, daß Folgen ~ s
1 1 ••• J ~ 5t 

von Operator-Grundregelsystemen nicbtkreativ sind. Der 
zweite Hauptpunkt dieses §en ist der Nachweis der Ein
deutigkeit von Operator-Grundregelsystemen~. Dazu 
nutzen wir aus: 

Satz 7.12 S und S' seien n-stellige Operatoren aus.Q. 
Die Vorderregeln der S-E-Regeln seien mit denen der 
S'-E-Regeln identisch (d.b. S und S' haben 'dieselben' 
Grundregelsysteme). Dann ist 

S(p1, ••• ,Pn) 4=:> S' (p1, • • • ,Pn) 

in K.n.. ableitbar. 

Beweis Wenn die S-E-Regeln die Gestalt 

(3) 

~JP1,··•,Pn)~S(p1,·••,Pn) 

haben, dann muß die S'-B-Regel die Gestalt 

(4) ll"(p1 , ••• ,pn)9p; ••• ; ~(p1 , ••• ,pn)~p;S'(P1,··•,Pn) ~P 

haben. Aus (3) und (4) ergibt sich, wenn man beliebige 
Aussagen A1 , ••• ,An für p1 , ••• , Pn und S(A1 , ••• ,An) für 
p einsetzt: 

S' (A1 , ••• , An) l K...n.. S (A1 , ••• , An) , 

============= 
1) Siehe Anm. s. 117. 
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d.h. die Ableitbarkeit von 

S'(p1,•••,Pn) ~ S(p4,··•,Pn) 

in K..n_. Die andere Richtung ergibt sich, wenn man von 
den S'-E-Regeln und der S-B-Regel ausgeht. 

Um daraus die Eindeutigkeit gewinnen zu können, benöti

gen wir noch zwei Ersetzungstheoreme, nachdem es in den 
Ersetzungstheoremen I und II nur um die Ersetzung von 

Regeln (bzw. Regelsystemen) in Regeln (bzw. Regelsystemen) 
und nicht von Teilaussagen in Aussagen ging. 

Satz 7.13 (Ersetzungstheorem III) O[A] sei eine KJ'l..-Aus

sage, in der an einer Stelle Aals Teilaussage vorkommt. 
O[B] sei das Ergebnis der Ersetzung dieses Vorkommens von 
A in O(A] durch B. Dann gilt: Falls A-:-o-lf-B, dann 
O[A]-H---O[B]. K_n_ 

~ 

Beweis Induktion über rg(O[A]). 

Sei rg(O(A])=O. Dann ist O[A] atomar, also O[A] mit A 

identisch. Damit ist die Behauptung trivial. 

Sei rg(O[A])>O. Dann ist O[A] -=:s(A4,···,o'(A], ••• ,An), 
wobei S zu S2.. gehörender Operator und O'[A] Aussage, in der 
A an einer Stelle als Teilaussage vorkommt. (Diese Schreib

weise soll auch den Fall einschließen, daß O'[A) an erster 
oder letzter Argumentstelle steht.) Da wegen der Fundiert-

heit der Relation "ist unmittelbare Subaussage von" (vgl. 

oben S. 100f.) aufgrund der Rangdefinition jede echte 
Teilaussage einer Aussage von kleinerem Rang ist als die
se, gilt rg(O'[A])..c:::..rg(O[A]), und daraus nach Induk
tionsvoraussetzung: 

(5) O'[A]-l!-0 1 [B] 

Es seien 
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.6.1 (p1 ' • . • , Pn) ~S(p1' • • · , Pn) . 
(6) 

6mCP1 ' • • • , Pn) ~S(p1 , ••• , Pn) 

61CP1 , • ••,Pn)'9Pi• ·· ; lim(P1, ··•,Pn)~p;S(p1 , • •• , pn) ~P 

die S-Grundregeln. Wir zeigen : 

(7) 6i(A1 , · · · , o•[A], •• • ,An)--H-li i(A1 , ·· · , o '(B], • •• , An ) 

für a 11 e i ( 1 ~ i ~ m) • 
Daraus ergibt sich mit den S-Grundregeln (6) die Behaup
tung: 

S ( A 1 , ••• , 0 ' [A] , • • • , An ) -H-- S ( A1 , •• • , 0 ' [ B] , ••. , An ) • 

Beweis von (7): 

Es ist zu beachten, daß O' [A] in ~i(A,p·· · , O'[A] , •• • , An) 
mehrfach vorkommen kann, so daß man gegebenenfalls mehr
fache Ersetzungen vornehmen muß . 

Jedes Vorkommen von O'[A] in b.i(A1 , ••• ,0'(A], •• • An) ' das 
unmittelbare Teilaussage dieses Regelsystems ist , läßt sieb 
wegen (5) nach dem Ersetzungstheorem II(Satz 4 . 5) durch 
0 ' [B] ersetzen. 
Falls S kein Junktor ist , braucht n icht jedes Vorkommen 
von O' [A] in 6i (A1 , • •• , O' [A] , ••• ,An) unmittelbare Teilaus
sage von ßi(A1 , ••• , 0'[A] , • • . An) zu sein. Ein solches Vor
kommen ist j edoch echte Teilaussage einer unmittelbaren 
Teilaussage C von ßi(A1 , • • • , 0'[A] , • • • An) . C ist damit als 
Aussage , in der O'[A] a l s echte Teilaussage vorkommt, selbst 
eine Aussage , in der Aals echte Teilaussage vorkommt , wir 
können also C notieren als 0 ' ' [A]. De weiterhin gilt: 
rg(O ' ' (A])4(.rg(O(A]) , erhält man mit Induktionsvoraus
setzung: 0 ' ' [A] -""1f--- 0 ' ' [B] , kann also auch in diesem Fall 
das Ersetzungstheorem II (Satz 4.5) anwenden . 
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Satz 7.14 (Ersetzungstheorem IV) R(A] sei eine konkre

te K..n.-Regel, in der an einer Stelle Aals Teilaussage 
vorkommt. R[B] sei das Ergebnis der Ersetzung dieses Vor
kommens von A in R[A] durch B. Dann gilt: Falls A~f--B, 
dann R(A]---U--R[B]. ~ 

K..Q. 

Beweis Kommt A in R[A] als unmittelbare Teilaussage vor, 
dann folgt die Behauptung aus Satz 4.5. Kommt A in R[A] 

als echte Teilaussage einer unmittelbaren Teilaussage C 
vor, also c=o[A], dann ergibt sich aus Satz 7.13: 
(8) O[A]""11-- O[B] • 
Man wende nun Satz 4.5 unter Benutzung von (8) al s Voraus
setzung an. 

Damit läßt sich das zweite Hauptresultat dieses §en be
weisen: 

Satz 7.15 Seien S,S' Operatoren aus.n. Die Vorderregeln 

der S-E-Regeln seien mit den Vorderregeln der S'-E-Regeln 
identisch. Sei R[S] eine konkrete K..n.-Regel, in der an einer 
Stelle S vorkommt. R[st:J gebe aus R(S] durch Ersetzung dieses 
Vorkommens von S durch S' hervor. Dann gilt: R[S)--4/--R[S 1 ]. 

~ 
Beweis Der in R[S 1 ] durch S' ersetz~Operator S kommt 
in R[S] so vor, daß S der zu einem Operat S(A1 , ••• ,An) 
gehörende Operator ist, wobei S(A1 , ••• ,An) Teilaussage 
von R(S] ist. An entsprechender Stelle kommt S'(A1 , ••• ,An) 
in R[S'] als Teilaussage vor. Man kann also R(S] als kon
krete Regel auffassen, in der S(A1 , ••• ,An) als Teil aussage 
vorkommt, und R[S 1

] als diejenige konkrete Regel, in der 
dieses Vorkommen von S(A1 , ••• ,An) durch S'(A1 , ••• ,An) 
ersetzt worden ist. Da na:ch -Sat'Z 7."'12 gilt: 
S(A , ••• ,A ) --U--S '· (A1 , ••• ,An) , folgt mit Satz 7 .14 die 

1 n K 
Behauptung. ~ 

Damit ist gezeigt, daß Folgen von Operator-Grundregel
systemen der in§ 6 angegebenen Gestalt die in§ 5 
von uns geforderten beiden Adäquatheitsbedingungen er

füllen. 
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§ 8. Die Operatorenvollständigkei t des Systems "v ~ 

Wir wollen nun zeigen, daß sich jeder Operator S, der 

durch die in§ 6 entwickelten E- und B-Regeln gegeben 

ist, auf drei Standardjunktoren A, v
1 
•, deren Regel

systeme unten noch anzugeben sind, zurückführen läßt, 

und zwar in folgendem Sinne: 

Satz 8.1 Sei 

Z:5 l • • • J 2.. 5 
-\ .Jl.. 

ll. System von Operatoren s1 ••• Se.. und sei 

methodisch zulässig filr ..Q • Dann gibt es 

zu jedem n-stelligen 

F(p1 , •.. ,pn), so daß 

Operator S aus ..0. eine 

gilt: 

S(p1,•••,Pn)#F(p1,•••,Pn) 

ist in KAv• n. ableitbar. 

Beweis siehe unten S. 12'7f,. 

"v --4 -Formel 

D.h.: Jeder Operator aus .D.... ist in K/\V•..Q durch eine 

Av • -Formel explizit definierbar. Aufgrund von Erset

zungstheorem IV (Satz 7.14) kann man dann jeden von A,v
1 

• 

verschiedenen Operator in K~v • .J2... aus allen Ableitungs

beziehungen eliminieren. Das Resultat von Satz 8.1 be

zeichnen wir auch als Operatorenvollständigkei~)des 

Operatorensysterns A~• im Unterschied zur semantischen 

Vollständigkeit eines formalen Logikkalküls (vgl. § 9). 

In§ 6 sprachen wir schon von der expliziten Definierbar

keit eines Operators S durch ein Regelsystem, wenn S 

als einzige E-Regel 

6.( P 1 ' • • • ' P n ) ~ S ( P 1 ' • • • ' P n ) 

hatte, wenn also die S-Grundregeln gleichwertig waren mit 

S ( p 1' ••• 'Pn) ~> ß( P1' ••• 'Pn). 

Im Unterschied dazu ist in Satz 8.1 von der Definierbar

keit aller von A 1 V 1 • verschiedenen Operatoren durch 

Formeln F(p1 , ••• ,pn) und nicht nur durch Regelsysteme 

6.(p1 , ••• ,pn) die Rede, also eine stärkere Form der Defi

nierbarkeit behauptet. Da jede Definierbarkeit durch 

Formeln zugleich eine durch Regelsysteme ist - denn jede 
====- =-== 
1) In Analogie zur Rede von der "funktionalen Vollständigkeitn 
in der klassischen Logik.- Es ist selbstverständlich nicht 
ausgeschlossen, daß es neben "v • noch andere operatoren
vollständige Systeme gibt. 
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Formel ist ein spezielles Regelsystem - würde aus Satz 

8.1 die explizite Definierbarkeit aller Operatoren durch 

Regelsysteme folgen, falls die Junktoren /\
1
v

1
• durch Re

gelsysteme explizit defini~rbar wären. Dies ist jedoch 

nicht der Fall. In§ 15 (vgl. besonders Satz 15.7) werden 

wir zeigen, daß v nicht durch ein Regelsystem explizit 

definierbar ist. 

Wir geben nun die :Regelsysteme für die Junktoren A, v, • 

an. Dabei wollen wir eine Ausnahme von der bisherigen 

Schreibweise machen und {p
1

" p
2

), {p
1 

v P
2

), {p
1 

• p2) 

statt l\(p
1

,p2 ), v(p
1

,p
2

), • <p
1

,p
2

) schreiben. Die 

Grundregelsysteme sollen lauten: 

¾ [

( /\ -E) 

( f\ -B) 

( V -E) 

( V -B) 

~--,, J <• -E) 

L <• -B) 

P1 'P2 =? (pl A P2) 

P1,P2~p;(p1AP2)~p 

{ P 1 ~(p1 V P2) 

P2 ='!>(p1 V P2) 

P1 ~P2 ~{p1 • P2) 

p 1 9 p 2 ,½, p ; ( p 1 7 p 2 ) ~p • 

Da A und -;1> nur einzeilige Systeme von E-Regen besitzen, 

sind nach Satz 6. 3 2" und z. gleichwertig mit 
-> 

bzw. 

(p1 7 P2 )~p1 9P2 

was nach unseren Vereinbarungen aus§ 4 dasselbe ist wie 

(p1" P2) 5> P1 

(p1/\ p2) 5>P2 

P1 ,P2 ~(p1 /\ P2) 

bzw. 
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Mit A-B und 7 -B sind also gleichwertig die Beseitigungs

regeln 

und 

die man aus den üblichen Formalisierungen des natürlichen 

Schließens kennt. Deshalb werden wir stillschweigend 

(1) und {2) als A-bzw. • -Beseitigungsregeln benutzen, 

meinen also künftig (1) bzw. (2), wenn wir in Ableitungen 

A -B bzw. • -B notieren. (1.) und (2) mit /\-B bzw. 

• -B identifizierend, können wir auch sagen, daß 

.;f'A. 
1 

~v , z.• Systeme von Regeln höchstens 2. Stufe sind. 

A, v,? heißen auch Konjunktor, Adjunktor, Subjunktor; 

Aussagen (A A B), (A v B), (A • B) auch Konjungat, Adjungat, 

Subjungat. Auf Klammern werden wir verzichten, wenn keine 

Mißverständnisse auftreten können. Ebenso werden wir bei 

mehrfachen Konjungaten und Adjungaten auf die Klammerung 

verzichten, schreiben also z.B. (A1 v A2 v A 3 ) • (A4 A A 5 /\ A 6 ), 

da man für /\ und v leicht die Assoziati vi tätsgesetze 

nachweist. 

Als Vorbereitung zum Beweis von Satz 8.1 ordnen wir 

jedem nicbtleeren System b,. von (nicht notwendigerweise 

konkreten)K.,,."-+....n.-Regeln eine K""~~Formel 6* zu: 

x• sei mit X identisch für Formeln X;. 

(R1 , ••• , R
8

-=;}X)* sei ((R1•~ ••• ARs*) • X) für eine Regel 
R1 , ••• , R

8 
=9 X , 

(R1 , ••• ,Rs)• sei (R1*A ••• ARs*) für ein aus den Regeln 
R1 , •.• ,Rs bestehendes Regelsystem. 

Wie man sofort siebt, ist A¼ eine Av• .Q-Formel, falls ß 
ein System von _Q-Regeln ist. 
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Lemma 8. 2 Sei R eine K""-:> .n.. -Regel, ß eine Belegung von R. 

Dann ist R•/) =Rß•. 

Beweis trivial. 

Lemma 8.3 Sei ~ nichtleeres Sys t em von konkreten KA-Regeln. 

Dann gilt: 6-ll-&~ 
~V• ...Q. 

Beweis Induktion über dem Aufbau von 6.. 
Ist D. Aussage, dann ist ß* mit 6. identisch, die Behaup

tung also trivial. 

Ist 1:::,.:::: R1 , ••• ,Rs ~ A , dann gilt nach Induktionsvoraussetzung: 

(3) R- -\\--R.* für jedes i (1 ~ i ~s). 
1 1 

Daraus folgt: 

R1,•••,Rs~\- R1*, ••• ,Rs* 

und daraus unter Verwendung der A-Grundregeln: 

( 4) R1 , ••• , R
8 

-l\- R1 * "•. •"'Rs"' • 

Daraus mit Satz 4.2 und Satz 4.3 (i): 

R1 , ••• ,R
8 

=!;>A ------H- (R1 * "· •• "Rs *) =? A 

und daraus mit den • -Grundregeln 

R1,, ••• ,R
8

9A-lf--(R1 *"··•"Rs*) • A, d.h. [). ... J,}-A-.. 

Ist ß""=:R1 , ... ,Rs, dann gilt nach Induktionsvoraussetzung:(3), 

woraus wieder (4) folgt. (4) besagt jetzt gerade: 6-J.'r-L..,_. 
QED 

Im folgenden Satz beweisen wir die explizite Definierbar

keit von Junktoren durch M • -Formeln. Di eses Resultat 

wird dann im Beweis von Satz 8.1 als Induktionsanfang 

dienen. 

Satz 8.4 Zu jedem n-stelligen Junktor Saus ..Q gibt es 

eine /\V • -Formel, so daß 

S(p1, • • • ,pn)#F(p1, • • • ,pn) 

in K-1v-:.,...Q_ ableitbar ist. 
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Beweis S habe die Grundregeln: 

.6~ P 1' • • • 'Pn) ~ 5 ( P 1 ' • • • 'Pn) 

ß,i(P1, • • •,Pn )9p; ••• ; 6.nfp1 ,•• • ,Pn ) 5)p;S(p1, ••• , Pn) "7p . 

Wir behaupten, daß wir für F(p1 , • • • ,pn) die Formel 

( 1::.,., ( P 1' • • • 'Pn ) ) • v • • • • v ( ~ P 1 ' • • • 'Pn ) ) • 

wählen können. Dies ist sicherlich eine "" • - Formel , 

da in einem System von Vorderregeln der E-Regeln eines 

Junktor s kein Operator auftreten darf . Wir müssen nun 

zeigen, daß für alle K AV --'!>-Q - Aussagen A1 , • •• ,An 

S ( A 1 , • • • , An ) ~ ( 6'\ ( A 1 , • • • , An ) ) • " • • • v ( ßw. ( A 1 , • • • , An ) ) • 

K AY->.J2.- ablei tbar ist . 

Wenn wir für feste · A1 , ••• ,An die Aussage (~JA1 , • • • ,An))• 

mit .0.: (1~ i ~ m) abkürzen, müssen wir also zeigen : 

( 5 ) S ( A 
1 

, ••• , An) --H-- 6..,/' v . .. v 4""' i;. 
K"v-)...n.. 

wobei der Nachweis von (5) unabhängig von der Wahl der 

A1 , ••• ,An sein muß . 

Beweis von (5 ) 

Richtung c:::: Aus den v-E-Regeln ergi bt sich (verallgemei

nert für mehrfache Ad jungate) : 

( 6) für jedes i (1 fa i ~ m) . 

Au s Lemma 8 . 3 ergibt sich : 

(7) A.:i,(A1 , ••• ,An ) \---11:..,~ für jedes i (1~i ~m) . 

Aus ( 6 ) und ( 7 ) : 

1':.,,_,(A1 , • •• ,An) ~f\ .. v . . . v~\\/' für jedes i ( 16 i ~m) . 

Daraus mit S- Beseitigung : 

S(A1 , •. • ,An)\- Li/ v • • . v 11.,,.,,,f

Richtung =:::J: Aus Lemma 8.3 ergibt sich 

f ür jedes i ( 1 ~ i ~ m). 



Daraus mit S-Einflihrung: 

(8) 'lf ~.;, f- S ( A 
1 

, ••• , A ) n 

- 12? -

für jedes i ( 1~ i ~ m). 

Aus der v-B-Regel ergibt sich (verallgemeinert für mehr

fache Adjungate}: 

( 9) A/ "'3>S (A1 , •• • , An}; ••• ; A"-" -9 S (A1 , ••• , An} ; ~ / v ..• v /J.,,,,._ • 

f--S(A 1 , ••• ,An). 

Aus (8) und (9) folgt mit Satz 4.1: 

~ 'lf- V ••• v 6w,Jf f---s ( A1, ••• , An). 

Dieser Beweis ist offensichtlich unabhängig von der Wahl 

der A1 , ••• ,An• 

Jetzt können wir Satz 8.1 beweisen: 

Beweis von Satz 8.1 

Wir führen Induktion über i, wobei Si der i-te Operator 

aus ..0.., d. h. wir zeigen filr jedes i ( 1 ~ i ~ ,t): 

Wenn für jedes j ( 1 ~ j L. i) S j durch eine AV7 -Formel 

ex?lizit definierbar ist, dann auch s1 • 
Da s1 ein Junktor ist, ist der Induktionsanfang mit Satz 

8.4 nachgewiesen. 

Wir nehmen also nun an, daß i > 1 ist. Wir müssen eine 

/\V--5>-Forrnel F.(p
1

, ••• ,p} angeben, so daß 
1. n 

Si (p1' ••• ,Pn )~F i (p1'. •. ,Pn) 

in KAV->A ableitbar ist. 

~~ habe wie üblich die Gestalt: 
'!, 

f:,,{p1,•••,P} =;;>S.(p1,•••,P) 
" n 1. n 

(10) 

h.....,_(p1' • • • ,pn) -:==p Si (p1' • • • ,pn) 

6." ( P 1 ' • • • ' P n ) ~ P ; • • • ; A,.,,, ( P 1 ' • • • ' P n ) 9 P ; Si ( P 1 ' • • • ' P n ) • P • 

Da z.5 J--•i ~s für .iL methodisch zulässig ist, können in 
1 {._ 

jedem Regelsystem .6...s(p1 , ••• ,pn) (1s. s~m) höchstens 

Operatoren S. mit j L: i auftreten. Nach Induktionsvor
J 

aussetzung gibt es nun für jedes solche Sj eine AV~-For-

mel F.(p1 , ••• ,p }, so daß 
J n 

S j ( P1' ••• 'Pn) ~ F j ( p 1' ••• 'Pn) 
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ableitbar ist. 

Unter sukzessiver Anwendung unserer Ersetzungstheoreme 

kann man also alle Sj (1:t=:.j<i) aus jedem ß__s(p 1 , ••• ,pn) 

(1 ~ s~ m) eliminieren, also für jedes s (1 ~ s ~ m) ein 

Rege 1 sys tem ~( p 1 , ••• , Pn) angeben, in dem außer 1\
1 

v 
1 
• 

keine Operatoren vorkommen und für das 

A_s(p1,··•,Pn) ~ 4s<p1,··•,Pn) 

in K""~.n. ableitbar ist. 
Aufgrund dessen ist (10) gleichwertig mit dem System 

X,.. ( P 1 ' • • • ' P n ) o/ Si ( P 1 ' • • • ' P n ) 

( 11) 

~( P 1 ' • • • ' P n ) '?" Si ( P 1 ' • • • ' P n ) 

wobei jetzt Z
5

<p1 , ••• ,pn) 

Operatoren enthält. 

( 1 ~ s = m) nur A, vl 7 an 

Analog zum Beweis von Satz 8.4 bilden wir jetzt die 

/\ V-> -Formel 
0 0 

(A11<P1,···,Pn))•v •••• v (~(p1,··•,Pn))• 

und können wie im Beweis von Satz 8.4 zeigen, daß diese 

Formel die gewünschte Eigenschaft hat, daß also für alle 

K /IV-;:, .n.. -Aussagen A1 , ••• ,An 
0 

Si (A1 , ••• ,An )<'.:_===p (b" (A1 , ••• ,An))• v ••• " 

in ableitbar ist. 

Aufgrund der Operatorenvollständigkeit des Systems Av• 

ergibt sich die Elirninierbarkeit aller von 

verschiedenen Operatoren in K"v->...n..: 

Satz 8.5 
C! 

Sei R konkrete K "'V->...Q-Regel. Sei R diejenige 

KAv • -Regel, die aus R dadurch herv~rgeht, daß man in 

R sukzessive jedes Vorkommen eines nicht mit 1\, v oder • begin

nenden Operats S(A1 , ••• ,An) durch die entsprechende nach 

Satz 8.1 existierende Aussage F(A1 , ••• ,An) ersetzt, bis 

kein von A 1v17 verschiedener Operator mehr auftritt. 

Dann gilt: 
0 

R-H--R • 
\,(_A\/7...i)_ 
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Beweis Ergibt sich durch mehrfache Anwendung von Satz 

8.4 und den Ersetzungstheoremen. Man muß sich vorher 

allerdings klar machen, daß die in der Formulierung des 

Satzes gegebene Kennzeichnung von§ eindeutig ist, daß 

es also auf ~ie Reihenfolge der Ersetzungen nicht ankommt. 

QED 

Mithilfe von Satz 8 . 5 läßt sich d ie Einbettbarkeit von 

K.n.. in KA"• beweisen . Umgekehrt läßt sich KA\/• in KA" -:> -.!l. 

einbetten. 

Satz 8 . 6 

(i) Seien R1 , •• • ,Rn konkrete K..n..- Regeln, A K..Q.- Aussage . 

~ 1 , ••• , ~n ' A seien entsprechende KAv • - Regeln wie in 

Satz 8 . 5 . Dann gilt: 

R1 , •• • , R ~A n '-11.. 
g. d . w. ·· 

(Einbettung von K..n.. in K""• 

(ii) Seien R1 , •• • ,Rn konkrete K"" • - Regeln, 

sage . Dann gilt : 

R1 , ••• ,Rn~A 
'A\/ 7 

(Einbettung von K 
Av-::,;, 

Beweis 

(i ) Zunächst gilt 

g . d . w. R1 , •• • , R \\(_ A 
n tw-:, .n.. 

in K"" ) • -).n_ 

( 12) R1 , ··· ,Rnll,{nA g . d.w . R1 , ··· ,Rnli., A 
_ .._ '4LI\V--j> 

Die Richtung von links n ach rechts ist trivial , die von 

rechts nach links folgt aus 

. .. /.se.> 2.J\,;["'1.z~, da Ai v t • 
kommen können, es sei denn, 

schon zu ..Q_ • 

der Nichtkreativität von .i..s J 
1 

nicht in R1 , ••• ,Rn,A vor-

/\ oder v oder • gehört 

Aus (12) folgt trivialerweise 

( 13) R1 , • • • ,Rn /lA..Jl..A g . d.w . R1 , . .• ,Rn/~ A 
/IV--,>...Q_ 

da es für die Deduktionss tärke eines Ka l küls unwesentlich 

ist , in welcher Reihenfolge man seine Grundregeln for

muliert . Da 1\v1• Junktoren sind , ist z."1Z:v
1
~

1
.z..5 1 •• • 

1 
'.:i_5 -1 (. 

für Av• S'L methodisch zulässig, KAv->..n.._ al so sinnvol l de-

finiert . Mit Satz 8. 5 folgt aus (13) : 
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R 1 , ••• , Rn h..<.-iL A g. d. w. 
0 ,o 0 

Da R1 , ••• ,Rn,A höchstens 

~ C 0 

R 1 ' • • • ' Rnl \(. A • 
AV7..Q. 

/\ 1 -.J1 • an Operatoren enthal-

ten, folgt hieraus mit der Nichtkreativität von 

~f., 1 ~ 1/ 1 '2,• 1 Z..5 J • ' • J z.. .5 • • 
..\ (., 

R '1 , ••• , Rn ~ A g. d. w. 
...a... . 

0 0 r 0 
R1 , ••• , Rn \{ A 

/\V--;> 

d.h. die Behauptung. 

(ii) Die Richtung von links nach rechts ist trivial, die 
/"', 

von rechts nach links folgt aus der Nie htkreativität __, 

von :i." 1 2-v 1 :i~, ~.s-1 1 ••• 1 
i 5.e., da R1 , • •• , Rn, A höchstens A1 v 

1 
~ 

an Operatoren enthalten. 

KAv
7 

ist nun ein Kalkül, dessen nichtatomare Grundregeln 

höchstens von 2. Stufe sind, wenn man beachtet, daß wir 

als /\-B-Regeln 

P1 /\ P 2 ~ P1 

P1 A P2 '7> P2 

und als --;>-B-Regel 

P1 --;:,>p2' P19 P2 

benutzen (s.o. s. 124 ). 

Damit ist K/\v~ jedoch noch kein Kalkül im Sinne des 

in§ 2 definierten GENTZENschen Kalkülbegriffs. Denn 

KAv • kann erstens atomare Grundregeln von höherer als 

2. Stufe enthalten, zweitens erlaubt der Deduktionsbe

griff von K/\v-> die Heranziehung und Löschung von 

Regeln beliebiger Stufe. Wir definieren nun einen Kal

kül KÄv• , der ein Kalkül im GENT ZEN sehen Sinne und mit 

K/\v • gleichwertig ist: 

K:V 7 sei ein Kalkül im Sinne von§ 2, der dasselbe 

Vokabular (d.h. Atome, Objektvariablen, Formeln, Aussagen) 

wie KAV • hat. Die Grundregeln von K;
11
• seien: 

1. alle nichtatomaren Grundregeln von KAv?, 

2. alle Regeln der Form (R) 1 • ~(R) 2 •, falls R atomare 

Grundregel von KM
7 

( • ist dabei zu verstehen wie oben 

S. 124 definiert). 
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Ki• heiße auch Kalkül der positiven Logik über K. 1 ) 

Die Gleichwertigkeit von Kt• mit K/\v-;:> wird in folgendem 
Satz formuliert: 

Satz 8.7 

( i) Für alle konkreteo K""• -Regeln R1 , ••• , Rn und K/\V? -

Aussagen A gilt: 

R1' • • • 'Rn] i--1-,-A 
''tw~ 

g.d.w. 

( Einbettung von K1,v...,, in K/v---:=> ) . 
R1 •, ••• ,Rn•1¼~ A• 

/\\J• 

(ii) Für alle Kt,~ ,,./ -Aussagen A1 , ••• ,An,A gilt: 

A 1 , ••• , An\\.\ • A 
/\V-:=:, 

g.d.w. A1, ••• ,A 1,\( A 
n ""• 

(Einbettung von K~
7 in Kl\v-::,> ). 

Beweis Die Länge einer Ableitung sei die Anzahl der in ihr 
auftretenden Aussagenvorkommen. 

(i) Richtung von links nach rechts: 
Induktion über der Länge von KAv• -Ableitungen 7T. 
a)lf bat Länge 1, also die Gestalt RA, wobei R atomare 

Anfangsregel oder herangezogene Regel 0. Stufe. Da K~v• 

und K~v• dieselben Anfangsregeln haben bzw. für Regeln 
0. Stufe gilt: R* _R, und ferner A • _A, gilt die Behaup

tung. 
b) wendet im letzten Schritt eine Grundregel R der Stufe 
~ 1 an. fR1 , ••• ,R } seien die Annahmen, von denen 11 ab-

n -
hängt, A unterstes Aussagenvorkommen von II • Falls Reine 
Operator-Grundregel ist, folgt die Behauptung sofort aus 
der Induktionsvoraussetzung, da alle nichtatomaren Grundre

geln von K/\v-> auch KÄv7 -Grundregeln sind. ( Prämissen 
und Konklusionen der Anwendung solcher Regeln sowie An
nahmen, die dabei gelöscht werden, sind immer Aussagen B, 
für die gilt: B-B•.) Falls R eine atomare Grundregel ist, 
die mit Belegung ß angewendet wurde, d.h. Rß-:::.R1 , ••• ,Rm ~A, 

============= 
1) Genauer müßte man von "positiver intuitionistiscber Logik" 
oder "positiver Minimallogik 11 sprechen, im Unterschied zur 
"positiven klassischen Lo~ik" in welch letzterer z.B. die 
Peirce-sche Formel ((p• q)• p) • p ableitbar wäre. Die einfache 
Bezeichnung "positive Logik" erscheint jedoch dadurch gerecht
fertigt, daß die klass i sche positive Logik eigentlich einen 
abgeleiteten Status bat, insofern sie ein Formalismus zur 
Ableitung der negationsfreien klassisch wahren Aussagen (bzw. 
klassisch allgemeingÜltigen Aussageformen) ist. 
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so muß schon 

R 1 , ••• , Rn, ( R i ) 1 J K ( R i ) 2 für a 11 e i ( 1 ~ i ...:. m) 
I\V-> 

gelten, wobei dafür eine kürzere Ableitung als 1f vorliegt. 
(Zur Mitteiiung der Vorderregeln von Rß wurden hochge
stellte Indizes verwendet, da tiefgestellt Indizes schon 
verbraucht sind.) Mit Induktionsvoraussetzung ergibt sich 
daraus: 

für alle i (1 ~iLm). 

Daraus mit • -E: 

R
1
•, ••• ,Rn•1 (Ri} •~Ri) • für alle i (1~i6m), 

KA~:,;, 1 2 

was dasselbe ist wie 

R 1 • ' • • • ' Rn·• ~ ( R i ) • 
~V-;;, 

für alle~ (1~i-:=m). 

!Slaraus mit /\ -E: 

( R 1 ) • /\ • • " I\ ( Rm ) • 

I // 
(Rß) • 

1 

Daraus ergibt sich durch Anwendung der zu R korrespon

dierenden Grundregel (R) 1 • ~(R) 2 • unter derselben Be-

legung f!> die Behauptung. (Man beachte R •f-> Rß•, Lemma 

8.2.) 

c) 1T zieht im letzten Schritt eine konkrete Regel Rj 
(1~j~n) der Stufe ~1 als Annahme heran, wobei {R1 , ••• ,Rn1 
wieder die Menge der Annahmen sei, von denen II abhängt 
und A das unterste Aussagenvorkominen von lf . 
Sei Rj = R1 , ••• ,Rm~A. Dann muß schon gelten: 

R1 , ••• ,Rn (Ri)1 1 t< (Ri ) 2 für alle i ( 1 ~ i~ m), 
AV 7 

wobei dafür kürzere Ableitungen als lf vorliegen. 

Daraus nach Induktionsvorraussetzung: 

R1•, ••• ,Rn •,(Ri)1•/ 4'. (Ri)2• 
KIIV • 

Daraus mit ---:;,-E: 

für alle i (1~i~m). 

R1 •, ••• ,Rn•jK• (Ri) 1 • • ·{R
1 ) 2 • für alle i )(1~is.m), 

l\.'J-f) 
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was dasselbe ist wie 

R1•, ••• ,Rn•IK.,,_ (Ri)• filr _alle i . (1 ~i ~m). 
/W 7 

Daraus mit A-E: 

R 1 • ' • •• ' Rn• / K 'f- ( R j ) 1 • 
1-v-> 

Daraus mit der Rj~zugeordneten Aussage R. • = (R . ) 
1 

• • A • 
J - J 

und mit • -B: 

R1 •, ••• ,Rn*'Rj•j ,.,. A•. 
K1w-:;, 

Dies ist die Behauptung, da Rj• in R1 •, ••• ,Rn• schon vor-
kommt. 

Richtung von rechts nach links: 

Induktion über der Länge von K~v• -Ableitungen \\. 
a)l! hat Länge 1 . Analog zu Fall a) der anderen Richtung 
zu behandeln. 

b) 7r wendet im letzten Schritt eine Grundregel der Stufe 

~1 an. {R1 *, ••• , Rn* ~ seien die Annahmen, von denen 7T ab
hängt , A* unterstes Aussagenvorkommen von 1r. Falls es 

sich um eine Operator-Grundregel handelt , folgt die Be
hauptung aus der Induktionsvoraussetzung, da alle Operator

Grundregeln von K~v"? auch KAv 7 -Grundregeln sind. Falls es 
sich um eine Grundregel der Gestalt (R)1•~(R)2• handelt, 

die mit Belegung ß angewendet wurde, so gilt schon 

R1 *,• •• , Rn*/ K ... :~--> (R)1 •ß , wobei dE!Cür eine kürzere Ablei

tung als Tr vorliegt. 

Daraus mit Induktionsvoraussetzung: 

R1 ,··~,Rn /K (R)1ß * 
/\ V-:;;, 

(Man beachte, daß (R)1 •ß (R)1ß• und (R)
1

ß• -::::(R)
1
ß••). 

Daraus mit Lemma 8.3: 

R1 ' • •• ,Rn h-- (R)1 ß ' 
!'\ V-;;c> 

und daraus durch Anwendung der K~v~-Grundregel R: 
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was wegen 
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beweisen war. 

c) Konkrete Regeln der Stufe ~ 1 können in K* -Ableitungen M-> 
nicht als Annahme herangezogen werden. 

( ii) Die KM-;,-Aussagen sind mit den KAv--:;, -Aussagen iden

tisch. Weiterhin gilt für KAv• -Aussagen A: A•=-A. 

Al so folgt die Behauptung aus ( i), wenn man K:117-Aussagen 

A1 , ••• ,An für R1 , ••• ,Rn einsetzt. 

Aus Satz 8.6 und Satz 8.J erhält man: 

Satz 8.8 

(i) Seien R1 , ••• ,Rn konkrete K.n._-Regeln, A Kn,-Aussage. 

Dann gilt: 

R1 , ... ,Rn}-~ A 

(Einbettung von K..n.. 

g.d.w. 

A1 , ••• ,A \\<.* A g.d.w. 
n ""~ 

0 0 0 

R1 •, ••• , Rn• ~ A • 
0 /\\/-

"R.• ,i._ <fabe,i zu. l.esen' als 
l. 

-Aussagen. Dann gilt: 

(Einbettung von K~• in KM• .. n_). 

Satz 8.8 drückt die vorläufige Quintessenz unserer Bemü

hungen aus. Wir waren ausgegangen von einer Verallgemei

nerung des GENTZENschen Kalkülbegriffs, indem wir nicht 

nur Regeln zweiter, sondern beliebig hoher Stufe betrach

teten, indem wir also die Heranziehung und Löschung von 

Regeln und nicht nur von Aussagen zuließen. Mithilfe 

dieses verallgemeinerten Kalkülbegriffs haben wir ein 

Schema zur Bedeutungsfestlegung beliebiger Aussagenopera

toren über Grurtkalkülen K angegeben. Satz 8.8 zeigt nun, 

daß sich ein Kalkül K.il! der atomare Grundregeln belie

biger Stufe und Operatoren eines beliebigen Systems ..0... 

enthält, in den Kalkül Ki~ einbetten läßt, der Regeln 
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höchstens 2. Stufe und nur die Standardjunktoren /'\
1 

v 
1 
• 

enthält. Satz 8.8 zeigt auch umgekehrt, daß sich der ele

mentarere Kalkül K!-v7 auch in Kn einbetten läßt, falls 

_Q die Operatoren I\V, • enthält, so daß K__Q und K:"• 

in diesem Falle gleichwertig sind. 

Wir können jetzt die ganze Idee von Regeln beliebig hoher 
Stufe und von beliebigen Operatoren wieder vergessen, da 

wir alle Ableitungsbeziehungen von K..o_ auch in K~v• aus
drücken können. Dies macht nicht unseren ganzen Ansatz 
nachträglich überflüssig. Denn die Einbettung von K-D-. in 
KÄv--;:> nach Satz 8.8 zeigt gerade, daß die Behandlung der 
drei Junktoren ~, v 1• in der üblichen (intuitionistischen) 
positiven Logik keine willkürliche Einschränkung auf drei 
spezielle Aussagenoperatoren darstellt, sondern alle Ope
ratoren mitumfaßt, die sonst noch durch das in§ 6 ange
gebene allgemeine Schema für Operator-Grundregelsysteme 
charakterisierbar wären. Wir haben also - im Rahmen un

seres regellogischen Ansatzes - eine Begründung dafür ge
liefert, daß man sieb in der positiven Logik auf die Stan
dardjunktoren beschränken kann. 

Zum Zwecke eines solchen Beweises der Operatorenvollstän
digkeit von ~v•, dessen wichtigste Voraussetzung ja ein 
allgemeines Schema für Operator-Grundregeln ist, scheint 
keine andere Möglichkeit zu bestehen, als zu Kalkülen mit 
Regeln beliebig hoher Stufe überzugehen. Es ist das Ver
dienst VON KUTSCHERAs, diese These 1968 erstmals ausgear
beitet zu haben (vgl. dort S. 14-16). Obwohl sieb VON 
KUTSCHERAs Arbeit in wesentlichen Punkten von der vorlie
genden unterscheidet - so geht VON KUTSCHERA im Anschluß 
an LORENZEN von einer Schichtung von Metakalkülen aus, 
während wir den Grundkalkül um Regeln beliebiger Stufe er
weitert haben-, haben wir uns beim Beweis der Operatoren
vollständigkeit von AV-> eng an VON KUTSCHERA angeschlossen. 
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PRAWITZ hat 1979 einen Beweis dafür skizziert, daß /\V-,.J„ 

ein vollständiges Operatorensystem für die intuitioni
stische Junktorenlogik darstellt-. ( ..L steht darim für 
"das Falsche''; wir schränken uns im folgenden auf den 
Teil der PRAWITZschen Ausführungen ein, der für die posi
tive Logik von Relevanz ist.) Dabei glaubt PRAWITZ mit 
Regeln höchstens 2. Stufe, wie sie im KalkÜl des natür
lichen Schließens vorbanden sind, auszukommen. Ich stelle 
seinen Ansatz in unserer Symbolik dar: PRAWITZ geht wie 
wir von einem System von E-Regeln 

(14) • 
• 

• 
• 

• 
• 

• • • 
~m(P1 '•••,Pr) 9S(p1' • • • ,Pn) 

aus, wobei er für !::::.1(p1 , ••• ,p
0

) (1 ~i~m) nur Regeln 
höchstens 1. Stufe zuläßt, so daß die E-Regeln nicht 
über die 2. Stufe hinausgehen. (Vgl. PRAWITZ 1979, S. 
34f.) Während unser Schema einer B-Regel 

D.4(P4,•·•,Pn)*p; Am(P1,···,Pn)~p;S(p1,···,Pn)~p 

um eine Stufe höher ist als die E-Regeln, gibt PRAWITZ 
als Schema für B-Regeln an (PRAWITZ 1979, S. 37): 

(15) (Ä1CP1••••,Pn))+9p; ••• ;(Am(P1,•••,Pn))+~p;S(p1,·••,Pn) 

Dabei sei (~1 (p1 , ••• ,pn))+-=_Ri•, ••• ,Ri; , falls 
ßi(p1 , ••• ,pn)-::Ri

1
, ••• ,Rik (1 ~i~m). Das Schema (15) 

ist offensichtlich von höchstens 2. Stufe, da die Ri~ 
(1 ~j ~k) immer Formeln (d.h. von O. Stufe) sind. (1g) 

. + + ist nun unter Bezugnahme auf die Operation und 
wieder unter Bezugnehme auf die Operation• definiert. 
• war jedoch mit Hilfe der Junktoren ~> • definiert 
worden (s. o. S. 124). Will man also Eigenschaften des 
aus (14) und (15) bestehenden Grundregelschemas nachwei
sen, so muß man Regeln für A und ~ schon voraussetzen. 
Insofern ist das aus (14) und (15) bestehende Schema 
nur dann ein Schema für beliebige Operatoren, wenn man 

• 

" , • nicht zu den Operatoren zählt, sondern anderswoher 
schon zur Verfügung hat. 
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Der Rückgriff auf A ist dabei allerdings nicht wesent
lich. Denn man kann /\ -Regeln aus dem Schema (14), (15) 
gewinnen, ohne A-Regeln schon vorauszusetzen: Zu der 
A-E-Regel p,g~pAq gehört nach (15) als A-B-Regel: 

(16) (p,q)+7 r;pAq ~r. 

Nun ist (p,q)+ gerade p*,q* , und dies ist wiederum p,q. 
Also ist (16) identisch mit der von uns angegebenen /\
B-Regel. Man braucht in diesem Falle eben von• nur zu 
wissen, daß für Variable p gilt: p*=p; der Teil der De
finition von•, der auf ~ zurückgreift, spielt keine 
Rolle. 

Anders ist dies bei •• Versucht man, mit (15) aus der 

7 -E-Regel p-=,.q~p• q eine • -B-Regel zu erbal ten, 
so ergibt sich: 

(17) (p:=>q)+9r;p • q ~r 

(p~g)+ ist gerade (p9q)•. Die Definition von• greift 
nun in diesem letzten Fall effektiv auf • zurück; es 
ist (p=.>q)*=p~q • Setzt man dies in (17) ein, so er
hält man: 

(18) (p~q)=>r;p• q ~r 

Dies ist jedoch eine Regel, die nach Satz 4.3(ii) schon 
unabhängig von ~-Regeln ableitbar ist, die man also 
nicht als Bedeutungsregel für ~ ansprechen kann. Die 
• -B-Regel p,p?"q~ läßt sich aus (18) jedenfalls 
nicht gewinnen. Entgegen der Meinung von PRAWITZ 1979 

( "The usual elimination rules ••• for /\ and • have a 
slightly different form, which is easily seen tobe de
ductively equivalent to the one given here 11 [S. 38oben]) 
ergeben sich die • -Grundregeln nicht aus dem Schema 
(14), (15). 

Da (15) auf • Bezug nimmt und außerdem die • -Grundregeln 
im PRAWITZscben Vollständigkeitsbeweis schon benutzt 
werden, kann man den PRAWITZschen Beweis nur so verste
hen: Unabhängig von irgendeinem allgemeinen Schema wird 
ein spezielles Regelsystem für • angesetzt. Anschlies
send erweitert man dies um Regelsysteme für Operatoren, 
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die dem allgemeinen Schema (14), (15) genügen. Von Opera
toren, die durch diesem Schema gehorchende Regelsysteme 
charakterisiert werden, zeigt man dann, daß sie durch 
A, v , • definierbar sind. Die Beschränkung auf Regeln 

höchstens 2. Stufe wird also erkauft durch eine ausge
zeichnete Stellung des Junktors •. Bei uns ist die 
Situation allerdings in gewisser Weise ähnlich: Wir 
konnten zwar alle Operatorenregeln, einschließlich der 
Regeln für •, als Fall eines allgemeinen Schemas 
auffassen, mußten dafür jedoch auf einen ~-Begriff 
zurückgreifen, den man auch als Begriff einer linksiterier
ten (materialen) Implikation mit Einführungs- und Besei
tigungsregeln beschreiben kann (s.o. S. 53f.). Das neue, 
das wir gegenüber dem Vollständigkeitsbeweis von PRAWITZ 
bieten, besteht also im wesentlichen in einem Explikations
vorschlag für diesen vorausgesetzten Implikationsbegriff. 
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§ 9. Formale positive Logik 

Bis jetzt sind wir von einem Grundkalkül K ausgegangen 

und haben diesen durch Hinzufügung von Operator-Grundre

geln zu einem Kalkül KsL erweitert. Von letzterem konnten 

wir in§ 8 zeigen, daß er sich in einen Kalkül Ki• den 

Kalkül der positiven Junktorenlogik über K, einbetten 

läßt. KA~• ist nun ebenso wie K..n.. ein materialer Logik-

kalkül, insofern er vom Vokabular und den Grundregeln 

eines willkürlich gewählten Grundkalkalküls K ausgeht 

(wobei die Grundregeln t:, • X von K in K~~• die Form 

t:..*~x• annehmen) und diesen nur durch operatorenlogische 

Regeln erweitert. Aufgabe eines Kalküls der formalen 

Logik wäre es, die Herleitung genau derjenigen Ableitungs

beziehungen zu erlauben, die unabhängig von jeweils betrach

teten Grundkalkülen K, also für jedes Kin K:V7 ableit-

bar sind. Nun ist es so, daß verschiedene Grundkalküle 

verschiedene Vokabulare haben kBnnen; zwei Grundkalküle, 

deren Aussagenmengen disjunkt sind, haben von vornherein 

keine Ableitungsbeziehung gemeinsam. Aufgabe eines Logik

kalküls kann also nur sein, schematische Ableitungsbezie

hungen herzuleiten , die erst dann, wenn man sie in gewis

ser Weise über einem Grundkalkül K interpretiert, zu 

Ableitungsbeziehungen von KJv• werden. 

Dazu gehen wir aus von einem speziellen Grundkalkül, 

den wir L nennen wollen (da wir K weiter als Variable 

für beliebige Grundkalküle brauchen) : L habe als Atom 

nur+ , besitze keine Objektvariablen, und seine Aussagen 

sollen mit seinen Ausdrücken zusammenfallen . Grundre

geln habe L keine . L- Aussagen, die die Gestalt ,++~ •• ++. 
n mal 

haben , wollen wir auch Schemabuchstaben nennen . Wir 

bilden nun den Kalkül Lt7 der positiven Junktorenlogik 

über L und nennen L~
7 

auch Kalkül der positiven formalen 

Logik. Statt L07 schreiben wir der Kürze halber P . 

Wie man sieht, ist P bis auf Notationsunterschiede iden~ 

tisch mit dem positiv- junktorenlogischen Teil des Kal

küls des natürlichen Schließens NI von GENTZEN 1935 . 
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Sei Kein beliebiger Grundkalkül. Eine Interpretation 

über K sei eine Funktion K, , die jedem Schemabuchstaben 

eine K-Aussage zuordnet. Sei A eine P-Aussage, ~ eine 

Interpretation über K. Dann sei A~ diejenige Kt-> 

Aussage, die man aus A erhält, wenn man jedes Vorkom

men eines Schemabuchstabens B in A durch k'..(B) ersetzt. 

Eine P-Regel A1 , ••• ,An2?A für P-Aussagen A1 , ••• ,An,A 

heißt P-allgemeingültig, wenn für jedes Kund filr jede 

Interpretation~ über K gilt: A
1

!(,, ••• ,An/,<,/K"' Ai<,. 
II\/~ 

Die Rechtfertigung, P als Kalkül der positiven formalen 

Logik aufzufassen, liefert folgender Satz: 

Satz 9.1 Für alle P-Aussagen A1 , ••• ,An,A gilt 

A
1

, ... ,Anf-pA genau dann, wenn die P-Regel A1 , ••• ,An• A 

P-allgemeingilltig ist. 

Beweis Die Richtung von rechts nach links ist trivial, 

da L selbst ein Grundkalkül ist. Man wähle für ll einfach 

die identische Abbildung. 

Die Richtung von links nach rechts ist eine leichte In

duktion über dem Aufbau einer P-Ableitung 1f von A aus 

A1 , ••• ,An. Man beachte, daß alle P-Grundregeln auch 

K~v--;> -Grundregeln für jedes K sind und daß alle in lr 
auftretenden Schemabuchstaben keine Veränderung erfahren 

können, da P keine atomaren Grundregeln enthält. 1r geht 

also für jedes K durch Substitution von K-Aussagen für 

Schemabuchstaben in eine K:V• -Ableitung 7r1 
von A~ 

A K- A 1<, "b aus 1 , ••• , n u er. 

Satz 9.1, den wir als "regellogischen Vollständigkeitssatz" 
bezeichnen, könnte man als Analogon zu üblichen semantischen 
Vollständigkeitssätzen ansehen: So wie dort auf Belegungen 
mit Wahrheitswerten, bezieht sich hier der Begriff der All
gemeingültigkeit auf Interpretationen über Grundkalkülen. 
Allerdings muß man sich dann darüber im klaren sein, daß der 
Begriff der Allgemeingültigkeit im üblichen semantischen Sin
ne vom Begriff der Ableitbarkeit grundverschieden ist, wäh-
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rend bei uns die Allgemeingültigkeit selbst über einen 
Ableitbarkeitsbegriff definiert ist, also schon 'inten
sional' sehr eng mit der Ableitbarkeit zusammenhängt. 
Das spiegelt sich in der Trivialität des Beweises 
von Satz 9.1 wieder. 
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§ 10. Erweiterte positive Logik: Nullstellige Operatoren 

In§ 6 hatten wir Operatoren als Zeichen eingeführt, die 

es erlauben sollten, den gemeinsamen Gehalt von Regel

systemen 6.,., 1 ••• J 6.Y'v\ auszudrücken. Dabei haben wir bis 

jetzt noch die Einschränkung gemacht, daß diese Regel

systeme nicht leer sein sollten. Dementsprechend haben 

wir nur Operatoren der Stellenzahl ~1 betrachtet, da 

in diesen Regelsystemen - weil es sich um ..Q.-Regeln 

handelt - mindestens eine Aussagenvariable vorkommen 

mußte. Von dieser Einschränkung wollen wir uns jetzt 

frei machen, indem wir zulassen, daß in 6._.,
1 

••• 
1 

6.VV\ ein 

(oder mehrere oder alle) Systeme leer sind, und entspre

chend 0-stellige Operatoren, die dann zugleich Aussagen 

sind, zulassen. 

Wir erweitern zunächst das Vokabular von K
4

: _Q_ darf 

nullstellige Operatoren enthalten. Weiterhin legen wir 

zusätzlich fest: nullstellige Operatoren sind K~-Aussagen 

und auch K.n...-Formeln. _il-Regeln sind jetzt solche Regeln, 

die aus K...n..-Formeln der Gestalt p oder S(p1 , ••• ,pn) 

für einen n-stelligen Operator S ( n ~ 1) oder S für 

einen 0-stelligen Operator S aufgebaut sind. 

Bei dem S-Grundregelsystem, wonach S-Operate entsprechend 
§ 6 den gemeinsamen Gehalt von - jetzt auch möglicherweise 

leeren - Systemen von .Jl.-Regeln L::i..,.., 1 ••• > ßw, aus-

drücken sollen, unterscheiden wir 3 (bzw. 5) Fälle: 

'1.. Kein 6.,;, ( 1 ~ i ~ m) ist leer. 

a) Falls dann p 1 , ••• ,Pn die insgesamt in 6.,., 1 ••• 1 
!::,.w-.. 

vorkommenden Variablen sind, lauten die S-Grundregeln 

wie in§ 6 begründet: 

C\JP1,•·•,Pn) 9S(p1,•••,Pn) 

6
1. ( P 1 ' • • • ' P n ) ~ P ; • • • ; 6.,.,, ( P 1' • • • 'P n ) • P ; S ( P 1 ' • • • ' P n ) ~ • 
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b) Es kann aber auch der Fall eintreten, daß in A,.. 1 •• • , A~ 
keine Variablen vorkommen, falls nämlich diese Systeme von 

D..-Regeln nur aus 0-stelligen Operatoren zusammengesetzt 

sind. Dann kommt man analog zu (1) zum Regelsystem für 

einen 0-stelligen Operator S: 

(2.) 

f:..v,... -;> p i s ·~ p • 

2. Einige, aber nicht alle 1:.:.1: (1~i..::. m) sind leer. 

a) p 1 , ••• , Pn seien die insgesamt in A.,..) .•. 
1 

6.,.,.,, vor

kommenden Variablen. Daß ein n-stelliger Operator gemäß 

§ 6 den gemeinsamen Gehalt von 6. 1 1 ••• J !:::..""' ausdrücken 

soll, bedeutet, daß 

A iA1 , ••• , An) f- R für alle i mit 1 ~ i ~ m 

S(A.1 , ••• ,An) f-R 

g.a.w. 

für alle Aussagen A1 , ••• ,An und konkreten Regeln R. (Vgl. 

oben S. 8?). Falls /:::,~(A1 , ••• ,An) (1 fi~m) leer ist, 

ist l-(A1 , ••• ,A )t-R (d.h. i-.-R) offensichtlich gleichwer-,., n 
tig mit A1-=9A1 t--R, da A1 ~A1 in K-'L ableitbar ist. 

Wir ersetzen also einfach jedes leere Regelsystem 

durch Pf::9 p 1 und haben damit den vorliegenden Fall auf 

Fall 1a) zurückgeführt. 

b) Wenn in b._., 1 ••• i 1::...,..,., keine Variablen vorkommen, 

dann kommt mindestens ein 0-stelliger Operator S' vor. Wir erhal-
ten eine zu t>.

11 
•.• 

1 
ßw-... gleichwertige Folge von 

Systemen, wenn wir jedes leere System 6. . ( 1 c.. i :::. m) 
"" 

durch s 1 4s 1 ersetzen. Damit haben wir diesen Fall auf 

Fall 1b) zurückgeführt. 

3. Alle 6.;,, ( 1 ~i :::::- m) sind leer. Der gemeinsame Gehalt von 

~~ kann dann nur von einem 0-stelligen Operator S ausge

drückt werden, für den gilt: 

f--- R genau dann, wenn S f--R • 
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Dies ist offensichtlich dann eDftillt, wenn maB für 
S als einzige Grundregel die Anfangsregel 
( 3 ) s 

annimmt. Wenn man will, kann man diese Regel als Spezial

fall von (2) ansehen, indem man in (2) alle Vorderregeln 

der E-Regelti wegstreicht und beachtet, daß die entsprechen

de B-Regel p; S ~p in jedem Kalkül K..n_ ableitbar ist 

(falls S zu .D..gehört). Deshalb wollen wir die Regel (3) 

auch als S-E-Regel bezeichnen, zu der es allerdings keine 

S-B-Regel gibt. 

Wir können also annehmen, daß die Grundregeln für einen 
Operator S entweder die Gestalt (1) mit nichtleeren 

,6.;(p..,, ••• ,p ) (1 f i ~m) haben - falls S die Stellen-•• .l n 
zahl >O hat - oder - falls S die Stellenzahl O hat -

die Gestalt ( 2) mit nichtleeren 6,;,, 61 ~ i ~m) oder die 

Gestalt (3) hat. Nur im Fall (3) ist ein 0-stelliger 

Operator S auch Junktor. Im Fall (2) müssen ja die nicht

leeren Systeme ~~ von .n-Regeln, weil sie keine Variab

len enthalten, von S verschiedene Operatoren S' enthal

ten. 

Da im Fall (3) S keine unmittelbaren Subaussagen hat, 

ist für S kein Rang definiert. Wir setzen daher fest: 

0-stellige Junktoren {die zugleich Aussagen sind) sollen 

Rang 1 haben. 

Wir vereinbaren nun, daß die Notation (1) den Fall (2) 

einschließt, daß also insbesondere die Schreibweise 

S(p1 , ••• ,pn) den Fall, wo S 0-stellig ist, miteinbe

zieht. Man kann sich leicht davon überzeugen, daß alle 

Resultate von§ 7 richtig bleiben, wenn man alle derar

tigen Notationen in diesem Sinne deutet. Der Sonder-

fall 0-stelliger Junktoren spielt für den Normalisierungs

satz und das sich daraus ergebende Subaussagenprinzip 

keine Rolle, da es für solche Junktoren gar keine B-Regel 

gibt~)Ebenso übertragen sich Satz 7.12 und die Ersetzungs-
----=====-
1) Beim Be~eis des Su~ussagenprinzips kann zwar jetzt 
der Fall eintreten, daß der erste Nebenabschnitt N des 
betrachteten Pfades 71 nur aus einer Aussage S besteht, die 
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tbeoreme III und IV mit geringfügigen Modifikationen, 
so daß auch das Kriterium der Eindeutigkeit (Satz 7.15) 
im vorliegenden Fall erfüllt ist. 

Die Resultate von§ 8 übertragen sich, wenn wir einige 

Änderungen vornehmen. Das System der Standardjunktoren, 

auf die sich alle anderen Operatoren zurückführen lassen, 

muß jetzt um einen 0-stelligen Junktor Y erweitert wer

den, ist also jetzt das System ~~• Y. Das Regelsystem ~Y 

für den 0-stelligen Junktor '( soll aus der Anfangsregel 

Z::y (~-E) y 
bestehen, eine B-Regel für Y ist, wie oben angedeutet, 

überflüssig. In Analogie zu Satz 8.1 beweisen wir dann: 

Setz 10.1 Sei .n System von Operatoren s1 ••• s.t ; 
~s J• •• i ~ 5 sei methodisch zulässig für ...n.. Dann 

1 <.. 

gibt es zu jedem n-stelligen Operator s aus Jl (n ~O) 
eine M • Y-Formel F(p1 , ••• ,pn). so daß 

S(p1,•••,Pn) #F(p1,••·,Pn) 

in KAv• Y.n. ableitbar ist. (Man beachte, daß im Fall n=O 
dies als S ~F gelesen werden muß.) 

Beweis Zunächst gilt das Analogon von Satz 8.4: Zu jedem 
n-stelligen Junktor Saus 11. (n~O) gibt es eine /\v• Y
Formel F(p1 , ••• ,pn), so daß S(p1 , ••• ,pn)~F(p1 , ••• ,pn) 
in KA.v~'(.n. ableitbar ist. 
Denn falls Sein 0-stelliger Junktor ist, gilt offensicht
lich S -n-- V , wir können also Y für F wählen. Falls S 
ein n-stelliger Junktor (n~1) ist, argumentieren wir wie 
im Beweis von Satz 8.~. 
Dieses Resultat als Induktionsanfang benutzend, ergibt 
sieb die Behauptung wie in§ 8 (vgl. oben s. 127f.). 

~ 
======·===- ==-
nicht durch Heranziehung einer Annahmeregel, sondern durch 
Anwendung der S-E-Regel (falls S 0-stelliger Junktor) ge
wonnen worden ist. Dies ist jedoch unproblematisch, da dann 
S als Konklusion der Anwendung einer E-Regel zugleich zum 
Einführungsteil des auf N1 folgenden Hauptabschnittes H1 
gehört und damit Subaussage der ersten Aussage des darauf 
folgenden Nebenabschnittes N2 ist. 



Die übrigen Resultate aus§ 8 übertragen sich ebenso 

auf den vorliegenden Fall. Sei KW• Y erklärt wie Kt• 
auf s. 130f., nur daß jetzt :noch die "(-Grundregel 

y 

hinzukommt. K• heiße Kalkül der erweiterten positiven tw• Y 

Logik über K. Sei R wieder die zu einer konkreten K...n..-Regel 

R existierende gleichwertige K"" • Y -Regel, in der gemäß 

Satz 10. 1 sukzessive jedes Vorkommen eines von ",v1 • ,Y ver

schiedenen Operators eliminiert worden ist (vgl. dazu Satz 

8.5). Dann gilt die Einbettbarkeit von Kn... in Kt"• Y 

und von Ktv->'< in KAv• Y...Q (vgl. Satz 8.8), wobei R* .für 

Regeln R wie in§ 8 (vgl~ S. 124) zu verstehen sei: 

Satz 10.2 

(i) Seien R1 , ••• ,Rn konkrete K...Q_-Regeln, A K...n._-Aussage. 

Dann gilt: 

0 0 \ 0 
R1 , ••• , Rn j K..n. A g. d. w. R1 •, ••• , Rn• K:V • Y A • 

(ii) Seien A1 , ••• ,An,A K~~y-Aussagen. Dann gilt: 

Ein entsprechendes System der formalen Logik läßt sich 

ebenfalls angeben. EP unterscheide sich von P dadurch, 

daß es in seinem Vokabular den 0-stelligen Junktor Y und 

unter seinen Grundregeln die Anfangsregel 

y 

hat. EP heiße Kalkül der fo,rmalen el:'weiterten_p_ositiven 

Logik. Wie in§ 9 der Begriff der P-Allgemeingültigkeit 

läßt sich der Begriff der EP-Allgemeingültigkeit definie

ren und beweisen: 

Satz 10.3 Für alle EP-Aussagen A
1

, ••• ,An,A gilt 

A1 , ••• ,An~A genau dann, wenn die EP-Regel 

A1 , ••• ,An• A EP-allgemeingültig ist. 

QED 
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Der Junktor Y bietet keine wesentlichen neuen Ausdrucks

möglichkeiten. Deshalb läßt man ihn üblicherweise auch weg 

und beschränkt sich in der positiven formalen Logik auf das 

System P. Man könnte sogar meinen, schon ""• sei ein 

vollständiges Operatorensystem für Kalküle K..n_, wobei .Q 

0-stellige Operatoren enthalten darf, denn jeder in _Q_ 

vorkommende 0-stellige Junktor S (und damit auch i ) 

sei durch p • p definierbar. Es gilt in diesem Fall ja: 

(4) S~ p 7 p ist für jedes K in K ableitbar. 
A>J • ..D_ 

Damit würde allerdings die Behauptung von Satz 10.1 abge

schwächt, nach der 

S~ F 

für eine Aussage F, die keine Variablen enthält, ableit

bar ist. Wenn man diese Abschwächung hinnimmt, also S 

gemäß (4) durch P • P definiert ansieht, dann läßt sich 

Satz 10. 2 (jetzt bezogen auf K:"~ statt K~\/• Y ) nicht 

mehr ohne weiteres formulieren. Denn es gibt nicht mehr 

unbedingt zu jeder konkreten K..a.._-Regel Reine gleichwertige 
0 • 

K"" 7 -Regel R .Sei z.B. S ein in ..Q auftretender 0-stelli-
o 

ger Junktor, d.h. eine Aussage. Als S müßte man gemäß 

(4) wählen: A• A für eine beliebige K-Aussage A. Das 

setzt voraus, daß eine solche Aussage existiert. Um also 
0 
R zu R definieren zu können, müßten wir voraussetzen, daß 

die Aussagenmenge eines Grundkalküls K nicht leer ist. 

Diese Voraussetzung haben wir bis jetzt nicht gemacht. 

Man könnte einfach in Erwägung ziehen, eine solche Voraus

setzung anzunehmen. Es gibt jedoch gute Gründe dafür, 

Y als eigenständigen 0-stelligen Junktor in der positi

ven Logik zur Verfügung zu haben. Ein solcher Grund ist, 

daß sieb für EP, jedoch nicht für P der CRAIGsche Inter

polationssatz uneingeschränkt beweisen läßt. In P gibt es 

für rpA• A (wobei A beliebige P-Aussage) keine Inter

polante, d.h. keine P-Aussage B mit tpB und BrpA-----?A, 

so daß alle in B vorkommenden Schemabucbstaben auch in der 

leeren Prämissenmenge und in A7 A vorkommen. Denn es gibt 
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keine P-Aussage, die keinen Schemabuchstaben enthält. In 

EP ist Y eine Interpolante zu \ Ej>A• A (für eine 

EP-Aussage A), da sowohl I EP Y als auch Y ~ • A gilt 

und weiterhin Y eine Aussage ohne Schemabuchstaben 
ist. 
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Kapitel 3: Logiken mit Negation 

§ 11. Kalküle mit Widerlegungsregeln 

Gelegentlich findet sich in der Literatur der Versuch, 
die Negation , zu definieren durch 

wobei J... als nullstelliger Operator behandelt wird, der 

keine E-Regel und die Regel 

("ex falso quodlibet") 

~ls B-Regel hat (so z.B. bei PRAWITZ 1979, ZUCKER/ 
TRAGESSER 1978). Das ist in unserem, durch§ 6 abgesteck
ten Rahmen nicht möglich. Ein Operat S(A1 , ••• ,An) soll 
bei uns immer den Gehalt eines oder mehrer Regelsysteme 
ausdrücken. Wir hatten zwar in§ 10 unseren Ansatz erwei
tert, indem wir leere Regelsysteme und 0-stellige 
Operatoren zuließen. Dabei konnten wir jedoch nur den 
Junktor Y deuten, der eine E-Regel 

y 

ohne Vorderregeln hat. Damit sind unsere Möglichkeiten er

schöpft; einem Junktor ganz ohne E-Regeln können wir 
keine Deutung geben. 

Man kommt zu obiger__}.__ -Grundregel und damit auch zur 
intuitionistischen Logik, wenn man in unserem Schema (7) 

aus§ 6 die Einschränkung m~1 wegläßt und dementspre
chend in (8) aus§ 6 auch ein Operator-Grundregelsystem 
ohne E-Regeln zuläßt. Das hieße, daß Operate nicht nur den 
gemeinsamen Gehalt eines oder mehrerer, sondern auch den 
von O Regelsystemen ausdrücken können. Der Begriff des 
gemeinsamen Gehaltes von O Regelsystemen läßt -sich zwar 
technisch leicht als Grenzfall des Begriffs für beliebig 
viele Regelsysteme bilden, er entbehrt jedoch der philo
sophischen Plausibilität. Verbal müßte man vom "Gehalt 
von keinem Regelsystem 11 sprechen. "Gehalt" scheint jedoch 
ein sinnvoller philosophischer Begriff nur als "Gehalt 
von etwas" zu sein, und nur dem Grenzfall, wo dieses "et-
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was" ein leeres Regelsystem ist, kann man noch einige Plau
sibilität abgewinnen . Im Rahmen unseres philosophischen 

Ansatzes , der auf dem Begriff des Gehaltes aufbaut, müssen 
wir also darauf verzichten, die intuitionistische Logik 
als Grenzfall der positiven Logik zu behandeln. 

Auch der Ansatz bei LORENZEN (1955) stößt auf Schwierigkei

ten. LORENZEN definiert ~A durch A~A. Nur versteht er 
hier A als Variable f ür _},,_-Aussagen, wobei eine atoma-
re Aussage Beine A-Aussage ist , falls für jedes atomare 
C die Regel B 9C zulässig ist. Das setzt voraus, daß 

LORENZEN nur solche Grundkalkiile betrachtet, die mindestens 
eine A-Aussage enthalten. Doch selbst wenn man dies zu
gesteht, ist P ==~v-\. kein Regelsystem zur Bedeutungsfest
legung von , in unserem Sinne, da es keine n-Regel ist , 
sondern mit ..A. eine K- Obj ektvariable enthält„ 

Wenn wir Operatoren im Sinne von§ 6 deuten wollen als 
Zeichen, die den Gehalt von (im Grenzfall leeren) Regel
systemen ausdrücken, denn müssen wir auch für die Nega-
tion , eines oder mehrere Regelsysteme angeben, deren 
Gehalt durch I ausgedrückt , wird. Das scheint uns im An
schluß an VON KUTSCHERA (1969) nur so möglich zu sein, 
daß wir den Kalkülbegriff von Kapitel 1 derart erweitern, 
daß nicht nur das Begründen, sondern auch das Widerlegen 
von Aussagen umfaßt wird . Kalküle sollen a lso neben Regeln, 
mit denen man Aussagen begründen kann , auch Regeln ent
halten, mit denen man Aussagen widerlegen kann. Die Begrün
dung eines Negats ,A soll so auf die Widerlegung von A 

zurückgeführt werden . 

Dabei steht die Annahme im Hintergrund, daß es zwei Arten 

von Urteilen gibt, nämlich Behauptungen und Bestreitungen, 
und daß das Begründen von Aussagen (das wir paradigmatisch 
als Ableiten in Kalkülen verstehen) ein Argumentieren für 
Behauptungen ist , dem ein Widerlegen von Aussagen als 
Argumentieren für Bestreitungen an die Seite gestellt wer
den soll. Um d ies technisch zu handhaben , wollen wir neben 
Aussagen A Zeichen ,vA behandeln , die als Prämissen und 
Konklusionen von Regelanwendungen auftreten können. rvA soll 
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also in unseren Kalkülen die Bestreitung einer Aussage 
repräsentieren, so wie eine Aussage A die Behauptung von 
A repräsentiert, derart, daß eine Ableitung von N . A eine 
Widerlegung von A darstellt, so wie eine Ableitung von · 

A eine Begründung von A darstellt. Dem grundsätzlichen 
Unterschied zwischen Behauptungen und Bestreitungen (den 

man auch als pragmatischen Unterschied bezeichnen könnte) 
entspricht in unserer Notation, daß rv nicht Bestandteil 
einer Aussage ist, sondern immer nur als äußerstes Zeichen 
auftreten kann. Insbesondere sind Iterationen wie rv ruA 
sinnlos. 1 ) 

Da die Verwendung des Zeichens "~" im Regel- und Kalkül
begriff es erlaubt, bestimmte Ableitungen als Widerlegungen 
zu lesen, sprechen wir oft la~ auch von ""'" als formalem 
Widerlegungsbegriff und bezeichnen für II rv II charakteri
stische Regeln auch als "Eigenschaften" eines formalen 
Widerlegungsbegriffs. So nennen wir die im folgenden defi
nierten Kalküle auch 11Kalküle mit Widerlegungsbegriff". 
Exakter müßte man in jedem Fall zwischen Bestreitung einer 
Aussage und dem Argumentieren für Bestreitungen, d.h. 
Widerlegen unterscheiden, worauf wir jedoch verzichten. 

Technisch gesehen unterscheiden wi r A und /VA dadurch, 
daß das Zeichen "rv II in den Regel begriff, nicht jedoch 

in den Aussagenbegriff eingeht. Genauer fassen wir nicht nur 
jede Formel X, sondern mit X auch ~X als Regel 0. Stufe 
auf. "Konkrete Regel 0. Stufe" wird damit zum Oberbegriff 
für Aussagen und Zeichen der Gestalt ,vA, für die wir 
keine eigene Bezeichnung einführen. 

Unsere um einen formalen Widerlegungsbegriff erweiterten 
~ Kalküle, die wir K nennen wollen, sollen sich also im 

Formel- und Aussagenbegriff von den in§ 3 betrachteten 
======::::=====::::: 

1) Ein anderer Weg, der nicht von der Unterscheidung Be~ 
haupten/Bestreiten ausgeht, sondern den Begriff einer Ab
surdität als Ausgangspunkt nimmt, wird in~ 18 skizziert. 
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Kalkülen nicht unterscheiden, jedoch folgenden Regelbegrif'f 
haben: 

1) Jede Formel ist eine Regel o„ Stufe. 
2) Für jede Formel X ist rvX eine Regel O. Stufe. 

3) Sind R1 , ••• ,Rn Regeln höchstens m-ter Stufe, wobei 
mindestens ein Ri (1~i~n) von m-ter Stufe ist, und ist 
R Regel O. Stufe, so ist R1 ; ••• ;Rn ~R eine Regel 
(m+1)-ter Stufe, wobei an den mit x markierten Stellen 
m Punkte stehen sollen. R heißt dann auch Hinterregel 
dieser Regel (m+1)-ter Stufe. 

Den Ableitungsbegriff können wir von S. 50f. übernehmen, 

wenn wir in der dortigen Definition immer "Aussage 11 durch 
"konkrete Regel O. Stufe" ersetzen. Abgeleitet werden 
künftig also immer konkrete Regeln O. Stufe. Eine Ablei
tung von rvA aus konkreten Regeln R1 , ••• ,Rn kann man 

als K-Widerlegung von A aus R1 , ••• ,R ansehen, so wie n ,.., 
man eine Ableitung von A aus R1 , ••• ,Rn als K-Begründung 
von A aus R1 , ••• ,Rn ansehen kann. 

Wir wollen für konkrete Regeln O. Stufe neue Buchstaben 
einführen, nämlich U,V,W, evtl. mit Indizes, im Unter
schied zu solchen konkreten Regeln O. Stufe, die zugleich 
Aussagen sind, und die wir weiter mit A, B, c, ... bezeich
nen. 

Da der Ausdruck "konkrete Regel 0. Stufe" zu umständlich 
ist, führen wir im Anschluß an VON KUTSCHERA (1969) dafür 
"R-Aussage" als Abkürzung ein. R-Aussagen sind damit nach 
unseren Definitionen keine Aussagen, sondern Regeln. Die
se Abkürzung wurde deshalb gewählt, weil R-Aussagen in Ab
leitungen die Rolle spielen, die vorher Aussagen spielten. 
Entsprechend reden wir auch von "R-Aussagenvorkommen", 
"K-R-Aussagen" etc. Inhaltlich entspricht "R-Aussage" 
dem Begriff des "Urteils" als Oberbegriff von "Behauptungen" 
und "Bestreitungen". 
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Für eine Regel 0. Stufe R sei R definiert durch 
R sei rvR, falls R Formel ist, 
~ sei X, falls R die Gestalt rv X für eine Formel X hat. 

~ N 

Als K-Grundregeln wollen wir nicht beliebige K-Regeln zu-
lassen. Wir wollen vielmehr durch eine Adäquatheitsbedin
gung sichergestellt wissen, daß man eine K-Ableitung von 
,vA wirklich als 11Widerlegung 11 von A in einem intuitiv be
friedigenden Sinne ansehen kann. Ohne eine solche Bedin
gung könnte man neben l"v weitere Sonderzeichen in den Re
gelbegriff mit hineinnehmen, ohne daß man sagen könnte, daß 
gerade 1v in bevorzugter Weise einen Widerlegungsbegriff 
repräsentierte. 

Als solche Adäquatbeitsbedingung woll.en wir fordern: Für 
,., 

alle K-Aussagen A, B soll das Prinzip der 11reductio ad 
absurdum 11 

,.., 
in K ableitbar sein. Die 11reductio 11 scheint uns ein Prin-
zip zu sein, das man intuitiv von einem Widerlegungsbe
griff verlangt und das auch in den meisten Logiksystemen 

- etwa in der Form als Aussagenschema ((a • b)" (a• 7b))7,a -
akzeptiert wird. Weitere Forderungen wie etwa das 11 ex con
tradictione quodlibet" und das 11 tertium non datur" wollen 
wir zunächst nicht stellen, da sie uns intuitiv bei weitem 
nicht so plausibel erscheinen wie die "reductio". Auf die 
11reductio 11 wollen wir jedoch nicht verzichten. In§ 14, 
16, 17 werden wir dann stärkere Anforderungen mit einbe
ziehen.1) 

Mit der Ablehnung, die intuitionistische Logik als Grenz
fall der positiven Logik zu behandeln, haben wir die Mög
lichkeit aufgegeben, mit rein semantischen Argumenten 
eine Logik (nämlich die intuitionistiscbe) vor anderen aus
zuzeichnen. Mit der Wabl des Bestreitungszeichens rv als 
=========:::::== 
1) Wir unterscheiden uns also vom Ansatz bei VON KUTSCHERA 
(1969) dadurch, daß wir an den widerlegungsbegriff mit der 
11reductio ad absurdum" eine Adä9uatheitsbedingung stellent. 
während VON KUTSCHERA -einen beliebigen Widerlegungsbegrifr 
zuläßt. Ferner haben wir uns mit der Wahl der "reductio" von 
vornherein auf einen indirekten Widerlegungsbegriff festge
legt. Vgl. S. 159. 
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in den Regelbegriff eingehenden Grundzeichens haben wir 
die Frage nach der Auszeichnung der 'richtigen' Logik 
auf die Wahl der Regeln verschoben, die für rv charakte
ristisch sind. Welche Regeln nun das Widerlegen von Aus
sagen sinnvollerweise bestimmen, ist ein weiterführendes 
philosophisches Problem, das hier nicht mehr behandelt _ 
werden kann. Daher ist die exemplarische Behandlung be
stimmter Widerlegungsregeln in den folgenden §en in gewis
ser Weise willkürlich und orientiert sich nur daran, daß 
sie den Negationsregeln bestimmter 'Standardlogiken', wie 
sie etwa PRAWITZ (1965) behandelt, entsprechen. Deshalb 
können wir auch nicht ausschließen, daß man einen Widerle
gungsbegriff sinnvoll einführen kann, der noch schwächer 
als der durch die "reductio ad absurdum" charakterisierte 
ist. 

Als Beispiel für einen KalkÜl mit Widerlegungsbegriff 
führen wir an: K1 enthalte +,o als Atome und a,b als 
Aussagenvariable, wobei alle K1-Ausdrucksformen bzw. 

-Ausdrücke auch -Formeln bzw. -Aussagen seien. Die 
~ Grundregeln von K1 seien: 

R1 0 

R2 a=?~ab ~ao 

R3 a =9'rvao 

R4 a~b;Nb~Na 

R5 a -===? ~ a ~ "'a . 
~ Wir müssen zeigen, daß in K1 die "reductio ad absurdum" 

~ gilt, also für beliebige K1-Aussagen A, B gilt: 

A9B;A9 -"B/y-~A 
1 

Daß dies erfüllt ist, zeigt folgendes Ableitungsschema: 

c"[A}
A 

A "4>"' 1 -
,...,], 

C1)'K-"1 -------------
,-., A. 

(2.)'Rs ------------~ 

~A 
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Als Beispiel für eine i 1-Ableitungsbeziebung beweisen 

wir: ~rv+ 
1 

(-,:)(+}
+ 

R
.?, 

~+o 
(1-l[+J

+ 
'R~--

~-t-0 +o 
'R.4--------------

r,,; +-

l ~)'Rs--------------~ + 

Aus§ 4 überträgt sich bis Satz 4.4 alles auf den vor
liegenden Fall. Satz 4.5 können wir zunächst in folgender 
Form. übernehmen: 

Satz 11.1 Sei UR-Aussage, 0 System konkreter Regeln. 
Sei ,6.[U] System konkreter Regeln, in dem an einer Stelle 

U als Komponente oder Hinterregel einer Komponente irgend
eines Grades vorkommt. · Sei 6. [ 8] das Resultat der Erset
zung dieses Vorkommens von U in tJuJ durch 0 • Dann 
gilt: Wenn U~~e, dann .6.[U]---41-- ~[0]. 

Beweis Wie Beweis von Satz 4.5. 

Satz 11.1 erlaubt jedoch nur Ersetzungen ganzer R-Aussagen, 
die Komponente oder Hinterregel einer Komponente eines Re
gelsystems sind. Sie erlaubt z.B. in r~c die Ersetzung 
von rvc durch e ' falls ~C-\\--G , nicht jedoch die 
Ersetzung von C durch D, falls C-\\---D. Um auch eine solche 
Ersetzbarkeit formulieren zu können, definieren wir, was 
es jetzt heißt, unmittelbare Teilaussage einer konkreten 
K-Regel R zu sein: 

A heißt unmittelbare Teilaussage von R, falls A oder ,"VA 
Komponente oder Hinterregel einer Komponente irgendeines 
Grades von Rist. 
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Mit dieser Definition ergibt sich: 

Satz 11 . 2 Sei 6..(A] System konkreter Regeln, in dem an 
einer Stelle die Aussage Aals unmittelbare Teilaussage 
vorkommt. Sei 6[B] das Resultat der Ersetzung dieses Vor
kommens von A in ß[A] durch B. Dann gilt: Wenn A-H- B, 
dann 6[A]-ll- 6.flBJ • 

Beweis Wenn A selbst Komponente oder Hinterformel e iner 
Komponente von 6[A] ist, folgt die Behauptung aus Satz 
11 . 1 . Falls A als Teil einer R-Aussage rvA auftritt, 
benutzen wir, daß aus A--H- B und der Gültigkeit der "reduc
tio ad absurdum" folgt : ""'A-H-NB. Hieraus folgt durch Er
setzung von "'A durch rvB gemäß Satz 11.1 die Behauptung. 

QED 

Was wir allerdings im Gegensatz zu Satz 4 . 5 nicht können, 
ist die Ersetzung einer beliebigen unmittelbaren Teilaus
sage durch ein beliebiges Regelsystem, da wir einem Aus
druck rv 8 keine sinnvolle Interpretation geben können 
außer in dem Fall , wo 8 eine Aussage ist . 
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,V 

§ 12. Operatorenlogiscbe Erweiterung von K 

;v 
Wir wollen nun wie in Kap. 2 unsere Kalküle K operatoren-
logisch erweitern. Wie in§ 6 motiviert, soll ein n-stel
liger Operator S dazu dienen, den gemeinsamen Gehalt von 
Regelsystemen ~1 (p1 , .•• ,pn), ••• , Am(p1 , ••• ,pn) auszu
drücken, wobei dies jetzt natürlich Regelsysteme im er
weiterten Sinne sind, also rv enthalten dürfen. Dabei 
wollen wir uns wie in§ 5 - § 9 auf ~1-stellige 
Operatoren beschränken. Die Erweiterung um 0-stellige 
Operatoren läßt sich dann leicht bewerkstelligen, wie 
wir in§ 10 gesehen haben. 

rv • ,.J • • Es soll also in KA fur alle K4 -Aussagen und alle konkre-
~ ten l\u_-Regeln R gelten: 

( 1 ){ 6i (A1 , ••• ,An) ~R für 
g.d.w. 

alle i mit 1 ~ i :Sm 

S(A1 , ••• ,An)I-R • 

Dies ist offenbar genau dann erfüllt, wenn folgende 
Regeln ableitbar s:i,nd: 

.S-E 

(2) 

b.1 (p1' ••• ,Pn) =} S(p1' ••• ,Pn) . 

ß.m(P1' • • • ,Pn) =9-S(p1' • • • 'Pn) 

S-:."P,fß1CP1,•••,Pn)-4p; ••• r Lim(P1,··•,Pn)9-p;S(p1,•••,Pn) ~P 
~1CP1,···,Pn)~Np; ••• ; ßmCP1,··•,Pn)::}Np;S(p1,···,Pn) 

~NP • 

D.b. es gilt das Analogon zu Satz 6.2. Im Unterschied 
zu (8) aus§ 6 sind jetzt in (2) also zwei B-Regeln nö
tig, was daraus resultiert, daß die Hinterregel von R 
aus (1) die Gestalt rvA haben kann. (Man beachte, daß 
NA nie für eine Aussagenvariable p eingesetzt werden 
darf.) Ein Grundregelsystem der Gesta l t (2) bezeichnen wir 

r-,J 

auch mit ~.s • 

Weiterhin gilt analog zu Satz 6.3: 

Satz 12.1 K.n.. enthalte ein System ~ von nichtatomaren 
Grundregeln der Gestalt 

~CP1,··•,Pn) ~S(p1,··•,Pn) 
A(p1,··•,Pn)-=yp;S(p1,·••,Pn) ·~p 

ß(p1,•••,Pn)9rvp;S(p1,••·,Pn)9Np. 



- 158 -

~- ~ ~ 

K..n..,sei der Kalkül, der aus K.n. durch Ersetzung von 2.5 
durch 

S(p1,•••,Pn)#ß(P1,•·•,Pn) 

entsteht. Dann gilt: 

(i) S(p1 , ••• ,pn) 7 t(p1 , ••• ,pn) ist K..n..-ableitbar. 

(ii) ß(p1 , ••• ,pn)==9p;S(p1 , ••• ,pn)~p und 

b.(p1 , • • • ,Pn )~ rvp; S(p1 , ••• ,Pn )~NP sind 
,.,.,_ 
K.n.-ablei tbar. 

Beweis Wie Beweis von Satz 6.3. 

Damit können wir wieder stillschweigend die Regeln 

S(p1,·••,Pn) 9ß(P1,·••,Pn) 
'L als S-B-Regeln benutzen, falls z.5 als einzige E-Regel 

ß(p1' •. • ,Pn) =9S(p1, •• • ,Pn) 

bat. Wobei es jedoch für metalogiscbe Untersuchungen wei

terhin zweckmäßig bleibt, von der allgemeinen Form (2) 

auszugeben. 

Auch wenn die S-Grundregeln in diesem Falle durch 

S(p1,•··,Pn) # ,ß(P1,•·•,Pn) 

wiedergegeben werden können, kann man nicht wie in§ 6 
ohne weiteres von 11 expliziter Definierbarkeit" von S spre
chen, jedenfalls dann nicht, wenn man an explizite Defi
nit i onen die Forderung der Eliminierbarkeit stellt. Denn 
wie oben (S. 156) bemerkt, gilt in Kalkülen mit Widerlegu.ngs
begriff nicht uneingeschränkt die Ersetzbarkeit von Aus
sagen durch Systeme konkreter Regeln, falls vor Aussagen 

ein Widerlegungszeichen rv steht: In N S(A1 , ••• ,An) 
läßt sich z.B. nicht ohne weiteres S(A1 , ••• ,An) durch 
das Regelsystem 6.(A1 , ••• ,An) ersetzen. Diese Tatsache 
hängt auch davon ab, daß wir zunächst nur die "reductio 
ad absurdum" als Kennzeichen des Widerlegungsbegriffes 
haben. In der in§ 14 eingeführten Verschärfung, in der auch 
das "ex contradictione quodlibet" zur Verfügung steht, 
ist l".J S(A1 , ••• ,An) gleichwertig mit dem System 
S(A1 , ••• ,An) ~A1 , ,S(A1 , ••• ,An)~ NA1 (das Doppelkomma 
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trennt dabei die Komponenten des Systems), so daß wir 
auf diesem Umweg S dann doch eliminieren können. (Vgl. 
da zu Satz 15. 1 • ) 

Mit der Wahl von (2) zum Schema für Operator-Grundregel
systeme ist jedoch noch nicht garantiert, daß unsere 
Adäquatheitsbedingung für rv , die Gültigkeit der 11J!'educ
tio ad absurdum 11

, in um solche Grundregelsysteme erweiterten 
N 

Kalkülen erfüllt ist . Deshalb wollen wir in K.n.. außer ~ ,.., 
~.s 1 • • • J ~s noch die .Q.-Regel 

1 e. 

(RA) p-=9q ;p~Nq9~P 

als zusätzliche nichtatomare Grundregel hinzunehmen. Die 
Widerlegung auch einer komplexen Aussage soll also nur durch 
RA gegeben sein. Damit entscheiden wir uns für einen indi
rekten Widerlegungsbegriff, wonach eine Aussage schon dann 
als widerlegt zählt, wenn sich aus ihr irgendein Wider
spruch ableiten läßt . Im Gegensatz dazu stünde ein direkter 

Widerlegungsbegriff, nach dem die Widerlegung einer nicht
atomaren Aussage A von bestimmten Forderungen an die Be
gründbarkeit bzwl Widerlegbarkeit von Subaussagen von A 
abhängt. 1 ) Ein solcher Widerlegungsbegriff liegt z.B. den 

logischen Systemen von NELSON (1949), ACKERMANN (1950) 
oder FITCH (1952) 2) zugrunde. VON KUTSCHERA (1969) bat ein 
entsprechendes System von Widerlegungsregeln für belie
bigen-stellige Operatoren angegeben. In unserem semanti
schen Rahmen, der auf dem Begriff des gemeinsamen Gehaltes 
von Regelsystemen aufbaut, lassen sich solche Widerlegungs
regeln jedoch nicht interpretieren. 

K.n.. hat also als nichtatomare Grundregeln: RA sowie 

i.s" 1 •• , 1 ist. . Damit hat auch K, sowie ~ eine nicht
atomare Grundregel, nämlich RA. 3) 
=============::: 
1) Die Bezeichnungen "direkt 11 und "indirekt" in diesem 
Zusammenhang entnehme ich VON KUTSCHERA (1969). 
2) Vgl. PRAWITZ (1965), S. 96f. 
3) Mit RA meinen wir eine nichtatomare Grundregel. Wenn wir 
dagegen von der Gültigkeit von 11reductio ad absurdum" spre
chen, meinen wi~ die Gültigkeit von Ableitungsbeziehungen 
im Grundkalkül K, nämlich die Ableitbarkeit von 
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Wir müssen nun zeigen, daß die Kriterien von§ 5, Nicht-
,...., 

kreativität und Eindeutigkeit, auch für Kn. erfüllt sind. 
Dazu sind einige Modifikationen gegenüber§ 7 nötig, 
da wir es nicht mehr nur mit Operator-Grundregelsystemen, 
sondern zudem mit der Regel RA zu tun haben. 

Die Definitionen vom Beginn des §en 7 nehmen jetzt 1olgen
de Gestalt an: 

Wir übernehmen die Definitionen von "Teilaussage", 
~ ~i "K..n:_-Subaussage" und "K.n_-Subaussage", wobei wir für 

"unmittelbare Teilaussage einer konkreten Regel R" den 
neuen, oben s.155 definierten, Sinn zugrundelegen, sie 
ferner wie folgt für R-Aussagen erweitern: 

,.., ~i 
Eine R-Aussage der Gestalt ,vA heißt K.n..- bzw. KA.-Subaus-

~ ~i sage einer konkreten Regel R, fal l s A K~- bzw. K~-Subaus-
sage von Rist. 

Offensichtlich ist für 
u ist 

,..,i 
K.n..-Subaussage 

u ist Ni 
K.n..-Subaussage 

u ist Kt-Subaussage 
u ist 

,V i 
K_i)_-Subaussage 

R-Aussagen u,v äquivalent: 
von V 
von V 
von V 
von V. 

~i Damit fallen unter den Begriff von K..u..,-Subaussagen nicht 
nur Aussagen, sondern auch R-Aussagen. Wir sparen uns je
doch die umständliche Redeweise von 11Kl_-~-Subaussagen 11 • 

Für die Subaussagenbeziehung zwischen zwei R-Aussagen ist 
es also unwesatlich, ob man Widerlegungsze-i.chen N weg
läßt oder hinzufügt. Das entspricht unserer Auffassung, 
daß N kein konstituierender Bestandteil einer Aussage 
ist. 

Während die Subaussagenbeziehung zwischen einer Aussage A 

und r-JA symmetrisch ist, wollen wir sicherstellen, daß 
der Rang von ~A größer ist als der von A. Deshalb müssen 
wir die Rangdefinition etwas anders formulieren: 
=- --==== ==== 
A~B;~*':"B~_~A für alle atomaren Aussagen A,B. Dabei ist 
die Gultigkeit von "reductio ad absurdum 11 im Grundkalkül K 
g~eichwer~ig mit.der_Ableitbarkeit von RA in~ (je2gch 
nicht gleichwertig mit der Ableitbarkeit von RA in K falls 
...Q nicb tleer). :.ll. ' 
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rg(A)=O falls A atomare Aussage 

rg(~A)=rg(A)+1 für beliebige Aussagen A 

rg(R1 , ••• , Rs ~ U)=max [rg(R1 ), ••• , rg(Rs), rg(U)} 
rg( ß )=maxLrg(R1 ), ••• ,rg(Rk)} , falls ß. die Glieder 

R1 , ••• ,Rk hat 
rg(S(A1 , ••• ,An) )=inax (rg( 4 1 (A1 , ••• ,An), ••• ,rg( /l m(A1 , ••• ,An~ +1, 

falls die S-E-Regeln lauten: 

ß1 (p1' ••• ,Pn) ~ S(p1' •• • ,Pn) 

. 
h.m(P1' ••• ,Pn) -=rS(p1' ••• ,Pn) • 

Um den Normalisierungssatz formulieren und mit dessen 
Hilfe ein Subaussagenprinzip beweisen zu können, brauchen 
wir wieder den Begriff des Segmentes. Diesen Begriff er
weitern wir so, daß er sich nicht nur auf Nebenprämissen 
der Anwendung von B-Regeln bezieht, sondern auch auf rechte 
Prämissen solcher RA-Anwendungen, bei denen die rechte Prä
misse mit der Konklusion gestaltgleicb ist. Wir definieren 
also: 

Eine RA-Anwendung der Form 

(1)'RA--A _____ N_A._ 

beiße identische RA-Anwendung (genauer: RA-Anwendung, 
in der rechte Prämisse und Konklusion identische Gestalt 
haben). 

Ein Segment ist ein Abschnitt u1 , ••• ,un eines Fadens 
- wobei n=1 zugelassen wird; dann besteht das Segment nur 
aus u1 -, so daß gilt: 

1) u1 ist nicht Konklusion der Anwendung einer B-Regel 
oder einer identischen RA-Anwendung. 

2) Für jedes i mit 1 =': i Ln ist Ui Nebenprämisse der An
wendung einer B-Regel oder rechte Prämisse einer identi
schen RA-Anwendung. 
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3) Un ist nicht Nebenprämisse der Anwendung einer B-Regel 

und nicht rechte Prämisse einer identischen RA-Anwendung. 1 ) 

Ein Seg1J1ent besteht jetzt natürlich aus Vorkommen einer 

R-Aussage, die nicht notwendigerweise eine Aussage sein 
muß. 

Wir wollen ein Segment in folgenden beiden Fällen als 
maximal bezeichnen: 

1. wenn es mit der Konklusion eine~ .Anwen..dung eine~ E-Regel 
beginnt und mit der Hauptprämisse einer Anwendune einer 
B-Regel endet; 

2. wenn es mit der Konklusion einer Anwendung von RA be
ginnt und mit einer Prämisse einer Anwendung von RA endet. 

Wenn wir zwischen beiden Fällen differenzieren wollen, spre

chen wir von maximalen Segmenten der ersten oder zweiten 
Art. Maximale Segmente im Sinne von§ 7 sind jetzt gerade 

die maximalen Segmente der ersten Art. Aufgrund der Defini

tion von "Segment" ist sichergestellt, daß maximale Segmen
te 2. Art immer mit der Konklusion bzw. Prämisse einer 
nichtidentischen RA-Anwendung beginnen bzw. enden. 
------------------------
1)Diese Modifikation des Begriffs des Segmentes gegenüber 

PRAWITZ (1965) ist eine direkte Folge davon, daß wir den 
Begriff der Widerlegung und nicht den der Absurdität als 
Grundbegriff haben. Daraus werden sich im Beweis des Nor
malisierungssatzes weitere Komplikationen gegenüber PRAWITZ 
(1965) ergeben. Z.B. übersieht dies die Darstellung der 
PRAWITZscben Normalisierungsresultate bei DUMMETT (1977). 
DU.MMETT benutzt einerseits --, statt .J.. als Grundzeichen, 
übernimmt andererseits nur die PRAWITZschen Reduktionsver
fahren, die auf ..A. als Grundbegriff zugeschnitten sind. 
So wäre z.B. 

A ,A 
C , C 

-,D 

nach den bei DU.MMETT angegebenen Definitionen eine nicht
reduzierbare und damit normale Ableitung von -,D aus c,A,-, A 
in der Minimallogik. Andererseits gilt für sie nicht das 
Teilformelprinzip, obwohl DU.MMETT dessen Gültigkeit an
nimmt (vgl. DUMMETT 1977, S. 161). - Auf die Notwendigkeit 
solcher Modifikationen gegenüber PRAWITZ (1965) haben mich 
zum Teil C. Grob und D. Bressler hingewiesen. 
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,V i 
Lemma 12. 2 Jede K...n..-Ablei tung von U aus 6. läßt sich in 
eine Kl-Ableitung von U aus 6. umformen, die keine maxima
len Segmente enthält. 

Beweis lf sei die betrachtete Ableitung. Wie im Beweis 

von Lemma 7.6 führen wir wieder P~arinduktion über <gCir\ 7l..CJr)) 
wobei J Cir) der größte Rang eines in lf vorkommenden 
maximalen Segmentes und 7t._C{f) die Summe der Längen der in 

lr vorkommenden maximalen Segmente vom Rang ~C-r) ist. 
f Or) sei o, wenn lf kein maximales Segment enthält. 

Wenn S Ur) =0,._ enthält 7f keine maximalen Segmente (da es 
keine maximalen Segmente vom Rang O gibt), so daß der In
duktionsanfang erfüllt ist. 
Sei gCTr)>o. Wir wählen in 1r 
ment er vom Rang f (7r) , für 

ein solches maximales Seg
das gilt: 

1. Das R-Aussagenvorkommen unmittelbar unter dem untersten 
R-Aussagenvorkommen von u ist nicht das oberste R-Aussagen
vorkommen eines weiteren maximalen Segments vom Rang Jll). 
2. Für alle maximalen Segmente (5''\ vom Rang .f Or) über <r 

gilt: Unmittelbar unter dem untersten R-Aussagenvorkommen 
von ~ steht das oberste R-Aussagenvorkommen eines 
weiteren maximalen Segments vom Rang f (1f) • 
3. Neben dem untersten R-Aussagenvorkommen von (y' steht 
kein R-Aussagenvorkommen, über dem sich ein maximales Seg
ment vom Rang yOr) befindet oder das ZU einem maximalen 
Segment vom Rang fC1T) gehört. 

Ein solches Segment ~ läßt sieb immer finden. (Dies sieht 
man auf ähnliche Weise ein wie im Beweis von Lemma 7.6.) 

Offensichtlich stimmen diese Bedingungen für die Wahl von 
6--' mit denen im Beweis von Lemma 7.6 (S. 106 ) überein, 

falls es-' ein maximales Segment erster Art ist, da Konkl u-

sionen der Anwendung von B-Regeln nie oberste Glieder eines 
Segments sein können und Prämissen der Anwendung von E-

. . k" 1) Regeln nie unterste Glieder eines Segments sei n onnen. 

==------ ·- --

1) Auch diese kompliziertere Wahl von o---- i st eine Kon
sequenz davon, daß wir einen Widerlegungsbegriff statt 
der Absurdität zum Grundbegriff gewählt haben. 
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Fall a) cr" bat Länge 1. Ist ~maximales Segment erster 
Art, können wir die Argumentation aus dem Beweis von Lemma 
7.6 (S.106f.) übernehmen. Ist o-' maximales Segment 2. Art, 
dann hat c5' die Gestalt NB und tritt in folgender Form 
in lf auf: 

(21[AJ
A 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
-1 

(-1) RA 
C 

c21[A]
A 

rv C. 

tv}, 

(.2.)'RA -------~------------
~ A 

Dieses Ableitungsstück formen wir um zu: 

l'\'l[AJ- lA1[A]-A A 
+ ~ 
+ 
+ + 

-t-+ 
[-\1[A]A + c~1[A]y .] 

~ 

C 
(-1) RA---_____________ "'-'_C ___ _ 

Durch diese Umformung verschwindet er. Nach Wahl von ~ 
kommt in der mit + 

+ 
+ 
+ 

markierten Ableitung kein maximales 

Segment vom Rang fllr)vor, ebenso kann jetzt B nicht zu 
einem ~aximalen Segment vom Rang rOr) gehören, da rg(B)z. rg(NB). 
Ist 1f die umgeformte Ableitung, so gilt also: f (lf') L.. f (71) 
oder es gilt: ? (Tr') ~ f (/!J und ).__ (lf') L. lllf) . In beiden 
Fällen kann man die Induktionsvoraussetzung anwenden. 
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Fall b) CY hat Länge >1. Ist CY maximales Segment erster 
Art, das mit der Konklusion der Anwendung einer B-Regel 
endet, argumentieren wir wie im Beweis von Lemma 7. 6 
(S.108f.). Ist (Y' maximales Segment 2. Art, das mit der 
Konklusion der Anwendung einer B-Regel endet und das aus 
Vorkommen von N F besteht, dann ist das letzte Vorkommen 
von rvF in () zugleich rechte Prämisse einer Anwendung von 
RA. (S' tritt in II also so auf: 

(~)[G-] : 

c-1{6/ti.l\1 ... 1A.,.j: 

. 
(!{G-J: 

l~") L 6.~ (A."' ... ) AJ: 

+ 
(t{G-]+ 

+ 
+ 
+ 
..\.-

(-1),S-B, _____ ~_t= ___ ·_• ______ ~_+ ___ S_(A_":.'.._1 ·_··'......1 A_:.:_J 

T "-' +: 
(2.)RA----------------------------

A.J G-

Dies formen wir so um: 

c.~,[G-] = 
•••• 

~)ll.A.-T _______ ~_"F..:... . . . . 

,t-
(-...J[&J- C."-') [ G-J : (_..,•l)fG--J + 

: (...,,.")[.O...._LA,11 ... ,A._l] . +-
.\-

+
+ l~)RA-F _______ N...:_~ 

,...& ~ 

c. .... +D[GJ- c ... +A. ).s-.B----------------___ ,..._G-_____ s_c_A....::11'....."...:.·,_A~,.) 

l"'+2)RA ..._ __ C:r _______ ---:::------~_:&-::.__ ___ .:__ _______ _ 
~G-

(Im Gegensatz zum Fall maximaler Segmente 1. Art ist die 
Reduktion etwas komplizierter, da in der mit t bezeicb

+ 
+-

neten Ableitung die Annahme G vorkommen kann, die in einer 
eigenen Anwendung von RA noch gelöscht werden muß.) 

Nach Wahl von <r kann das unmittelbar unter dem letzten R-Aus
sagenvorkommen rv F von es-' stehende R-Aussagenvorkommen r-.J G 
nicht zu einem maximalen Segment vom Rang f(Jr) gehören, so 
daß es unwesentlich ist, daß das Segment, zu dem N G ge

hört, aufgespalten wird in mehrere Segmente, die außerdem 
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jeweils um zwei Glieder länger sind. l(T) sinkt durch 
diese Umformung, !J (11) bleibt gleich, also ist die Induk
tionsvoraussetzung anwendbar. (Hier wirkt sich die erwei
terte Definition von "Segmentn aus, wonach das unterste 
Vorkommen von NG mit dem unmittelbar darüberstehenden 
Vorkommen von rv G zu demselben Segment gehört, da die 
unterste RA-Anwendung eine identische RA-Anwendung ist. 
Hätte man es bei der Definition von "Segment" aus§ 7 
belassen, würden durch die Umformung zwei neue maximale Segmen
te zweiter Art entstehen, d i e aus jeweils zwei Vorkommen von 

tVG bestehen und mit der rechten Prämisse der untersten 
RA- Anwendung enden. Dies würde die Induktionsvoraussetzung 
unanwendbar machen, falls rg( r-1 G) > f CTr), was nicht aus
geschlossen ist, wenn /'VG in der ursprünglichen Ableitung 

zu keinem maximalen Segment gebärte.) 

Falls <Y mit der Konklusion einer identischen RA-Anwendung 
endet , besteht er' aus R-Aussagenvorkommen der Gestalt rJF, 
kann also nur maximales Segment zweiter Art sein. CJ tritt 

in l'r demnach so auf: 

(~)[G-]~ c.~,[T]- (.tl[&]- (,1\[+]~ 
i: G--

+ 
+-
+ 
.+ 

-t-- (~) 'RA i:: 

c_ :t.) R /:>. + ~:f 

Dieses Ableitungsstück formen wir um zu: 

L 1{G-] G-
+ 
-1-
4 
.+ 
~ ~~ 8,RA --------------

l= 

c_1-{e-J-
G--

~+ 
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Durch diese Umformung wird if verkürzt . Da nach Wabl von 
+-

er in der mit t markierten Ableitung kein maximales 
-r 

Segment vom Rang J Ur) vorkommt , ferner wegen rg(F) L:. rg(,vF) 
Finder neuen Ableitung nicht zu einem maximalen Segment vom 
Rang f(7f) gehören kann, können wir wieder die Induktions
voraussetzung anwenden. 

,,, i 
Eine K..a...- Ableitung heißt wieder normal , wenn sie keine 
maximalen Segmente und keine redundanten Anwendungen von 
B-Regeln enthält . 

Unter diesen Begriff der Normalität f allen immer noch 
Ableitungen, die in dem Sinne "unschön" sind , als sie 
überflüssige Regelanwendungen enthalten. So ist z . B. 
folgende Ableitung normal: 

(~1f A]- NA -
A NA 

C1)[AJ --- c11 RA - ----
l'l..) l<_A _ _ A ___ _ ___ N_A __ _ (})[A]-

A ~A 
(_l ) R.A - - - --- ------ -----

~A 

obwohl doch offensichtlich alle RA- Anwendungen 
überflüssig sind , man die Ableitung also ersetzen 
kann durch 

rvA -
~A 

Man könnte den Normalitätsbegriff verschärfen, i ndem man 
z . B. identische RA- Anwendungen nicht mehr zuläßt, deren rech
te Prämisse von keiner Annahme abhängt , die bei dieser 
Anwendung gelöscht werden könnte. Wir verzichten jedoch 
auf solche und andere Verschärfungen , da bei uns der Nor
malisierungssatz ausschließlich dazu dient, das Subaus
sagenprinzip und damit die Nichtkreativität zu beweisen. 1 ) 

----== =-==== -::::: 
1) In anderen Kontexten sind solche Probleme natürlich 
sehr wichti g , z.B. bei der Frage nach der intensionalen 
Identitä t von Ableitungen. 
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Satz 12.3 (Normalisierungssatz) Jede Kl_-Ableitung von U 

aus 6.. läßt sich in eine normale !{:_~-Ableitung von U aus 
ß. umformen. 

Beweis Die im Beweis von Lemma 7.5 beschriebene Konstruk-
tion erzeugt keine neuen maximalen Segmente. 

~ 
Die Definition von "Pfad 11 

( oben s. 109f.) änderrr 

wir so ab, daß ein Pfad auch bei der linken Prämisse einer 
RA-Anwendung endet: 

Ein Pfad in einer normalen Ableitung lr ist eine Folge 
u1 , ••• ,Un von R-Aussagenvorkommen aus 1f , für die gilt: 
1) u1 ist ein oberstes R-Aussagenvorkommen in lf , das 
nicht durch Heranziehung einer Annahme zustandegekommen 
ist, die später bei Anwendung einer B-Regel wieder gelöscht 
wird. 

2) Für alle i (1 ~ i Ln) ist Ui nicht Prämisse einer Anwen
dung einer Annahmeregel, die später bei Anwendung einer B
Regel wieder gelöscht wird, und nicht linke Prämisse einer 
RA-Anwendung,und entweder 

2a) Ui ist nicht Hauptprämisse einer Anwendung einer B

Regel,und Ui+1 ist das unmittelbar unter Ui stehende 
R-Aussagenvorkommen, oder 

2b) Ui ist Hauptprämisse einer Anwendung einer B-Regel, 
und Ui+1 ist eines der R-Aussagenvorkommen, die Konklusion 
einer Anwendung einer solchen Annahmeregel sind, die bei 
der vorliegenden Anwendung der B-Regel gelöscht wird. 

(Solche R-Aussagenvorkommen existieren bei normalen Ablei
tungen immer, da diese keine redundanten Anwendungen von 
B-Regeln enthalten.) 

3) Un ist Prämisse der Anwendung einer Annahmeregel, die 
später bei Anwendung einer B-Regel wieder gelöscht wird, 
oder Un ist linke Prämisse einer Anwendung von RA, oder 
Un ist das unterste R-Aussagenvorkommen von 7r . 

Lemma 7.8 gilt dann auch in diesem Fall. 
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An der Definition von "Neben·abscbni tt 11 und 11Hauptabschni tt" 
(S . 112 ) ändern wir nichts (abgesehen davon , daß wir sie 
j etzt auf R- Aussagenvorkommen statt auf Aussagenvorkommen 
beziehen) . Das bedeutet , daß in Hauptabschnitten auch 
Prämis sen und Konklusionen von Anwendungen von RA und n icht 
nur von Operat or- Grundregeln vorkommen können. Aus diesem 

Grunde können wir Lemma 7-9 nicht übernehmen, sondern for
mulieren stattdessen folgendes etwas modifiziertes Lemma: 

Lemma 12. 4 Sei H Hauptabschnitt eines Pfades in einer 

normalen Ki- Ableitung. Sei t:t'1 1 ••• J l'.J'lt- die Folge der 
Segmente , aus denen H besteht . Dann gibt es ein "minimales 
Segment" cr-',i. (1 Gi~n) , so daß gilt : 
(i) Für jedes j mit 1 ~j ...c..i i st cr3 Ha1:1ptprämisse einer 

"'l Anwendung einer B~Regel und 

und r g({)i1-.-. ) <rg(cs-'ä ) . 
cr'i1--'I i st K.n._-Subaussage von C>} 

( ii) Falls i /n, i st ~tPrämisse einer Anwendung einer E-Regel 
oder Prämisse einer Anwendung von RA. 
( iii) Für j edes j mit i L. j < n ist . G'i Prämisse einer An-

~i wendung einer E- Regel und cr'-t- ist K...a.- Subaussage von r:J', • 
" 2/" 

6'"" \ ••• J G"i. heißt auch Beseitigungsteil , 0:1-" 1 ••• 
1 

CJ 'V\... 

auch Einführungsteil von H. 

ei-

Beweis Alle CT} , die Hauptprämissen der Anwendung von 
B-Regeln sind , geh en i n Hallen(% , die Prämissen der Anwen
dung von E- Regeln oder von RA sind , voran. Denn sonst gäbe 
es e i n 6a (1~ j L..n), so daß G"J Prämisse einer Anwendung 
einer E- Regel oder von RA ist , <Y~+-1 jedoch Hauptprämisse 
n.er Anwendung einer B- Regel ist . öi +-1 wäre dann ( da (;'j +- 11 

als Operat nicht Konklusion einer RA-Anwendung sein kann) 
maximales Segment im Widerspruch zur Normalität der Ab
leitung. 

(Ti sei das erste Segment in H, das nicht mehr Hauptprämis se 
einer Anwendung einer :&:-Regel ist . <5"-i. erfüllt dann ( ii) . 
Sei nun i L. j L....n. Ist cr-ä rechte Prämisse einer RA- Anwendung , 
ergibt sich ein Widerspr uch : °a kann weder Kon~lusion einer 

RA- Anwendung (Normalität! ) noch einer Anwendung einer E- Regel 



- 170 -

(da c,3 aus Gliedern der Gestalt rvA besteht) sei n. 
Schließlich kann 6J · wegen i L.. j auch nicht Konklusion einer 
Anwendung einer Annahmeregel sein, die später bei Anwen
dung einer B-Regel wieder gelöscht wird, da dann °j-~Haupt
prämisse einer Anwendung einer B-Regel sein müßte . Da 

wegen~~ n nach Definition von "Pfad" <>· nicht linke 
lJ ß p .. . Prämisse einer RA-Anwendung sein kann, mu ~ ramisse 

einer Anwendung einer E-Regel sein. (Als Nebenprämissen 
von Anwendungen von B-Regeln kommen Segmente nicht in 
Frage, da sie nach Definition nicht mit solchen Nebenprä
mi ssen enden können.) - Die Behauptungen über Subaussagen 

und Ränge sind trivial . QED 

Mit Lemma 12.4 ist wie in Lemma 7. 9 gesichert, daß jede 
R- Aussage eines Hauptabschnittes H Subaussage der ersten 
oder letzten R-Aussage von H ist. Nur daß bei Lemma 7. 9 
noch zusä tzlich galt, daß das minimale Segment Cr'i sowohl 
Subaussage der ersten als auch der letzten Aussage von H 
war . Dami t läßt sich , da Lemma 7. 10 und 7 . 11 weiter gültig 
bleiben, der Beweis des Subaussagenprinzips aus§ 7 im 
wesentlichen auf den vorliegenden Fall übertragen. 

Satz 12. 5 Sei 1f eine K! - Ableitung von U aus 6,. für 
beliebiges i ( 1 ~ i ~ f_) . Dann läßt sich 7f in eine K!
Ableitung lf' von U aus ß umformen, so daß j ede i n lf' 
vorkommende nichtatomare R-Aussage K;_-Subaussage von 6-_ 

oder U i s t . 

Beweis Wi e in § 7 kann man beweisen, daß e i ne n ach Satz 12. 3 
zu 7T existierende normale Ableitung lf' die Bedingung 
erfüllt. Wir geben nur die Stellen an, an denen der Beweis 
von Satz 7. 2 (vgl . oben S. 114-118) wesentliGh mo-
difiziert werden muß. 
Zu zeigen i st , daß all e in Nebm.abschnitten vorkommenden 
nichtatomaren R- Aussagen K1i_- Subaussagen von L, oder U. 
sind . Gegenüber dem Beweis von Satz 7. 2 i s t dabei zu 
beachten, daß j etzt 
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1. eine zusätzliche Möglichkeit besteht, Annahmen zu 
löschen, nämlich bei RA-Anwendungen, 
2. daß Pfade der Ordnung > 0 mit Aussagenvorkommen enden 
können, die nicht Prämisse der Anwendung einer herange
zogenen Regel sind, nämlich mit linken Prämissen von 
RA-Anwendungen. 

Ad 1: Angenommen, das erste R-Aussagenvorkom.men B des 
betrachteten Pfades "Tr wird bei einer RA-Anwendung gelöscht , 
deren Konklusion rv B lautet. Falls B atomar, ist nichts 
zu zeigen. Falls B nichtatomar und Prämisse der Anwendung 
einer herangezogenen Regel, ist die Behauptung schon durch 
den Beweis von Satz 7.2 gesichert. Wir brauchen also nur 
noch den Fall zu betrachten, daß B das einzige R-Aussagen
vorkommen des ersten Nebenabschnittes N1 von 7T ist, also 
zugleich das erste R-Aussagenvorkommen des ersten Haupt
abschnittes H1 von 1f. Wegen r_g_(NB)>rg(B) kann rvB 

nach Lemma 12.4 nicht (etwa als Konklusion einer identischen 

RA-Anwendung) zum Beseitigungsteil von H1 gehören. Also 
kann rvB nur a) zum Einführungsteil von H1 oder b) zu 
einem Hauptabschnitt Ht von .r mit t > 1 oder c) zu einem · 
Hauptabschnitt eines Pfades kleinerer Ordnung als ir ge
hören, In den Fällen a), b) ist rvB und damit auch B Sub
aussage einer R-Aussage, die in einem Nebenabschnitt Ns 
von ir mit s ~ 1 vorkommt, so daß · man die Induktionsvor
aussetzung bezüglich (k+1)-s [k+1: Zahl der Nebenab-
scbni tte von 1r J anwenden kann. Im Fall c) ist l"-'B und 
damit B Subaussage einer R-Aussage eines Nebenabschnittes 
eines Pfades kleinerer Ordnung als ~ , so daß man die 
Induktionsvoraussetzung bezüglich der Pfadordnung anwenden 
kann. 

(Hier zeigt sich, wie wichtig die Behauptung rg(G""~4-.., ) L... rg(u'~) 
in Lemma 12.4 (i) ist. Sie wird noch nicht davon impliziert, 
daß <Y,j+t Subaussage von <f'~ ist, denn z.B. ist nach unse-
ren Definitionen rvB Subaussage von B (vgl. S.160). 
Ad 2: Das letzte R-Aussagenvorkommen des betrachteten 
Pfades ir sei die linke Prämisse C einer RA-Anwendung. Dann 
steht neben C die zu einem Pfad niedrigerer Ordnung gehörende 
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,...i 
R-Aussage rv C. Da C dieselben K..n.-Subaussagen wie NC hat , 
folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung be
züglich der Ordnung der Pfade. 

Daraus folgt analog zu Satz 7.3 die Nichtkreativität von 
Folgen von Operator-Grundregelsystemen: 

Satz 12.6 Sei R konkrete Regel, 
Falls L-R, dann ~ R. r ;)'-t k"'-~ 

Y\.Q_ ..Q 

in der s. nicht vorkommt. 
l 

Satz 12.7 Sei R konkrete atomare Regel. Falls 
dann ~ R. 

K 

Beweis Durch t-fache Anwendung von Satz 12.5 folgt aus 

~R: ~ R. Wir beweisen nun durch Induktion über der 
Länge von 'l~-Abl eitungen 1r , daß für beliebige atomare 

Regeln R gilt: Wenn f ~1_ R, dann ) K R. 
Wendet 1f im letzten Schritt eine atomare Grundregel oder 
atomare Annahmeregel oder RA mit atomaren Prämissen an, so 
ergibt sich die Behauptung sofort durch Anwendung der 
Induktionsvoraussetzung auf die Ableitungen der Prämissen 
dieser Anwendung und daraus, daß "reductio ad absurdum11 in 
N 

K gilt. Andere Fälle können nicht auftreten bzw. sind 
trivial: Würde 7f im letzten Schritt eine nichtatomare 
Annahmeregel anwenden, wäre R nichtatomar. Würde 7f im 
letzten Schritt RA mit nichtatomarer linker Prämisse 
S(A1 , •.• , An) (8 aus rL ) anwenden, ergäbe sich durch Be
trachtung der Ableitung 1f' dieser Prämisse folgender Wider
-spruch: 7f' könnte im letzten Schritt weder eine atomare 

Grundregel noch eine atomare Annahmeregel (da S(A1 , ••• ,An) 
nichtatomar) noch eine nichtatomare Annahmeregel (da R 
sonst nichtatomar wäre) noch RA anwenden (da Konklusionen 
von RA-Anwendungen immer mit ,v beginnen). 

~ 
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Damit können wir das Kriterium der Ni chtkreativität für 
K..n.. als erfüllt ansehen. 

Für das Kriterium der Eindeutigkeit sind keine aufwendigen 
neuen Beweise zu führen. Wie man nämlich leidt nachprüft, 
gelten Satz 7.12 bis 7.15 auch im vorliegenden Fall. Denn 
die Beweise dieser Sätze benutzen das Ersetzungstheorem II 
(Satz 4.5) nur soweit, als es sieb auf die Ersetzung von 
Aussagen durch Aussagen bezieht. Diese ist nach Satz 11.2 
auch in Kalkülen mit Widerlegungsbegriff möglich. 
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§ 13. Operatorenvollständigkei t des Systems AV~7. 

Minimallogik. 

So wie sich in§ 8 die Operatorenvollständigkeit des 
Systems A\J• ~ür die dort betrachteten Kalküle K...Q. zei
gen ließ, können wir jetzt die Operatorenvollständigkeit 

~ von /\\J • °' für Kalküle K-').. beweisen. Die Regelsysteme 

1" i" i i, für I\\J 1->,7 sind jetzt gegeben durch: \ l • 1 

( v-E) { 

( ,-11 l 
P1 ~(p1 V P2) 

P2 9(p1 v P2) 

P1 ~p ;p2 =;;:,p; (p1 v P2) ~ p 

P1-=;>"'PiP29Npj (p1 v P2)~NP 

(• -E.) P19P2 ~(p1 • P2) 

( • -1,)f P19P2?P; (p17 P2) ~ p 

L P1~P2?NP; CP1 • P2)~NP 

..._, N ,-..., 

~ 11 , iv 12.
7

unterscbeiden sieb von z.,.., 
1 

~v 
1 

i.
7 

aus § 8 nur 
durch die zusätzliche B-Regel. FÜr die Klammerung der Junk
toren vereinbaren wir dasselbe wie in§ 8 (vgl. oben S. 
124 ). Außerdem soll gelten, daß I stärker bindet als 
die anderen Junktoren. Wegen Satz 12.1 können wir A-B, 
->-B, 7 -B ersetzen durch: 

(p1 /\ P2) • P1 

(p1 "P2) ~ P2 



- 175 -

Wenn wir von /\-B, • -B, , -B reden, meinen wir also .fort
an stillschweigend diese vereinfachten Regeln. Da wir 

im folgenden Kalküle betrachten, in denen alle 4 Regel
systeme~"'' ~v,i

71
Z 7 vorkommen, können wir auf die zusätz

liche v -B-Regel 

P4 =>"' p ;P2~~ p; CP4 '\/ P2)½:>Np 

verzichten, denn diese Regel ist aus der anderen v-B-Regel 

P4-9P;P2o/P;(P4 v P2) :5>P 

zusammen mit den 7 -Regeln 

rvp1 7' 7P4 

1P4 -=>~ P4 

ableitbar. Damit nehmen die 
be Form wie in§ 8 an. Wenn 
reden, meinen wir von jetzt 

A-, v-, 7 -Grundregeln diesel-
,....., ,...., J"',..; rv 

wir von z" 1 z. 11 1 z. ~ , z_ -, 
an also (verkürzt notiert): 

,-.; 

P4 ~ P1 V P2 

P2 ~ P4 v P2 

P4"'7PiP2~P;P4 v P2 ~p 

~• P 1 ~ P2 C~ P4--;,> P2 

Zum Beweis der Operatorenvollständigkeit ordnen wir wie ,..., 
in § 8 jedem nicbtleeren System 6. von K,w• 7 .n. -Regeln eine 
~ "~ K"'"• ,_Q -Formel u durch folgende Bestimmungen zu: 

X* sei mit X identisch für Formeln X 
( rvX)* sei ,X für Formeln X 
(R1 , ••• ,R

8 
==;::,R)* sei ((R1*"···"Rs*) • R*) für eine Regel 

R1 , ••• ,R
8
~R 

(R1 , •.• ,Rs)* sei (R1*"··-~Rs*) für ein aus den Regeln 
R1 , ••• ,R

8 
bestehendes Regelsystem. 
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Lemma 8.2 gilt natürlich auch im vorliegenden Fall. Im 

Beweis von Lemma 8.3 muß zusätzlich nur noch der Fall 

berücksichtigt werden, daß L die Gestalt rvA hat. In 

diesem Fall gilt mit 9-en ,-Grundregeln sofort die Be
hauptung rvA -H- ,A. Der Beweis von Satz 8.4 kann 

R,.. ... -"'J„.n.. 

sofort übernommen werden und damit auch der von Satz 8.1: 

S:tz 13-} Sei SL System von Operatoren s1 ••••• SL und 
zs 1 ..• 1 .2.._s methodisch zulässig für ..Q. • Dann gibt es zu 

,t 'L-

jedem n-stelligen Operator S aus S2.. eine .\v...:,.7-Formel 
F(p1 , ••• ,pn), so daß gilt: 

S(p1 , ••• ,Pn) 4 ;> F(p1 , ••• ,Pn) 

ist in KAv• ,iL ableitbar. 

,..., 
Sei nun K~~, wieder als Kalkül im Sinne von§ 2 (aller-

dings jetzt mit Widerlegungsbegriff)verstanden, der das
selbe Vokabular und dieselben nichtatomaren Grundregeln ,.., 
wie K,..v~. bat, und statt atomarer Grundregeln R von 

- ~· K,....,~, Regeln (R)1 • ~(R)2 • (vgl. oben s. 130 ). K,w.._, 

erlaubt also nur die Heranziehung und Löschung von R-Aus-
o 

sagen, nicht von konkreten Regeln höherer Stufe. R sei 
/V 

wieder die konkrete KA.11-.:> 7 -Regel, die aus einer konkreten 
KA_,•, ....n.. -Regel dadurch hervorgeht, daß man jedes Vorkommen 

eines nicht mit ", v, • 1 -, beginnenden Operats S(A
1

, •.• ,An) 

durch die entsprechende nach Satz 13.1 existierende Aus

sage F(A1 , ••• , A ) ersetzt, bis kein von "', v 1 • 1 --, ver-. n 
schiedener Operator mehr auftritt. Dann gilt analog zu 
Satz 8.6 bis Satz 8.8: 

Satz 13.2 
,.., ~ 

(i) Seien R1 , ••• ,Rn 
Dann gilt: 

konkrete K-'l.-Regeln, U K~R-Aussage. 

R1 , ••• ,Rn ~U 

(ii) Seien R1 , ••• ,Rn 
sage. Dann gilt: 

~ O 0 

g. d • w. R1 , ••• , Rn r,r- U 
~/IV?7 ,.,, ~ konkrete K~v• ,-Regeln, U K,w •-, -R-Aus-

g.d.w. 
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Beweis wie der von Satz 8.6. 

Satz 13.3 
~ ~ (i) Für alle konkreten K,w"'>,-Regeln R1 , ••• ,Rn und K,w-;::,-,-

R-Aussagen U gilt: 

R1 , ••• ,Rn [~ U g.d.w. 
K,.."~..., 

(ii) Für alle Kt•
7

-R-Aussagen 

u1 , ••• ,unh,,, u 
j(All'-:,7 

Beweis 

g.d.w. 

R1 •' ••• ,Rn• 1 ~• u• 
All'• , 

u1 , ••• ,un,u gilt: 

u1 , ••• , un h;:--u 
K,1-1--;,7 

(i) Zusätzlich zu den im Beweis von Satz 8.7 behandelten 

Fällen müssen noch die -,-Grundregeln und RA berücksichtigt 

werden, äußerdem ist die Anwendung von Regeln O. Stufe neu 
zu behandeln. 

Richtung von links nach rechts: Bei der Anwendung. einer 

Regel 0. Stufe ist zu beachten, daß aus R=u bzw. Rß=u 

folgt: R*~ u• bzw. R•ß :::: u+. Falls die betrachtete K11"~, -

Ableitung 1f von U aus R1 , ••• ,Rn im letzten Schritt -i-E 

anwendet, hat U die Gestalt ,A. Nach Induktionsvorausset

zung gibt es eine K~v•, -Abl eitung von (rvA)* aus R1 •, ••• ,Rn*• 

Da u• = (,A) *= ,A =( ,v A) •, ist dies gerade die gesuchte 

Ableitung. Falls lr im letzten Schritt -,-B anwendet, bat 

U die Gestalt tvA. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es 

eine K~v•, -Ableitung von (---,A)* aus R1 •, ••• ,Rn*· Da U*: 
= (,..,; A) •-::: 7 A = ( 7A) •, ist dies gerade die gesuchte Ableitung. 

Falls 7r im letzten Schritt RA anwendet, hat U die Gestalt 

"-' A, und es gibt nach Induktionsvoraussetzung KZ.., •
7

-Ab

lei tungen von c• und von ("-'C)* aus R1 •, ••• ,R *,A~ für ~ n 
eine K ... "•-, -Aussage C. Nach Anwendung von , -B auf die 

Konklusion ,G ( := ( rvc)• ) der letzteren Ableitung er-
~ hält man K~..,.• 7 -Ableitungen von C und -vC aus R1 •, ••• ,Rn•, A„ 

und daraus mit RA eine Kt..,~~-Ableitung von ~A aus R1 •, ••• , 
,.. 

Rn•. Daraus mit -, -E die gesuchte Ktv • ,-Ableitung von 7 A 
( ~ u• ) aus R1 • , ••• , Rn•. 
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Richtung von rechts nach links: Wir zeigen: Wenn 

R1 • , • • • ' Rn• J - .. 
~ ""•, 

u , dann 

R1,. ••,Rn 1 ... U 
K,w..:;,-, ' 

durch Induktion über der Länge 
Daraus folgt mit u• /... U 

l.< ...... .,, 

von KAv •
7 

-Ableitungen T . 
die Behauptung. 

Wendet eine betrachtete KÄvo/
7

-Ableitung 7f von U aus 
R1 •, ••• ,Rn* im letzten Schritt eine Regel o. Stufe an, 

,.._ 

so ist U = Ri • bzw. U =-R•I> (für atomare K~v•-, -Anfangsregel 
R* , wo bei R atomare K,w•, -Anfangsregel). Dann ist Ri =- U 

oder 7 Ri -= U bzw. R/> .:?U oder, it-'::: U. Durch Anwendung 
~ von Ri bzw. R in KM-'> 7 und evtl. Anwendung von -, -E 

ergibt sich die Behauptung. Wendet 7f im letzten Schritt 
eine --, -Grundregel oder RA an, so folgt die Behauptung 
sofort durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung. Wenn 
T im letzten Schritt eine sonstige Regel anwendet, ist U 

Aussage; man argumentiert wie im Beweis von Satz 8.7. 

(ii) folgt aus (i) wie bei Satz 8.7. 

Satz 13.4 

(i) Seien R1 , ••• , Rn konkrete K.!t.-Regeln, U K..o._- R-Aussage . 
Dann gilt: 

(ii) 

R R 'u d .et • o • ~ o 1' • • • ' n ~ g . • w • H.1 , • • • , Rn "'~ U* • 
__ ,..__ ,...., IAl\v•, 

Seien u1 , ••• ,un,u KAv• 7 -R-Aussagen. Dann gilt: 

g.d.w. 

Beweis Satz 13.2 und Satz 13.3. 
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Dieses. Resultst läßt sich noch etwas verschärfen. zu.,. ,.., 
nächst können wir die zu K~•, gehörende Regel RA erset-

zen durch 

, 
wie sich sofort unter Verwendung der -,-Regeln 
ergibt. Weiterhin läßt sieb sogar völlig auf den in§ 11 

eingeführten formalen Widerlegungsbegriff und damit ins-
~ besondere auf die ,-Grundregeln verzichten: Sei KÄ:~ 

der Kalkül, der sich von K~•~ folgendermaßen unter

scheidet: 
1. K~!-::> bat zwar in seinem Vokabular den Junktor,, 
j edocb kein 0:perator-Grund:oegelsystem für 1 . 

,... 
2. ~~:? enthält RA7 statt RA als Grundregel. 
3. K** hat keinen formalen Widerlegungsbegriff. D.h. 

f\\1---;, 

in K,t~;, -Regeln kann kein 11 
"'" vorkommen, KÄ0• hat einen 

Regel- und Ableitung-sbegriff wie in § 2 · definiert. 
,.,, 

(Man beac~te-, daß atomare Grundregeln ti..'° X von K,,_11 _>-, 

schon in K~11•, die Gestalt b..'f- "3>X* annahmen, aus 
ihnen also "~ 11 eliminiert wurde.) 

Daß der Junktor "7" innerhalb von Kt~• die Rolle, die 
,.., 

11 ~ 11 in Kt,-:>--, hatte, mi tübernebmen kann, zeigt folgender 
Satz: 

Satz 13 • .p' Seien u1 , ••• , Un' U K:"....,.., -R-Aussagen. 
Dann gilt: 

g.d.w. u1 • , ••• , un• ~ u• 
IJ *"' "/\\/-:> 

Beweis Richtung von rechts nach links: Sei 7r eine 

K~:7 ~Ableitung von U* aus u1•, •.• ,Dn*· Indem wir in lf 
jede Anwendung von RA7 : 

(~)[AJA l-1,[A]-;:-

7 J?:, 
(~) KA,---------

, A 

• 
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ersetzen durch 

7ß 
. ,-.B--

0) lA --~----- -rv--:t::::___ 
~A 

7-E -----------
, A 

J 

erhal ten wir eine K~77Able i tung 
Da ferner für beliebige Aussagen 
d.h. ~A--::;·H---(rvA)*, folgt die 

von U* aus u1 *, ••• ,un• 
A gilt: -"'A-H-,A, 

,.., f-

l<t•, 
Für d i e Richtung von l inks nach rechts führen wi r 

Behauptung. K11v-!>7 

eine 

Induktion über der Länge von K* -Ableitungen}/. Av~, 

Hat 11 Länge 1, zieht also im letzten Schritt eine Annahme 
Ui heran, hat 1r die Gestalt: 

LJ.. -
\, LA. 

'\; 

~ Dem entspricht eine K** -Ableitung A v--;, 

Falls lr im letzten Schritt eine 11-, v-, • -Grundregel 
anwendet, wenden wir die Induktionsvoraussetzung einfach 
auf die Ableitungen der Prämissen dieser Regelanwendungen 
an, da die "- -, "-, • -Grundregeln in beiden KalkÜlen iden
tisch sind. Dasselbe gilt für Anwendungen von Regeln 

,..., 
t;.lf =>X*, falls b. ~X Grundregel von K ist, da diese Re-

geln ebenfal:lk3 in beiden Kalkülen vorkommen. 
Zu behandeln ist also nur noch der Fall, daß 1f im letz-
ten Schritt eine 7 -Grundregel od.eP RA anwendet. Falls '1r die: 
, -B-Regel anwendet: : 



1 

1 

1 

' 1 

1 

1 

1-.ß~ 
tvA 
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' 
ergibt sich aus der Induktionsvoraussetzung, bezogen auf 
die Ableitung der Prämisse dieser Anwendung von --,- B, so
fort die Behauptung, da (,A)*:::- 7A "::.(rvA)*. 
Ist im letzten Schritt die -, -E-Regel verwendet: 

1 
t 
1 
1 , 
1 

7-E ~A -,A 

ergibt sich analog die Behauptung. 

Benutzt 71 im letzten Schritt RA: 

""'-1> ~'~A----------
~A 

dann erhält man nach Induktionsvoraussetzung, bezogen 

auf die Ableitungen der Prämissen. B ~d , B, K.r:~-Ablei
tungen von Bund ---,Bund damit eine K~:~-Ableitung: 

(.1)[AJ Ä (.1[AJ-· 
A 

l> 7.1 
8>AA7 ---------
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Zusam•en mit Satz 13.4- folgt denn: 

Satz 13.6 

(i) Seien R1 , ••• ,Rn konkrete K.Jl..-Regeln, U 
,-..) 

KSJ..-:R-;-Aussage. Dann g i lt: 

g.d.w. 

~ (ii) Seien A1 , ••• ,An,A . K~✓➔-Aussagen. Dann gilt: 

A1 , ••• ,A \ ,., A n \<.*..., ""-;) 
g.d.w. 

r,.I 

K~!~ wollen wir im Anschluß an die Bezeichnung von I. ,..,. 
JOHANSSON als Kalkül der Minimallogik über K bezeichnen. 
Satz 13.6 besagt, daß dieser Kalkül gleichwertig mit einer 

~ ~ beliebi'gen operatorenlogischen Erweiterung K..n__ von K ist, 
falls .Q die Operatoren " \ \J', -/1 7 enthält. Dies ist in
sofern bemerkenswert, als K~:• gar k,:inen formalen Wider-
legungsbegriff mehr enthält. Der in KA mittels 

nV --=;,-,_ 
eines formalen Widerlegungsbegriffes definierte Junktor 
-, kann die Funktion des Widerlegungsbegriffs selbst 

übernehmen. 

Entsprechend-§9 'können wir wieder einen formalen Kalkül 
angeben, der die Aussageschemata ableitbar macht, die 
durch Interpretation in einem beliebigen K~:~ ableitbar 
sind. Wir geben dazu von einem Kalkül L aus, der sich 
von dem in§ 9 angegebenen Kalkül L dadurch unterschei
det, daß er ,.., 
1. a und b als L-Aussagevariablen hat, 
2. einen formalen Widerlegungsbegriff bat, 

3. B9>b;a ;;,~b ~~a als Grundregel hat. 
~ L ist · damit ein Kalkül im Sinne von§ 11. Wir bilden nun 
Lt07• Diesen Kalkül kÜrzen wir mit M ab und nennen ihn 
Kalkül der formalen Minimallogik.Mist mit dem von JO
HANSSON angegebenen Kalkül der Minimallogik gleichwertig. 

Außer den Grundregeln für "'\ "\~ enthält er nur die Regel 
RA7 • (Eigentlich tritt in M noch die Regel (a • b),. (a • ,b)~,a 
au:r, die von der L-Gruna.Fegel a~b;a~,..b.,,;...>.,._,a b•'rru'tlrt. 
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Da sie jedoch ait RA-, ableitbar 1st, können wir •i• weg
lassen.) Wählt man die übliche Notation 'für Regeln, wie 

sie von GENTZEN 1935 und FRAWI1Z 1909 h~~ ge~äufig ist, dann 
hat M also die Regeln: 

p q 

p " q 

p 

pyq 

[p] 

q 

p /\ q 

p 

q 

pvq 

p 

p • q q 

[p] [p] 

7P 

p" q 

q 

[p] [q] 

r pyq 

r 

Wie in§ 9 definieren wir eine Interpretation über K 
als Funktion x, die jedem Schemabuchstaben (d.h. jeder 
L-Aussage) eine K-Aussage zuordnet. Rx für eine konkrete 
M-Regel Rist also die i~:7 -Regel, die aus R durch Erset
zen jedes Schemabucbstabens A durch ~(A) entsteht. Eine 
konkrete M-Regel A1 , ••• ,An~A für M-Aussagen A1 , ••• ,An,A 

/V 

heißt M-allgemeingültig, wenn für jedes Kund jede Inter-
pretation x über K gilt: 

A )l A \{, h AK. • 1' ••• , nV"',.. 
''J-,V-5> 

Wie in § 9 ist M in folgendem Sinne r ·egellogi:Sch vollstäzidig: 

Satz 13 • .7 Für alle M-Aussagen A1 , ••• ,An,A gilt 
A1 , ••• ,An~ genau dann, wenn die Regel A1 , ••• ,An ~A 
M-allgemeingültig ist. 



- 184 -

In unserer regello-g±ecb.en Deutung der Minimallogik 
zeigt sieb übrigens ganz klar, daß RA, keine --,-Grund
regel, insbesondere also keine 7 -E-Rege.1 ist. RA, 

drückt vielmehr als Ersatz von RA eine Eigenschaftun
seres formalen Widerlegungsbegriffes aus. ,-Grundregeln 
treten in der Minimallogik gar nicht auf. Für unsere 
Deutung ist es also nicht verwunderlich, daß RA, aus 
dem Schema von E- und B~Regeln herausfällt - was an Kal
külen des natürlichen Schließens bisweilen .bemängelt ·w.ird. 
Das Analoge wird im folgenden §en über das "ex cont.:va
dictione quodlibet" der intuitionistischen Logik zu sagen 
sein. 
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§ 14-. "Ex contradictione guodlibet" und intuitionistische 
Logik 

,-., 
In§ 11 hatten wir Kalküle K mit formalem Widerlegungs-
begriff definiert. Um diesen Widerlegungsbegriff nicht der 

Willkür zu überlassen, d.h. um die Rede von einem Widerle
gungsbegriff zu rechtfertigen, hatten wir als Adäquatheits
bedingung verlangt: In K soll das Prinzip der "reductio 

,.., 
ad absurdum'' gelten, d.b. für alle K-Aussagen A, 13 soll ,.., 
in K ableitbar sein: A~B;As,~B-½>~A • Dementsprechend 
hatten wir bei der operetorenlogischen Erweiterung von ~ ,-., K zu K.n. die Regel 

(RA) p • q; p ~ ,., q ~ NP 

als Grundregel angesetzt. In diesem §en wollen wir unter
suchen, was sich ergibt, wenn man nicht nur die "reductio 
ad absurdum", sondern auch das "ex contradictione quod
libet" als Adäquatbeitsbedingung für einen formalen Wider
legungsbegriff ansieht. Dieser Standpunkt soll als der 
intuitionistische bezeichnet werden, weil die meisten In

tuitionisten das "ex contradictione quodlibet" als we
sentliches Gesetz der intuitionistischen Logik ansehen. 1 ) 

Wir betrachten also in diesem §en GrundkalkÜle mit for
malem Widerlegungsbegriff, in denen für alle Aussagen 
A, B die Regeln 

A~B;A ?;:>~B •';;,,r-JA 

A, ~A 9B 

ableitbar sind. Wir sagen auch: Im Grundkalkül gilt "reduc-

============== 
1)Ganz einig ist man sich allerdings nicht darin, wie sehr 
das "ex contradictione quodlibet 11 für die intuitionistiscbe 
Logik wesentl ich ist. J0HANSS0N bezeichnet z.B. die Minimal 
logik als einen - wenn auch "reduzierten" - "intuitionisti
schen For malismus" (Titel der Arbeit von 1937). Ebenso ge
steht HEYTING (1956, S. 106) dem Minimalkalkül das Rech~ zu, 
sich "intui tionist i sch" ,. zu nennen, obwohl er selbst seiner
zeit erstmals "die formalen Regeln der intuitionistischen 
Logik"(HEYTI NG 1930) einschließl i ch des "ex contradictione 
quodlibet" aufgestellt hatte (vgl. auch GUPTA 1979, S. 143). 
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tio ad absurdum" und "ex contradictione guodlibet". 1 ) Grund
~ 

kalküle, in denen dies erfüllt ist, wollen wir mit K 
bezeichnen. 

~~ 'X, Die Operator-Grundregelsysteme, um die wir K zu K.Jl. er-
weitern, sind dieselben wie in§ 12. Jedoch werden wir, 
um die Gültigkeit des 11 ex contradictione guodlibet" auch 
für die operatorenlogisch erweiterten Kalküle zu sichern, 

:;::, 
als weitere nichtatomare Grundregel zu K-'l... hinzunehmen: 

(ECQ) p,~p §;>q 

K...fl... hat also an nichtatomaren Grundregeln die Operator
~ 

Grundregelsysteme aus§ 12, ferner RA und ECQ. Da K...n... 
/'V 

gegenüber K-'l.. mit ECQ eine zusätzliche nichtatomare Grund-
regel hat, muß nachgewiesen werden, daß euch jetzt die in 
§ 5 genannten Adäquatbeitskriterien (Nichtkreativität und 
Eindeutigkeit) erfüllt sind. Wie in§ 12 müssen wir über
prüfen, ob und wie die Sätze aus§ 7 in diesem Fall fest
gehalten werden können. Wir beweisen zunächst: 

Lemma 14.1 Jede lt-Ableitung lr von U aus r läßt sieb 
in eine solche Ableitung von U aus r umformen, in der 
alle Konklusionen von Anwendungen von ECQ atomar sind. 

Beweis Unter dem Rang einer ECQ-Anwendung i n 7r verstehen 
wir den Rang der Konklusion dieser ECQ-Anwendung. Wir 
führen nun Paarinduktion über <g

1 
J> , wobei :1 der maxi

male Rang von ECQ-Anwendungen in -ll ist und d die Zahl 
der ECQ-Anwendungen dieses maximalen Ranges in 71 . 
Falls c(= O , ist die Behauptung erfüllt. Falls / .:> 0 , wäh
len wir i n lf e ine solche ECQ-Anwendung vom Rang i , so 
daß über di eser ECQ-Anwendung keine weitere ECQ-Anwendung 
vom Rang~ sich befindet. (Eine solche ECQ-Anwendung 
läßt sich immer finden.) Sie muß folgende Gestalt 
haben: 

============ 
1)Neben der Abl eitbarkeit von A, ,...., A 4> B auch noch die 

von A, ~ A ==5>"'B eigens zu fordern, ist n i cht notwendig, 
da sie sich aus der Gültigkeit der "reductio ad absurdum 11 

ergibt. 
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wobei der Rang von S(A
1

, ••• ,An) gerade '( ist. Sei nun 
R(p1 , ••• ,pn) eine der S-E-Regeln. R(p1 , ••• ,pn) besitze 
v Vorderregeln. Dann ersetzen wir obiges Ableitungs
stück durch: 

s C. A 1 i .•• 'A...._) 

11 ECQ bzw. RA 11 soll dabei bedeuten: "Es werde ECQ bzw. RA 
angewandt, je nachdem (R(A , ••• ,A ))1 . 2 (1 ~ i~ Y) eine 

1 n , 1, 
Aussage ist oder die Gestalt "'F für eine Aussage F hat." 

Die Anwendungen von !CQ ~ind j~t alle von k.leiJ;le:r,ea 

Rang als vorhin. War die betrachtete ECQ-Anwendung die 
einzige ECQ-Anwendung maximalen Ranges, dann sinkt r 
durch die Umformung. War sie nicht die einzige, so tritt 
nach der Umformung eine ECQ-Anwendung maximalen Ranges 
weniger auf, da nach Wahl der ECQ-Anwendung in den (jetzt 
mehrfach auftretenden) Ableitungen von B und ~B keine 
ECQ-Anwendung maximalen Ranges vorkommt. Es bleibt dann 
also r gleich, während b sinkt. In beiden Fällen können 
wir die Induktionsvoraussetzung anwenden. 

Statt von ECQ-Anwendungen mit atomarer Konklusion sprechen 
wir auch von atomaren ECQ-Anwendungen. 

Die erweiterte Definition von 11Segment 11 übernehmen wir aus 
§ 12 (s.o. S. 161f. ). 

In die Definition von "maximal 11 (vgl. oben s. 162) beziehen 
wir jetzt ECQ-Anwendungen mit ein: 
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Ein Segment heißt in folgenden Fällen maximal: 
1. Es beginnt mit der Konklusion einer Anwendung einer 
E-Regel oder der Konklusion einer Anwendung von ECQ, 
und es endet mit der Hauptprämisse einer Anwendung einer 
B-Regel. 

2. Es beginnt mit der Konklusion einer Anwendung von 
RA und endet mit einer Prämisse einer· Anwend:ung von RA 
oder ECQ. 1 ) 

Wir sprechen auch hier von maximalen Segmenten der ersten 
und der zweiten Art. 

Xi 
Lemma 14.2 Jede K.1L-Ableitung von U aus ~ läßt sich in 
eine Kli_-Ableitung von U aus ß umformen, die keine maxi
malen Segmente enthält. 

Beweis Wegen Lemma 14.1 können wir voraussetzen, daß eine 
f-5._-Ableitung T nur atomare ECQ-Anwendungen enthält. 
Daher enthält T keine maximalen Segmente erster Art, 

die mit Konklusionen von ECQ-Anwendungen beginnen. In 
1f treten also an maximalen Segmenten erster Art nur 

solche im Sinne von§ 12 (und§ 7) auf. 
Wir führen den Beweis wie den von Lemma 12.22 müssen 
jetzt nur die zusätzlichen Fälle berücksichtigen, in 
denen ECQ-Anwendungen bei maximalen Segmenten zweiter 
Art ins Spiel kommen. 
Zu Fall a) Zu behandeln ist noch: Das im Beweis von 
Lemma 12.2 gewählte maximale Segment <> hat Länge 1 
und ist ein maximales Segment zweiter Art, das mit der 
Konklusion einer RA-Anwendung beginnt und einer Prämisse 
einer ECQ-Anwendung endet. <s' tritt dann in folgender 
Form in 11 auf, wobei rr' gerade aus der R-Aussage ,v A 
besteht : 

====::::== .:::: :=:;==== 
1) Man kann den folgenden Normalisierungssatz auch dann bewei
sen, wenn man außerdem solche Segmente als maximal ansieht, 
die mit der Konklusion einer ECQ-Anwendung beginnen und einer 
Prämisse einer Anwendung von RA oder ECQ enden. Für den Be
weis des Subaussagenprinzips, um den es uns in dieser Arbeit 
alleine geht, ist die Ausweitung des Normalisierungssatzes 
auf diesen Fall jedoch nicht nötig, weshalb wir sie unter
lassen. (Vgl. oben S. 167) 
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+ 0fAjA 
+ 
~ 

+ 
~ ~ 
~ l~~A 
A ~A 

Ec~ 
C 

Dieses Ableitungsstück formen wir um zu: 

+ 
~ 

+ 
+ 
~ 

+ 
+ 

+ 
~ 

A 

~3 ECQ-_____ _ 
C 

o-' verschwindet durch die Umformung. Da rg(A)~rg(rvA) 
ist, kann durch die Umformung mit A kein neues maximales 

Segment vom Rang f(f)entstehen. Außerdem kann nach Wabl 
von G"-' in dem mit ~ 

+ 
+ 

bezeichneten Ableitungsstück kein 

+ 
maximales Segment vom Rang f(TfJ vorkommen, so daß ein 
mehrfaches Auftreten von t die Zahl der maximalen Seg

+ 
r 

mente vom RangJOT)nicht vergrößert. Die Zahl der maximalen 
Segmente vom Rang rCTr)verringert sich also, so daß wir 
die Induktionsvoraussetzung anwenden können. 

Zu Fall b) Hier ist noch zu behandeln, daß o maximales 
Segment zweiter Art der Länge >1 ist, das mit der Kon
klusion einer (nichtidentischen) RA-Anwendung beginnt 
und der rechten Prämisse einer ECQ-Anwendung endet. <Y 
kann dabei b1) mit der Konklusion der Anwendung einer B
Regel enden, oder b2) mit der Konklusion einer identischen 
RA-Anwendung enden. 
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Ad b1) c, tritt in folgender Form auf, wobei (y' aus 
Vorkommen von rv F besteht: 

+ 
+ 
.\
+ 
+ 

S(A,.,,1···1A-..1 
81S-B--------------------~ 

"-'+ • • • • 

T ~+ 
Ecq------ ----=-------------- --

C,--

Wir nehmen folgende Umformung vor: 

. .. . 
+
+
-1--

.J_ 

T "'i: "F "''°f .f-.. 
EC(,7'----G------ • • • EcQ.------- - - + 

(,11 .s;-J3---------------::-------G-_____ s_:(A:...1.L:...· ~·-~A ... ~1 
G---

Dadurch wird er gekürzt. Da G als atomar angenommen wer
den kann, kann G als Konklusion einer ECQ-Anwendung zu 
keinem maximalen Segment gehören, so daß die Verlängerung 
des Segments, zu dem G gehört, nicht schadet. Daher ist 
die Induktionsvoraussetzung anwendbar. 

Ad b2) '1 tritt in folgender Form auf , wobei Cs-' aus 
Vorkommen von rv A besteht: 

(_1'J[A]
A 

A 
(~) RA 

A ~A 
ECQ---- --,;,;---------

~ 
Dies formen wir um: zu: 

A 
+ 
+-

r A , .. \ 
o(~----.....---

Da dadurch o--' gekürzt wird, ferner nach Wahl von ~in der 
mit markierten Ableitung kein maximales Segment vom 
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Rang sGT)auftreten kann , weiterhin rg(A)Lrg(~A) ist, 
kann man die Induktionsvoraussetzung anwenden. 

QED 

Wir nennen eine Ableitung normal, wenn sie keine maxima
len Segmente, keine redundanten Anwendungen von B-Regeln 
und keine nichtatomaren ECQ-Anwendungen enthält. 

Satz 14.3 (Normalisierungssatz) Jede Rli_-Ableitung 1f 
von U aus ß läßt sich in eine normale Ableitung von U 
aus ß. umformen. 

Beweis Die im Beweis von Lemma 14.2 angegebene Konstruktion 
erzeugt keine nichtatomaren ECQ-Anwendungen, die im Beweis 
von Lemma 7.5 angegebene Konstruktion keine maximalen Seg-
mente. Also kann man die Beweiskonstruktionen der Lemmata 
14.1, 14.2, 7.5 in dieser Reihenfolge anwenden. 

QED 
Für einen späteren Zweck (vgl. § 15) beweisen wir noch: 

Tr ~ 
Satz 14.4 Sei II eine normale K-G..-Ableitung eines Operats 
S(A1 , ••• ,An) (ohne Annahmen). Dann wendet Tim letzten 
Schritt eine S-E-Regel an. 

Beweis Induktion über dem Aufbau von lf. 
In 11 haben alle ECQ~Anwendungen atomare Konklusion. Opera
te kommen also als Konklusionen von ECQ-Anwendungen nicht 
in Frage. Da Operate auch nicht Konklusionen von RA-Anwen
dungen sein können, kann im letzten Schritt von lr nur eine 
Operator-Grundregel angewendet worden sein. 
Falls es sich dabei um eine B-Regel handelt, ist die 
Ableitung 1f' der Hauptprämisse C dieser Anwendung der 
B-Regel eine normale Ableitung eines Operats, die von kei
nen Annahmen abhängt (weil sonst auch lf von Annahmen abhän
gen würde). Nach Induktionsvoraussetzung gilt also, daß 
ir, 
11 im letzten Schritt eine E-Regel anwendet. Daraus er-

gibt sieb ein Widerspruch zur Normalität von T , weil 
die Aussage C Konklusion der Anwendung einer E-Regel und 
Hauptprämisse der Anwendung einer B-Regel wäre, also ein 
maximales Segment erster Art bilden würde. In 7f kann 
also im letzten Schritt keine B-Regel angewendet worden 
sein. Also kommt nur eine E-Regel in Frage. 

~ 
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So wie wir in § 12 die Definition von 11Pfad 11 so verändert 
hatten, daß ein Pfad immer bei der linken Prämisse einer 
Anwendung von RA- endete, so wollen wir jetzt außerdem ver
langen, daß ein Pfad auch bei der linken Prämisse einer An
wendung von ECQ endet. 11Pfad" soll also jetzt die Defini
tion haben, die sich aus · der von S„168 ' -< ergibt, wenn wir 
dort überall 11RA 11 durch "RA oder ECQ" ersetzen. An der 
Definition von "Haupt- 11 und 11Nebenabscbnittn ändern wir 
wie in§ 12 nichts. 
Anstelle von Lemma 12.4 ergibt sich, indem man "RA 11 durch 

11RA oder ECQ11 ersetzt: 

Lemma 14.5 Sei H Hauptabschnitt eines Pfades in einer nor
malen Kl_-Ableitung. Sei o11 .•• 1 o..,_ die Folge der Segmente, 
aus denen H besteht. Dann gibt es ein "minimales Segment 11 

o--i ( 1 6 i ~ n), so daß gilt : 
( i) Für jedes j mit 1 ~ j ~ i ist 0; Hauptprämisse eine;i- An-

o~ -

wendung einer B-Regel und ~+,1 ist K}i_-Subaussage von u3 , 
ferner ist rg(~+" ) Lrg( o.3 ). 
(ii) Falls i/n, ist O: Prämisse einer Anwendung einer E-Regel 
oder Prämisse einer Anwendung von RA oder ECQ. 
(iii) Für jedes j mit i~j.:'.'.. n i~~ uj Prämisse einer An

wendung einer E-Regel und G'"'i ist Kl_-Subaussage von CY'J+~. 
0-" l ••• 1 0-i heißt auch Beseitigungsteil, CS"-i.1--~ 1 ••• J <J''""

auch Einführungsteil von H. 

Beweis (entspricht fast wörtlich dem Beweis von Lemma 12.4) 
Alle "8 , die Hauptprämissen der Anwendung von B-Regeln 
sind, gehen in Hallen G"k, die Prämissen der Anwendung von 
E-Regeln oder Prämissen der Anwendung von RA oder ECQ sind, 
voran. Denn sonst gäbe es ein cr-'3 , so daß ~ Prämisse einer 
Anwendung einer E-Regel oder Prämisse einer Anwendung von RA 

oder ECQ ist, 6:3·1-1 jedoch Hauptprämisse einer Anwendung einer B

Regel ist. 6J+,i, wäre dann (da ~+I\ als Operat nicht Konklusion 
einer RA-Anwendung sein kann) maximales Segment im Widerspruch 
zur Normalität der Ableitung. 

()i sei das erste Segment in H, das nicht mehr Hauptprämisse 
einer Anwendung einer B-Regel ist. G"..,, erfüllt dann die 
Klausel (ii). 
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Sei nun i L. j Ln. Ist G'ä rechte Prämisse einer RA- oder 
ECQ-Anwendung,ergibt sich ein Widerspruch: crj kann 
weder Konklusion einer RA-Anwendung sein (Normalität!) 
noch von ECQ oder einer E-Regel (da ~ aus Gliedern der 
Gestalt rv A besteht) sein. Schließlich kann ~ wegen 
i < j auch nicht Konklusion einer Anwendung einer Annahmere
gel sein, die später bei Anwendung einer B-Regel wieder 

gelöscht wird, da dann CTJ-~ Hauptprämisse einer Anwendung 
einer B-Regel sein müßte. 

Da wegen j.c:::: n nach Definition von "Pfad" °J nicht linke 
Prämisse einer EGQ.- oder RA-Anwendung sein kann, muß ü"~ 

Prämisse einer Anwendung einer E-Regel sein. 
Die Behauptungen über Subaussagen und Ränge sind trivial. 

Daraus ergibt sich wie in§ 12 das Subaussagenprinzip: 

Satz 14.6 Sei lT eine fl-Ableitung von U aus 6.. für be
liebiges i ( 1 ~ i ~ R.). Dann läßt sich 1f in eine ll-Ablei
tung lf

1 

von U aus ß umformen, so daß jede in lT' vor-
~i 

kommende nichtatomare R-Aussage K..Q-Subaussage von 6 oder 
U ist. 

Beweis Zusätzlich zum Beweis von Satz 12.5 ist nur der 
Fall zu berücksichtigen, daß ein Pfad mit der linken Prä
misse G einer Anwendung von ECQ endet. Dann steht neben 
C die R-Aussage NC, die zu einem Pfad niedrigerer 
Ordnung gehört. Da C dieselben i1;_-subaussagen wie rvC 
hat, folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung 
bezüglich der Ordnung der Pfade. 

1) 

=== ========~:== == 
1) Es sei noch angemerkt, daß sich in dem Fall, wo T 
keine Anwendungen atomarer Grundregeln enthält, das Subaus
sagenprinzip so verschärfen läßt, daß nicht nur jede nicht-

, ~i 
atomare, sondern überhaupt jede R-Aussage in 1f K....n_-Subaus-
sage von ,6, oder U ist. 
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Bam.it ergi"llt<t sic--b die :N-i.chtkrest-ivität: 

Satz 14.7 se7 R konkrete i1_-Regel, in der Si nicht vor
kommt. Falls / ,1 · -R, dann L__ R 

V\1,.. f~ • 
~ K.:," ~ 

Satz 14.8 Sei R konkrete atomare Kn-Regel. Falls ~~-
~ -.... ß" r, R, 

dann , !Z R. 1\_,L-

Beweis Zusätzlich zum Beweis von Satz 12.7 ist zu berück
sichtigen, daß in einer i~-Ableitung 7r von Ralle ECQ
.Anwendungen als atomar angenommen werden dürfen, also 
eine nichtatomare linke Prämisse einer ECQ-.Anwendung selbst 
nicht Konklusion einer ECQ-.Anwendung sein kann. 

Für den Nachweis des Kriteriums der Eindeutigkeit ist wie 

in§ 12 nichts neues zu beweisen. 

Die Resultate von§ 13 lassen sieb sofort auf den vorlie
genden Fall übertragen, was nicht mehr im einzelnen durch-

~ 

gegangen werden soll. Man erhält einen Kalkül K~~~, der 
definiert ist wie K!* , außerdem jedoch noch die Grund-

"v-:;:, 

regel 

bat. Er heiße auch Kalkül der intuitionistischen Logik 
über K. Er ist, falls ",v, -? 17 in ..n.. vorkommen, gleichstark 

~ 

mit K.n.. (vgl. S·atz 13.6): 

Satz 14. 9 
(i) Seien R1 , ••• ,Rn konkrete K--12..-Regeln, U f.o..-R-Aussage. 
Dann gilt: 

0 0 1 0 
R1 *, ... , Rn* ,,,,, •• U* • 

V.. 1w-::, 

g.d.w. 
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Einen Kalkül der formalen intuitionistischen Logik erhal
ten wir wie folgt: L sei der Kalkül Laus§ 13, erwei
tert um die zusätzliche Grundregel 

(1) a,~a..~b 
~ ~ 

mit L-Aussagenvariablen a,b. List damit ein Grundkalkül, 
in dem "reductio ad absurdum" und 11 ex contradictione quod
libet" gelten, wie wir es verlangt haben. Den Kalkül L~t

7 

bezeichnen wir al s Kalkül deF f ,<1>rmall.en intui tionisti-
schen Logik und kürzen ihn mit I ab. Da in I ECQ

7 
als 

Grundregel vorkommt, lassen wir die von (1) herrührende und 
mit ECQ„ ableitbare Grundregel a" -, a ~ b weg. Damit 
bat I die übliche Gestalt eines Kalküls des natürlichen 
Schließens für die intuitionistische Junktorenlogik. In 
GENTZENscher Notation bat I die aufs. 183 angegebenen 
Regeln, erweitert um: 

P 7P 

q • 

~ 
Interpretationen über Kund die I-Allgemeingültigkeit von 
konkreten I-Regeln definieren wir wie in§ 13, indem wir 

~ ~ 
dort I statt Mund K statt K schreiben. Dann g i lt: 

Satz 14.10 Für I-Aussagen A1 , ••• ,An,A gilt A
1

, ••• ,Anf-rA 
genau dann, wenn die Regel A1 , ••• ,An =9 A I-allgemeingül tig 
ist. 

Wie schon oben (S. 184) bemerkt, findet die gelegentlich 
konstatierte Unplausibilität, die die Regeln RA, und ECQ~ 
haben, wenn man sie als E- und B-Regeln für--, auffaßt, im 
Rahmen unseres Ansatzes eine Erklärung. I hat wie M gar 

keine E- und B-Regeln für,, in Satz 13.5 wurde vielmehr 
gezeigt, daß diese überflüssig sind. Die Regeln RA 7 und 
EC~, drücken Adäquatheitsbedingungen aus, die man an den 
formalen Widerlegungsbegriff stellt, haben also eine andere 
Funktion als E- und B-Regeln. Das sieht man jedoch nur 
deshalb ein, weil zunächst streng zwischen formalem Wi
derlegungsbegriff rv und dem Junktor -, unterschieden 
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und erst nachträglich gezeigt wurde, daß man auch I die 

Rolle von rv zuweisen kann. Ich sehe nicht, wie man die 
Negationsregeln von I direkt - d.h. ohne Umweg über einen 
formalen Widerlegungsbegriff - verständl ich machen könnte. 
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§ 15. v ist nicht explizit de.f inierbar 

Gilt in einem Kalkül K.n.. ohne Widerlegungsbegriff fiir 
einen Operator Saus S}__ für Aussagen A1 , ••• ,An 

(1) S(A1 , ••• ,An)-1t- ß(A1 , ••• ,An), 

so gilt aufgrund von Satz 4.5 auch 

f' [S(A1 , .•• ,An)] -H--- r7[ 6. (A1 , ••• ,An)] 

für ein System konkreter K..n_-Regeln f'[S(A1 , ••• ,An)J, 

in dem an einer Stelle S(A1 , ••• ,An) als unmittelbare 
Teilaussage vorkommt.Dies erlaubt es, falls für alle 

Operatoren; S aus ..Q und für alle A1 , ..• ,An eine Behaup

tung der Gestalt (1) gilt, aus K.n..-Regeln sukzessive alle 
Operatoren zu eliminieren. Deshalb ist es berechtigt, Ope

ratoren S mit nur einer E-Regel 

~ (p1 , •.• ,Pn) ~ S(p1 , • • • ,Pn) 

als explizit definierbar zu bezeichnen, da in diesem Fal l 

das System der S-Grundregeln wiedergegeben werden kann durch 

(2) S(p1 , ••. ,pn)~ ~(p1 , ••. ,pn), 

wodurch die Erflillung von (1) garantiert ist. 

Ein gleichwertiges Analogon zu Satz 4.5 haben wir in Kal

kiilen mit Widerlegungsbegriff nicht, da hier z.B. A in 
r-J A als unmittelbare Teilaussage vorkommt, die Ersetzung 

von A in NA durch ein Regelsystem jedoch keinen Sinn 
macht. Mithilfe des folgenden Satzes läßt sieb trotzdem 

ein Eliminierbarkeitsresultat erzielen. 

Satz 15.1 Sei KIL Kalkül im Sinne von§ 14. Sei 
~ 

r1 [l'V S(A1 , •.• ,An)] ein System konkreter K..fL-Regeln, in 

dem NS(A1 , ••• ,An) als Komponente oder Hinterregel einer 

Komponente irgendeines Grades vorkommt. Dann gil t 

(Dabei trenne das Doppelkomma 

d'en Regeln - S(A1 , ••• , An) ? A1 
stehenden Regelsystems.) 

die beiden Glieder des aus 

und S(A1 , ••• , An) s;>N A1 be-
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Beweis Mit RA und ECQ läßt sich ableiten: 

N S(A1 , ••• ,An) -1~ S(A1 , .•• ,An) 7'A1 ,, S(A1 , ••• ,An) =?A.IA
1

• 

Daraus mit Satz 11.1 die Behauptung. 

Damit läßt sich eine Aussage S(A1 , ••• ,An), für die (1) 
gilt, und die in r[S(A1 , ••• ,An)] als unmittelbare Teil
aussage vorkommt, an dieser Stelle durch ~ (A1 , •.• ,An) 
eliminieren: Falls vor S(A1 , •• • ,An) kein .rv steht, wende 
man sofort Satz 11.1 an; falls vor S(A1 , ••• ,An) ein rv 

steht, ersetze man zunächst ~s(A1 , ••• ,An) durch 
S (A1 , ••• ,An) ~A1,, S (A1 , ••• ,An)-==;> ,v A1 gemäß Satz 15 .1 
und dann mit Satz 11.1 diese beiden Vorkommen von 

S(A1 , •.. ,An) durch 6.(A1 , ••. ,An). Damit gilt auch hier, 
daß aus einem K-12_-Regelsystem alle Operatoren eliminierbar 
sind, falls alle Grundregelsysteme für Operatoren aus il. 
auf die Form (2) gebracht werden können. Es ist also berech
tigt, in diesem Falle (2) als 11Explizitdefinition" zu be
zeichnen und von der expliziten Definierbarkeit von 
Operatoren zu reden. Allerdings gilt dies noch nicht für 
die in§ 11 - § 13 behandelten Systeme, in denen nur RA 
als Widerlegungsregel zur Verfügung steht. Denn der Bewei s 
von Satz 15.1 benutzt wesentlich ECQ. 

In§ 8 wurde gezeigt, daß sich alle Operatoren zurückführen 
lassen auf die Standardjunktoren A1 V 1•• In§ 13 wurde 
nach Hinzunahme eines formalen Widerlegungsbegriffs die 
Zurückführbarkeit auf " 1v

1 
~ 

1 7 gezeigt. Da in ~
1111
•, 

ableitbar ist: 

{ 

p /\ q ~p,q 

( 3) P 7 q ~ P"'S>q 

,p ~ /Vp , 

sind ", • 1, jeweils durch ein Regelsystem explizit definier
bar. Könnte man etwas Analoges auch von v zeigen, dann 
wären letzlicb alle Operatoren durch Regelsysteme explizit 
definierbar, mehrzeilige Systeme von E-Regeln a l so über-
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flüssig. Daß dies nicht der Fall ist , zeigt unten Satz 

15.5. Dieses für die intuitionistiscbe Logik formulier
te Resultat gilt entsprechend auch für die schwächeren 
Systeme der Minimallogik und der positiven Logik. 
Wir beweisen dabei mit unseren Hilfsmitteln noch ein
mal etwas, was seit WAJSBERG 1938 und McKINSEY 1939 
längst bekannt ist. 

~ 
Ein Kalkül K beiße formal entscheidbar, wenn für jede 
* 1 -· K-Aussage A gilt: r-rA oder rw- ,VA. 

Es ist dabei nicht gesagt, daß entweder tyA oder 

~ rvA gil;· Wir lassen also zu, daß IK A und ~/VA 
gilt, also K inkonsistent ist. 

Der Begriff der formalen Entscheidbarkeit wird in§ 17 
im Rahmen einer Deutung der klassischen Logik noch eine 
wichtige Rolle spielen. 

Lemma 15.2 Es gi_gt kein System von t-Regeln j(p), 
so daß für jedes K gilt: 6(p) ist in K~ genau 
dann ableitbar, wenn K formal entscheidbar ist. 

(Zum Begriff der 4'-Regel: Siehe S. 71f.) 

Beweis A.ngenoJl]ll~n, es gilbe ein solches Regelsys.tem b.(p ). 
""' ~ {::::J 

Seit der in§ 14 betrachtete Grundkalkül. L' gehe aus L 
dadurch hervor, daß man ß(a) (d.h. das aus -6,(p) durch 

~ ~ 
Substitution der L-Aussagenvariablen a für die L,t,-Aussagen.:. 

T ~ 
variable . p entstehende Regelsystem) als Grundregeln zu L 

' ~ ~ 

hinzufügt. Dann wäre ß.(p) in L't ableitbar, also L' 
nach Voraussetzung formal entscheidbar. Sei nun A belie

% 

bige L' -Aussage. Dann müßte )T,-A oder l~~A gelten. 
L. 1 LI 

Sei lf eine L'-Ableitung von A. Daraus erhält man eine 
~ ~ ,z 
K-Ableitung einer beliebigen K-Aussage, falls K Kalkül 

ist, für den 6.(p) in Kf ableitbar ist: Denn alle i•
Gtt-undregeln sind dann in K ableitbar, so daß man nur L'
Aussagen durch f-Aussagen interpretieren muß. Analog er-
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- ~ hält man aus einer L'-Ableitung von ,vA eine K-Ableitung 
von -vB für beliebige [-Aussagen B, falls K Kalkül ist, 
für den ~(p) in K~ ablei!bar ist. Wir hätten also: Für 

ledes f, für das t(p) in Kf ableitbar ist, ~d für !lle 
K-Aussagen B gilt f-rB, oder für alle solchen K und K-Aus
sagen B gilt: 1-F- "-'B. 

1,( 
Nach Voraussetzung würde also für alle formal entscheid-

~ ~ 
baren K und für alle K-Aussagen B gelten: r-r B, oder 

- ~ ¼ ~ 
für alle solchen Kund K-Aussagen B:/yNB. Kalküle l 
könnten also nur in dem trivialen Sinne formal entscheid
bar sein,daß für alle Aussagen A gilt ~A, oder für 
alle Aussagen A gilt rr-~ A. ~ 
Dies ist ein offensichtlicher Widerspruch, wenn wir z.B. 
den Kalkül K1 betrachten mit+,++ als einzigen Aussagen, 
a,b als Aussagenvariablen und den Grundregeln: 

+ 

,V++ 

e ~b;e-=s> ~ b ~ ,va 

~ 

K1 ist offensichtlich formal entscheidbar, jedoch ist 
~ 

weder ++ noch rv+ in K1 ableitbar. 

~ 
Lemma 15.3 Die Regel p v, p ist genau dann K,w•

7
-ab-

leitbar, wenn ~/\V->i formal entscheidbar ist. 

Beweis Sei A beliebige K ,w->7 -Aussage. Sei A v I A 
KM71-ableitbar. Nach Satz 14.4 und dem Normalisierungs
satz gibt es dann eine Ableitung von A v, A, die im letz
ten Schritt eine Y-E-Regel anwendet. Diese Anwendung hat 
A oder -.,A zur Prämisse , also gibt es eine Ableitung von 
A oder von 7 A. Im zweiten Fall gibt es dann, wieder nach 
Satz 14.4, auch eine Ableitung von r0A. Also gilt 
}--- A oder r-- rJA. 

Sei umgekehrt t-A oder ~NA. In beiden Fällen folgt 
mit v-E und -i-E: A v 7A. 
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~ 
Lemma 15 . 4 Wenn K formal entscheidbar ist , dann auch 

K "v•• • 

Beweis W'ir zeigen durch Induktion über rg(A), de-.B für be

liebige lM7 ,-Aussagen A gilt : h...--A oder 1..-"'A • 
' V..""""' l,.,...,•, 

Falls rg(A)=0, ist A atomar, die Behauptung also nach 
Voraussetzung erfüllt. 
Sei rg(A) > o. 
Sei A =B "C, dann gilt nach Induktionsvoraussetzung: 

1-B oder ~NB 
und ~ C oder l- rvC • 

Falls f--B und f-c, folgt 
Falls ~~B oder ~ "-'C, folgt 

~B" C mit ,--E. 
\-NB/\ C mit 1\.-B und RA. 

Sei A =B v c, dann gilt nach Induktionsvoraussetzung: 
~B oder \-tvB 

und 1- C oder f-NC • 

Falls 1-B oder 1-C, folgt /-B vC mit v-E. 
Falls \-NB und \-,,,_, c, folgt ~NB v C wegen "'B, Ne~ ~B v C. 
Letzteres zeigt folgende Ableitung: 

( •) LBJ- rv ß -
..B ,.._,~ 

~A---- --

~( -

~(__ 
RA----- -- <-~>[),"(l--

~ 3 " (_, .B " c... 
c.2.{ß.,, cJ- - (1) "-ß.:-------- ------- --- - - --- ---

J3 '/ (._ ""' B \/ c.. 
l~RA--------- ------- - -------- -

=· -============== 1) 

1)Diese Ableitung, die nach unseren Defi nitionen normal ist , 
zeigt übrigens deutlich, wie sinnvol~ die Erweiterung des 
Begriffs "Segment" in§ 12 (S . 161f.) war. Hätte mal!l 
es bei der Definition aus§ 7 (S . 104) belassen; dann 
besäße diese Ableitung zwei maximale Segmente zweiter Art, 
dj_e aus jeweils drei Vorkommen von ~ B v C bestehen. Diese 
Segmente würden sich nicht eliminieren lassen. 
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Sei A=B7C, dann gilt nach Induktionsvoraussetzung: 
1-B oder 1- ~B 

und t- C oder r "-'C • 

Falls f-. ~B, dann f-- B-:3>C mit ECQ und ~E. 

Falls 1-C, dann ~B • C mit -r-E. 

Falls f-B und ~"'c, dann ~"'B • C mit 7-B und RA. 

Sei A=-,B, denn gilt nach Induktionsvoraussetzung: 
1- B oder f-/'VB. 

Falls f- B, dann /- ~ 7B 

Falls f- "'B, dann 1-- 7B 

mit 7 -B und RA. 

mit 7-E. 

Satz 15.5 Es gibt kein fl• ,-Regelsystem 6,(p,q), so daß 
~ 

für jedes K das Regelsystem 

p V q ~ ~ t.(p, q) 

iR K ableitbar ist. 
AV•, 

Beweis Angenommen, es gäbe ein solches Regelsystem. Dann 
ist jedenfalls auch 

p" -.p ~b.(p,.p) 
,._ 

in K,.,"~, ableitbar. Da ~(p, 7 p) höchstens A 1• r• an 
Operatoren enthält, diese weiterhin nach (3) explizit de
finierbar sind, könnte man unter sukzessiver Anwendung 
von Satz 15.1 und Satz 11 . 1 diese Operatoren aus L\(p, 1 p) 
eliminieren. Es gäbe also ein System 6.'(p) von ?-Regeln, 

% 
so daß für jedes K 

p\1-ip ~6' (p) 
X 

in K/\'-1-> 7 ableitbar ist. Damit wäre wegen Lemma 15. 3 
~ ~ 

6,' (p) genau dann in K; AV->, ableitbar, wenn K /\V-;:,, 

formal entscheidbar ist. Wegen der Nichtkreativität von 

K,w-;;,, ist nun 6..' (p) genau dann in K/\v->, ableitbar, 
~ 

wenn ß..' (p) in K~ ableitbar wäre. Weiterhin ist wegen 

Satz 14.8 und Lemma 15.4 KAv~ genau dann formal ent-~ 7 
scbeidbar, wenn schon K formal entscheidbar ist. Also wäre 

.6'(p) genau dann in RP ableitbar, wenn K formal entscheid
bar ist, im Widerspruch zu Lemma 15.2. 
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Daraus folgt natürlich auch, daß es kein 
X 

L\(p,q) gibt, so daß für jedes K 

pvq9A(p,q) 

p-Regelsystem 

~ 

in KAv•, ableitbar ist. v ist also ein nicht eXJribizit 
definierbarer Junktor (und zwar von den wegen der Opera
torenvollständigkei t ausreichenden Junktoren "l '\ -:> 

1
, der 

einzige). Dieses Ergebnis zeigt auch, daß es für unseren 
Begriff der Definierbarkeit von Operatoren durch Regel
systeme kein Analogon des Definierbarkeitssatzes von 
BETH geben kann. Denn sonst müßte man aus der impliziten 
Definierberkeit von v - "implizit definierbar" jetzt ver
standen im Sinne der Behauptung von Satz 7.12 - auf die 
e:xplizi te De.finierbarkeit von v schließen können. v ist 
jedoch nach Satz 7.12 implizit definierbar, wegen Satz 
15.5 jedoch nicht explizit definierbar. 

Die folgenden beiden Sätze zeigen, daß Satz 15.5 in ent
sprechender Weise auch für MiniIJJ.allogik und positive Logik 
gilt. 

Satz 15.6 Es gibt kein t, • 7-Regelsystem .L\(p,q), so daß 
für jedes K das Regelsystem 

p V q G'/ 6_(p, q) 
,..., 

in K ableitbar ist. /\\J -o> 7 

,;::, 
Beweis Folgt aus Satz 15.4, da man Grundkalküle K auch 

ein 

Satz 15.7 Es gibt kein A• -Regelsystem A(p,q), s0 daß für jedes 

K das Regelsystem 

p V q 6:7' ß (p, g) 

in K ableitbar ist. I\V~ 

Beweis Es gebe ein solches Regelsystem. Dann ist insbe
sondere für die L-Aussagen +,++(Laus§ 9) das System 

(4) + V++ <'.§, :5> ~( +' ++) 
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~ 

L~~-/-~bleitbar. Dann ist jedoch für jedes K 
bige K""-;, 7 -Aussagen A.,- B das System 

,._ 
~ 

A v B L.=9 Ä(A, B) 

und belie-

~n K,._\1->, ableitbar: Da alls L AV~ -Grundregeln auch 
K~v...:;, 7 -Grundregeln sind, braucht man in einer L1"'?-Ab
leitung von (4) die L-Aussagen +, ++ nur durch A, B 

zu interpretieren. Damit ergibt sich ein Widerspruch zu 
Satz 15. 5. 

Wie oben s. 95 schon bemerkt, wür de sich v allerdings 
definieren lassen, hätte man Regeln mit Variablenbindung 
für Aussagenvariable (und damit Quantoren höherer Stufe) 
zur Verfügung. 
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§ 16. Symmetrische 11reductio ad absurdum" und klassi

sche Logik 

Nachdem wir in§ 12 - 13 die Minimallogik gedeutet hatten als 
operatorenlogische Erweiterung von Kalkülen mit formalem 
Widerlegungsbegriff, wobei die Gültigkeit der "reductio 
ad absurdum" Adäquatheitsbedingung für den formalen Wi
derlegu.ngsbegriff war, gelangten wir in§ 14 zur intui

tionistischen Logik, indem wir die Gültigkeit des ''ex 
contradictione quodlibet" als weitere Adäquatheitsbedin-
gung verlangten. In diesem §en wollen wir untersuchen, 
ob man durch weitere Verschärfungen des Widerlegungsbe-
griffs eine Logik erhält, die der üblichen klassischen 
Logik entspricht. 1 ) Man könnte z.B. versuchen,_ die klassi
sche Logik als solche Lo.gik · zu ch.aPakt:eris!i.e;een, die im 
Geg.ensatz zur Minimallogik sich bzgl. Begründungs- und 
Widerlegungsbegriff symmetrisch verhält. So wie wir in 
§ 11 mit dem Prinzip der "reductio ad absurdum" verlang
ten, daß man eine Aussage A widerlegen kann, indem man 
aus ihr einen beliebigen Widerspruch ableitet: 

A ~B;A 5> NB ~"'A , 
könnten wir entsprechend verlangen, daß man eine Aussage 
A begründen kann, indem man aus ihrer Widerlegung FVA 
einen beliebigen Widerspruch ableitet: 

NA -=S>B; rvA ~~B ~A • 2 ) 

Wir betrachten also Grundkalküle mit formalem Widerlegu.ngs
begriff, in denen diese beiden Regeln für beliebige Aus-

============= 
1) Wir wollen keine Systeme untersuchen, die 'zwischen' intui
tionistischer und klassischer Logik liegen. Wie UMEZAWA (1955) 
gezeigt hat, gibt es unendlich viele Systeme in aufsteigepder 
Stärke, die alle stärker als die intuitionistische, jedoch 
schwächer als die klassische Logik sind. Ein einfaches Bei
spiel für ein solches Zwischensystem ist das System I , er
weitert um die Anfangsregel -,p v ,7 p. Einen Überblick über 
diese sogenannten "intermediären Logiken(I gibt RAUTENBERG 
(1979), s. 288ff. 
2) Wie schon in der Einleitung (S. 25f.) vermerkt, geben wir 
keine Argumente für oder gegen einen solchen Begründungs
und Widerlegungsbegriff an, sondern entwickeln ein logisches 
S~stem unter der Annahme eines derartigen Begründungs- und 
Widerlegungsbegriffes. 
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sagen A, B ableitbar sind. Wir sagen dann auch, daß das 
Prinzip der symmetrischen "reductio ad absurdum" in den 
Kalkülen gilt. Solche Kalküle seien durchgäag~g mL~ 
Ä 

K bezeichnet. 

Da wir jetzt die symmetrische "reductio ad absurdum" als 
Adäquatheitsbedingung für den Widerlegungsbegriff ver
stehen, müssen entsprechende nichtatomare Grundregeln 

" auch in den operatorenlogisch erweiterten Kalkülen K..n.., 
vorkommen. Dies seien die Regeln 

(RA) p • q; p • N q ~ Np 

( RA ) /"V p ~ q ; ~ p => N q ~ p 

" KA_ habe also an nichtatomaren Grundregeln Operator-Grund-
regelsysteme der in § 12 angegebenen Gestalt, außerdem 

RA und RA • 

Daß die Hinzunahme von RA gegenüber§ 14 eine Verschär
fung darstellt, obwohl doch ECQ nicht mehr auftritt, liegt 
daran, daß ECQ aus RA ableitbar ist, aber nicht umgekehrt. 

/'-
Für beliebige Kalküle K_n_ das Kriterium der Nichtkreativi-
tät nachzuweisen 1scheitert jedoch. Nachweisen können wir es vor
erst1nur für solche Kalküle K...12., deren Operator-Grund
regelsysteme jeweils nur eine einzige E-Regel haben. 
D. h. die Operatoren aus lL müssen explizit definierbar 
sein, ihre Grundregeln kann mann nach Satz 12.1 ansetzen 
mit: 

S(p1' • • • 'Pn) ~ 6.(p1' • • • ,Pn) • 
2

) 

Sei im folgenden ..Q.
1 System s1 ••• S.e. von Operatoren, die 

in diesem Sinne explizit definierbar und deren Grundre
gelsysteme für .n.' methodisch zulässig sind. Dann wollen 

/\. 

wir für K~ das Kriterium der Nichtkreativität nach-
/\ 

weisen. Warum sich der Nachweis für Kalküle K...f.L mit 
beliebigem ~ und für SL methodisch zulässigen Opera
tor-Grundregelsystemen nicht führen läßt, zeigt sich un
ten daran, daß das wichtige Lemma 16.2 nicht für Opera
tor-Grundregelsysteme mit mehr als einer E-Regel beweis

bar ist. 

1) Vgl. dazu jedoch den- Anhang . 
2) Daß man in diesem Falle von "expliziter Definierbarkeit" 
sprechen kann, i st durch die Bemerkungen zu Beginn von§ 15, 
insbesondere Satz 15.1, gerechtfertigt. 
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Lemma 16.1 Für jeden Operator Saus SL1 , der durch das 
Grundregelsystem 

S(p1' ••• ,pn) <:'.'.'.:~R,(P1, ••• ,Pn), ••• ,Rv (p1' ••• ,P~) 
"' gegeben ist, ist in K„QJ ohne Benutzung von RA ableitbar: 

für alle i mit 1 ~ i ~ v • 
(Das Zeichen - wurde oben S. 

153 erklärt.) 

Beweis Aufgrund der S-B-Regeln gilt für beliebige Aus
sagen A1 , ••• ,An: 

S(A1,•••,An), (Ri(A1,··•,An))1 

Da trivialerweise gilt: 

S(A1,••·,An), (Ri(A1,•••,An))1 , (Ri(A1,•·•,An))2 

t-- (Ri CA1, ••• ,An) )2 

folgt mit RA: 

(Ri(A1,••·,An))1 

d.h. die Behauptung. 

Im Nachweis des Kriteriums der Nichtkreativität schließen 
wir uns an§ 14 an, da wir unsere Regel RA ähnlich behan
deln können wie dort ECQ. Demgemäß beweisen wir analog 
zu Lemma 14.1: 

Lemma 16. 2 Jede icl-Ablei tung lT- von U aus r läßt sich 
in eine solche Ableitung von U aus r umformen, in der 
alle Konklusionen von Anwendungen von RA atomar sind. 

Beweis Ähnlich zum Beweis von Lemma 14.1 verstehen wir 
unter dem Rang einer RA-Anwendung in 7f den Rang der 
Konklusion dieser RA-Anwendung. Wir führen Paarinduktion 
über z1

1
J),wobei i der maximale Rang von RA-Anwendungen 

in T ist und & die Zahl der RA-Anwendungen dieses maxi
malen Ranges in l\ . Falls t=::0 , ist die Behauptung erfüllt. 
Falls r >0 , wählen wir in U eine solche Il-Anwendung 
vom Rang y , so daß über dieser RA-Anwendung keine weitere 

• 
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RA- Anwendung vom Rang er sieb befindet . Eine solche Il
Anwendung bat folgende Gestalt : 

~ SlA~1 •.• 1 f,.,._) 

wobe i der Rang von S(A1 , • •• , An) gerade d" ist. Sei nun 

S(p1, · · •,Pn) ~ R{p1 ,·••,Pn) ' • • • , Ry(P1, ·••,Pn) 

das S- Grundregelsystem. Sei R1 ( 1 ~ i ~ v ) eine Abkürzung 

für Ri(A
1

, ••• ,An) . Dann ersetzen wir obiges Ableitungs

stück durch: 

+ +--

+ ~ 

( Yf!\) [ (l~).1 ] + (v+-\{lR));\ } -\-

+ + 

( A) ( ('R~ ) i .1 + c.~)lc~J .\-

.j. + 
4 l-

+ 
"'S(,b,.~, "'l Aj 

-1-

...,SlA'l,·~,1>- ... ) 

RA l "' :B 
(-\) b~1,,1. ------------

RA 

..\,, +-
+ + 

( v+~) [(1<; )" j : (v .. ~)[ CRi)-1 J + 
+ 

(v) [[RK) 1 (v).[~i;] + 
4-

J. 
){ .2.. .j. 

+ 
.l 

./- + 
~ S(A..\1 ••• )A ...J "-'\Lli."1 .•• ,A.,....) 

Rt,,. 'ß 
• • • • (.y)1i .... . :-----------

R.hr 

LY+,,\) 5-E----------------------------
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.... 
(~ ·') ~ 

" " + 
(R.'f ~ 

"'2.. + .,. 
N s lA'\, ... ,A,,) 
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(1 ~ i ~ Y ) die nach Lemma 16. 1 

existierenden und von RA- Anwendungen freien Ableitungen 
von "" S(A1 , ••• , An) aus (Rl_)1 und ( RJ_ ) 2 • Da für alle i 
(1 ~ i ~y ) (Ri)2 von kleinerem Range als S(A1 , ••• ,An) ist , 

N .SCA.t, ... ,A_)----
wei terhin nach Voraussetzung i n ~SU\, ... 1A.,) und 
,..,5(,4'\1 ... ,A._)---- 3 

..... Sc.A.M~··,Ä...)von vornherein ke ine RA-Anwendungen maxi-
,-.,ß 

malen Ranges vorkamen , kommt in dem umgeformten Stück e i ne 
RA-Anwendung vom Rang i weniger vor . Fa lls b=1 war, sinkt 

a lso t , sonst bleibt j glei ch und ~ sinkt . 
QED 

Dieses Lemma läßt sieb nicht für Operatoren mit einem 
mehrzeiligen 
Beispiel von 

v kann man 

System von E- Rege 1n beweisen, wie man am 
v veranschaul i chen kann. Für den Ju.nktor 

analog zu Lemma 16.1 beweisen, daß 

(1) ""P, ~ q~~P " q 

ableitbar ist (vgl . den Beweis von Lemma 15.4). Sei jedoch 
A1 v A2 Konklusion einer RA-Anwendung: 

(,1) ~ _ _ ___ _ ::!. _ __ ~ ___ ____ "'_.s _ _ 
lt,~ A"!--

Bei einer Um~ormung analog zu der im Beweis von Lemma 16.2 
erhielte man: 

+- + 
l") l""'li-.,.) +. 

(.4) ~ A( J + 
+ + 
+- /V,.,._ t 

,._, f.\ L ~ 1.. .. 
t-

-+- +-
~ p.,"" A,., ~ ~,. v t,,,2. 

~ 
~1 RA - - --- - - - ----- - - - ~-~---

v-E 

A"' " A.,_ 
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oder 
+- +-
+ + 

rv A 'I -1- ~ t,.,~ + 
(_~)l_'V '°'1.-J 

-l- +-
+ (-")LN ,t,.l-1 ./. 

-+ .j. 

"'fi"P. 'I 2... ~ A'I v Ai. 

N_] 
C~) RA ---~------------~-

wobei wieder ~ 
,.., A1 + 

+-
N Al 1.. 

..f-

NA,,_" /;,V 

die aufgrund (1) existierende 

Ableitung von N A1 v A2 aus tvA
1 

und rvA
2 

sei. 
Im ersten Fall erhalten wir eine Ableitung von A

1 
v A

2 
aus 

der Annahme ~ A2 , im zweiten Fall eine aus der Annahme /'VA
1

, 

in keinem Fall also eine Ableitung von A1 vA
2 

ohne zusätz-
liche Annahme. Dies liegt daran, daß in der mit ~ 

.i,. 

+ 
+ markierten Ableitung zwei mit IV beginnende konkrete Re-

geln (~ A1 und ~A2 ) als Annahmen auftreten, von denen nur 
eine bei RA-Anwendung zu löschen ist. Allg~me-in können so 
bei mehreren S-E-Regeln auch mehrere konkrete Regeln der 
Gestalt NA als Annahmen in + 

-1- auftreten, während im 

Falle 
stalt 
in -r + 

+ 
+ 

+ 
+ 

e i nzeiliger E-Regeln höchstens eine Regel der Ge-
~A (nämlich (Ri)z, falls (Ri)2 Aussage ist) 

auftreten kann, die bei Anwendung von TII 

wieder gelöscht wird. 

I\ Daß die Nichtbeweisbarkeit von Lemma 16.2 für Kalküle K...!)_, 
deren Operatoren mehrzeilige Systeme vön E-Regeln haben, 
nicht nur an unserer Unfähigkeit liegt, wird am Schluß 
dieses §en gezeigt, wo wir ein Gegenbeispiel angeben. 
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Statt von RA-Anwendungen mit atomarer Konklusion sprechen 
wir wieder von atomaren RA-Anwendungen. 

Analog zu§ 14 nennen wir ein Segment in folgenden Fällen 
maximal: 
1. Es beginnt mit der Konklusion · eine~ mwendQ.ng :e·iner li'J..,.Regel 
oder der Konklusion einer Anwendung von RÄ, und es endet 

mit der Hauptprämisse einer Anw,endun~ einer B-Regel. 
2. Es beginnt mit der Konklusion einer Anwendung von RA 

und endet mit einer Prämisse einer Anwendung von RA oder W. 1 ) 

Lemma 16.3 Jede ~-Ableitung von U aus r läßt sich in 
~i " eine solche K~-Ableitung von U aus I umformen, die keine 

maximalen Segmente enthält. 

Beweis (analog zum Beweis von Lemma 14.2) 
Ai . 

Wegen Lemma 16.2 können wir voraussetzen, daß eine K.n!.-Ablei-
tung 1r nur atomare RA-Anwendungen enthält. Daher enthält 
T keine maximalen Segmente erster Art, die mit Konklusio
nen von RA-Anwendungen beginnexi.. In lf treten also an 
maximalen Segmenten erster Art nur solche im Sinne von§ 12 
auf. Wir führen den Beweis wie de·n von Lemma 12.2, müssen 
jetzt nur die zusätzlichen Fälle berücksichtigen, in denen 
R°A-Anwendungen bei maximalen Segmenten zweiter Art ins 
Spiel kommen. 

Zu Fall a) Zu behandeln ist noch: Das im Beweis von Lemma 
12.2 gewählte Segment o"' bat Länge 1 und ist ein maximales 
Segment zweiter Art, das mit der Konklusion einer RA-Anwen
dung beginnt und der rechten Prämisse einer RA-Anwendung 
endet. es-' besteht also aus einem einzigen R-Aussagenvor
kommen "'-'Bund tritt in 11 in folgender Form auf: 

== ============= 
1) Wie schon in§ 14, so ist auch hier eine erweiterte 
Definition von "maximal" nicht nötig, da es uns nur um 
den Beweis von Normalisierungssatz und Subaussagenprinzip 
geht, obwohl sie für die Charakterisierung von. Bewe:isen, die 
"keine Umwege" machen, natürlich sinnvoll wäre. 
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c~,[~A]- (~\ [:ß}:- {2.1[~AJ- (1)[ B]-- l2.f.,~-"'Ä Js ~t. .!, ~A 
+ 
+ 
+ 
+- C-+ 
t 0) R/li 

~~ 
(J.~ RA 

A 

Dieses Ableitungsstück formen wir um zu: 

+ 
+ 
+ 
5 

/"V(_ 

l~\f.,A]
~ A 

C. 
0)RA-- ------- ---:---- -----N~C::::...._ __ 

A 

Dabei verschwindet o-' • Da nach Wabl von <s' in + 
+ 
+. 

+ 
kein maximales Segment vom Rang f(F) auftreten kann , 
ändert ein mehrfaches Auftreten von + nichts an der 

+ 
+ 
+-

Zahl der maximal en Segmente vom Rang f(T) . Da ferner 
rg(B)~rg(NB), sinkt die Anzahl der maximalen Segmente 
vom Rang f(l) , so daß man die Induktionsvoraussetzung an
wenden kann. 

Zu Fall b) Hier ist noch zu behandeln , daß o--- maximales 
Segment zweiter Art der Länge > 1 ist , das mi t der Kon
klusion einer (nicbtidentiscben) RA- Anwendung begi nnt 
und der rechten Prämisse einer RA- Anwendung endet.()' kann 
dabei b1) mit der Konklusion einer Anwendung einer B-Regel 
enden , oder b2) mit der Konklusion einer identischen RA
Anwendung enden. 

Ad b'1) c5' tritt in folgender Form auf, wobei cr' aus Vor
kommen von NF besteht (die Anwendung der S- B-Regel ist 
dabei von einfacherer Gestalt als s on st, da S nur eine 
E- Regel hat): 
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(2.)[~&] - (l)[~ G-] ' 
L1) [ ß (/\,w·. 

1 
A_')J 1

, 

[-1 )5-.B,,--____ ,....,_+'-_. _____ .S_l_f\_:_'I_:_'. _· • .:.....' A_::""--:=:_) 

"'f 
G-)RA-------------------

G-

Dies formen wir um zu: 

(_ 1") ["' G-J 
C.!.) [6 lA" 1 ••• i A ... ~ • 

+-
+

(J)L"' &:1 + 

+-

~ + 
L~~Ä-----------Nl=-....:....__ + 

U.) .S-ß--_____ G-________ s _:_CA....::"~'·:...:..·~-i_"'.....:Y\.~) 

G--
(.3)[ ~ (rj--. 

"-' 6--
(_.:i) RP..-------------G--::::-----------------

. . . 
Bei dieser Umformung wird o- gekürzt. Weiterhin kommt 

nach Wahl von cr' in der mit 

bezeichneten Abl eitung kein maximales Segment vom Rang 

J(7T}vor; außerdem ist das neu entstehende zweigliedrige 
Segment aus Vorkommen von G nicht maximal, da es mit der 

Konklusion einer RA-Anwendung beginnt. Also läßt sieb die 
Induktionsvoraussetzung anwenden. 

Ad b2) 6"" tritt in folgender Form auf , wobei <S' aus Vorkommen 

von ~ A besteht: 

u.{~ß] -L - ,.., _B 

A 

A 
01RA--------------~_A ___ _ 

~A 
G1RA------------------------
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Dies formen wir um zu: 

A "' A 
(_,n ~A ~----------:;,---------

.] 

. 
Da dadurch CS--' gekürzt wird, ferner nach Wahl von CY in 
der mit= markierten Ableitung kein maximales Segment vom 

Rang y(1r) auftreten kann, weiterhin rg(A)..(rg(/VA) ist, 
kann man die Induktionsvoraussetzung anwenden. 

Wir nennen eine Ableitung normal, wenn sie keine maximalen 
Segmente, keine redundanten Anwendungen von B-Regeln und 
keine nichtatomaren RA-Anwendungen enthält. 

Satz 16.4 Jede K1-Ableitung von U aus~ läßt sich in eine 
"-i normale K-n!-Ableitung von U aus i::)._ umformen. 

Beweis Lemma 16.2, Lemma 16.3, Lemma 7.5. 
~ 

Hieraus läßt sich ebenso wie in§ 14 beweisen, daß jede 
normale Ableitung eines Operats sich in eine solche umformen 
läßt, die im letzten Schritt eine E- Regel verwendet. Satz 
14.4 ist also kein Charakteristikum der intuitionistischen 

Logik. Allerdings haben wir auch jetzt nur eine eingeschränk
te klassische Logik zur Verfügung, in der Junktoren wie y , 

die mehrere E-Regeln haben, fehlen. In einer vollen klas
sischen Logik gilt Satz 14.4 bekanntlich nicht. (Vgl. auch 
unten Satz 16.1 2 und die daran .anschließenden Bemerkungen, 
sowie§ 17.) 
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Aus dem Normalisierungssatz läßt sich wie in§ 14 das 
Subaussagenprinzip gewinnen, indem man RA so behandelt 
wie dort ECQ. Der Beweis soll nicht in Einzelheiten 
durchgeführt werden, da er fast nur Wiederholung wäre. 
Der Fall, daß bei RA-Anwendungen Annahmen der Gestalt 
NA gelöscht werden können, spielt keine wesentliche Rol
le, weil wir ja nach Lemma 16.2 normale Ableitungen kon
struieren können, in denen A atomar ist~)Als Endresultat 
erhalten wir Nichtkreativität und Konservativität: 

Satz 16.5 Sei R konkrete K~-Regel, in 
kommt. Falls h-I--R, dann l " . A R • 

II -t- II .._-
Y\n.' V\ -0..• 

der Si nicht vor-

Satz 16.6 
dann t- ,.. 

A 

Sei R konkrete atomare K..Jl!-Regel. Falls \ " R, 
K..fl_l 

R. 
K 

A 

Das Kriterium der Eindeutigkeit gilt für K...a.1, da es 

schon für die Systeme KA- ünd R.n.. gcal t. 

Geht man nochmals den Beweis der Definierbarkeit belie
biger Operatoren durch die Standardjunktoren ", v1 -:::> 1 -, 

(Satz 8.1 bzw. 13.1) durch, so siebt man, daß der Junktor 
v nur dann benötigt wird, wenn ein Operator mit mehr 

als einer einzigen E-Regel vorliegt. Da solche Operato
ren jetzt gar nicht in Betracht kommen, kommt man mit 
den Junktoren A\ •,, aus. Weiterhin läßt sieb wegen der 
Ableitbarkeit von 

rvp~>7P 

auf den formPlen Widerlegungsbegriff verzichten, wie in 

=--=========:::: 
1)Übrigens gilt auch hier die oben S. 193 Anm. angedeutete 
Verschärf~ng des Subaussagenprinzips, wonach im Falle einer 
normalen K~-Ableitung lt von U aus 6. , die keine Anwen
dungen atomarer Grundregeln enthält, alle in lf auftre-
tenden R-Aussagen Subaussagen von U oder von Regeln aus 
6 sind. Die Löschung e i ner atomaren R-Aussage rvA bei 

RA-Anwendung führt ja immer zu einer Aussage A, und rv~ 

zählt nach unseren Definitionen als Subaussage von A. 
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§ 13 gezeigt (Satz 13.5); somit erhalten wir einen Kalkül 
/\ 

K~t, der ein Kalkül im Sinne von§ 2 ohne formalen Wi-
derlegungsbegriff ist und an Grundregeln besitzt: 
1. !:::...* -4Xlff für jede K-Grundregel 6.~X, 
2. die Regelsysteme ~" und i • ( in der Version von S. 175), 

3. die Regeln: 

(RA7 ) p• q ;p • 7q ~"'p 

Fü. AK* * r A?> gilt analog zu Satz 13.4 und 14.9: 

Satz 16.7 

(i) Seien R1 , ••• ,Rn konkrete K-.n!-Regeln, U 
Dann ·gilt: 

"' K_,rR--Aus sage. 

R1 , ••• ,Rn 1 „ U 
~..n.' 

g. d. w. :a1 •, ••• , R • 1 ,,. u• 
--n t< • * 

" -'1> 

(ii) Seien A1 , ••• ,An,A " . K~~-Aussagen. Dann gilt: 

A1 , ••. ,An 1-"- A 
l-<.i",t<-

/\• 

g.d.w. 

K~~ heiße der Kalkül der klassischen A• ~-Logik über i. 1 ) 

Einen entsprechenden Kalkül der formalen Logik erhalten 
,.,, 

wir, wenn wir den Kalkül L aus§ 13 erweitern um die 
·Grundregel 

"' Dieser Kalkül, den wir mit L bezeichnen, bat also als 
einzige Grundregeln 

(
2
)[ a =;:,b;a~Nb ~,.._,a 

/Va ~b; rva 9/\Jb ~a 

Aufgrund dieser Grundregeln ist er trivialerweise ein 
Kalkül, in dem die symmetrische "reductio ad absurdum 11 

================ 
1) Wir sprechen von A•, -Logik, da 
Grundzeichen gehört. Trotzdem kommt 
als Index vor, da die -,-Regdn RA7 

Operator-Grundregeln sind. 

der Junktor --, zu den 
A 

-, bei K~~ nicht 
und RÄ7 keine 
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gilt , al so ein Kalkül der in diesem §en betrachteten 
,'\ 

Art. Den Kalkül Lt~ , abgekürzt durch C' , bezeichnen 
wie als Kalkül der formalen klassischen A• , -Logik. De 
in C' RA7 und RA-, als Regeln vorkommen, können wir 
wieder die von (2) herrührenden C'-Grundregeln 

( a ~ b) r. ( a • , b) ~ -,a 

( 7 a • b)" (-, a •, b ) ~ a 

weglassen. C' ist dami t i dentisch mit den üblich en Kal
külen des natürlichen Schließens f ür die auf den Junk
toren ", •, , aufbauende klassische Logik. In GENTZENscher 
Notation hat C' die auf S. 183 angegebenen Regeln mit 
Ausnahme der v-Regel n, jedoch erweitert um: 

q ,g 

1) 
p 

Wi e gewohnt bilden wir den Begriff der CLA.llgemeingültig

keit : 

Eine konkrete C'-Regel A1 , ••• ,An -==9A 
A1 , •• • , An,A heißt C'-allgemeingül t i g. 
und jede Interpretation K über K ~ilt : 

==-= == === == 

für C'-Aussagen 
wenn f ür jedes i 

1<. A 1<- 1 -AK. A1,•••, n ~ • 
V._ 1f 

"'" • 

1) Es ist nic~t s o, daß s ich die oben für i 4 , bewiesenen 
Sa tze ohne weiteres auf das System der fo r malen Logik 
C' übertragen. Da -i j etzt d i e Roll e des Widerlegungsbe
griffes überni mmt , j edoch -, A im Gegensatz zu "-JA bei ato
marem A nicht als atomar zählt, gilt z . B. statt des un
eingeschränkten Subau s sagenprinzips für C' nur: J ede 
c •~Ablei tung von A aus A1 , ••• , A l äßt sich in e i ne Ab le i tung 
von A aus A1 , ••• , A umformen , d~e neben Teilaussagen von 
A, A,, , ••• ,A nur AuHsagen der Gestal t -, B mit a tomarem B 
enthält, w&bei B Teilaussa ge von A,A1 , • • • , A . Für die for
male Minima llogik und i ntuitionistiscbe Logik M bzw. I 
gelten dagegen uneingeschränkte Te i lformelprinzi pien. Vgl . 
dazu PRAWITZ 1965. 
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Satz 16. 8 Für alle C'-Aussagen A1 , ••• ,An,A gilt 
A

1
, ••• ,An r-a--iA genau dann, wenn die Regel A1 , ••• ,An =,>A 

C'-allgemeingültig ist . 

C' läßt sich noch reduzieren, wie der folgende Satz zeigt: 

" Satz 16. 9 Für j edes K ist 

P-'>q#-,(PA ,q) 

in f,.,• , ableitbar. 

Beweis Seien A,B 
( i) Wir 2eigen; 

(:\) ( A A -il) 

A-j 
A,.,,~ 

A 
• -j 

~ 
(._-1)'RJ1.. 

7 -f 

(.t) [l\]

/\ 

beliebige KA-r,- Aussagen. 

A • Br-- ~ ~ "'.-,tB) : 

c~, c~ ,\ .-i1 
AA,], 

A• :S - -
A_.;,J. 

c.A[~t1-
~1 

7-E
-,_3 

A-~ 

• .1 
\ -~ 

,-.._., :ß 

, lA",ß)--
., LA-"' .ß) 

,\- [ - - - ----- - 7 - .B --- -
A ",1 ~ LA",.ß) 

A 

0)RA - - - - --- - - - ------- - - -
(2'.) ~-E --------- - - - - - --- - - ----

A - "> 1 
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Wegen Satz 16.9 läßt sieb eine Kß• ,.::i-Ableitung lf von U 
aus /),. durch eine Able,it'U.Ilg 1f'- ·von U' . .aus /11 :ersetzen, wo

bei in U', 6.' nur noch A 1, an Operatoren vorkommen. 
Wegen der Nichtkreativität können wir \\

1 
in eine Ableitung 

von U' aus ~ 1 umformen, in der keine • -Regeln angewandt 
~ ~ 

werden. Also kann man K,.,•, als gleichwertig mit K"'7 auf-
fassen. 

A 

Sei nun Kt* das den Junktor • nicht enthaltende System, 
A 

das aus Ktt dadurch entsteht, daß man 
1. die • -E- und-B-Regeln wegläßt und 
2. in den Grundregeln der Gestalt b.~===;> X*, die ja noch das 
Zeichen • enthalten können, • gemäß Satz 16. 9 suk
zessive eliminiert. 
Dann ist auch K~-!. mit K~* gleichwertig: 

Satz 16.10 

A 1 , ••. , An ) ,... ~"'" A 
KA-:> 

g.d.w. 

gilt : 

\ ~~" A + ' 

wobei A1+, ••• ,An+,A+ das Ergebnis der sukzessiven Elimi

nation von~ aus A1 , •.• ,An,A gemäß Satz 16.9 bedeute. 

Beweis 
Die Richtung von rechts nach links ergibt sich daraus, 
daß für beliebige Aussagen B gilt: B -H--- B+ • 

R .... 
A • 

Die Richtung von links nach rechts ~rgibt sich durch 

leichte Induktion über der Länge von it~-A~leitungen. 
Durch Modifikation des Beweises von Satz 16.9 folgt näm-
lich, daß die Regeln p~q ~,(p"-, q) und 

1 (p,<,, 1 q),p-9q in Ri• ableitbar sind und so die--;>
Grundregeln ersetzen können. 

A ~ 

Das mit K~~> gleichwertige System KÄ* heiße klassische 
A 7 -Logik über K. L~*, auch C'' genannt, heiße formale 
klassische A7 -Logik. 
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Wieder können wir einen Begriff der C' '-Allgemeingültig

keit definieren: Eine konkrete C' '-Regel A1 , ••• ,An9A 
für C' '-Aussagen A1 , ••• ,A ,A beißt C' '-allgemeingültig, 

~ n ~ 
wenn für jedes Kund jede Interpretation~ über K gilt: 

K, k,\ )<. 

A1 , ••• ,An ~ A • K;~ 
Satz 16.11 Für alle C' '-Aussagen A1 , ••• ,An,A gilt 

A1 , ••• ,An~A genau dann, wenn die Regel A1 , ••• ,An9A 
C' '-allgemeingültig ist. 

Analog zu Satz 16. 9 läßt sich auch /\ durch • definie
/\ 

ren, d.h. p /\ q ~ 7 (p • . --q) in K/\-;:,, ableiten. 
Dementsprechend kann man Systemei!; der klassischen 

Ä " ---'>7-Logik über Kund L~f der formalen klassischen • 7-Logik 
definieren. 

Zum Abschluß dieses §en wollen wir noch zeigen, daß sieb 
" Lemma 16.2 prinzipiell nicht für beliebige KalkÜle K-Q, 

die auch mehrzeil~ge Syst~me von Operator-Einführungs
regeln enthalten, beweisen läßt. 

Satz 16.12 Falls für jedes Operatorensystem ..Q mit für 
..n.. methodisch zulässigen Grundregelsystemen gilt: 
(i) Die Folge der Grundregelsysteme ist nichtkreativ, 
(ii) Für jedes K läßt sich jede il-Ableitung eines Operats 
S(A1 , ••• ,An) in eine i!-Ableitung von S(A1 , ••• ,An) umformen, 
die im letzten Schritt eine S-E-Regel verwendet, 

dann gilt : 

" Jedes K ist formal entscheidbar. 

/\ 
Beweis Sei A beliebige K-Aussage. Es gilt: 
(3) rv A V ,A r-s- "'A 

K.n 
( 4-) r,., A V ,A h- tv,A 

!,<.", 
(5) ~,Ah--A 

1,{v7 

Wie sich leicht mithilfe von RA, RA abl eiten läßt . Wir 
A 

betrachten folgende sich daraus ergebende Kv7 -Ableitung 
von A v 7 A: 



c~,[~ A v 7 ,c.,J ---

(4) 

(5) 
A 
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(3) 
,..._, A 

~)RA------------~------

Wegen (ii) kann man hieraus wie im Beweis von Lemma 

15. 3 folgern, daß / K.,-, A oder / K ..,, /VA • 

Daraus mit ( i): h-A oder h;- ~A. (Denn A war als atomar 
gewählt.) K K 

Würde nun Lemma 16.2 für beliebige K.Jl.gelten, dann 
könnte man (i) und (ii) (letzteres analog zu Satz 

" 14.4) beweisen. Also wäre jeder Grundkalkül K formal 
entscheidbar. Dies ist jedoch nicht der Fall. Z.B. gilt 

" in unserem Kalkül L, der nur die Grundregeln 

a ~b;a ~Nb ·;3:>~a 

. " \_ -bat, offenbar für eine L-Aussage A weder ~A 
L 

~NA. L ist also nicht formal entscheidbar. 
~ 

noch 
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§ 17. Klassische Logik als Logik über formal entscheid
baren Grundkalkülen 

Wir hatten versucht, die klassische Logik als solche 
Logik zu in~erpretieren, die gegenüber der Minimallogik 
hinsichtlich Begründungs- und Widerlegungsbegriff sym
metrisch ist, in der also RA und RA den Widerlegungs
begriff charakterisieren. Auf diese Weise konnten wir 
formale Logikkalküle C', C'' definieren, die üblichen 
klassischen Logikkalklilen ohne v entsppecben. Wir konn
ten jedoch nur operatorenlogische Erweiterungen von Grund
kalkülen um explizit definierbare Operatoren zulassen, 
insbesondere gab es bei uns keine v-Regeln. Man könnte 
sich damit zufrieden geben, indem man etwa sagt: Die 
klassische Logik ist eben nur die Logik explizit defi
nierbarer Operatoren; in der klassischen Logik gibt es 
kein 'echtes' v; wenn man in der klassischen Logik von 
A v B spricht, dann meint man immer 7\7A",B). 

Nun wollen wir jedoch versuchen, auch Operatoren mit 
mehreren E-Regeln und damit insbesondere v innerhalb 
einer klassischen Lo~ik zuzulassen. Es wird sich dann 
zwar nachher zeigen, daß A v B durch -, (-,A"-, B) definier
bar ist; dies ist aber dann ein beweisbares Resultat 
im Gegensatz zum obigen Verständnis des klassischen v, 
das A v B von vornherein als -, (. A v 7 B) versteht. Da dies 
im Rahmen von§ 16 nicht möglich war1 ) , und wir weiter

hin auf die durch RA und RA beschriebene Symmetrie von Be
weis- und Widerlegungsbegriff nicht verzichten wollen , 
werden wir eine Verschärfung von RA und entsprechende 

~ 

Grundkalküle K suchen derart, daß dann für beliebige opera-
~ 

torenlogisch erweiterte Kalküle K...12.. das Kriterium der 
Nichtkreativitätgilt. Als solche Verschärfung schlagen 
wir die formale Entscheidbarkeit vor. 

=========== 
1) Vgl. dazu jedoch den Anhang. 
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Wir wollen also jet~t nur ~~la~e ,M,unäka-lküie t 
betrachten, die formal entscheidbar sind, die wir dann 
auch i nennen. Dazu reicht es auch schon aus, Grundkalküle 
K aus§ 14 zu behandeln, da in solchen Grundkalkülen -
falls sie formal entscheidbar sind - die symmetrische 
"reductio ad absurdum" gilt: 

/V 

Satz 17.1 Sei Kein Kalkül im Sinne von§ 14, der zu-
dem formal entscheidbar ist. Dann gilt für beliebige 
~ 
K-Aussagen A, B: ~A ~B; rv A~/VB l ~ A. 

Beweis Wenn IK A, dann ist die Behauptung trivialerweise 

erfüllt; wenn h,~A, dann ergibt sich die Behauptung 
~ 
~ 

daraus, daß in K das 11 ex contradictione quodlibet" gilt. 

~ 
~ 

Der Unterschied von K zu bisher betrachteten Grundkalkülen 
,V z ,\ 
K, K, K liegt darin, daß dort die Gültigkeit v0n "'ex contra-
dictione quodlibet" und "reductio ad absurdum" durch 
Regeln beschrieben werden konnte, die in den entsprechen
den Grundkalkülen ableitbar sein sollten. Wegen Lemma 
15.2 ist die formale Entscheidbarkeit jedoch keine Ei
genschaft eines Kalküls, die man ausdrücken könnte durch 
die Ableitbarkeit eines Regelsystems in diesem Kalkül. 
Insbesondere läßt sich die formale Entscheidbarkeit 
nicht erzwingen, indem man einfach ein gewisses Regel-

~ 
system zu den Grundregeln eines Kalküls K hinzunimmt, 
im Unterschied zu "ex contradictione quodlibet" und 
"reductio ad absurdum", deren Gültigkeit man durch Hin
zunahme von 

a, ~a ~b 

a~b;a=>Nb ~rv a 

~ a ~b ; /V a ~ Nb ~ a 

zu den Grundregeln eines Kalküls garantieren kann. 

Einen. vorgegebenen Kalkül in geeigneter Weise so zu er
weitern, daß er formal entscheidbar wird, ist kein tri
viales Unterfangen, In vielen Fällen ist dies auch un-
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möglich, wie sich mithilfe des Gödelschen Unvollstän
digkeitssatzes zeigen läßt. Dies hat seine Vor- und 
Nachteile: Vorteile beim Beweis der Nichtkreativität, 
Nachteile beim Nachweis der Allgemeingültigkeit formal 
ableitbarer Aussagen und Regeln. 

Zunächst können wir bei der operatorenlogischen Erwei-
~ ~ 

terung von K zu K..rr.. - bei der jetzt natürlich im Ge-
gensatz zu§ 16 wieder beliebige Operatoren zugelassen 
sind, also z.B. auch v - darauf verzichten, außer RA 
uDl ECQ neue nichtatomare Grundregeln hinzuzufügen, 
die der jetzt zusätzlich geforderten formalen Entscheid
barkeit entsprechen. Denn nach Lemma 15.4 und der Ope
ratorenvollständigkeit von /\V-) 7 ist K..!l. dann for-

R: 
mal entscheidbar, wenn K formal entscheidbar ist. Ferner - ~ ~ ist RA in K...n... ableitbar, wenn K formal entscheidbar 
ist (vgl. Satz 17.1). Für ~können wir also denjenigen 
Kalkül wählen, der an nichtatomaren Grundregen neben 

den Oper$~G~-Gruadreieleya~~•en ~u'l\ .RA 1.Uld EC~ hat. 
~ . ~ 

K..n.. ist also mit einem in§ 14 betrachteten Kalkül K--il.. 
~ 

identisch, nur daß der Grundkalkül K die zusätzliche 
Eigenschaft der formalen Entscheidbarkeit hat. Dies be
deutet insbesondere, daß wir den ganzen Nachweis der 

~ 
Nichtkreativität aus§ 14 übernehmen können, da die K--'2. 
nur spezielle intuitionistiscbe Kalküle sind. Ebenso gel
ten die Sätze zur OperatorenvollstäBdigkeit aus§ 14. 
Wir haben also: 

Satz 17.2 Sei R 
kommt. Falls 1 ~, II\ II., 

..!l. 

~i 
konkrete K..n...-Regel, 

R, dann r- ~i-.-1 R. 
Jl... 

~ 

in der Si nicht vor-

Satz 17.3 Sei R konkrete atomare K.n,.:-Regel. Falls 

dann ) ~ R. 
V\ ~ 
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~ 

Die Bildung des Kalküls K~:? sei so verstanden wie in 
§ 14: K~:• enthält keinen formalen Widerlegungsbegriff, 
statt RA und ECQ sind RA7 und ECQ 7 Grundregeln, 

~ ~ 
ferner nehmen alle Grundregeln R von Kin K~✓➔ die Ge-

stalt (R)1 * 9(R)2* an. In K~!~ ist nur die Heranzie~ 
hung und Löschung von Aussagen erlaubt, nicht von kon
kreten Regeln höherer Stufe. 
~ * K~.t~ heiße der Kalkül der klassischen r-..v• , - Logik über K. 

Satz 17.4 

(i) Seien R1 , ••• ,Rn 
Dann gilt: 

/"j::: ~ 

konkrete K-n_-Regeln, U K..Q-R-Aussage. 

R,, , ••• ,R ~ U , n V-_ g.d.w. Ro * Ra * ' uo• 1-:,----1 , ••. , n 1 1'.v-~ 
..{L r\/\1/• 

(ii) Seien A1 , ••• ,An,A 
~ 
K~:7 -Aussagen. Dann gilt: 

A1, ••• ,An I A A 
... ll'll' 
\(_ /\ V--;> 

g.d.w • A1 , ••• ,An\~ , A. 
v..,W• 7SL 

Nun lassen sieb V und 
I'.\ 

• innerhalb von KM-:,-, defi-
nieren: 

Satz 12-5 Für jedes 
~ 
K 

~ 
ist in K ""->, ableitbar: 

(i) p • q ~-,(p11,q) 

(ii) pvql'::=?,(-,p,-,q) 

~ 
Beweis (i) Nach Satz 17.1 ist in KM•, RA ableitbar, 
also ist (i) mit Satz 16.9 bewiesen. 

(ii) Seien A, B 
~ 

K,-.v-:,7 -Aussagen: 
II z": 

(t)[ A.1-
A 

<~l[,A]-
7A ,-.B-
~A 

"A-------
(-t) • -E 

(tll.li1-
]_ 

7'-1: -- Av] -
(~V-Y, _____ 7_A_-_::. _:ß ______ l_A_~_3 ______ ~A_:_v~]i~ 

,A->Js 

Daraus mit (i) die Behauptung. 
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"~II: Zunächst er hält man mit den V- Grundregeln und RA: 

(1) NAvB l-~A 

( 2) rv A v B 1- NB • 

Damit ergibt sich die Ableitung: 

NA"~ 
(1)-i---

, -E. - - --

~ A-v ß 
(2)---

7 - E;. - ---

~-E--- --- -------

Mit diesem Satz läßt sieb analog zu 

daß der Kalkül i ~"~ der klassischen 
~ 

,hAl\,1)---

\ -.ß 

Satz 16.10 zeigen, 
* ""•, - Logik über K 

gleichwertig ist mit dem Kalkül KA * der klassischen 
~ ~ 

A, - Logik über K. Dabei sei K~• als der oben S. 219 
~ 

definierte Kalkül v erstanden , indem man Kals Grundkalkül 
im Sinne von§ 16 auffaßt, wa s wegen Satz 17.1 berechtigt 
ist . 1 ) 

~ 
1) KÄ* ist ein Kalkül mit RA7 als Grundregel . Würde man 
1' ~ "' 
K~ • aus Kt,~ hervorgehen l assen wie in § 16 K~ • aus 
~ . . Kt~ , i ndem man die V- und • -Grundregeln wegließe 
und ferner i n jeder Grundregel der Gestalt !::,..,,,. ~ X* 
das Zeichen • mithilfe von Satz 17. 5 (i) ersetzen würde 

.:::, -
durch /\ und 7 , dann hätte KÄ • nur ECQ 7 statt RA 7 
als Grundregel . RA, ließe sich dabei auch nicht aus 

~ 

einer formalen Entscheidbarkeit von KÄ• herleiten, 
dann letztere ergibt sieb erst aus Satz 17. 6 , zu dessen 
Beweis man schon 'ffil7 benötigt . 
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~ 

Satz 17.6 Sei K~* der Kalkül der klassischen /\7 -Logik 
über K. Sei+ die wegen Satz 17.5 und den E-rsat:zungame:o:remen 

. ~ 
existierende Funktion, die allen KAv• ,-Aussagen Beine 
~ + + 
KA, -Aussage B zuordnet, so daß gilt: B 1\--B . 

A'J -'>--.... 

Dann gilt für alle 

A 1 ' ..• ' An \ ~ h A 
KM• 

~ 

Insbesondere ist K~* formal entscheidbar in dem Sinne, 
~ 

daß für alle K;*-Aussagen A gilt: 

A oder hc::-,A 
v-.•• 
" Ähnlich wie Beweis von Satz 16.10. 

QED 

Mit C bezeichnen wir den.Kalkül C' aus§ 16, erweitert um 
die v-Grundregeln. C heiße Kalkül der formalen klassi-
schen /\V• 7-I.ogik. C ist nach Satz 17. 5 gleichstark wie 
die in§ 16 angegebenen Kalküle 0' und 0' '. Denn da der 
Beweis von Satz 17.5 nur RA benutzt, nicht jedoch expli
zit die formale Entscheidbarkeit, und da C RA als Grund
regel bat, läßt sich Satz 17.5 auch für C beweisen. 

Wir definieren nun den Begriff der C-Allgemeingültigkeit: 
Eine konkrete C-Regel A1 , ••• ,An ~A für C-Aussagen~ 
A1 , ••• ,An,A heißt C-allgemeingültig, wenn für jedes K 

~ 

und jede Interpretation ~ über K gilt: 

Wir wollen zeigen: 

Satz 17.7 Für C-Aussagen A1 , ••• ,An,A gilt 

A1 , ••• ,AnrcA genau dann, wenn die Regel A1 , ••• ,An • A 
C-allgemeingültig ist. 

Dazu genügt es zu zeigen: 

Satz 17. 8 für C-' '-Aussagen A1 , ••• ,An ,A gilt 

A1 , ••• ,An~A genau dann, wenn die Regel A1 , ••• ,An =9A 
C-allgemeingültig ist. 
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Beweis von Satz 17.7 aus Satz 17.8 Sei+ die in Satz 
+ ~ ~ 17.6 genannte Funktion , die KAv-ö>7 -Aussagen ~~,-Aussagen 

zuordnet, so daß für alle l,,N• -,-Aussagen B gilt: 

(3) 

B -:\ \------ B + 
~ 
\,\/\V-), 

B -:\1--B+ • 

• Dann gilt mit Satz 17.4 (ii): 

~ 

(Man beachte, daß K~v->7 -Aussagen und .~ ....... 
~ \.\1w • 
K~:• -Aussagen dieselben Aussagen sind.) Weiterhin gilt 
nach der Bemerkung von S. 227 (Mitte), wonach sich 
Satz 17.5 auch für C beweisen läßt, für C-Aussagen 

A1 , ••• ,An,A entsprechend Satz 17.6: 

( 4) + +L__ + 
A1 ' ••• ,An I C"- A • 

Außerdem gilt für beliebige C-Aussagen A und Inter-
. ü ~ pTetationen k, ber K: 

(5) AK-+=A+I<- , 

da~ sieb nur auf die atomaren Aussagen bezieht. 
Daher gilt für C-Aussagen A1 , ••• ,An,A 

g.d.w. 

g.d.w. 

A1 , •.• ,An \cA 
+ +L__ + A1 , ••• , An r 0---.-.A 

+ +-!:.,. + A1 , ••• ,An -"-7"A 

(nach Satz 17. 8) 
.A 

(wegen (4)) 

C-allgemeingültig ist 

g.d.w. für jedes Kund jede Interpr.etatüm K: 

) ~ A+K. (Definition von 
K~t---,;, C-Allgemeingültigkeit) 

~ 
g.d.w. für jedes Kund jede Interpretation K: 

(wegen (5)) 

~ 
g.d.w. für jedes K und jede Interpretation )<.. 

A K- I(,~ K. 

1 , • •• ,An ~ A 
1/ "'., 
V\ I\ V-5' 

(mit (3)) 

g.d.w. A~, ••• ,An =!;>A C-allgemeingültig ist. 

Beim nun rolgenden Beweis von Satz 17.8 müssen wir 
beachten, daß die Behauptung des Satzes nicht mit der 
von Satz 16.11 zus&mmenfällt. Der B:eg;ri.ff der C' '-All-
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gemeingültigkeit aus§ 16 ist von der C-Allgemeingül
tigkeit streng zu unterscheiden, selbst wenn letztere 
auf C' ' -Aussagen bezogen wird. In der Definition der 
C' '-Allgemeingültigkeit bezogen wir uns auf alle Grund-

"' kalküle K, in der Definition der C-Allgemeingiiltigkeit 
~ ~ 

auf alle Grundkalküle K, d.h. auf die Grundkalküle K, 

die zudem formal entscheidbar sind. Es ist zwar trivial, 
daß alle C' '-allgemeingültigen Regeln auch C-allgemein
gültig sind, da die formale Entscheidbarkeit eine zusätz
lich von Grundkalkülen verlangte Eigenschaft ist. Des
halb folgt die Richtung von links nach rechts von Satz 
17.8 sofort aus Satz 16.11 . Dagegen ist umgekehrt nicht 
unmittelbar einsichtig, daß alle C-allgemeingültigen Re
geln A1 , ••• ,A ~A auch C' '-allgemeingültig sind, da n ~ 
die Klasse der Grundkalküle Keine echte Teilklasse der 

,.. 
Klasse der Grundkalküle K ist. Erst wenn wir Satz 17. 8 
bewiesen haben, werden wir mit Satz 16.11 nachträglich 
schließen können, daß C- und C''-Allgemeingültigkeit zu
sammenfallen. 

Der folgende Beweis der Richtung von rechts nach links 
von Satz 17ß ist relativ aufwendig. Wir werden i hn mit 
Hilfe eines Tableauverfahrens beweisen, das eine enge 
Verwandtschaft zu Vollständigkeitssätzen für die klassi
sche Junktorenlogik, a1.B. bei SMULLYAN 1968,hat. Das 
Fr9'l:>lem e.~s Beweises liegt darin:· Bei alle:a entspreehen

den Sätzen bisher (Satz 9.1, 13. 7, 14.10, 16.8, 16.11) 
war der formale Logikkalkül selbst ein Kalkül, dessen 

~ ,z /\ 
Grundkalkül L bzw. L bzw. L bzw. L zu den Kalkülen 
gehörte, auf die sieb der Begriff der Allgemeingültig
keit bezog. So war z.B. der Kalkül I der formalen intui
tionistischen Logik selbst ein Kalkül lt:~ über einem 

~ 

Grundkalkül L, in dem "reductio ad absurdum" und "ex 
contradictione quodlibet" galten. C ist jedoch nicht 
formal entscheidbar, also kein Kalkül der klassischen 
~v7-Logik über rormal entscheidbarem Grundkalkül. Man kann 

demnach den verlangten Beweis nicht (wie z.B. den Beweis 
von Satz 9.1) einfach führen, indem man auf C-Ableitun
gen die identische Interpretation anwendet. 
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~ /2 

Lemma 17.9 Für beliebige K~*-Aussagen A, B gilt in K~*: 
(i) ,7Af-A 
(ii) Wenn f- 7(A" B) , dann f---,A oder f--,B • 

Beweis 

(ii) Wenn l ~ .... -,(A"B) 
/\ 

dann ~ 7(7, A1-,,B) mit (i) .. 
" dann l ~ 7A v ,B mit Satz 17.6 ...... 
1\\/7 

dann ~ ,Av 1B mit Satz 17.4 (ii) 
/\'V-';,-, 

dann 1~ -,A oder hf--.B mit Satz 14.4 
\( {\\J..,, \ ~1'\1--'>-. 

dann 
~11-Jf 

7A oder 
1 ~--~ 

,B mit Satz 17.4 
und Satz 17.6. 

V... " /\ 

QED 

Wir geben nun ~egeln an zur Konstruktion von Tableaus 
¾ 'J zu K~*-Aussagen oder auch zu C''-Aussagen. Für 

die exakte Definition eines Tableaus verweisen wir 
auf SMULLYAN 1968 S. 24. Anschaulich gesprochen, ist 
ein Tableau für eine Aussage A ein sich nach unten ver
zweigender Baum, an dessen Spitze A steht und an dessen 
Knotenpunkten weitere Aussagen stehen. Man entwickelt 
ein Tableau für A, indem man A hinschreibt und nach 
folgenden Entwicklungsregeln einen Baum konstruiert: 

I) 

II) 

. 
A~B . . 

C 

A "B 

9 
-,A 

(ii) 



III) 

IV) 

• . . 
-,(A "B) . 

C 

-,-,A 
. 
C 
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Diese Regeln sind so zu lesen: 

,(A ~ B) 

C 
l 

-,B 

. 
y 
A 

I) Hat men einen mit C endenden Zweig konstruiert, in 
dem an einer Stelle A " B vorkommt, dann darf man ihn ver
zweigen in einen Zweig, in dem A auf C folgt, und in einen 
Zweig, in dem B auf C folgt. Wir sagen auch, daß A uml B 
durch Anwendung eines Entwicklungsschrittes auf A "B zu
standekommen. 

II) Hat man einen mit C endenden Zweig konstruiert, in 
dem an einer Stelle ,(A "B) vorkommt, so darf man ihn 
um -,A verlängern. Wir sagen auch, daß ,A durch Anwendung 
eines Entwicklungsschrittes auf ,(A "B) zustandekommt. 
III), IV) analog. 
Für atomare Aussagen werden keine Entwicklungsschritte 
definiert. 

Ein Tabl~ ".r für A besteht entrlMder aus A ~ -o.ad ist 
das Resultat der sukzessiven Anwendung beliebig vieler 
Entwicklungsschritte, ausgebend von A. 

Daß eine Aussage A in einem Tableau 1"' über bzw. unter B 
steht, bedeutet, daß es einen Zweig in J gibt, in dem 
A und B (nicht notwendigerweise unmittelbar) über- bzw. 
untereinander stehen. 

Ein Zweig eines Tableaus 'S heißt geschlossen, wenn er 
A und I A enthält für atomares A. 
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Ein Zweig heißt vollständig. 
1. wenn er geschlossen ist, oder 

2. wenn er zu jedem seiner Aussagenvorkommen A /\ B auch 
ein darunterstehendes Aussagenvorkommen A oder B enthält, 
zu jedem seiner Aussagenvorkommen ,(A AB) auch darunter
stehende Aussagenvorkommen ,A und I B und zu jedem seiner 
Aussagenvorkommen ,, A auch ein darunterstehendes Vorkom
men A enthält. 

Ein vollständiger, aber nicbtgeschlossener Zweig heißt 
offen. 

Ein Tableau heißt geschlossen bzw. vollständig, wenn 
alle seine Zweige geschlossen bzw. vollständig sind. Ein 
Tableau heißt offen, wenn es vollständig ist, jedoch einen 
offenen Zweig besitzt. 

Offensichtlich kann man in endlich vielen Schritten zu 
einer Aussage A ein vollständiges Tableau konstruieren. 

Beispiel für ein vollständiges geschlossenes Tableau für 
-, ( -, (A /\ B) /\ (A "B)) bei atomaren A, B: 

-, l ---d„f'- ,<i) " lt\ ,J,)) 
l 

~ l\'J 9--4- ~~ A --.? 77 l.b./\_i') 

1 
R-~ 1-1 ) ....... J~. l. 'l. --7 A "'$ 

/ "" R~ I) Q....,..~ e . .1 -;3> A ], 

1 1 
R~ fü'')~""~ 't-.A -3> , ll\"i) 7lA"i) 

l 1 
~ 1'J 9--.~ -t-.s· • „ A ,:ß 

&-- R~ \\i') ~ t-.1\ 

~ ~ fü') -~ 1:.S-

Lemma 17. _10 Sei '1" ein vollständiges Tableau für eine 
i;•-Aussage A mit ~A. Dann enthält jeder Zweig von ,. 
'J mindestens eine KÄ•-ableitbare Aussage der Gestalt 

B oder -,B, wobei B atomar. 
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Beweis Sei t vollständiger Zweig von ~ • Falls l ge-

schlossen ist, enthält er Aussagen B und 7B für eine atoma

re Aussage B.Nacb Satz '17. 6 gilt nun: / ,.,,
4 

B oder h=,B. 
. KA K·' 

Damit ist in diesem Fall die Behauptung bewiesen. A 

Sei ~ offen. Wir nennen ein Stück ~1 von ~ auch Anfang 

von S , wenn ~
1 

mit einer Aussage C von ~ auch alle in 

t unter C stehenden Aussagen enthält. 

Wir zeigen durch Induktion über der Länge von Anfängen 
~, von 1 : 
(*) Falls A an der Spitze von 51 

steht und es gilt ~A, 
~ ~A~ 

dann enthält 51 
eine K~*-ableitbare Aussage der Gestalt 

B oder , B für atomares B. 

Daraus folgt für 5 -=: )
1 die Behauptung des Satzes. 

Beweis von ( •): 

Besteht S' nur aus A, dann ist (*) erfüllt, da A dann we

gen der Offenheit von 5 von der Gestalt B oder -, B sein 

muß für atomares B. 

S1 
habe Länge >1. An der Spitze von l' stehe eine Aussage 

c1 "' c2 • Dann steht unter C'1 "c2 ein Ci ( i='1, 2), wobei 

mit t-- c1 A c2 auch ~Ci gilt. Da Ci an der Spitze eines 

Anfanges S" von S von kleinerer Länge als 5'1 steht, er

gibt die Induktionsvoraussetzung die Behauptung. 

Falls an der Spitze von 51 
7(C'1 /\ c2 ) steht, steht an der 

Spitze eines Anfanges f 1 
von „r 7C1 und an der Spitze eines 

anderen Anfanges 5111 
von j 7 c2 , wobei f 1 

1 
S111 von klei-

nerer Länge als J' sind. Da nach Lemma 17.9 mit ~,(c
1 

A. c
2

) 

auch~7C1 oder }-7C2 gilt, ergibt sich die Behauptung 

durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf ~ 11 bzw.1111 , 

je nachdem ob t-7C1 oder ~.c2 gilt. 

Analog der Fall, wo an der Spitze von J' 1 ,C steht. 

QED 

Eine Art Umkehrung von Lemma 17.10 stellt Lemma '17.11 dar, 

das wir allerdings für C' 1 formulieren: 

Lemma 17.1'1 Sei TTableau für eine C' '-Aussage A. Die Zwei

ge von 1"" seien von links nach rechts durchnummeriert, ihre 

Anzahl sei r • Für jedes i ('1 ~ i S.-r) sei Bi eine beliebige 

Aussage des i-ten Zweiges von 'J. Dann gilt: B1 , ••• ,BT~A. 
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Beweis Se~ '!' Tableau für A. Die Tableaus 

B bzw. B und D 

heißen unmittelbare Teiltableaus von -1"', wenn 1"' 
die Gestalt A bzw. A 

1 / " B E D 
ft 1 "' 1. . 

hat. Als Teiltableaus von ~ definieren wir T selber 
und die Teiltableaus von unmittelbaren Teiltableaus von 
T. 

Wir beweisen die Behauptung des Lemmas, indem wir induk
tiv für alle Teiltableaus 'J"' von 'r' zeigen: 

(•) Sei r 1 die Zahl der Zweige eines Teiltableaus 'r'von T 
mit B als oberster Aussage. Bi sei eine beliebige Aus-
sage des i-ten Zweiges von '1"1 

( 1 ~ i ~ --r::' ) • Dann gilt 
B 1 , ••• ,Br, fc,, B', wobei B' mit B identisch oder B' in 
'J über B steht. 

Aus(•) ergibt sich sofort die Behauptung, wenn man für 
,,., 1 ,.,.., 

J J selbst einsetzt. 

Nachweis von(•): 1'' bestehe nur aus der Aussage B, 
bat also nur einen einzigen Zweig, der nur aus B besteht. 
Dann ist nur Btc,TB zu zeigen. (trivial) 
Ebenso trivial ist der Fall, in dem B zu B1 , ••• ,Br1 

gehört. 
't''babe nun die Gestalt: B 

/ '-..._ 
D E 
~ 1 ' \ . . 

wobei B nicht zu B1 , ••• ,B~, gehört. Dann kommen D und E 
durch Anwendung eines Entwicklungsschrittes auf eine 
Aussage D "E zustande, die mit B identisch ist oder über 
B steht. Gehören D und E zu B1 ,~ •• ,B~,, dann gilt wegen 
D, EI-D " E auch B1 , ••• , Bt:1 f- D "E. 
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Gehört D nicht zu B1 , ••• , BL, , und ist -c-11 die Anzahl der 
Zweige des Teiltableaus D . . 

so ist B. (1 ~ i ~ T'') eine Aussage des i-ten Zweiges die-
i 

ses Teiltableaus. Nehmen wir an, wir hätten(•) für un-

mittelbare Teiltableaus von '!"'' schon bewiesen, so ergibt 
sieb: B1 , ••• , B-z:-,, 1--D' , wobei D' mit D identisch ist oder 
D' in J über D steht. Argumentiert man analog für das 
Teiltableau E . . . . 

so erhält man auch B-r"+-" , ••. , Br, )-- E' , wobei E' mit 
E identisch ist oder E' in T über E steht. Falls 

n•=n und E'-E, ergibt sieb B1,··•,B-c,t--"D/\E , 
wobei D "E mit B identisch ist oder in 1'-' über B steht. 
Falls D' in ')'über D oder E' in 'J"" über E steht, 
erhält man B1 , ••• , BP /--D' bzw. B1 , ••• , B-r, }--E', wobei 

D' bzw. E' mit B identisch ist oder in Y über B steht. 

Ganz entsprechend argumentiert man, wenn T' die Gestalt 
B bat. 
1 
D 

Lemma 17.12 Sei J ein geschlossenes Tableau für eine 
C' '-Aussage A. Dann gilt: ~A-

Beweis Sei~ die(von links nach rechts gezählte) An
zahl der Zweige von T . Im i-ten Zweig ( 1 ~ i ~ r) 
kommt wegen der Geschlossenheit von 1'"' sowohl Bi als 
auch 7 Bi vor für eine atomare Aussage Bi. 
Nach Lemma 17.11 gilt: 

B1 , B2 , ••• , Bi::- ~,A und 

-iB1 ,B2 , ••• ,Br rc5°',A . 
Daraus erhält man: 
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( 6 ) B2 , ••• , B-c f- A 

( Denn aus B
1

, B2 , ••• , B"t" r A und B1 , B2 , ••• , B-c: , 7 Ar 7A 
folgt mit RA7 ; B

2
, ••• , Br,,, Al-7B1 und daraus 

mit ,B
1

, B
2

, ••• , B r J- A; B2 , ••• , B-p7A t--A ~ 

Daraus mit B2 , ••• , B,:-,-, A r,A und RA7 die 

Behauptung (6).) 

Auf dieselbe Weise erhält man: 

(7) 

wenn man von 

B1 , 7B2 ,B3, ••• ,Br:- \-A 

7 B 1 , 7 B2 , B3 , ••• , B-c- ~ A 

Aus (6) und (7) erhält man 

(8) • 

' 

und 

ausgeht. 

Die ganze bisherige Argumentation für 
durchführend, erhält man 

( 9) -, B3, B4 , ••• , Br: ~ A 

und aus (8), (9) 

B4 , ••• , B-r; \-- A • 

Iteriert man dies, so erhält man schließlich: t-A, 
d.h. die Behauptung. 

Lemma 17.13 Sei A eine C-allgemeingültige C' '-Aussage. 
Dann gibt es kein offenes Tableau für A. 

Beweis ~ sei ein offener Zweig eines Tableaus J-' für 

A. B1 , ••• , Bn seien die in ~ vorkommenden Aussagen 
der Gestalt Boder I B für atomares B. (Solche Aussagen 
existieren, da t vollständig.) Wir bilden nun den Kal
kül K, der nur n1 , ••• ,Dn als Aussagen und a,b als Aus-



- 237 -

sagenvariable hat, wobei Di = Bi sei, falls Bi atomar, 
und Di ~ B sei, falls Bi~ ,B. K habe als Grundregeln: 

a ~b;a "'3/"' b ":>~ a 

b,~b7>a 

sowie für jedes i (1 .(, i ~ n): 

"-'Di , falls Di-=.. Bi , und 

D. , falls ,D. - B .• 
1 1 1 

1':: 
Damit ist K offensichtlich formal entscheidbar, ferner 

~ 

ist K konsistent, d.b. es gilt nicht: ~Di und 

~ ~ Di für ein i. (Dies folgt aus der Offenheit von ~ • ) 

Damit gilt für kein Bi: ~Bi. 

Das steht im Widerspruch zu Lemma 17.10 wenn man A statt 
~ 

als C '.'-Aussage a~s K~ *-Aussage und dementsprechend J 
als Tableau über KÄ•-Aussagen auffaßt. Denn es gilt 
-~--A wegen der C-Allgemeingültigkeit von A. K:~ ~ 

Satz 17.14 Alle C-allgemeingültigen C' '-Aussagen 
sind C' '-ableitbar. 

Beweis Sei A eine C-allgemeingültige C' '-Aussage . 
Dann gibt es nach Lemma 17.13 kein offenes Tableau 
für A. D.h. (nach Definition): es gibt kein Tableau 
für A, das vollständig ist, aber einen offenen Zweig 
besitzt. Also besitzen alle vollständigen Tableaus für 
A keinen offenen Zweig, sind also geschlossen. Also gilt 
nach Lemma 17.12: lc" A. 

Die Richtung von rechts nach links von Satz 17.8 ergibt 
sieb dann sofort aus dem folgenden Lemma: 

Lemma 17.15 Seien A1 , ••• ,An,A 
( i ) A 1 , ••• , An rc,, A g. d • w. 

(ii) Die Regel A1 , ••• ,An ~A 
genau dann, wenn die Aussage 
allgemeingiiltig ist. 

C' '-Aussagen. 

hfr, ,(A1 A ••• "An A1A) 

ist C-allgemeingültig 

1 (A1 "• •• /\ An A ,A) C-
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Beweis 
(i) Von links nach rechts: 

A1 ,.., ••• /\ AnA ,A~ 7A 

A 1 "- • • • /\ An" -i A i C , , A 

Daraus mit RA7: 

~ c!' ,(A1 /\ ••. "An /\,A) • 

Von rechts nach links: 

mit /\-Regeln 

mit A-Regeln und 
A1 , ••• ,An l-- A 

l ~ l~ A-E) A1 , ••• ,An,7A, A1A ••• A AnA\A 

Daraus mit der Voraussetzung ~ -,(A1"··· /\ AnA,A) 
und 'lll", die Behauptung 

A 1 , ••• , An \-- A 

(ii) Nach Definition von C-Allgemeingültigkeit genügt 
~ 

es zu zeigen: Für jedes Kund jede Interpretation k über 
~ 

K gilt: 

~ ~1 ~ A1 , ••• ,An ~lf-. A 
K ""'--::> 

Dazu kann man den Beweis 
dort benutzte Regel RA, 

~ 

RA-, ist in jedem K~!• 

g. d • w. \ ~ ~ "' , ( A ~" ••• A A:" 7 A K-) 
""-;> 

von (i) übernehmen, denn die 
~ 

kommt in jedem KÄt • vor und 
ableitbar (vgl. Satz 17.1). 

~ 

Satz 17. i6 Eine konkrete C 1 '-Regel A1 , ••• ,An 3> A i st 
C-allgemeingültig g.d.w. sie C' '-allgemeingültig ist. 

Beweis Satz 16.11 und Satz 17.8. 

Damit haben wir in§ 16 und§ 17 zwei verschiedene Deu
tungen desselben /\-i -Formalismus C' 1 der klassischen 
Junktorenlogik geliefert. In§ 16 haben wir C' 1 charak
terisiert als Formalismus zur Erfassung der C' '-allgemei n
gültigen C' '-Regeln A1 , ••• ,An 9A, in§ 17 als Formalismus 
zur Erfassung der C-allgemeingültigen C' '-Regem. Beide 
Begriffe der Allgemeingültigkeit sind nach Satz 17.16 
im Hinblick auf C' '-Regeln gleichwertig. Der Begriff der 



C-Allgemeingültigkeit läßt sich jedoch im Gegensatz zu 
dem der C' '-Allgemeingiiltigkeit auch auf C-Aussagen be
ziehen. Dementsprechend haben wir mit Satz 17.7 jetzt 
eine Deutung der vollen klassischen AV• ,-Logik, im Ge
gensatz zu§ 16, wo wir nur die ~""?1-und A7 -Logik deu
ten konnten. Der Begriff der C-Allgemeingültigkeit bat 
einen weiteren Anwendungsbereich als der der C '·- oder 
C' '-Allgemeingültigkeit, insofern er auch für Aussagen 
definiert ist, die v entbal ten. In der Deutung des 
klassischen v unterscheiden sich die Ansätze von§ 16 

und§ 17; man könnte sie etwa so schlagwortartig zusam
menfassen: 
§ 16: In der klassischen Logik gibt es keine Operatoren 
mit mehrzeiligen E-Regeln. Alle Operatoren sind explizit 
definierbar. Insbesondere ist Av B von vornherein (d.b. 
intensional) mit ---i (, A", B) gleichwertig. Dementspre
chend genügt es, die klassische Logik als Logik über 
solchen Grundkalkülen zu charakterisieren, die bezüglich 
Begründung und Widerlegung symmetrisch sind, in denen 
also die symmetrische 11reductio ad absurdum" gilt. 
§ 17: In der klassischen Logik lassen sich Operatoren 
genauso durch Regelsysteme festlegen wie z.B. in der 
intuitionistischen Logik. Deshalb ist zunächst (d.h. 
intensional) v ein eigenständiger Junktor. A v B 

läßt sich nur nachträglich (d.h. e:xtene'ional) ·als mit 
, ( 7 A1-., 7 B) _gleichwertig erweisen. Dementsprechend 

muß man 1 ) aber die klasei,scbe Logik auch sehä.r:fei- als 
Logik über solchen Grundkalkülen charakterisieren, die 
so~ar formal entscheidbar sind. 

Gegen die in diesem §en vorgetragene Auffassung der 
klassischen Logik als einer Logik über formal entscheid

~ 
baren Grundkalkülen K könnte man einwenden: Daß für 

~ 
jede K-Aussage A gilt: b,:-A oder hr ~A, kann man auch 

K \\ 
formulieren als: Jede Aussage ist wahr oder falsch. Dann 
kann man aber auch Junktoren sofort als Wahrheitsfunk
tionen auffassen, so wie es in der üblichen Wahrheitsta
fel-Semantik der Junktorenlogik geschieht. 

---====:::;===•=-= 

1) Vgl. allerdings dazu den Anhang. 
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Dies ist jedoch für uns kein Einwand: Daß Junktoren über 
einem formal entscheidbaren Bereich von Grundaussagen 
auch als Wahrheitsfunktionen deutbar sind, ist unbestrit
ten. Doch dies ist ein ganz anderer semantischer Ansatz. 
Worum es uns in§ 16 - § 17 dagegen ging, war ein Ver
gleich von klassischer und nichtklassischer (d.h. posi
tiver, Minimal- und intuitionistischer) Logik im Rahmen 
desselben Ansatzes. Nur auf solche Weise ist ein echter 
Vergleich verschiedener Logiken möglich, nicht durch das 
Nebeneinanderstellen verschiedener semantischer Konzep
tionen zu verschiedenen Logiken. 

Einen gewissen Vorteil hat außerdem die in§ 16 und§ 17 

vorgetragene Deutung der klassischen Logik gegenüber der 
wahrheitsfunktionalen Interpretation. Der Junktor ~ wird 
bei uns weiterhin so verstanden, daß A7B soviel besagt 
wie: Bist aus der Annahme A ableitbar. In der klassi
schen Logik ist diese "Erschließungsdeutung11 von A• B 
gleichwertig mit 1(AA-, B) (Satz 16.9). Dies ist bei 
uns ein beweisbares Resultat. In der Wahrheitstafelin
terpretation setzt man dagegen von vornherein • als 
bestimmte Wahrheitsfunktion an mit nur recht schwacher 
inhal tlicber Motivation. Daß A • B und ,(Af\, B) 

dieselben Wahrheitstafeln haben, erscheint daher nur 
als Konsequenz e iner willkürlichen Festsetzung. Hält 
man die 11Erschließungsdeutung" von ----7 für plausib
ler als die wahrheitsfunktionale Deutung, so erscheint 
unsere Interpretation - zumindest was die Auffassung 
der Subjunktion angeht - einen Pluspunkt zu haben. 
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§ 18. Absurdität als Grundbegriff 

Aufgrund unseres Ansatzes war es nicht möglich, Operato
ren ganz ohne E-Regeln zuzulassen und so etwa einen Junk
tor Ä zu charakterisieren, auf den sich dann die Negation 
, zurückführen läßt. (Vgl. Einleitung und§ 11). Des

halb hatten wir einen fo-rma_lfm Widerl ~gut,.Mw~g~'d:.if rw 

eingeführt und die Negation gedeutet durch die Regeln 
, p~ Np. rJ gebarte dabei nicht zum Vokabular eines Grund
kalküls, sondern ging in den Regelbegriff mit ein, indem 
wir definierten: Für jede Formel X ist NX eine Regel 0. 
Stufe. 

Entsprechend hätten wir statt l'V auch den Begriff einer 
Absurdität als Grundlage- etwa notiert durch#- -ein
führen und dann einen 0-stelligen Junktor A deuten können 
durch die Regeln A~J. In diesem Falle hätte .,,\ eine 
E-Regel gehabt, nämlich -=lf~A. :\\: hätte man dabei wieder 
als Zeichen auffassen müssen, das in die Definition des 

Regelbegriffs, nicht jedoch des Aussagenbegriffs, eingeht. 
Die Klauseln 1) und 2) der Definition von S. 152 hätten 
dann lauten müssen: 

1) Jede Formel ist eine Regel 0. Stufe. 
2) #: ist eine Regel 0. Stufe. 

Wir wollen kurz skizzieren, was sieb in diesem Falle erge

ben würde. 

Vom Technischen her würde alles erheblich einfacher werden. 
Im Falle der Minimallogik hätten wir für# keine Adäquat
heitsbedingung angeben müssen. Das Prinzip der "reductio 
ad absurdum" rµüßten wir jetzt - falls wir einen Widerspruch 

B, ~ B durch .:/t interpretieren und ansonsten ~A durch A ~ 
deuten - notieren durch 

Dies ist jedoch für beliebige Aussagen A ableitbar. Damit 
wären die gegenüber§ 7 erheblich komplizierteren Begrifrs
bildungen von§ 12 (z.B. die erweiterte Definition von 
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"Segment") überflüssig, der Beweis des Normalisierungs
satzes ließe sich fast wörtlich aus§ 7 übernehmen. Wie 
in § 13 ließe sich zeigen, daß ""• .A. ein vollständiges 
System von Junktoren ist. 

Ebenso leicht wären die Normalisierungssätze aus§ 14 

und§ 16 zu beweisen. An die Stelle von ECQ und RA wür
den jetzt die Regeln treten: 

und 

Im Gegensatz zu ECQ und RA reicht es bei diesen Regeln 
aus, wenn sie in den Grundkalkülen ableitbar sind; sie 
brauchen nicht eigens als nichtatomare Grundregeln formu
liert werden. Denn entsprechend Lemma 14.1 und Lemma 16.2 

kann man sich auf Anwendungen solcher Regeln mit atomarer 
Konklusion beschränken. Nur daß jetzt - im Gegensatz zu 
ECQ und RA - gar keine nichtatomaren Prämissen mehr vorkom
men können. Die Ableitbarkeit dieser Regeln im Grundkalkül 
überträgt sich also auf denoperatorenlogisch erweiterten 
Kalkül. Dementsprechend wären in§ 14 und§ 16 gar keine 
neuen Normalisierungsbeweise mehr zu führen, da keine 
neuen nichtatomaren G-Tundregeln hinzukämen. 

Auch§ 17 würde nicht komplizierter. Den Begriff der forma
len Entscheidbarkeit müßte man fassen als J-A oder A \-~. 
Weiterhin wäre zu beachten, daß man nicht mit /\ und A , 
sondern nur mit • und .A als Standardjunktoren eine voll
ständige klassische Logik erhält. 

Daß wir trotzdem den wesentlich komplizierter zu handhaben
den Widerlegungsbegrif f ,......, statt #- als Grundbegriff gewählt 
haben, hat seinen Grund darin, daß es uns für # an in
tuitiver Plausibilität fehlt. Wenn wir sagen "Aist wider
legt", so erscheint es als sehr gekünstelt, dies zu über
setzen als "Aus A kann man die Absurdität ableiten". Umge
kehrt erscheint uns vielmehr die Absurdität als ein ab-
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geleiteter Begriff, insofern man "Aist absurd" deuten 
kann als "aus A ergibt sich ein Widerspruch, d.h. läßt 
sich eine Aussage sowohl begründen a ls auch widerlegen" . 
Auch wenn man die Widerlegung einer Aussage Aals Schei
tern von Begründungsversuchen für A auffaßt, ist es nicht 
sehr plausibel, dieses Scheitern mit dem Zeichen # zu 
symbolisieren und von der Ableitbarkeit des "Scheiterns " 
aus A zu reden. Denn damit würde man den Begriff des Schei
terns verselbständigen; Regeln wie t ;;>, p würden jetzt 
aufgrund der formalen Fassung des Widerlegungsbegriffes 
ableitbar, ohne daß klar wäre, was das "Scheitern" 
bedeutet , wenn keine Aussage genannt wird, auf die es be
zogen ist . 

Nichtsdestoweniger benutzen die me isten Intuitionisten 
die Absurdität a ls Grundbegriff , was jedoch nicht verwun
dert: Denn da für if keine RA entsprechende Bed i ngung 
vonnöten ist, kann man (wie oben S. 153) fragen, was 
gerade t auszeichnet vor irgendwelchen anderen Zeichen, 
die man in die Definition des Regelbegriffs aufnehmen 
könnte . Und wenn man dann die Angabe von Regeln als Ad

äquatbeitsbedingungen für iJ: verlangt , wird man leicht 
auf die Regel J9p als einzig sinnvolle Adäquatheits
bedingung geführt, da die klassische Absurditätsregel in 
der Formulierung 

(im Gegensatz zur klassischen Widerlegungsregel RAl die man 
als symmetrisches Gegenstück zu RA auffass en kann1 J) 

nicht sehr plausibel ist . Man hätte so von vornherein die 
intuitionistische Logik als einzig vernünftiges System 
der Logik gerechtfertigt . 

Da aber Zweifel an der Voraussetzung berechtigt sind, daß 

der Widerlegungsbegriff sich adäquat auf den Absurditäts
begriff zurückführen l äßt , ist es sinnvoller, den Wider
legungsbegriff als Grundbegriff zu wählen und damit auch 

===-======== 
1) Jedenfalls, wenn man Begründungs- und Widerlegungsbegriff 
für unabhängig hält . 
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andere logische Systeme als das intuitionistische in die 
Überlegungen miteinzubeziehen. Nur so wird ein angemesse
ner Vergleich der verschiedenen logischen Systeme mög
lich. 
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Anhang. Konsequenzen eines möglichen Resultats von N. TENNANT 

PRAWITZ (1965) bezieht sich in seinem Normalisierungssatz 
für die klassische Quantorenlogik 1. Stufe auf ein einge
schränktes System der klassischen Logik, das weder v 
noch 3 als Grundzeichen bat und damit auch keine v-
und ]-Grundregeln. Dies auf die J;ioglk n-"Bt-ell.:bg.er Ausßagen
operatoren übertragend, haben wir in§ 16 den Normalisie-,., 
rungssatz für Ka.1.küle K.a.• bew1.esen, wobei die J -unkt.oren 
aus ..n_' explizit definierbar sein, also jeweils nur eine 
einzige E-Regel enthalten sollten. Um einen Normalisie
rungssatz für die klassische Logik mit beliebigen Opera
toren zur Verfügung zu haben, setzten wir in§ 17 die 
formale Entscheidbarkeit der betrachteten Grundkßlküle 
voraus. 

TENNANT (1980) hat nun den Versuch gemacht, ·einen Norma
lisierungssatz und daraus ein Teilformelprinzip für die 
volle klassische Quantorenlogik 1. Stufe einschließlich der 
v- und 3-Regeln zu beweisen. Dieser Versuch ist nicht 

ganz geglückt. TENN.ANTs Beweis enthält eine Unkorrektheit, 
die bis jetzt nicht behoben ist. Da aber nicht unwahr
scheinlich ist, daß sich TENN.ANTs Beweis reparieren läßt, 
ist es sinnvoll, kurz die Konsequenzen zu erläutern, die 
sieb daraus für die Resultate aus§ 16 und§ 17 dieser 
Arbeit ergäben. 

Ein Beweis des Normalisierungssatzes für die volle klassi-
" sehe Quantorenlogik würde sich leicht auf Kalküle ~..n.. mit 

beliebigen Systemen Sl.. von Operatoren übertragen lassen, 
~ -

wobei K..n. m- als Grundregel hätte l!U'ld Dicht formal 
entscheidbar sein brauchte. Daraus würde sich Subaussagen
prinzip und damit Nichtkreativität ergeben. § 16 wäre 
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also in diesem Sinne umzuschreiben. 1 ) Entgegen der Be
merkung von S. 214 (unten) würde das Analogon von Satz 14.4 
nicht mehr gelten, es 
hi'-_A v B folgen: ~ A 
~ \<..a.. 

würde also z.B. nicht aus 

oder ~~..tl.B. Dies ergibt sich durch 

Kontraposition aus Satz 16.12. 

Bezeichnet man eine konkrete C-Regel A1 , ••• ,An 9 A für 
C-Aussagen A1 , ••• ,Ar/l als C-allgemeingültig, wenn für 

A ~ 

jedes Kund jede Interpretation~ über K gilt: 

A11(., ••• , ~t,(, j "•• A 'I<, , so erhielte man - stärker als Satz 
16. 8: ~"-V~ 

(*) Für alle C-Aussagen A1 , ••• ,An,A gilt A1 , ••• ,An~A 
genau dann, wenn die Regel A1·, ••• ,An =;>A 'IT-allge
meingültig ist. 

Die Untersuchungen des§ 17 hatten wir dadurch motiviert, 
daß wir in§ 16 den Normalisierungssatz nur für einge
schränkte Systeme von Operatoren beweisen konnten. Diese 
Motivation würde jetzt wegfallen. Damit würden die Unter
suchungen dieses §en jedoch nicht überflüssig. Denn aus 
Satz 17.7 und dem neuen Resultat(*) würde sich ergeben: 

Eine konkrete C-Regel A1 , ••• ,An~A ist genau dann C
allgemeingültig, wenn sie C-allgemeingültig ist. 

Dieses Resultat wäre bemerkenswert. Denn es würde zeigen, 
daß es bezüglich der Allgemeingültigkeit von Regeln des 
formalen Logikkalküls C keinen Unterschied macht, ob man 
sie über formal entscheidbaren Grundkalkülen oder über dem 
=========::==::::::: 

1) Würde man statt RA die Regeln DIL: p-;;,q i""P ~q ~ g 
und ECQ, die zusammen mit RA gleichwertig sind, als Grund
regeln wählen, könnte man schon leicht einen Normalisie
rungssatz für die volle klassische Logik beweisen. (Vgl. 
TENNANT 1978, S. 94-98) Da sich aus diesem Beweis jedoch 
ein Teilformelprinzip nur für die Junktorenlogik und nicht 
auch für die Quantorenlogik ergibt und wir bei unseren 
Untersuchungen die mögliche quant·orenlogische Verallgemei
nerung der Resultate im Auge haben, gehen wir darauf nicht 
weiter ein. 
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(sehr viel größeren) Bereich der Kalküle, in denen 
die symmetrische 11reductio ad absurdum" gilt, interpre
tiert. Es würde sich - jedenfalls für die Junktorenlogik -
zeigen, daß die sich häufig findende Charakterisierung 
der klassischen Logik als Logik über entscheidbaren Be
reichen (Stichwort: "Wahrheitsdefinitheit") unnötig stark 
ist, daß man vielmehr die klassische Logik schwächer deu
ten kann als Logik, deren Widerlegungsbegriff die symme
trische 11reductio ad absurdum" zugrundeliegt. 

Zusatz (Mai 1981): Inzwischen hat mir Prof . PRAWITZ einen 
auf Vorschlägen seines Schülers L. C. PEREIRA basierenden 
Beweis des Normalisierungssatzes für die volle klassische 
Quantorenlogik 1. Stufe mitgeteilt. Die Beweisidee ist 
einfacher als die von TENNANT und beruht wesentlich darauf, 
permutative Reduktionen auf alle mehrgliedrigen Segmente 
anzuwenden, die mit Hauptprämissen von Anwendungen von 
B-Regeln enden, nicht nur auf solche, die maximal sind 
(vgl. PRAWITZ 1971, S. 253f.). PRAWITZ/MALMNÄS hatten 
1968 schon als Resultat benutzt, daß man aus normalen 
Ableitungen der eingeschränkten klassischen Logik nor

male Ableitungen der vollen klassischen Logik gewinnen 
kann ("by an obvious transformation", wie sie sagten 
[dort S. 222]) , gaben jedoch keinen direkten Beweis des 
Normalisierungssatzes für die volle klassische Logik an. 
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§ 1 . Introduction . This work grew out of the attempt 

to use semantical consider~tions in e~~ei to develop 

a general schema for introduction and elimination 

rules for arbitrary n-ary sentential operators7 including 

the usual basic inference rules for tbe standard in

t uitionistic connectives /\, v, •, A. It seems to be clear 

that such a schema cannot include sentential operators 
q,.fl£ 

of e,,.;, kin~, since e.g. modal operators, infinite con-

junctions and d isjunctions, sentential quantifiers 

are so~ different from ·each other and from the 

above- mentioned standard connectives that it would be 

a hopeless task to attempt to treat them in a uniform 
.s~ee 

manner. Hence the special semantic framework we~ 

employ to motivate our schema for operator-rules must 

not be understood as determining what an (intuitionistic) 
~'1.: a-~wero..t 

sentential operator ~ 19,t all. Rather it shall fit for 

a characterization of the class of standard sentential 

operators and their rules from a uniform semantic 

point of view by showing them to be instances of a 

general schema . 

It is found that tbe few standard intui tionistic connec

tives are complete with respect to this schema, viz . 

that each operator falling under the schema.. is de

finable by use of 11., v , •, A only. This is complete

ness not in an absolute, but in a relative sense 

(just as in classical sentential logic " and , are 

complete relative to a truth functional interpreta-
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tion of tbe connectives ~hich does not include 

modal operators, for instance). So this completeness 
Q...!, ~ 

result ought rather to be considered 'e-0' demarcat~i 

the strength of previously given connectives than 
~.s ·~ 
'8'& justify{tnem by means of a preconceived semantic 

approach . This view , as emphasized by Prawitz [15] 

(p . 34•), avoids Kre i sel ' s [6] rigorous criticism of 

the completeness-results of McCullough [10] and 

Zucker and Tragesser (18] . 

On the other hand, . tbe special semantic framework 

may not, aside from its aim of giving an interpreta7 

tion of the usual connectives, be arbitrary. It has 

to be imbedded in a general semantic framework which 

fixes the limits of what can be counted as meaning

determination for logical signs . (We might say that 

the special semantic framework represents the 

desc:hptive aspect, whereas the general semantic 

framework represents the normative aspect of a 

theory of meani ng for signs which are already in 
ve 

use in argumentati~ pra ctice - the two aspects 

being equally important . ) As such a general semantic 

framework we choose the view that logic is based on 

rules: The meaning of a logical constant is deter

mined by certain rules containing this constant 

where meaning-giving rules are already at our 

disposal for the other constants occuri ng in these 

rules (cf . 4.4 . 1) . Furthermore the rules shall be non

creative, i . e. rules for an operator S must not 
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create new deducibility~rela~ions between sentences 

not containing S (cf. 5.1). 

Our special semantic framework is formed by tbe re

quirement that sentential operators express the 

'common content' of systems of variable-free rules 

(cf. 4 . 2). Tbis approach requires the admission of such 

rules as assumptions which can be introduced and dis

charged and on which therefore deductions can depend, and 

leads to an extension of Gentzen·' s [ 3] and Jaskowski' s 

[ 5] concept of natural deduction in- which only sen

tences are admitted as assumptions. Hence in§ 2 the 

concept of a calculus for n-ary sentential operators 

with higher-level-rules is defined.§ 3 formulates 

some basic lemmas for such calculi. § 4 states and 

motivates the general schema for the introduction and 

elimination rules of an operator. In§ 5 the noncrea

tivity principle is proved to bold by means of a norma

lization result, and in§ 6 the completeness of (A,v, • 1.A) 
with the usual intuitionistic inference rules is 

established. § 7 takes a short look at sentential 

logics different from the intuitionistic system. 

NB: In tbe following = means equality between signs. 
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§ 2 . Calculi with rules of arbitrary levels and n-ary 

sentential operators 

2 . 1. Basic definitions . Let ..Q be an .e..-tuple ( £.~1) 

<s1 , ..• ,st> of symbols, called sentential operators, 

where with eacb Si (1 {: i ~ e.) a natural number ~O is asso

ciated as the number of its arguments. Then the alubabet 

of the language K..n.. consists of (i) denumerably many 

-letters, denoted by a1 ,a2 , ... , (ii) denumerably many 

sentential variables, denoted by p,p1 ,p2 , •• • , 

(iii) the t sentential operators from .Q, denoted 

by S,S', (iv) the rule-arrow, denoted by ~, and 

(v) dot , comma and parentheses, denoted by themselves. 

Atomic formulas are sentence letters and sentential 

variables . Formulas are atomic formulas and expressions 

S(X1 , .. • , Xn) for n- ary operators S from .Q (n ~ 0) and 

formulas x1 , ..• ,Xn. (If Sis 0-ary it is itself 

a formula.) Sentences are formulas without sentential 

variables. 

Rules and their levels are defined by: Each formula 

X X X ( ) is a rule of level O. R1 , .•. ,~ ==}X n 2:.1 is a 

rule of level m+1 iff X is a formula, R1 , •.• ,Rn are 

rules of level ~ m, for at least one i ( 1 ~ i ~ n) 

R. is of level m, and x is a string of m dots . 
l. 

R1 , .•• ,Rn are called the antecedent rules, X the 

succedent formula of that rule . (In~se of a rule 

X of level OX i~/succedent formula of itself . ) 

A closed rule is a rule without sentential variables. 
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A system of rules is a list R1 , •• • ,Rn of rules which 

are separated by commas. We also admit 

the empty system of rules. 

A substitution f.> is defined to be a function 

which assigns a sentence to each senten~~evariable. 

R~ then denotes the result of simultaneously sub-
fo~ · 

stitutingrthe sentential variables in R~ their 

values under /3 • For systems of rules 6., t/!:i is to be 

s~milarly understood. 

2 . 2 . Conventions for notation. Sentences are denoted 

by A,B,C , formulas by X, rules by R, systems of rules 

by 6.., r. They may have superscripts and subscripts . 

When mentioning a rule we use only as many dots as 

necessary to avoid misunderstandings . '.For example , in 

R1 ~X1 ;R2 ,R39X2 ;x3 ~x, R1 , R2 , R3 maybe of arbi-

trary level.- R(p1 , •. . ,pn) indicates that R contains 

at most p1 , ... ,pn as variables; R(A1 , ..• ,At) denotes 

R~ for a substitution 

to pi ( 1 z: if. n). Similarly 

;3 which assigns Ai 

for systems of rules 

.L\(p1 , ..• ,pn) and [l(A1 , . •. ,An).- When we speak about 

rules of the form t,1 -=yX1 ; •. • ;~n~Xn~X we include 

[ thi case where one or more Ai ( 1 ,S i CS n) is empty. 

In that case .6,..9X. is to be understood as x . . -
1 l l. 

Let 6. be a system of rules. Then {~1 means the finite 

set whose elements are exactly the elements of 6. • -

We often use ' formula', ' sentence', 'rule ' when occur'¼nces 

(or applications) of these objects are meant . 
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Tbe system of antecedent rules of a rule R we call 

(R)1, the succedent formula (R)2. If (R)1 

is nonempty and consists of n $fr rules, R)1 ,i (1 f i ~n) 

denotes the i-th rule of (R)1 (i.e. the i-tb antecedent 

rule of R). Thus (R) 1 /.s (R) 1 1 for n=1. If (R)1 is 
' empty, (R)1 1 is defined to be empty. (R)1 i 1 denotes ' , , 

the system of antecedent rules of (R)1 i' (R)1 i 2 , , ' 
tbe succedent formula of (R)1 i. 

' 
2.3. The intended meaning of a rule. The meaning we 

attribute to a rule can informally be stated as follows: 

X means: For each substitution /3 we may take ~ as having 

been deduced. R1 , •.• ,Rn9X means: If we have deduc-

tions of (R1~)2 , ••. ,(R:)2 in which (R1fo)1 , ••• ,(R/)1 
(respectively) and other closed rules may occur es assump

tions, then we may infer if, whereby the resulting de

duction depends only on the assumptions in 

the deductions of a (Rf)2 that do not belong 

to (R/~)1 t1~i!:n). 

For rules of level ~ 2 this obviously includes the rules 

of the sentential logical part of Jaskowski's [5] and 

Gentzerrs [3] natural deduction systems. For example, the 

v-elimination rule can be written as p1 v,p2 ;p1~•P; 

p 2-=;,p ~P- The generalization we undertake lies in 

the fact that not only sentences but closed rules 

of arbitrary leve~ can be introduced as assumptions 

and discharged by application of other rules. 
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At first sight our concept of rules of arbitrary 

levels seems to have close similarity to Lorenzen's 

operative implication [ 9 J . But j_n contrast wi tb Loren

zen we (i) allow only iteration to the left of :;,-symbols, 

and (ii) choose 'deducibility from assumptions' instead 

of 'admissibility' as our basic concept. So we will 

avoid tbe difficulties arising in Lorenzen's program 

insofar as he adopts a strictly operative view dealing 

only with elementary operations with symbols on the 

one band , but on tbe other hand bas to consider nested 

'elimination procedures' leading to a functional 

interpretation of implicational sentences. 

2.4. Deductions. The description of the intended 

meaning of a rule bas to be explicated by a definition 

of what a deduction looks like . For tbat purpose we 

assume a finite set of rule~(still to be specified) 

to be given which we call 'basic rules'. In§ 4 we 

will provide such basic rules as meaning- giving rules 

for operators . 

We write deductions as trees . Occurrences of basic 

rules and of discharged assumptions are put into 

square brackets; discharged assumptions are further

more marked by a numeral referring to the application 

of that rule by wbicb the assumption is discharged. 

So the rules wbicb occur at least once without 

brackets are the assumptions on whicb the deduction 

depends . 
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2 . 4 . 1 . Definition. For each basic rule X of level 0 

and each substution /1 

[XJ--
Xf., 

is a deduction of x/3 depending on 0. 

For each closed rule A of level 0 

A- - 

A 

is a deduction of A depending on tA) . 
For each basic rule D..1-=;:,x1 ; • • • ;6 m-::::.;,-x~~X of level 

':::.1, each substitution f., and deductions 

t:. P: 
l. . 

. ~ x. 
l. 

of x[' depending on Mi (1 ~ i ~n) , 

is a deduction of X /3, depending on 

(x) [£\ AJ: n . 
. . . . ,. -. 

where x is a numeral which has not yet been used in 
div~ 

the faeduction,5 and [ t,. f] denotes the bracketing of 

all occurtnces of elements of b.. f . 
For each closed rule 6.1 =;;,A1 ; ••• ;~n 9An • ~A of level 

~ 1 and deductions · 

6.. : 
l. . 

Ai 

of A. depending on M. (1 ~ i ~n) , 
l. l. 
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A 

is a deduction of A depending on ~ (M . , t6 . \) 
i=1 1 1 

u[6. 1 ~A1 ; ••• ;t..n~An ~AJ, wbe~e x is a numeral which 
a-~ has not yet been used in the( aeductio~ and [ t. i J 

denotes the bracketing of all occurlnces of elements 

of 6i. 

Deductions are denoted by 1f, lT'. 

2.4. 2 . Remarks . (i) The first clause of the definition 

deals with the application of what is usually called AA 
1 axiom· ' , the second clause with the introduction of 

sentences as assumptions (which we treat as an applica

tion of that sentence considered to be a closed rule of 

level 0) , the third with the application of basic 

rules of level ~ 1 by which assumptions may be dis

charged and the fourth with the introduc ti~n of 

assumed closed ' rules of level ~ 1 by which 

assumptions may also be discharged . Contrary to what 

happens in systems of natural deduction , assumptions 

introduced according to the last clause do not occur o.l 
lhe +ops af -es/ 

on to13 o.f a branch/in the deduction. Since r.1ssumptions 

are always rules we will often speak of assumption 

rules (in contrast to basic rules). 

(ii) It is important that the applied rules 

to the left of the l i ne of inference are part of the 
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deduction· itself and not notes belonging to the 

metalanguage. For a discussion of that point see 

Schroeder-Heister [17] . 

(iii) Considering (ii) it is possible to conceive what 

we have called a 'closed rule' as e kind of 

i~plication iterated to the left. So one can describe 

our purpose as a development of a basic concept of 

implication. (This was pointed out to me by Professor 

D. Prawitz;cf. also Schroeder- Heister [16], pp. 52-53 

and remark 6.15 below. ) 

2.4. 3. Further definitions. Tbe sentence occu~nces 

above a line of inference are called premisses, tbe 

sentence occurince below a line of inf~rence is 

~ called conclusion of tbe application of the rule 

to the left of that line . A top- sentence 

of a deduction 1r is a conclusion of a rule of level 

o, the end- sentence the sentence which is not'¾remiss 

of a rule. A thread in 1f is a sequence of consecutive 

sentence occu&nces of 11 beginning with a top-sentence, 

ending with the end-sentence end each of wbose mem-

bers are in lf immediately below the preceding 

occur'ince . Occur1nces of nondiscbarged assumptions 

are called open. 

1f is deduction of A from riff there is a set M with 

Ms {,-,1 such that 7r is'-¾.eduction of A depending on 

M. We write r ~A iff a deduction of A from f' can 

effectively be given. 
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A closed rule R is called deducible iff there is 

a deduction of (R) 2 from (R)1 . A rule R(p1 , ••• ,pn) 

is called deducible iff R(A1 , ••• ,An) is deducible 

for all sentences A1 , ••• ,An. 

For closed . rules Rand systems of closed~ rules 
t .... e. 

6. , r we use 6.1-R a~ abbreviation for ~, (R)1 }-(R)2 , 

0.l-r for b.i-R1 , ••• ,t.\--~ where r-=R1 , ••• ,Rn , 

r-H-~ for /' 1- t:.. , A 1-r . For nonclosed rules 

and systems of rules these abbreviations are to be under

stood in the sense of'deducibility for all sub

stitutions'. For arbitrary rules R and systems 6. , r 

of rules ~ ~R is an abbreviation for D,, (R)1~(R)2 
and t::i . .-~r for the system b. ~R1 , ••• , b. 9Rn where 

r ::=:: R1 , ••• ,Rn, r14:>b. for the system r -=>t:.. , ~=--::>f"l 



- 12 -

§ 3. Basic lemmas 

3.1. Lemma. Let r be a system of closed rules, Ra 

closed rule,. A a sentence. If r 1-R and 

then r}-.A. 

r,R t-A, 

Proof by induction on <3,S> where~ is the level of 

R and E, the number of open occurlnces of R in the 

deduction T of A from f1,R being consider~d. The case when 

R belongs tor is trivial. If R does not belong to 

r we show that each open occur1nce of R in r is 

eliminable. If ~=0 we simply have to join together 

two deductions whereby $ decreases. If ~>0 we 

choose an arbitrary open occurence of R in lf: 

. 
(1 )[(R)1 1]: ,n, : 

(•) (R)1 n 2 
' ' ( 1) R 

where n is the number of antecedent rules of R. Thus 

we have r' l-(R)1 i for each i ( 1 ~ i ~ n), where r'' 
' may contain open assumptions not in r which are dis-

charged in 1f. From that and Ff-:R we get f7' !-(R)2 
by an n-fold application of the induction hypothesis. 

Replacing(*) by the deduction of (R) 2 from r• we 

obtain a deduction containing one open occur'%nce of R 

less than 7r • 



- 13 -

3.2. Lemma. RI-R for closed rules R. 

Proof by induction on the level of R. The case for level 

0 is trivial . If R is of level >0 and n is the number 

of antecedent rules of R we have by induction hypo

thesis for all i (1 ~ i ~n): (R)1 1
-, (R)1 i 1 l-(R)1 i 2• , , , , ' 

Application of R leads to a deduction of (R)2 from 

(R)1, 1 , ... ,(R)1 ,n, i.e. a deduction of R. 

3.3. Corroll9ries. Let b., tl', f', 17' be systems of 

closed rules, D., 8 being nonempty. 

(i) If f'I-~ and r',/':)._ 1- f:...' , then r, r' l-6' • 

c ii) r =;i, D. , r 1- ~ • 

3.4. Remark. From 3.1, 3.2 .and 3.3 we can infer that 

for all closed rules R: (R)1 1--(R)2 iff for all 

systems of closed rules r:if fll-(R)1 , then rt-(R)2 . 

That means that the explanation of the intended meaning 

of a rule (2.3) which corresponds to the right-hand side 
\.._C.Oi.,,t.io\t..LJ 

of this equivale~b~be definition of deducibility 

of a rule (2.4.3). 

3. 5. Definition. Let b.. be a system of rules. Then each 

member of b. is a subrule of degree O of f::... Each 

antecedent rul e of a subrule of degree n is a subrule 

of degree n+1. 

A sentence being itself subrule (of any degree) or 

succedent formula of a subrule (of any degree) of a 

closed rule R is called immediate component of R. 
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3.6. Theorem (Replacement of subrules) Let a closed 

rule R and a system of closed rules r be given. Let 

6.[R) be a system of closed rules containing an 

occu~nce of R as subrule. Let .6.[r] be the result 

of re~lacing this occurlnce of R in t.[R] by r. 
If R-H-17 then .6.[R]~\-6[ r']. 

Proof by induction on the degree c5 of R as a subrule 

of 6[R] • .6.[R] bas the form R1 , ••• ,Ri [R], •.• ,Rn 

(where n may be 1 ). If b=O tben Ri [R] =R, and we 

can simply apply lemma 3- 2. If S >0 tben the degree 

of R as a subrule of (Ri [R] ) 1 is ~ -1 and we have 

by induction hypothesis (Ri [R] ) 1 -n- (Ri [ r] ) 1 • 

This, together with Ri[R],(Ri[RJ)1 r-(Ri[RJ)2 and 

Ri[r],(Ri[rJ)1 /-(Ri[rJ)2 which are obtained from 

lemma 3.2, and with the fact that (Ri[RJ)2 -=:(Ri[r:J)2 , 

yields the theorem. 

3.7. Tbeorem(Replacement of immediate components) 

Let a sentence A and a system of closed rules r be 

given. Let A[A] be a system of closed rules containing 

an occur1nce of A as an immediate component. Let D.[ r J 

be the result of replacing this occu&nce of A in 

6[A] by r (where if A occurs as succedent formula 

of a subrule ~• =pA of C:i.[A] then 6' 9 r is defined 

by 2.4-.3). If A-11-r then -6..(AJ-lr-C:i.[ rJ.- (Especially, 

for a sentence B: If A-{l-B then ~[A]-\\---.6.[B] • ) 
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Proof . If A is itselfkubrule of ..6.[A] the theorem 

follows from 3.6. If A is¾uccedent formula of a sub

rule ~ ' =>A of ~[AJ,we bave 6..'~A--H-ti, 1 91' by 

3 . 3. Now we can apply 3 . 6 to ~[A] considered as 

D.[~• ~A]. 
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§ 4. Basic rules for operators 

Tbe main idea underlying the rules we propose as 

basic rules for sentential operators (also called 

operator-rules) is that they shall express tbe 

common content of systems of rules. 

4.1. Definition. Given m systems r1 , ••• ,rm of .closed 

rules. Tbe common content of r1 , .•• ,rm is tbe set of 

all closed ruEs R such that rir-R for all i 

(1~i~m). As a limit case we allow m to be 0. In 

that case the common content consists of all closed 

rules R. Tbis is important since it will lead us to 

intuitionistic logic with its characteristic absurdity 

rule. 

4 .2. Adequacy conditions for operator-rules. We assume 

systems b 1 (p1 , •.• ,pn) , ... , ~m(p1 , ••• ,pn) of rules 

(m "2: 0) to be associated with each n-ary operator S 

from ..Q, and require\tbat for all sentences A1 , ••• ,An 

tbe sentence S(A1 , ••• ,AJexpress the common content 

of 6.1 (A1 , ••• ,An), ••• , 6.m(A1 , ••• ,An), i. e. that 

for all closed rules R: S(A1 , ••• ,An) 1-- R iff for 

all i (1 S: i ~m) 6i (A1 , ••• ,An) l-R. 

4 . 3. The scbeme..for operator-rules. Condition 4.2 

leads to the. system of the following rules: 

~1CP1,···,Pn)7S(p1,···,Pn) . 
6- • 

m(p1,··•,Pn)~S(p1,•·•,Pn) 

t:.,jCP1,··•,Pn)9p; ••• ; .t:.mCP1,···,Pn)=;}p;S(p1,···,Pn) ~p 
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The first m rules are called introduction rules (I-rules 
'-...-clte..,; 

or S-I-rules), the last rule is calledYelimination 

rule (E-rule or S-E-rule). If one of the systems of 

antecedent rules of the I-rules is empty the other 

I-rules and the E-rule can obviously be omitted since 

they are deducible. Such an operator is called ~ 

T -operator. If m=O, S bas no I-rules. Such an 

operator is calle~l..-operator. E-rules of l._-operators 

are called ..L-rules. The choice of tbe stated rules 

is justified by the following theorem. 

4.3.1. Theorem. Condition 4.2 is fulfilled iff rules 

4.3 are deducible. 

Proof. Let A1 , • •• ,An,A be arbitrary sentences. From 4.2 

we obtain t substituting S(A1 , ••• ,An) for R, 

6..i (A1 , ••• ,An) \- S(A1 , ••• ,An), i. e. the deducibility 

of the S-I-rules. Substi tut,hig ti1 (A1 , ••• ,An) =:>A;,,.; 

t.m(A1 , ••• ,An)=}A~A for R, we obtain: 

S ( A 1 , • • • , An ) ; ~ 1 ( A 1 , ••• , An ) ~ A ; • • • ; A m ( A 1 , • • • , Aff) ~ A r-A 

iff for all i (1 f i~m) 

t:.i(A1 , ..• ,An); ~ 1 (A1 , ••• ,An)=}A; .•.• ; £1m(A1 , ••• ,An)=9A \-A. 

By .6.i(A1 , ••. ,An); D.i(A1 , . • . ,An)9A!-A (Corollary 

3-3 (ii)) the deducibility of the S-E-rule follows 

immediately. - Conversely, from ~i(A1 , ••. ,An)}-S(A1 , ••. ,An) 

and S(A1 , ••• ,An )I- R we get .6..i (A1 , ••• ,An)\- R, and from 

.6.1 (A1' .•• ,An) :=;,,(R)2; .•• ; b. m(A1, ••• ,An )=;>(R)2; S(A1' ••• ,An) 

r(R)2 (S-E-rule) and Lli(A1 , .•. ,An)~R 

(= (R)1 }-~i(A1 , ••• ,An)9(R)2 ) for all i (1~i~m), 

we get S(A1 , . •• ,AnH-R by lemma 3.1. 
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4 . 3 .2. Remark. Theorem 4.3 .1 is a justification of 

schema4.3 within our special semantic framework. 

A different framework may of course lead to the same 

schema. I assume , for example, that it can be justified 

within a framework which takes I-rules as the basic 

meaning-giving rules and regards E-rules as derived 

in some sense . Such conceptions underlie the intui

tionistic definition of the logical constants as well 

as Gentzen ' s explan~tion of bis natural deduction 

rules ([3],p. 189) and Prawitz's 'inv~rsion yrinciple' 

([12] , pp . 32-?4; see also his further devel?pment of 

that principle involved in the notion of 'validity' 

[13], [ 14]). 

4 . 4. Restrictions imposed on the operator-rules 

4.4.1. Restrictions for philosophical reasons . 

We consider the rules 4.3 to be meaning-giving rules 
Ll::'ia 1Mea,')\.;'lt~ of 

for an operator S. Therefore we require that\~ 8pe-

rators occlfring in 6-i(p1 , . .. ,pn) (1 ~ifm) t'.ae meoni.ag 

be already given. Hence : All operators occu°1:-ing 

in D.i (p1 , •.. ,pn) (1 ~ i ~ m) must precede S in ..Q. In 

particular, ~.(p1 , .•• ,p ) must not contain S. (In 
l n 

the terminology of Prawitz (15] we could say that we 

have explicit schematic I-rules for a sequence of 

operators each of which is dependent only on operators 
;J; 

preoedin~n the sequence. For a more detailed justi-

fication of this condition see S~hroeder-Heister [16].) 

Furthermore, operator-rules must not contain sentence

letters . Thatjis because we want to leave open the 
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possibility of replacing sentence letters of pure 

formal logic by sentences of a basic cal-

culus for atomic sentences (e.g. of a Post system); 

and the operator-rules should be independent of the 

phoice of such a basic calculus . 

These restrictions do notdepend on our special se

mantic frameworlc based on the concept of 'common 

content'. They could be motivated in tbe same way 

for a different semantic framework, e.g . that of 

Prawitz [ 15). Hence, they belong to what was called the 

' general semantic framework' in tbe introduction. 

4.4.2. Restrictions for technical reasons 

We permit a system 6.i (p1 , .. • ,pn) (1 ~ i ~m) to be 

empty only if m=1 (i.ef1/tbere is only one I-rule) 

and S is 0-ary . 'rherefore , T-operators S are always 0- ary 

and have Sas single I-rule . Moreover, each sentential 

variable Pj (1 f. j ~n) must occur in at least one 

system 6.i (p1 , • •• , pn) ( 1 5: i ~ m). These restrictions 

can be made since if 6.i(p1 , ••• ,pn) is empty,all 

I-rules 1\/P1 , ..• ,pn)=}S(p1 , • .. ,pn) with jli are 

deducible. Furthermore, if S is n-ary with n>O we 

can replace each such empty system by p1 -:::;>p1 without 

weakening the resulting I-rule. Equally, 

for a sentential variable p j not oc9~ing in any 

b.i(p1 , • . . ,pn) we can adjoin pj~Pj,e.g. 7 to 

6 1 (p1 , ... ,pn). 
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The description of Kn is now completed . K..n. is 

assumed to have basic rules for each operator S 

of .D... according to schema4.3 and satisfying the 

stated restrictions. 
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§ 5. Normalization for K~ 

5.1. Principle of noncreativity. Insofar as we consider 

our operator-rules to be meaning-determining, we 

require them to be noncreative in the following sense: 

Let ..0. consist of .e operators . Let K1;_ (0 ~ i ~ e..) be 

the calculus witb tbe vocabulary of K.n.. , but with 

operator-rules only for the first i operators of ..Q. . 

(Kihaving no operator-rules). Then for all such i: 

if Sis the i-th operator of .n. and lf is a 

Kl;_-deduction of A from r , where A and r do not 

contain S, then lf can (effectivel;y) be transformed 
i - 1 to a K.n.. -deduction lf' of A from r . 

Like 4 . 4.1 this principle is part of our general 

semantic framework and is also necessary for 

certain other special approaches different from tbe 

one given here. For a more detailed description of 

this general semantic framework , including as a 

further principle the uniqueness of operators having 

equal systems Aj(p1 , .. . , pn) as premisses of E-rules, 

see Schroeder-Heister [ 16], § 5-

5. 2. Parts, subsentences and rank. A further replacement 

theorem. Tbe noncreativity result we obtain from a 

subsentence-principle which is itself a result of a -
normalization proof . For this purpose we define. l 

d )-i. .s~c o.... w~<l' 
subsentence9 , and the rank of sentences and closed rules\ 

lhat..J 
immediate components of substitution instances of 

antecedent rules of I-rules are called subsentences 
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of substitution instances of the corresponding succedent 

formula, and that the rank of sentences increases by 

application of I - rules. 

~~ 5.2.1. Definitions. B isYimmedi ate part of A iff 

A= S(A1 , •.. ,An) for an operator S and sentences A1 ,, •. , 

An, and B=Ai for at least one i (1 ~ i ~n). B is a... 

part of Ai.ff B-::A or B is"0part of an immediate part 

of A. B -~ is EroEer ;eart of A iff B is'¾art of A different 

from A. B is~art of a closed rule R iff B is~art 

of an immediate component of R. 

G\.,"\o\. 

B i~mediate subsentence of A iff A::.S(A1 , ••• ,An) 

.for an operator Sand sentences A1 , ••• ,An, and Bis &.."I\. 

immediate component of a system of rules b.(A1 , ••• ,An) 

sucb tbat ,6.(p1 , ••. ,pn)~S(p1 , ••• tpn) is one of the 

S-I-rules. -If S is a T- or ~operator, S has 

no immediate subsentence. B is~ubsentence of A iff 

B ::A or B is'-%'ubsentence of an immediate sub sentence 

o:f A. B is~-µ_!)segt,egce of a closed r.uJ.~. R or of 

a system of closed rules r iff B i~ubsentence 

of an immediate component of R or r respectively. 

~ . 
B is'Vimmediate Ki~subsentence of A iff A= S(A1 , ••• ,An) 

for sentences A1 , ••• ,An and an operator S belonging 

to the first i operat.ors of .!l., and B i~mmediate 

~-subsentence of A. B is ~1, -subsentence of A iff B::: A 

or B i~'Ki-subsentence of an immediate K.k.-subsentence 

of A. B is'vp°roper Ki-subsentence of A iff B is· ~ 

~-subsentence of A not identical witb A.Bi~~ 
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subsentence of a closed rule R or a system of 

closed rules f' iff B i~1-subsentence of an immediate 

component of R or rrespectively. 

The rank of sentences A, c l osed rules Rand systems 

of closed rules r is defined as f ol lows : 

rk(A) = 0 iff A is a sentence-letter. 

rk(A) = 1 iff A is°fr- or j_-operator. 

rk(A) = mex:{rk(B)IB is immediate subsentence of A1 + 1 

otherwise. 

rk(R) = max lrk(B)\B is immediate component of R\. 
rk(r) = max·lrk(B)\B is immediate component of r } . 

5.2.2. Remark. The relation 'is~mmediate K.n.- subsentence 

o~• is wellfounded . The proof by induction up to CJ~ is 

essentially based on 4.4.1 and the fact that the system 

of antecedent rules of an S-I-rule A(p1 , • •• ,pn) 

~S(p1 , ••• ,pn) must not contain variables not occlfu>ing 

at argument places of S (according to the notational 

conventions 2.2). Thus, 'rank ' is correctly defined , 

and ' subsentence' , 'K;;__- subsentence I and 'rank ' are 

decidable. 

5.2 . 3 . Lemma. Let S be the i - tb oper ator of .Q. Let 

~ be a system of concrete rules in which S does not 
i occur. Then S occurs in no K.J'l..-subsentence of~ . 

Proof. It is sufficient to prove the lemma for sentences 

by induction on their rank. A?main case we have to 

consider ~roper K_k-subsentences B of a sentence 

S ' (A1 , .•• ,An) wbere S ' belongs to the first i-1 operators 
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of ..n.. and A1 , ••• ,An do not contain S. In that case 

B is~Kli:-subsentence of an immediate _K_l-subsentence C 

of S'(A1 , ••. ,An). By condition 4.4.1 C contains,besides 

,........ "'"-operators al_3eady occUTing in A1 , •.. ,An,at most 

some of the first i-2 operators · of .n. • 

Hence S does not occur in c, and we can apply the 

induction hypothesis to C. 

5.2.4. Theorem (Replacement of parts). Let sentences A, B 

be given. Let C[A] be a sentence containing _an occurfunce 

of A as%art. Let C[B] be the result of replacing 

this occur¼nce of A in C[A] by B. If A~\-B, then 

C[AJ-H-C[B]. The same holds if we replace the sen

tence C[A] by a closed rule R[A]. 

Proof by induction on rk(C[A]). The most important case is 

C[AJ=s(A.1 , ••• ,D[A], ••• ,An) where D[A] contains A as a 

part. By~duction hypothesis D[A]-U--D[BJ. Now consider 

the premisses · ~i (p1 , .•. , Pn) ( 1 ~ i ~ m) of tb e S-I- rules. 

We prove that Ai (A1 , ••• , D(A], ••. ,An) --\\--

~ i (A1, ••. , D[B], ••• , An). From that we immediately obtain 

S(A1 , •.• ,D[A], ••• ,An)-{\-S(A1 , ••• ,D[B], ••• ,An) by the 

S-.operator-rules. If D(A] occurs a~mmediate component 

of ~i (A1 , ••• , D[A], ••. , An) we can apply theorem 3. 7. 

Otherwise D[A] occurs as a proper part of an immediate 
...._t~ 

component E[A] of A;(A1 , •.• ,n[A], •.. ,A ). By'Yinduction 
- n 

hypothesis we have E[A]-\\-- E[B] and can apply 

theorem 3.7. 
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5.3. Normalization. We follow Prawitz f12]. 

5.3.1. Definitions. The rightmost premiss of an appli-

~ cation of an E-rule is called major premiss of tbat 

application. All other premisses are called minor 

premisses. 

An application of an S-E-rule is said to be redundant 

iff Sis not~-operator and the deduction of one of 

its minor premisses does not depend on an assumption 

discharged by this application of the E~rule. (E.g., 

applications of E-rules of T-operators are redundant.) 

~IAbSt.")ktl«.~ / Lt:.0"-H.c.,..b:v~ le,~e.'-'lce. oc.c..••n•"''-tv .,~ J 
Segment is a' _ .. · A1 , ••• ,An (n ~ 1) o"M thread such 

ti.y 
that (i) A1 is not/Conclusion of an application of 

~ule except for an ..1...-rule,. (ii) ·for .. all j · (1 ~ j ~n), 

/ Aj is'½iinor premiss of an application ,of an E-rule, 

and (iii) A is notifu.inor premiss of an application . n 
of an E-rule. n is called tbe length of the segment. 

Obviously, A1 ,~··,An are occu~nces of the same sentence. 

The rank of that sentence is also called the rank of 

the segment. 

A segment is called a maximum segment iff it ends 

with the major premiss of an application of an E-rule 

and begins (i) with the conclusion of an application 
\ o..."" 8-.lte.c.o.l::;o""' ~ 

__J of an I-rule or (ii) with the conclusion o~Yan J..::-rule. 

~esponding to this distinction we shall speak of segments 

7 of the first and of the second kind. 

A deduction is said to be normal iff it contains no mari·

mum segments and no redundant applications of E-rules. 
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~ Segments are denoted by et', <5"'1 , ~, .•• • 

5.3.2. Lemma. Each Kl-deduction of A from t::,. can be 

transformed to a Kl-deduction which contains no redun

dant applications of E-rules. 

5. 3- 3. Theorem Each Kl-deduction of A from b can be 
i . 

transformed to a normal K.n_-deduction of A from A. 

Proof. By lemma 5.-3. 2 we can suppose that the · deduction lf 

under consideration contains no redundant applications of 

E-rules. We show that maximum segments can be eliminated 

from lf by induction on < r I :t > 
where J is the 

highest rank of a maximum segment in lf and ~ is 
the sum of the lengths of tbe maximal segments of 

of rank g (and l.... ) is defined to be 

0 iflr contains no maximum segment. (Cf. Prawitz [12), 

p. 50). Tbus the induction basis is trivial. Let 

We choose in lf a maximum segment O" of rank g . 

such that (i) there is no maximum segment of rank ~ 

above <S' in 1f and (ii) there is no sentence occur"tmce 

next;::to· the lowest formula of O' which belongs to 

or above which stands a maximum segment of rank J. 

Case A) if is a maximum segment of the first kind of 

length 1. Then it consists of a sentence S(A1 ,.;.,An) 

which is~nclusion of an I-rule R1 (p1 , ••• ,pn), ••• , 
t~ 

Rk(p1 , ••• ,pn)=;>S(p1 , • •• ,pn) andrmajor premiss of 

an E-rule. This situation may be described as follows: 



C'
(\J 

I 

. . 
(2)(R1(A1,:•·,An)J: . . . . 

. . .. 
(1)[(R1CA1, • ··,An) )1]: 

. . 
( 4 )[ (~k(A1,•••,An))1] : 

. 
.••••. (2)[Rk(A1 , ••• ,An)J; .••••• •••• 

S- S--I (Rk(A1 • ... ,An) l2 

S(A4,•••,An) (1) 
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(R1 (A1' •• " ,An) )2 • •• • • 
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B •••• •••• •• 

B 
• . . 

(This sball include the case where Sis 0-ary.) 
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By~-fold application of lemma 3.1 to the deductions 

above S(A1 , ••• ,An) and ' above the indicated minor premiss 

we obtain a deduction which does not contain this occurrenc• 

[o; S(A1 , ••• ,An) and which therefore bas an induction 

value less than lf. This is obvious from the choice 

of er and from the fact that the construction described 

in the proof of lemma 3.1 does · .not create new maximum 

segments of rank equal or greater than ~ as 

can easily be seen by an inspection of that proof. 

Case B) O' is a maxilllum segment of the second kind 

of length 1. Replace 

S' for a . ...L-operator S' ·(where S(A1, ••• ,An) 

is the maximum segment) by 

s• 
" ....... . 

S' 

s~.rr------------------------
S(A1, ••• ,An) 

where R1 (p1 , ••• ,pn), ••. ,Rk(p1 , ••• ,pn)9S(p1 , ••• ,pn) 

is one of the S-I-rules, and apply the reduction of 

case A. If S is/.L-operator replace 

S' 

s 

A 

by 

. . . 
S' 

A S cannot be1/1-operator 

because lf is assumed not to contain redundant appl ications 



- 29 -

of E-rules. 

Case C) <S' isfa.aximum segment of length > 1. Then we 

apply a permutative reduction step as described 

in Prawitz [1?], p. 51. 

No reduction step creates redundant applications 

of E-rules. 

5.4. Subsentence-tbeorem. Again, we follow Prawitz [12]. 

Nevertheless, some complications seem to be necessary 

because of the appearance of closed rules of higher 

levels as assumptions. 

5.4.1. Definitions . A path in a normal deduction 7f is 

a sequence_ A1 , • •• ,An of sentence occur',nces of 7r iff 
t;~ 

(i) A
1 

is a top-sentence of T which is not ~nclusion 

of an application of an assumption-rule which is 

discharged by an application of an E-rule. 

(ii) For all i (1~ i~n), A:i- is not½remiss of an 

applicat~on of an assumption rule which is discharged 

by an application of an E-rule and either a) Ai is 
U.y 

not(lllajor premiss of an application of an E- rule and 

Ai+1 is the sentence immediat~3/below Ai, orb) Ai 

is~ajor premiss of an application of an E-rule,and 
. -tw 

Ai+1 is one of the sentence occu~nces which are ~on-

clusion of an assumption rule that is discharge~ by the 

application of the E7rule considered (sincelf is assumed 

to be normal such sentence occu:r'Thnces do exist). 

(iii) An is'i,remiss of an application of an assumption 
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rule which is discharged by an application of an 

I-rule, or An is the end-sentence of lf . 

Paths are denoted by 1'1', 'il''. 

A main path or path of order O in a normal deduction 

lf is a path ending with the end-sentence of 7f. A 

path that ends with a sentence occurrence placed 

immediately above a sentence occurrence which belongs 

to a path of order m is of order m+1. 

~lose-,'<"-"'~ c.o..._~, ... 1:;,.._ _se,.k,,_c:,. oc.C.~"-~ oC-
A · A

1
, ••• ,An (n~ 1) of a path 'IT' i n 1f is called a 

minor section of~ iff 

(i) if A1 isWonclusion of an application of an assump

tion rule, then that rule is of level O (i.e. A1 is the 

top-sentence of 1f and 'ir' begins wi tb .A1 ) or that rule 

is discharged in lf by application of an E-rule; 

(ii) if An is~remiss of an application of an assumption 

rule, then '1l" ends with An; 

(iii) if n > 1, then for all i (1 -f i ~ n) Ai is1/premiss 

of an application of an assumption rule; 

(iv) if n = 1, then 'It' begins or ends with A1 • 

,_ '- ~O'ISt.c.t.AH,e .sct,d·,,.,~ oc.c....-N.w:.ct.s oC. J 
~\.U>S~\4~ _ 

A' _ . A,1' ••• ,A
0 

(n > 1 ) of a path 'IT' in lf is called a 

major section of 1r' iff (i) some minor section of 'ii'. 

ends wi tb A1 , (ii) some minor section of 'ii begins 

with An, and (iii) no Ai (1<.i<.n) belongs to a 

minor section of 'll"' • 

An application of an assumption rule R is said to be 

immediately absorbed in an application of an assumption 

rule R' iff ·tbe application of R is discharged by 
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tbe application of R'. An application R is absorbed 

in an application of R' iff tbere are applications 

of assumption rules R1 , ••• ,Rn, such that the appli

cation of R is immediately absorbed in R1, that of 

R- in R. 
1 

for all i.::. n, tb at of Rn in R' • 
l. 1.+ 

5.4.2. Remark. A path 'iT containing k major sections 

contains k+1 minor sections. So it can be divided up 

in the following way where Ni denote minor sections 

and Hi major sections: 

A1, ••• ,Aj , ••• ,Aj,, ••• ,Aj , ••• ,Aj,, •••• • , 
\.. 1 v 1, 2 2 

Aj , ••• ,Aj 1 , ••• ,An 
k k 

~ H1 ~ H2 c___ 
Hk 

N1 and Nk+'1 may have only one member, all other 

sections bave at least two members. 

5.4.3. Lemma. If an application of R is absorbed in 

an application of R', then all K~subsentences of 

Rare K!-subsentences of R'. 

5.4.4. Lemma.If an application of an assumption rule 

R is discharged by application of a (not necessarily 

closed ) rule R', then for each premiss of the appli

cation of R there is a thread containing that premiss 

as well as the conclusion of the application of Rand 

the conclusion of the application of R'. 
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5 . 4 . 5. Lemma . Let A1 , •• • , An be a thread of 1r. Then 

for all i,j .' (1 ~i< j5.n), Ai and Aj belong to the same 

path or Aj belongs to a path of lower order than 

Ai does . 

Proof . Define the index of a thread by numbering its 

top-formulas in IT from left to right. We prove by in

duction on <s , j - i> where a is the i ndex of the thr ead 

being considered.;[f this value is ( 1 , 1 > and Ai, Aj 

do nqt belong to the same path , then Ai is the last 

member of a path (since s~1 , Ai cannot be tbe major premiss 

of an E-rule) and Aj belongs , as it is ; immediately below 

such a member, to a path of lower or der . If tbe 

induction value is higher . and if Ai+1 and Ai belong 

to the same path one can apply tbe induction hypothe-

sis to Ai+1 , Aj . If Ai is the last member of a path , 

Ai+1 b e longs t o a path of lower order ; appl ication 

of the induction hypothesis to Ai+1 , Aj yields tbe 

proposition. If Ai i~jor pr emiss of an E-rule , 

then Ai is followed by a sentence A in a path through 

A. such that A belongs to a thread with lower index. 
l. 

Thus we can apply the induction hypothesis to A, Aj , 

considered as members of a thread of lower index. 

5 . 4.6. Lem.ma. Let H bAiajor section of a patb in a 

normal Kl- deduction 1r • Let o-'1 , ••• , O" n be the sequence 

of segments of which H consists . Then there is a 'minimal ' 

segment ' O"i (1 ~ i ~n) , such that 



- 33 -

ll. 
( i) for each j ( 1 ~ j <'. i), (j'j is{'ff(ajor premiss of an 

E-rule different from J_-rules, and 0"3+1 i.s%:li_-sub

sentence 0£ O'j; 

(ii) if i/n, 6"'1 is~remiss o.f an I-rule or a. _L-rule; 

(iii) for each j ( i < j < n), cr'j is~remiss of an I-rule 

and O". is''K~- subsentence of cr'. 1 • 
J -- J+ 

(That a segment isri,remiss or conclusion of a rule 

means that its last or first member resp. is of that kind. ,~ 

Proof. By the normalization result, all 0-' wbicb sre 

major premisses of E-rules different from J_-rules 

precede in Hall O' ' whicb are premisses o.f an I-rule or 

a .J...-rule. Take cr'i to ht. the first er' in H wbi cb is not a 

premiss of an E-rule different from ..L-rules; it ful

fills (i) and (ii). A (rj with i<:j<.n cannot be : a premiss 

of a ..L- rule, since .l..-operators have no I:-rules and 
t~r.. . 

O"j_1 cannot oM"ajor premiss of an E-rule (because of 

the choice of o'i and the normality oflf) . 

~, • •• ,C>i is called the E-part, C5'i+'1'· ·· ,0'n the 

I-part of H. 

5.4. 7. Theorem.Letlf be a normal Kl- deduction of A 

from A . Then each sentence occth'ing in lr is a 

i K..n..-subsentence of ~ or A. 

Proof. We show that the theorem holds for all paths 

in lf. Let 'ii' be a path as described i~ 5 . 4. 2. By 

Lemma 5.4. 6 all sentences of the major sections are 

Kksubsentences of A. or A., wbicb are at the same 
JS JS 
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time elements of minor sections. So it suffices to 

show: Each sentence occih-ing in a minor section of 

'fr' is '7i~subsentence of 6,. or A. Tbis is implied by: 

(*) Each sentence occlfu'ing as½remiss or conclusion 

of an application of an assumption rule R is¼l_
subsentence of 6. or A. 

For sentences belonging to a minor section with at 

least 2 elements,tbis follows i1Il!llediately from clause 

(iii) of tbe definition of 'minor section'. If N1 LA-t jj ... 01:-t'-:{o~,c ... ~;o., ot- a. ... ... Sjt.1-pb:o._ """-4., -1-\,,.C!."I f 

has only one element A1 ancP'A1 is a T-operator 

belonging to the I-part 0£ H1 and therefore is a 

K]i_-subsentence of a sentence of N2 • I.f Nk+1 bas only 

one element An, then An=A or An is~remiss of an 

application of an assumption rule discharged by an 

application of an E-rule. 

To prove(*) we have (by lemma 5.4.3) only to consider 

the case when an application of R is discharged by an 

application of an operator-rule. Furthermore we do 

hot need to consider the case where R is dis-

charged by~pplication of an E-rule and (R)2 belongs 

to 'fr• (For in that case the premisses of the appli

cation of Rand tbe premisses and conclusions of 

applications of rules which are absorbed in the 

application of R do not belong to~, and (R)2 belongs 

to a minor section of 7r' only if (R)2 is'½,remiss of 

an application of a further assumption rule.) So it 

suffices to prove: 
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(**) Let R be an assumption rule for which the premis~es 

and conclusion of an application belong to a minor 

section of ,v-- and which is disc barged by ·: an application 

of an I-rule, or for which the premisses of an application 

belong to a minor section of 'ir" and which is discharged 

by application of an E-rule. Then all Kl;,:-subsentences 

of Rare Ki,.subsentences of~ and A. 

Proof by induction on <o,(k+1)-s) where o is the order 

of tT( , k+1 the number of minor sections of 'Tr and N 
6 

that minor section to which the premisses or conclusion 

of the application of R belong,: • If 'If is¾ain path 
9-,'1. 

(i.e. o=O), then R can be discharged only b?aJ?pli-

cation o~-rule. The case (k+1)-s=O cannot occur, 

for Nk+1 is the last section of ,;r-~ whereas the conclusion 

of the I-rule by which R. is discharged sbould1 by 

lemmas 5.4.4 and 5.4.51 belong to 'II'. If (k+1)-s>O, 

all K1i._-subsentences of Rare Kl,-subsentences of the 

conclusion B of an application of an I-rule. By lemmas 

5.4.4, 5.4.5 and 5.4.6, B belongs to the I-part of 
Q.. • 

a major section of 'i7' and is, tberefore~KJi:-subsentence 
~~ of a sentence belonging to a minor section NsY with 

s 1 > a. So we · can apply tbe induction hypothesis. 

If 'if is of order o >0 and R is discharged by~plication 

of an I-rule, we -can argue as above, adding 

that if tbe I-rule by which R is discharged does not 

belong to 1t' it~-belongs to a path of lo-wer order. If 

R is discharged by~plication of an E-rule, the con

clusionL(R)2 of this application belongs to a path 

'ii'' of order o-1 and succeeds in 1r' a major premiss 
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B of that E-rule, such that all rrk-subsentences 

of Rare K.ii_-subsentences of B. So we can apply 

the induction hypothesis. 

5.-4-.8. Corollary (Principle of noncreativity) For all 

i > 0: Each K;i_-deduction lr of A from ~, where A and 

6. do not contain the i-tb operator S . of ..O..,can 

be transformed to a Kk1-deduction Tr' of A from b. • 

Proof. Let TT' be a normal Kl-deduction. By theorem 

5.4.7 7T 1 contains only ~1-subsentences of A and~ . 

By lemma 5. 2. 3 S does not occur- in lT'. Thus, lf' can be 

considered to be a · K}i"1-deduction. 

5.4.9. Remark. If we take basic calculi for atomic 

sentences into consideration, theorem 5.4.7 would 

hold wben 'atomic sentence' is substituted for ' 

'sentence'. 5.4.8 would then yield in particular 

the conservativeness of operator rules over arbi

trary basic calculi. 
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§ 6. Completeness of<"• v , • , J...). 

Now we consider tbe standard operators of intuitionistic 

sentential logic: " , v , • ,).. • As usual we write 

(p1 t-- p 2 ), (p1 v p 2 ), (p1• P 2 ) instead of A(p1 ,p2 ) , 

v(p1 , p 2 ), • (p1 ,p2 ) and omit outer brackets. Let K'f 

be the calculus in the sense o.f § 2 whose formulas 

are built up by use of /\," ,•, A and whose operator 

rules are as described in 6 .1. Let K~.n. be the 

calculus baseJ.on tbe sequence of operators beginning 

with /\, v , • ,J... and continuing with the opera-

tors of .Q • Tbe . operator-rul e_s for . " , v , •, A 

satisfy the restrictions 4 .4. 

6.1 . Operator-rules for the standard operators. The 

I-rules for " , v , • are as usual: p1 , P2 ~(p1 "P2)· 

P1 *(P1 v P 2 ) and P29(P1 vP2) • P1-==?P2~P1 • P2). 

The corresponding E-rules determined by our schema. 

4 . 3 are: p1 ,P2 -=>P; (p1 " p 2 )~p. p 1~P ;p2 ~P; (p1 v p 2 ) ~P 

p 1-=9'p2~p; (p1 • p 2)9p. Tbe v-E-rule is as usual. Tbe 

/\ - and-. • -E-rules can easil~en to be equivalent 

to the usual E-rules (p1 " p2 )~p1 and (p1 " p2)9P2, 

P1 ,(P1• P2 )=}>-p2• Therefore , when we speak of A-E or 

• -E we will often mean these usual rules. J... is 

a J....-operator without I-rules and the absurdity rule 
~..d ~~~ 

..l..9p·asvE- rule. Sinc~sociative laws can easily be 

proved we will omit brackets in iterated conjunctions 

and disjunctions. 
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6.2. Definition. With each system ~ of K'i'...o... -rules 

we associate a K~n..-formula !::::.,*: 

!::..*:=.A 

b,*:=X 

if • 6,. is empty. 

if~ is a formula X. 

6.3. Lemma. For each K~..n.-rule Rand each substitu-

tion ft R*/3 = Rf!.•. 

6.4. Lemma. Let 6. be a . non~mpty system of closed 

K..n. -rules. Then 6.ii- t::,.* • 
'f.n. 

Proof by induction on the complexity of l::,.. 

6. 5. Definition.A -±'-formula is a formula. containing 

no sentence letters and no operators besi des A, v , •, J-. • 

6.6. Lemma. Let S be a n-ary operator of .n.. the 

premisses of whose I-rules do not contain any operator. 

Then there is a '±'-~ormula F(p1 ,. •• , Pn) such that 

S(p,,, ••• ,pn) ~ F(p1,--·,Pn) 

is deducible in K'!!_Q" 

Proof. If S is a ..L-op,erator, let F be ).. . Obviously 

A-\\-- s. If S is a T-operator, let F be A • A . 

Obviously A • .A.-H- S. In all other cases the ant e

cedent rules .L\i (p1 , ••• , Pn) ( 1 ~ i ~ m) of I-rules of 

Sare nonempty. Define F(p1 , ••• ,pn) to be 

(~1 (p1 ,--•,Pn))* v ••• v (b.m(p1 , ••• ,pn))*. By ·using 
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lemmas 6.3, 6.4, and operator-rules ~or Sand v it 

is easy to show that for all K~..n.-sentences A1 , ••• , 

An: 

S(A
1

, ••. ,An)~ (~1 (A1 , ••• ,An))* v •.• v (Am(A1 , ••• ,.An))•. 

'£..n.. 

6.7. Theorem. For each n-ary operator S of 

is a '±'-formula F(:p1 , ••• ,pn) such that 

S(p4,•••,Pn) ~F(P4,•·•,Pn) 

is deducible in K~.n..· 

.n. there 

Proof. Since lemma 6.6 can be applied if Sis the 

first operator of .n..., it suffices to prove: 

If for each operator S' preceding Sin ..Q the state

ment is valid, then it is valid for S. Let f½_(p1 , ••• ,pn) 

(1 ~ i~ m) be the premisses of I-rules of S. By our hypo

theses end by successive application of our replacement 

theorems (beginning with innermost formulas) we ~btain 

systems ~i(p1 , ••• ,pn) (1 ~i fm) which contain at most 

" , v , •, .A. as operators. As in the proof of lemma 

6.6 we then can show that we cen choose 

(.6.1(p
1

, ••• ,pn))*v •.• v(A~(p1 , ••• ,pn))"' to be our 

F(p-,, ••. ,Pn). 

6.8. Corollary. Let R be a closed K~.n.-rule. Tben 

there is a K ~ -rule R' such that R -U-- R' • 
K'f...n.. 

Proof. Theorem 6.7 and replacement theorems. 

6.9. Lemma. Let R1 , ••• ,Rn be closed K-!l:"rules, A a 

K..c:-sentence. Then there are K'£ -rules R1, ... ,R~ 
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and K~ -sentence A I such that 

R1 , ••• ,R r:- A 
nK 

iff R-, , ••• 'R~ I::- A I • 

K~ :.0.. 

Proof. By corollar.ies 6.8 and 5- 4. 8 we have (since 

R1, ••. ,Rn,A do not contain "," ,->,A): 

R
1

, ••• ,R f- A iff R1
1

, ••• ,R' L A 1 • By corollary 5.4.8 n K nSt 
we obtain '"°--the desired result;-1\ince R1, ... ,R~,A' 

contain at most /\, v ,->, .A as operators. 

6.10. Definition. Let I be the calculus K~ with the 

following restrictions: (i) the • -E-rule has the 

usual form of modus ponens, (ii) only closed rules 

of level O (i.e. sentences) may be used as assumptions. 

We can think of I as the sentential logical part of 

intuitionistic natural deduction systems as stated 

e.g. in Gentzen [3] and Prawitz [12). 

6 . 11. Theorem. For all closed Kl£ -rules R1 , ... ,Rn 

and K If - sentences A: 

R1 , ••• ,R \- A iff R1 *, ... ,R •L- A*. 
n K~ n II 

(* as in definition 6.2.) 

Proof.( i) 'only if': Induction on tbe length of 

K'±' deductions lf (i.e . tbe number of its sentence 

occu:lknces). The case where 1f has length 1 is obvious. 

If 1f is of length > 1 and ends with an application of 

an operator rule, tben by a remark in 6.1 we can 

assume that K~ uses modus ponens as • - E-rule. Hence 

. by our induction hypotbe~is we immediately-:9btain a corres-

ponding deduction in. I since I then has the same 
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operator rules as K~ • If lf ends with the application 

of an assumpt ion rule Ri (1 ~i~n) of level ~1, then 

we have for each antecedent rule Rd_ of Ria deduction 

of (RI)2 from (Ri)1 (and perhaps further premisses). 

By the induction hypothesis and ~-Ewe have deductions 

in I of (Ri)2• from (Rl)1• and therefore of 

(RI)1 * • (Rl)2 * , that is Rl* · From the R1• and 

obtain by A-I and • -E the desir ed deduction 

R.• we 
1 

in I. 

(ii) 'if': From remark 6.1 on the equivalence of the 

• - E-rule with modus ponens and lemma 6.4. 

6 .1 2. Corollary. For all I-sentences A1 , ••• ,An,A: 

iff 

6 .13. Theorem. Let R1 , •. • ,Rn be closed K.Q.-rules, A a 

0 0 0 Ka-sentence. Then tbere are I-sentences R1 , •.• ,~,A 

such that 

iff o o L o 
R1 , ••• ,Rn r:::.. A • 

I 

Proof. Lemma 6.9 and t~eorem 6.11 . 

Since all our existence claims are effective, we have 

an imbedding O of K.o. in I. Thus , I is strong enough 

to express everything that can be expressed in KA.. 

6 . 14. Remark. <", v , • ,J...) is not the only complete 

system of operators , but tbe most usual one. (And it 

bas been the rules for these special operators that 

we wanted to treat in a uniform semantic framework;see §1 . ) 

For instance, tbe system (o,..A.>witb the 3-place ope-

rator o having as I - rules p 1*p2 ;p2~P1 *o(p1 ,P2 ,P3) 
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and p
3
9o(p1 ,P2 ,p

3
) is complete. For we ~an define 

p1~p2via o(p1 ,p2,J..) and p1 vp2 via o(.l\~A , P1 ,p2 ) . 

Via. v and~ we can define A and •• (See Hendry (4 J 

wbo shows that there does not exist a single binary operato1 

which is c~mplete.) 

6.15. Comparison with similar conceptions.Zucker and 

Tragesser [18] propose a so-celled 'inferential 

logic ' based on the thesis of the primacy of I-rules 

for a theory of meaning. Concerning the E-rules 

(which is the most important case), they give a 

schema. for operators ha~ing at most one I-rule. Operators 

with more than one E-rule (e.g. tbe operator o from 

6.14) are treated by the remark that they are defi-

nable from (", " , _;,. , A) . This definability claim is 

not quite clear since it is basedpnly on the implicit 

assumption that when an operator is given by more 

than one I - rule we obtain tbe meaning of the operator 

in terms of "," , • , A. by forming the disjunction 

of the meanings of the antecedents of I-rule~ in 

terms of ", v , • , A • A theorem of the kind 6. 7 

is not provable within Zucker 

framework. 

and Tragesser's 

In contrast to Zucker and Tragesser, Prawitz [15) provides 

a schema for E- rules which is also for operators with more 

than one I-rule. Thus he is able to prove formally 

a result similar to 6.7. His special semantic framework 

developed within a theory of argumentation differs 
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from that of Zucker and Tragesser, and from the one 

given here, particularly in bis justification of 

E-rules (cf. 4.3 . 2). Prawitz uses • as ··a --.· basic sign 

in bis general scheme.for E-rules, thus presupposing 

a concept of implication. Due to the fact that our 

closed rules can be considered to be a kind of 

implications (cf . 2.4.2), our definition of calculi 

wi th closed rules as assumptions can be understood 

as an expl ication of a basic concept of imp~ication. 

By this interpretation our scbema.4. 3 is closely 

related to Prawitz' one. 

Kutschera [ 7] uses a kind of calculus of sequents 

instead of a natural deeuction formulation. Further

more he allows iteration to the right of rule arrows, 

thus permitting (in our terminology) closed rules 

as conclusions of applications of rules . In spite of 

these differences in the explanation of the =;>-con

~ept, it can be sbown tbat a sequent A=} R is 

provable i n Kutschera 1 s system iff (R)2 is deducible 

from b. and (R)1 in our system, wbere all iterations 

to the right of 9 within I::. and Rare understood as 

abbreviation.sin the sense of definition 2.4.3 . 

From this point of view Kutschera 1 s schema for opera

tor rules is essentially tbe same as ours. Apart from 

tbe fact that be takes negation I as a basic opera

tor and bas a thinning-rule for seguents with empty 

succedent formula, bis completeness proof bas nearly 

the strength of lemma 6.6 . 
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§ 7. Other logical systems. The proposeqspecial semantic 

framework based on tbe concept of 'common content' 

and the scbema.. 4 . 3 for operator rules leads (accor

ding to our intention) immediately to intuitionistic 

sentential logic . If one has philosophical difficul-

ties in admitting ..L-operators or equivalently 

in . applying the concept of common content to an 

empty sequence of systems of rules , one obtains 

only positive logic , i . e. I without .A. as½rimitive 

sign and without A.=!j>,p a~asic rule (cf. Schroeder

Heister [16)). There is no hope of obtaining minimal 

logic within that framework , i.e. I without A.~p 

asa.lbasic rule but witb A as3/primitive sign, because 

an operator without any rules has to be considered to 

be a meaningless operator and is therefore not 

permitted. 

The only way we see to develop a special semantic 

framework (within the same general framework 

according to wbich logic is based on rules) 

for other logical systems such as minimal and 

cl~ssical logic is to introduce the denial NA of 

a sentence A besides its assertion and to construct 

calculi with refutation- rules, i . e . rules which 

govern the denials of sentences. rv would then be 

a sign occt1fing always in outermost position and 

must therefore not be iterated . The negation ,A 
ll~ 

of a sentence as a sent~al operator would be r educed 

to the denial ,vA. But this method (carried out·. e •. g ·. in 
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Carnap [ 1], Curry [ 2], Kutschera [ 8], Schroeder

Heister [16]) brings with it a lot of difficul ties, 

at least for an interpretation of classical logic: 

On the one hand, the known systems of operator-rules 

containing refutation rules for operators lead to 

systems like that of constructible falsity (Nelson 

[11]), but not to classical logic. On the other hand, 

refutation rules which are not part of operator rules 

(such as classical reductio ~P1 -=>P2 i"'P1=;,~p2 ~P1 ) 

modify the general semantic .framework and require 

philosophical justification. No argument in favour 

of a classical concept of refutati on offered for 

discussion up to now seems to be as convincing 

as the simple and evident intuitionistic way, which 

does not deal with the concept of refutation at all . 

and considers ..L-operators having the 'ex .false 
ti.~ 

quodlibet' a~ngle basic rule. From the standpoint 

that rules are the basis for tbe interpretati on of 

the logical connectives in the sense indicated here, 

preference seems~ given to intui t i onisti c l ogic. 
(h"a:v~ to) 
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