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Preface

As certain aspects of my doctoral dissertation of 1981 are still being discussed, I re-
publish it here as an online resource in its original German form. It has been available
from my homepage for quite some time. However, this republication gives it a DOI
and thus a stable internet address, as is standard with today’s Ph.D. theses.

I also add a manuscript “Sentential calculi with rules of arbitrary levels”. This
manuscript includes central ideas and results of Chapters 1 and 2 of the dissertation.
It was submitted in 1982 to the Journal of Symbolic Logic. On the basis of the review
received, but also on the basis of new ideas of my own, I undertook a complete revision
resulting in the paper “A natural extension of natural deduction”!, which appeared in
the JSL in 19842, This revised version is based on a treatment of rules of higher levels
that is completely different from the treatment in the original version. According to
the published version the inference rules applied have to be extracted from a given
proof tree, whereas according to the original version they are part of the syntax of the
proof itself. T am no longer fully convinced that this change was the right thing to
do. Therefore I think that this unpublished paper is still worth reading as an English-
language summary of the first two chapters of the thesis®.

I apologize for the large file size, which is due to the fact that the material was
scanned from typewritten manuscripts, for which, due to their many corrections and
manual cut-and-paste features, a greyscale scan mode had to be applied. T am grateful
to Thomas Piecha for this work, which he did many years ago as one of my students.

Tibingen, May 2022

Peter Schroeder-Heister

Contents

Untersuchungen zur regellogischen Deutung von Aussagenverkniipfungen. . ... ... 5

Sentential Calculi with Rules of Arbitrary Levels: Normalization and the Com-
pleteness of the Intuitionistic Sentential Operators. ... ......... ... ... .. ..... 257

'T chose the new catchier title following a formulation in the reviewer’s report. As it turned
out much later, Géran Sundholm was the reviewer, and I am still extremely grateful to him for his
evaluation of the paper.

2Journal of Symbolic Logic 49, 1984, pp. 1284-1300, doi:10.2307/2274279.

3A discussion of higher-level rules in this spirit can be found in my paper “The Calculus of Higher-
Level Rules, Propositional Quantifiers, and the Foundational Approach to Proof-Theoretic Harmony”,
Studia Logica 102, 2014, pp. 1185-1216, doi:10.1007/s11225-014-9562-3.


http://dx.doi.org/10.2307/2274279
http://dx.doi.org/10.1007/s11225-014-9562-3




UNTERSUCHUNGEN ZUR
REGELLOGISCHEN DEUTUNG

VON AUSSAGENVERKNUPFUNGEN

Inaugural-Dissertation
zur Frlangung der Doktorwiirde
der Philosophischen Fakultét
der Rheinischen Friedrich-Wilhelms-

Universitat zu Bonn

vorgelegt von

Peter Joseph Schroeder-Heister

aus Diiren

Bonn 1981






Angefertigt mit Genehmigung der Philosophischen
Fakultat der Universitdt Bonn.

1. Gutachter: Prof. Dr. Gisbert Hasenjaeger

2. Gutachter: Prof. Dr. Dag Prawitz

Tag der miindlichen Priifung: 20. Mai 1981



Vorbemerkung

Ich danke allen, die meine Arbeit als Gutachter betreut,
sie durch anregende Diskussionen bzw. Stellungnahmen oder
in anderer Weise gefordert haben, besonders Privatdozent
G. Gabriel, Professor G. Hasenjaeger, B. Peppinghaus,
Professor D. Prawitz, Professor A. Prestel und Professor
Chr. Thiel.

Widmen mdchte ich sie meinen Eltern.



Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Einige Abkiirzungen und Begriffserkl&rungen
Kapitel 1: Ein erweiterter Kalkiilbegriff

§ 1. Abstrakte Kalkiile

§ 2., Die JASKOWSKI-GENTZENsche Erweiterung
des Kalkiilbegriffs

§ 3. Regeln beliebiger (endlicher) Stufe

§ 4. Einige Konventionen und Hilfssitze

Kepitel 2: Positive Junktorenlogik

§ 5. Erweiterung von Kalkiilen um Aussagen-
operatoren

§ 6. Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln
als Operator-Grundregeln

§ 7. Nachweis von Nichtkreativitidt und
Eindeutigkeit

§ 8. Die Operatorenvollstindigkeit des
Systems Av>

§ 9. Formale positive ILogik
§ 10. Erweiterte positive Logik: Nullstellige
Operatoren
Kepitel %: Logiken mit Negation
§ 11. Kalkiile mit Widerlegungsregeln

§ 12. Operatorenlogische Erweiterung von K

§ 13. Operatorenvollstdndigkeit des Systems
av>—. Minimallogik

§ 14. "Ex contradictione quodlibet" und intui-
tionistische TLogik

§ 15. v ist nicht explizit definierbar

32
33
33

39
a7
56

68

68

82

98

122
139

142

149
149

157

174

185
197



- B
§ 16. Symmetrische "reductio ad absurdum"
und klassische ILogik

§ 17. Klassische Logik als Logik iiber for-
mal entscheidbaren Grundkalkiilen

§ 18. Absurditdt als Grundbegriff

Anhang. Konseguenzen eines moglichen
Resultats von N, TENNANT

Literaturverzeichnis

205

222
241

245

248



Einleitung

Eine der Thesen der modernen Sprachphilosophie, die dort
vor allem durch die Arbeiten des spaten WITTGENSTEIN Ver-
breitung gefunden hat, lautet: Die Bedeutung sprachlicher
Zeichen ist durch deren Gebrauch bestimmt. Danach muB man,
will man gewissen Zeichen eine Bedeutung verschaffen, Re-
geln zu deren Gebrauch angeben.

Die Zeichen, um deren Bedeutung es in dieser Arbeit geht,
sind die aussagenlogischen Verkniipfungszeichen, wie 2z.B.
"und" (" A"), "oder" ("v"), "wenn...dann" (" —>") oder
"nicht" ("—"). Statt von "Verknipfungen" sprechen wir

auch von "Operatoren", in manchen Spezialfdllen, wozu

AyV 4>, gehdren, auch von "Junktoren".q) Wir wollen
untersuchen, wie sich bestimmte Regeln als Bedeutungsregeln
fiir Aussagenverkniipfungen suszeichnen lassen. In diesem
Sinne sprechen wir von der "regellogischen Deutung" von
Aussagenverkniipfungen.

Um uns von vornherein nicht mit den Unklarheiten zu bela-
sten, die dem Begriff der "Regel" anhdngen, schrdnken wir
uns auf Deduktionszusammenhdnge formaler Systeme ein,
verstehen unter Regeln also immer Ableitungsregeln eines
Kalkiils. Das ist sicherlich - vor allem in Hinsicht auf
die natiirliche Sprache - ein sehr stark idealisierendes
Vorgehen. Doch man kann hoffen, dal sich aus der Losung
von Problemen fiir idealisierte Argumentationen, wie sie
Deduktionen in formalen Sprachen darstellen, Hinweise zur

Losung analoger Probleme in natiirlichen Sprachen finden
lassen.

Wenn wir die Bedeutung logischer Zeichen durch Regeln
festlegen wollen, gehen wir von einem Primat der Regellogik

R EEEETEEEEES—oEE=

1) Die Unterscheidung zwischen Operatoren und Junktoren
wird exakt in § 5 (S. 76 ) definiert.



- B =

gegeniiber der Satzlogik aus.q) Regeln sind Handlungs-
anweisungen, deren Sinn man verstehen kann, ohne schon
logische Zeichen zu verstehen. Gerade deshalb sind sie
geeignet, in zirkelfreier Weise logischen Zeichen eine
Bedeutung zu geben. Man kann natiirlich auch umgekehrt
Regeln aus der Bedeutung logischer Zeichen gewinnen.
Doch dann stellt sich das Problem, auf welch andere Wei-
se diese Bedeutung bestimmt ist. Nach Aufbau der Logik
kann man mit Recht sagen: "Die Terme 'Satzlogik' und
'Regellogik' zeigen also eigentlich nur zwei verschie-
dene Aspekte der Logik an. S8tze sind gewissermaBen 'eé%—
1]

Flir die philosophische Grundlegung der Logik scheinen uns

gefrorene' Regeln und Regeln sind 'aufgetaute' Satze.

beide Aspekte jedoch nicht gleichwertig zu sein.

Eine ausgezeichnete Rolle spielt in unseren Untersuchungen
der GENTZENsche Kalkiil des natirlichen SchlieBens, womit
hier sein junktorenlogischer Teil gemeint sein soll. Die
These, daBl man die Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln
dieses Kelkiils nicht nur als Beschreibungen des "wirk-

3)

Beitrdge zur semantischen Normierung logischer Partikeln

lichen" SchlieBens auffassen kann, sondern daB sie auch

liefern, ist nicht neu. Pointiert vertreten wird sie z.B.
von D. PRAWITZ in zshlreichen Publikationen; ebenso hat
sich F. VON KUTSCHERA in mehreren leider unbeachtet ge-
bliebenen Arbeiten fiir eine "Gentzensemantik" stark ge-
macht (siehe Literaturverzeichnis). Auch wir versuchen
zu zeigen, daB Einfihrungs- und Beseitigungsregeln einer
bestimmten Form gemeinsam die Bedeutung einer Aussagen-
‘verknilipfung festlegen. Unser Versuch unterscheidet sich
in der Gewichtung der Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln
nicht unerheblich von dem bisher am differenziertesten
ausgearbeiteten Ansatz, demjenigen von D. PRAWITZ,

1) Zur Unterscheidung von Satz- und Regellogik vgl. HERMES/
SCHOLZ 1952, S. 1,6-1,13; SCHOLZ/HASENJAEGER 1961, S. 12-25;
HASENJAEGER 1962, S. 74-78.

2) HASENJAEGER 1962, S. 78.
3) Vgl. GENTZEN 1935, 8. 176, 183, 186f.
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weshalb auf ihn kurz eingegangen werden soll.

PRAWITZ geht von der semantischen These aus, eine Aussage
zu verstehen heile, die Bedingungen zu kenne, unter

denen man sie berechtigterweise behaupten kann - eine
These, die im angelsachsischen Bereich vor allem von

M. DUMMETT vertreten wird. Auf die Mathematik bezogen
meint dies: Eine Aussage zu verstehen heiRt zu wissen,
wann ein Beweis filir diese Aussage vorliegt.q) Zur Bedeu-
tungsfestlegung logischer Verkniipfungen kommt es also darauf
an, Beweisregeln zu formulieren fiir Aussagen, in denen
diese Verkniipfungen vorkommen. Das kdnnen nur solche Re-
geln sein, deren Konklusion die betreffende Verkniipfung
als Hauptzeichen enthalt, also Einfiihrungsregeln im
GENTZENschen Sinne.

Das konnte nun eine induktive Definition von "Beweisg"
motivieren, wonach z.B. ein Beweis von AA B eine Zeichen-
gestalt

o

AANEB "

mit T, und T, als Beweisen von A bzw. B, ist, und ein
Beweis von A v B eine Zeichengestalt

_

Av B s
mit | als Beweis von A oder als Beweis von B. Doch bei
der Definition eines Beweises von A—>B geriete man in
Schwierigkeiten, wollte man ihn entsprechend der —» -Ein-
fiuhrungsregel des Kalkiils des natiirlichen SchlieBens de-
finieren als

(A

1) Vgl. PRAWITZ 1977, S. 20.
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A
wobei T ein Beweis von B ist, der A als Annahme

B
benutzt, und wobei der Beweis von A—>B nicht mehr von
der Annahme A abhangig ist, also die Annahme A bei die-
ser Anwendung der = —» -Einfiihrungsregel geléschtq) wird.
Wie man sieht, miiBte man némlich dazu auf den Begriff
des Beweises aus Annahmen zurilickgreifen. In Beweisen aus

Annahmen mufl man aber verninftigerweise nicht nur Ein-
fiihrungsregeln, sondern auch Beseitigungsregeln zulassen.
Sonst konnte man z.B.

(A A B]

A

(A A B)—>A

nicht als Beweis fiir (A A B)=>A zulassen.

Als Ausweg aus diesem Dilemma bietet sich der Begriff des
"Verfahrens" an: Ein Beweis von A-»B liegt dann vor,
wenn ein Verfahren angegeben ist, das,angewendet auf,
einen Beweis von A, einen Beweis von B zum Resultat hat.
Das ist der Weg, den z.B. LORENZEN (1955) in seiner
operativen Logik geht, wo er Behauptungen von Subjungaten
als Zulassigkeitsbehauptungen versteht, die durch Angabe
von Eliminationsverfahren bewiesen werden.

Dieses Konzept, das ganz in der Tradition des Intuitionismus
steht, wiirde nun ein Abgehen von der regellogischen Inter-
pretation der sussagenlogischen Verkniipfungen bedeuten,

da die Subjunktion nicht durch eine Einfiilhrungsregel, son-
dern durch den Begriff des Umformungsverfahrens erkliart
wird, der mit Kalklilregeln nichts mehr zu tun hat. Der
Begriff des "Verfahrens" ist ndmlich ein indefiniter Be-
griff, der nicht schematisch ausschépfbar ist. "Indefinit"

1) Wir sprechen durchgidngig nicht vom Einfiihren und Be-
seitigen, sondern vom Heranziehen und Loschen von Annahmen,
um eine Konfusion mit dem Begriff der Einfuhrung und Be-
seitigung von Operatoren durch Einfiihrungs- und Beseitigungs-
regeln zu vermeiden.
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bedeutet bierq) nicht etwa "unbestimmt" oder "vage", son-
dern kennzeichnet Begriffe, deren Extension nicht wvon
vornherein durch Konstruktion abgegrenzt ist, die vielmehr
offen fiir Erweiterungen ist. Die Extensionen indefiniter
Begriffe "Uberschaut" man also in gewisser Weise nicht,
so wie man z.B. die Gesamtheit der reellen Zahlen nicht
iiberschaut, da sich durch Bezugnahme auf jede Konstruk-
tion einer Menge reeller Zahlen neue reelle Zsahlen defi-
nieren lassen, die nicht zu dieser Menge gehoOren. Ein de-
finiter Begriff dagegen ist z.B. der der rekursiven
Funktion, dessen Extension von vornherein durch gewisse
Konstruktionsprinzipien festgelegt ist. Allerdings ist
dieser definite Begriff nicht dazu geeignet, den Begriff
des Verfahrens zu ersetzen, da die Definition einer all-
gemein-rekursiven Funktion selbst wieder auf den konstruk-
tiven Sinn logischer Zeichen zuriickgreifen muB. (Vgl.
PETER 1959) Beweise von Subjunktionen sind also nicht
mehr im Sinne von Ableitungen eines formalen Systems zu
verstehen.g) Der Begriff des Beweises wird zu einem in-
definiten Begriff, weil die Klasse der "Verfahren" nicht
definit ist.

PRAWITZ hat nun einen Vorschlag gemacht, der die Aussagen-
operatoren im Sinne der GENTZENschen Einfiihrungsregeln in-
terpretiert und dabei auch die Subjunktion einschlieBt.
A—>B wird also "derivativ" gedeutet im Sinne von "aus A
ist B ableitbar" und nicht "konstruktiv" im Sinne von

"jeder Beweis von A ist in einen Beweis von B umformbar“.B)

1) Im AnschluB an den Verwendungsvorschlag fir die Termini
"definit" und "indefinit" bei LORENZEN (1965), S. 9f.

2) Daran #ndert auch nichts die Tatsache, dal LORENZEN (1955)
von "Metakalkiilen" spricht, in denen Zuldssigkeitsbehaup-
tungen erfaBt werden, und damit suggeriert, man konne sie
kalkliilmédBig erfassen. Letzteres ist nur mdéglich, wenn man
den effektiven Charakter des Kalkiilbegriffs iberhaupt auf-
gibt, indem man etwa jede zuldssige Regel als Axiom ansetzt
und so den Axiombegriff unentscheidbar macht.

3) Die Bezeichnung "derivativ" filir die "ErschlieBungsdeutung"
der Subjunktion wird hier im AnschluB an H.A. SCHMIDT (1960
(vgl. dort S. 268ff.) gewdhlt. Die von PRAWITZ benutzte Be-
zeichnung "operativ" als Gegenstiick zu "konstruktiv" (vgl.
PRAWITZ 1971, S. 275f.) ist nicht gliicklich, da der Terminus
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Der Begriff des "Verfahrens" wird dabei zwar nicht aus der
Definition eines Beweises gestrichen, jedoch so auf die
Definition aller logischen Konstanten verteilt, dal bei

~—> nicht mehr aus dem Schema ausgebrochen wird. Und zwar
geht PRAWITZ davon aus, die Bedingung, unter der man eine
Aussage A mit Recht hehaupten konne, sei, entweder einen
Beweis von A zu kennen oder ein Verfahren zu kennen, einen
solchen Beweis 2zu erhalten.qj_Eine Ableitung, aufgrund
derer man mit Recht eine Aussage behaupten kann, nennt er

"giiltig". So definiert PRAWITZ z.B. eine Ableitung

T

AAB

von A AB als gliltig, wenn sie sich in eine Ableitung

T

AAB

mit giltigen Ableitungenvﬁg,_ﬂ; unmformen lafBt,die im

letzten Schritt die A ~-Einfuhrungsregel anwendet; ent-
sprechend eine Ableitung
Av B

als gliltig, wenn sie sich in eine Ableitung

I

AvEB

mit giiltiger Ableitung ‘W; umformen 1aB8t, die im letzten
Schritt eine y -Einfiuhrungsregel anwendet.

"operativ" durch LORENZENs "Operative Logik" belegt ist,
die jedoch gerade die konstruktive Deutung der Subjunktion
bevorzugt.

1) Gensauer spricht er, wie auch DUMMETT, von "kanonischen
Beweisen" im Unterschied zu solchen Beweisen bzw. Ablei-
tungen, die mit Hilfe kanonischer Beweise gerechtfertigt
werden. Vgl. PRAWITZ 1977, S. 26f.; DUMMETT 1975, S. 32ff.;
DUMMETT 1977, S. 294ff.
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Diese Hineinnahme des Begriffs des Verfahrens in den
Begriff der Gliltigkeit von Ableitungen schon mit Konjun-
gaten oder Adjungaten als Konklusion bewirkt, daB die
Giltigkeit der Ableitung eines Subjungats A->B definiert
wird durch die Existenz eines Verfahrens, das eine giiltige
Ableitung von B aus A erzeugt, A->B also nicht einfach als
Zulassigkeitsbehauptung verstanden wird: Eine Ableitung

T

A—>B

heillt gultig, falls sie sich in eine Ableitung

[a]
i
B

A->B
A
mit giltiger Ableitung T, umformen 148%t, die im letzten
B

die —>-Einfilihrungsregel anwendet, wobei eine Ableitung

A
TE giltig ist, falls flir jede gliltige Ableitung -l
A
> z
A

von A die Ableitung TE giltig ist.
B

Diese Definition der Gﬁltigkeitq)scheint tatsachlich dem
derivativen Sinn von —> zu entsprechen, da eine Ableitung
von A—>B genau dann gililtig ist, falls sie sich in eine

= EEmm=s=s====

1) Die PRAWITZsche Theorie wurde hier nur grob skizziert,

um den philosophischen Sinn sichtbar zu machen, auBerdem

auch nur auf die positiven Junktoren A, v , = bezogen. Ge-
nauer spricht PRAWITZ nicht von "l4B8t sich umformen", sondern
relativiert den Begriff der Gliltigkeit von vornherein auf
bestimmte Umformungsverfahren, definiert also eine zweistel-
lige Relation. Weiterhin spricht er von "Argumenten" statt
"Ableitungen", wenn er von der Einschrinkung auf bestimmte
formale Systeme frei sein will. Zur exakten Definition vgl.
PRAWITZ 1971 (Appendix A), 1973, 1974. Daneben steht noch

die Definition einer "strengen" Giiltigkeit, die fiir technische
Zwecke (wie Normalisierungssitze) von Bedeutung ist. Vgl.
dazu %eben den angegebenen Titeln auch TROELSTRA 1973,

S« 2B7E.
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giltige Ableitung von B aus A umformen 1iBt und nicht
nur ein Verfahren vorliegt, das einen Beweis von A in
einen von B umformt. Allgemeiner gilt sogar, dall eine
Ableitung T einer beliebigen Aussage A genau dann giil-
tig ist, wenn sie sich in eine giiltige Ableitung von A
umformen 1l&aBt. Insbesondere lassen sich auf diese Weise
die GENTZENschen Beseitigungsregeln rechtfertigen. Z.B.
ist Jetzt

(A A B]
A
(AN B)—>A
AAB
eine giiltige Ableitung, da ——— eine giiltige Ableitung ist.
A
Denn fiir jede gililtige Ableitung uﬂd von A AB ist
T AANB
AAB
A

giltig. Letzteres ergibt sich daraus, daB sich jede gliltige

Ableitung A von A AB 1in eine Ableitung der Gestalt

AANDB
T

A “1

A B
—_— mit gliltigen Ableitungen Tt\ und ‘“;
AAB A B

umformen 1aBt, woraus man mit Tﬂ eine giltige Ableitung
A

T

von A erhalt, in die sich also die Ableitung Aa B

A
umformen 1l&Rt.

Nichtsdestoweniger greift diese Definition, auch wenn sie
den derivativen Sinn von — beriicksichtigt, weiterhin auf
den indefiniten Begriff des "Verfahrens" zuriick, dessen sich
PRAWITZ auch bewuBt ist.q) Deshalb kann auch nicht gesagt

1) Er sagt sogar (PRAWITZ 1977, S. 27), daB man diesen Be—
griff als undefinierten Grundbegriff wihlen muf. Zum inde-—
finiten Charakter von "Verfahren" vgl. auch ebd. S. 29.
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werden, im Rahmen der Semantik, wie sie von PRAWITZ
expliziert worden ist, werde die Bedeutung von logischen
Partikeln nur durch Regeln festgelegt, jedenfalls so lange
nicht, als man den Begriff des "Verfahrens" nicht durch
eine feste Klasse von Regeln ersetzen kann.

Das 1laBt es sinnvoll erscheinen, eine direkte Rechtferti-
gung von Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln zu versuchen,
ohne auf den Begriff des "Verfahrens" zurlickzugreifen.
Damit geben wir den Standpunkt auf, nach dem die Einfiih-
rungsregeln in irgendeinem Sinne die 'eigentlichen' Be-
deutungsregeln sind, aufgrund derer die Beseitigungsregeln
mit Hilfe gewisser Verfahren legitimiert werden.q) Wir
wollen zeigen, daB die Beseitigungsregeln genauso direkt
flir die Bedeutung einer Aussage verantwortlich sind wie
die Einfiihrungsregeln.

Un MiBverstdndnissen vorzubeugen: Wir behaupten nicht, daB
die von DUMMETT und PRAWITZ entwickelten semantischen An-
satze unklar sind, und auch nicht, daB der in dieser Art
von Semantik benutzte Begriff des "Verfahrens" unklar ist.
Es soll vielmehr nur ein alternativer Ansatz vorgeschlagen
werden, der ohne den Grundbegriff des "Verfahrens", sondern
mit elementareren Mitteln, nZmlich dem definiten Begriff
der Ableitungsregel auskommt.

1) Wir geben jedoch nicht die These auf, wonach die Bedin-
gungen korrekter Behauptung von Aussagen zum Bedeutungs-
verstandnis gehoren, sofern man diese These nur als notwen-
dige Bedingung liest. Nur sollen neben Einfiihrungsregeln

auch Beseitigungsregeln fiir das Bedeutungsverstdndnis wich-
tlg sein.

2) Wir verfolgen also nicht das Programm, das GENTZEN durch
folgende Bemerkungen aufgestellt hat: "Die Einfiihrungen
stellen sozusagen die 'Definitionen' der betreffenden Zei-
chen dar, und die Beseitigungen sind letzten Endes nur Kon-
sequenzen hiervon, was sich etwa so ausdriicken 1dBt: Bei

der Beseitigung elnes Zeichens darf die betreffende Formel,
um deren auBerstes Zeichen es sich handelt, nur 'als das be-
nutzt werden, was sie auf Grund der Einfiihrung dieses Zei-
chens bedeutet'. ... Durch Prdzisierung dieser Gedanken
dirfte es moglich sein, die B-Schliisse auf Grund gewisser
Anforderungen als eindeutige Funktionen der zugehorigen
E-Schliisse nachzuweisen." %GENTZEN 1935, S. 189) Damit konn-
te GENTZEN natirlich nicht meinen, daB man dereinst Besei-
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Ausgangspunkt ist dabei ein Grundkalkiil, der Regeln fur
atomare Aussagen enthalt und so Ableitungsbeziehungen fur
atomare Aussagen festlegt. Aussagenverkniipfungen werden
dann behandelt in konservativen Erweiterungen solcher
Grundkalkiile.

Um zu einem Schema zur Bedeutungsfestlegung von Aussagen-
operatoren zu gelangen, fragen wir danach, welchen Zweck
man eigentlich mit solchen Operatoren verfolgt. Welchen
Sinn hat es, eine Aussage AA B zu bilden gegeniiber dem aus
zwel Aussagen bestehenden System A,B 7 Als Antwort stel-
len wir einen Vergleich mit Explizitdefinitionen an, in
denen man z.B. einen Pradikator durch andere Pradikatoren
definiert. Dabei ergibt sich, daB in einer Explizitdefini-
tion einem Zeichen ein "Gehalt" zugesprochen wird, und zwar
derselbe Gehalt, den ein System schon definierter Zeichen
hat. Bezogen auf Aussagenverkniipfungen, etwa die Konjunk-
tion, heiBt das: AAB soll eine Aussage sein, die denselben
Gehalt hat wie das System A,B , wobei unter dem Gehalt

im AnschluB an einen Vorschlég von CARNAP die Konsequenzen-
menge verstanden werden soll: Es soll fiir beliebige Aus-
sagen C gelten: AA B+—C genau dann, wenn A,BFC 1),

was offensichtlich genau dann erfiillt ist, wenn die Regeln

A B (Al [B]
Einfihrungs- Beseitigungs- "o £ 0
regel AAB regel A

C

oder gleichwertig

tigungsregeln sus Einfiihrungsregeln ableiten kdnne, denn
dies ist trivialerweise nicht mdglich. Die Rede von den Be-
seitigungsregeln als "Konsequenzen" der Einfiihrungsregeln
148t sich vielmehr nur so verstehen, daB Beseitigungsregeln
gewisse Eigenschaften haben, die sie als sinnvolle Erginzung
von Einflihrungsregeln ausweisen. Als solche Eigenschaft hat
PRAWITZ die oben skizzierte Eigenschaft der "Gililtigkeit" de-
finiert, weshalb er sich auch mit Recht auf GENTZEN beruft
(vgl PRAWITZ 1971, S. 247, 284f.).

1) Dabei unterschlagen wir bei diesen vorldufigen Erlduterungen,
daB man eigentlich Folgen ' von Annshmen hinzunehmen, also
AAB,'F—C und A,B,"}-C schreiben miiRte.
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A B AAB A AB
Beseitigungs-
AAB regeln

Einfiihrungs-
regel

A B

ableitbar sind (wobei die eckigen Klammern wieder die
Operation der Annéhmenlascbungq) bei Anwendung der Regel
symbolisiert). Deshalb ist es sinnvoll, diese Regeln als
Grundregeln zur Bedeutungsfestlegung von A 2zu wdhlen.
Um auf entsprechende Weise auch die Adjunktion behandeln

zu konnen, fihren wir den Begriff des gemeinsamen Gehalts

ein: C soll zum gemeinsamen Gehalt von A und B gehoren,
wenn C aus A und aus B ableitbar ist. A v B soll so als
eine Aussage charakterisiert werden, die als Gehalt den
gemeinsamen Gehalt von A und B besitzt, fiir die also

fiir alle C gilt: Ay BF—C genau dann, wenn AF—C und
B F—C. Das ist offensichtlich genau dann erfiillt, wenn

die Regeln [al ([RB]
A B ¢ C AvB
Einf.- Beseit.-
regeln AvB AvVB regel C

ableitbar sind, weshalb man sie als v-Grundregeln wdhlen

kann.

Der Begriff des Gehaltes eines Systems von Aussagen oder
des gemeinsamen Gehaltes mehrer Aussagen bzw. Systeme von
Aussagen reicht jedoch noch nicht aus, neben A und v
such die Subjunktion —» 2zu interpretieren. Deshalb erwei-
tern wir diesen Begriff zu dem des (gemeinsamen) Gehalts
von Regeln und Regelsystemen. So soll A->B den Gehalt

der Regel A=B ausdrﬁcken:?) Aus A—B so0ll also genau
das ableitbar sein, was auch mit Hilfe der Regel A=>B
ableitbar ist; A->B als Aussage soll deduktiv denselben
Beitrég leisten wie A=>B als Regel, es soll also fiir alle
C gelten: A—=>B\—C genau dann, wenn A=B}F—C, wobei
A=>BI—~C Dbedeutet: C ist unter Verwendung der Regel A=3B
ableitbar. Das ist genau dann erfiillt, wenn die Regeln

1) Vgl. S. 10 Anm.

2) => ist in dieser Arbeit ein Regelpfeil. A=3B ist zu lesen

als: "Von A darf libergegangen werden zu B". Ich schlieBe

mich also an die z.B. bei KAMLAH/LORENZEN(1967) verwen-
dete Notation an.
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LA [A=>B]"
Einf.- b Beseit.- C AR
regel regel
A—=B C
A=>B
ableitbar sind, wobei & flir eine Ableitung steht,

in der die Regel A=>B benutzt wird. Dazu ist im wesentlichen
zu zeigen, daB aus A=>B|—A—>B die -—>-Einfilhrungsregel
folgt. Dies ergibt sich daraus, daB man in jeder Ableitung
von A—>B, die die Regel A=5B benutzt, jede Anwendung von
A=B durch eine (aufgrund der Prédmisse der —> -Einfiihrungs-
regel gegebene) Ableitung von B aus A ersetzen kann. Also
konnen wir diese Regeln als —>-Grundregeln ansetzen.

Die Form, die bei uns die —» -Beseitigungsregel annimmt,
zeigt schon, daB es notig ist, den iliblichen Ableitungsbe-
griff der Kalkiile des nsatiirlichen SchlieBens insofern zu
erweitern, als nicht mehr nur Aussagen, sondern auch Re-
geln als Annahmen zugelassen sind, die man heranziehen
und wieder 18schen kann. Es 188t sich zwar zeigen, dafB
unsere -> -Beseitigungsregel gleichwertig ist mit dem
Modus Ponens

A A-—>B

B ;

eine solche Reduktion auf einfachere Regeln ist jedoch im
allgemeinen nicht mehr mdglich, wenn wir n-stellige Aus-
sagenverkniipfungen zulassen, die den gemeinsamen Gehalt
beliebiger Regelsysteme ausdriicken. So konnen wir z.B.
einen vierstelligen Junktor S angeben, so daB S(Aq,Ae,A5,A4)
den gemeinsamen Gehalt% von A=A, und A3:>A4_ ausdriickt,
also fiir alle C gilt: S(Aq,Ag,A5,A4)F~—C genau dann,
wenn A¢:;A2}-—C und A5ﬁ;A4}——C. Die Grundregeln fir
einen solchen Operator lauten bei uns:
: L
A

(A ]

A

regeln a.

2

S(hyshpyhzgyhy) S(AqshsyA5,4,)
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[A,77A5] [Az=>4,]

regel

C
In diesem Fall 1#Bt sich die S-Beseitigungsregel nicht
auf eine einfachere Form bringen.

Das flihrt uns zu einem Konzept von Regeln beliebiger Stufe.
Eine Regel, die keine Loschung von Annshmen erlaubt, ist
bei uns von erster Stufe, eine, die die Ldschung von
Aussagen als Annshmen erlaubt (wie z.B. die —-Einfih-
rungsregel ), von zweiter Stufe.Eine Regel, die die Loschung
von Regeln erster Stufe als Annazhmen erlaubt (wie die oben
angegebene S-Beseitigungsregel), ist eine Regel dritter
S8tufe u.s.w. Da zur Darstellung von Regeln hdherer Stufe
die zweidimensionale Notation nicht sehr gut geeignet ist,
fiihren wir unter Benutzung des Regelpfeiles => eine
lineare Notation ein, in der (so wie bei LORENZEN 1955)
Punkte iiber dem Pfeil die Stufe der Regel markieren. Obige
S-Beseitigungsregel nimmt so z.B. die Gestalt

A;r;Ae-%'C;A;‘@ALI_:%C;S(A,* shpyhzyhy) =>C
2

1) PRAWITZ (1979) geht einen anderen Weg, indem er statt
eines Regelpfeiles = einen Subjunktionspfeil —> benutzt
und die S-Beseitigungsregel in der Form

[A,I—?"Agl [As—%%]
c C S(Aq,Ag,Aa,Aq)

C

notiert. Das setzt aber voraus, dall man den Junktor — zur
Formulierung von Beseitigungsregeln schon zur Verfigung
hat. Zur genaueren Auseinandersetzung mit PRAWITZ' allge-
meiner Form von Junktorenregeln siehe unten S. 13%6-1%8.

2) Auf die Idee, Regeln hoherer Stufe zu betrachten, bin

ich gekommen durch Lektlire der Arbeit von VON KUTSCHERA
(1968). .Auch P. MARTIN-IOF benutzt in seiner intuitionisti-
schen Mengenlehre Regeln hdherer Stufe, so in seiner ]| -Be-
seitigungsregel (allerdings nur in der bisher unpublizierten
Version, in der er sie auf der von Prof. H. Schwichtenberg
veranstalteten Tagung "Konstruktive Mengenlehre und Typen-
theorie"(Minchen, 29.9.-3.10.1980) vorgetragen hat). Die
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Um unseren Ansatz iiberhaupt durchfiihren zu kOnnen, miissen
wir also zundchst einen allgemeinen Kalkiilbegriff entwickeln,
der auf dem Konzept solcher beliebigstufiger Regeln aufbaut.

sen wir an den sbstrakten Kalkiilbegriff der operativen Lo-
gik LORENZENS an, den wir denn in § 2 im Sinne von Kalkiilen
des natiirlichen SchlieBens, wie sie von JASKOWSKI und
GENTZEN entwickelt wurden, erweitern. In Ableitungen sol-
cher Kalkiile ist es nicht nur erlaubt, von Aussagen zu
Aussagen liberzugehen, sondern dabei auch Annshmen heran-
zuziehen und zu ldschen. In § 3 erweitern wir dann diesen
JASKOWSKI-GENTZENschen Kalkiilbegriff derart, daRl wir auch
Regeln als Annahmen zulassen, die man heranziehen und wie-
der loschen kann. Der Ableitungsbegriff dieser allgemeinen
Kalkiile ist nicht weniger effektiv als derjenige von Kal-
kiilen der in § 1 und § 2 %behandelten Art. Nach dem oben
gesagten ist die Einfiilhrung eines solchen Kalkililbegriffs
keine technische Spielerei, sondern bietet einen Rshmen,
Einfihrungs- und Beseitigungsregeln als Bedeutungsregeln
fiir beliebige Aussagenoperatoren definieren zu kﬁnnen.q

§ 4 stellt neben einigen Konventionen technische Hilfs-
mittel flir spdtere Beweise bereit. '

— ~-Beseitigungsregel, die man aus der allgemeinen'Tr—Regel
gewinnen kann, lautet bei MARTIN-LOF:

[B true (A true)]

ADB true C tfue

C true .

Die Annzhme "B true (Atrue)" entspricht dabei der Annahme-
regel A=B in der oben angegebenen —>-Beseitigungsregel
und ist nach MARTIN-IOF zu lesen als: "B ist wahr unter der
Annahme, daB A wahr ist".

1) Eine Erweiterung, die sich mdglicherweise flir die Zwecke
einer Deutung der klassischen Logik als fruchtbar erweisen
konnte, nehmen wir sllerdings nicht vor. Bei uns kann eine
Regel zwer mehrere Prdmissen, aber immer nur eine XKonklusion
besitzen. Es gibt dagegen Ansdtze, den Regelbegriff so zu
erweitern, dal Ableitungsregeln auch mehrere Konklusionen
haben konnen; diese Auffassung ergibt eine plausible Inter-
pretation des klassischen GENTZENschen Sequenzenkalkiils als
eines Metakalkiils filir solche verallgemeinerten Ableitungs-
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Kapitel 2 behandelt nur die positive Logik. Dazu gehen wir
von einem beliebigen Grundkalkiil K der in § % definierten
Gestalt sus. In § 5 wird zundchst das Vokabular von K um

beliebige n-stellige Aussagenoperatoren (n= 1) - kurz:

Operatoren - erweitert. AuRerdem werden neben anderen metho-
dischen Anforderungen zweil Kriterien - Nichtkreativitat

und Eindeutigkeit - motiviert, die wir an Regelsysteme stel-
len wollen, sollen sie zur_Bedeutungsféstlegung von Opera-
toren dienen. Beides sind fiir uns notwendige (Jedoch nicht
hinreichende), aus dem Begriff der Bedeutung folgende Bedin-
gungen. Ein Schema fiir solche Regelsysteme zur Bedeutungs-
festlegung fiir Operatoren entwickeln wir in § 6 - ausgehend
von allgemeinen definitionstheoretischen Erwdgungen der Art,
wie wir sie oben angedeutet haben. Eine mit einem n-stelli-
gen Operator S beginnende Aussage S(Aq,...,An) soll den
Zweck haben, den gemeinsamen Gehalt von m Regelsystemen

A (Byyeeesh )yeeey A (Ayyeet,A)) auszudriicken. Dementspre-
chend erhalten wir als System der S-Grundregeln ein System
von S-Einfilihrungsregeln

A (pqsesesPy) =5(DqseeeyDy)

bm(pqs see ,pn) @S(p/p'-' aPn)

und einer S-Beseitigungsregel

A/I (pqa "'spn)%p;--- ; Am(qu-- . spn)'%p;s(pq’-- . ,pn) %’p ’

wobeil Dgyee=3DysDP Aussagenvariasble sind. Die S-Beseitigungs-
regel ist verbal etwa so zu verstehen: "Plir slle Aussagen
Aq,;..,An4A: Hat man fiir jedes i (14 i< m) mithilfe des
Regelsystems Zﬁi(Aq,...,An) die Aussage A hergeleitet, so
derf man von S(Aq,...,An) zu A libergehen." Man kann zeigen,
daB die bekannten A-, v-, —>-Regeln des natiirlichen Schlies-
sens Spezialfalle dieses Schemas bzw. mit Spezislfallen
dieses Schemas gleichwertige Regeln sind.

beziehungen. Einen Uberblick iiber die bisherigen Untersu-
chungen zu einer "multiple-conclusion logic", deren Kalkiile
G. HASENJAEGER anschaulich "Mobile-Kalkiile" genannt hat,
geben SHOESMITH/SMILEY (1978). Vgl. auch PRAWITZ (1965),

S. 44 (FuBn. 2), sowie VON KUTSCHERA (1968), S. 16, (1969),
S. 117 (FuBn.).
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§ 7 zeigt dann, daB Operator-Grundregelsysteme die in § 5
geforderten Bedingung von Nichtkrestivitit und Eindeutig-
keit erfiillen. Wesentliches Hilfsmittel dazu ist der Nor-
malisierungssatz. Dieses aus der Theorie der Kalkiile des
natiirlichen SchlieBens bekannte und dort dem GENTZENschen
Hauptsatz entsprechende Theorem iibertragen wir auf unseren
komplizierten Kalkiilbegriff. Wir schliefen in diesen Bewei—
sen im wesentlichen an die 1965 von PRAWITZ eingefﬁhrten
Begriffsbildungen an. § 8 beweist - teilweise zuriick-
greifend auf die Arbeiten von VON KUTSCHERA (1968) und
PRAWITZ (1979) -, daB beliebige Aussagenoperatoren, die
durch ein Regelsystem der vorher angegebenen Gestalt

gegeben sind, sich explizit mit Hilfe der drei positi=

ven Standardjunktoren A,v , = definieren lassen. Genauer
1laBt sich zeigen, daR jeder um Regelsysteme fiir beliebig
viele Operatoren erweiterte Grundkalkiil sich in einen Kal-
kil einbetten 148t, der nur Operatorenregeln fir A,v,—>
hat. Das ist eine Rechtfertigung dafir, daB man sich in der
positiven Logik auf die Behandlung der Junktoren A v ,—
beschrianken kann.

In § 9 schlieBflich wird noch vom zugrundegelegten materialen
Grundkalkiil X abstrahiert und ein Kalkiil der formalen posi-
tiven Junktorenlogik P angegeben, in dem genau die Ableitungs-
beziehungen bestehen, die in Jjedem materialen operatoren-

logisch erweiterten Kalkill gelten, wenn man die Ableitungs-
beziehungen von P lber solchen materialen Kalkiilen interpre-
tiert. P ist gleichwertig mit dem positiv-junktorenlogischen
Teil des KalkiilsNT von GENTZEN 19%5. § 10 erweitert -den bis-
herigen Ansatz geringfiigig, insofern jetzt auch O-stellige
Operatoren zugelassen werden. Diese Erweiterung ndétigt dazu,
das System der Standerdjunktoren AN,—>, auf die sich alle
anderen Operatoren zurickfilhren lassen, zu erginzen um den
O-stelligen Junktor Y . Ein solcher O-stelliger Operator
ist fiir menche Zwecke, z.B. die Formulierung des CRAIGschen
Interpolationssatzes, recht niitzlich.

Es ist sicherlich so, daB der vorgetrage semantische Ansatz,
der den Begriff des (gemeinsamen) Gehaltes von Regelsystemen
in den Mittelpunkt stellt, noch sehr verbesserungsbediirftig
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ist. Unser allgemeines Schema fiir Einfiihrungs- und Besei-
tigungsregeln eines n-stelligen Opersators ist jedoch nicht
unbedingt davon abhingig. Auch fiir andere semantische An-
sdtze dlirfte es interessant sein, ein solches Schema zur
Verfiigung zu habenq) und zu wissen, daB auch filir solche
allgemeinen Operatorenregeln der Normalisierungssatz gilt,
daBl aber andererseits schon die positiven Standardjunktoren
Ay ¥ 3 —> ausreichen, um das auszudriicken, was man mit be-
liebigen n-stelligen Operatoren ausdriicken kann.

der Negation — ergeben. Bekanntlich macht es schon in der
Theorie des natilirlichen SchlieBRens Schwierigkeiten, die
Negationsregeln in das Schema von Einfiihrungs- und Besei-
tigungsregeln zu pressen. So kann man eine Regel der Gestalt

(4] (4]
B —1B

- A

doch kaum als — -Einfiihrungsregel bezeichnen, da der Junk-
tor — iber dem Strich schon vorkommt. Der vielbegangene
Ausweg ist der, die Negation mit Hilfe einer O-stelligen
Konstante A zu definieren, indem man — A als Abkiirzung
fir A-»AsuffaBt. Fir A gibt man Gann keine Einfiihrungs-—
regel an und das "ex falso quodlibet"

1) So kann man unser allgemeines Schema fiir Beseitigungs-
regeln auch ganz im Sinne von GENTZENs Programm (s.o. S.15Anm.)
als aus dem Schema fiir Einfiihrungsregeln gewonnen auffassen:
Nach der S-Beseitigungsregel soll ja aus S(A,,...,A_) alles

das ableitbar sein, was aus den Pramissen dez entspPechenden
Einfiihrung von 8§, némlich Aq(A ,...,An)!...,ﬁxm(A ,...,An)
ableitbar ist. Wenn man will, kgnn man dies als Anaendung

eines sllgemeinen "Inversionsprinzips" interpretieren (wvgl.
LORENZEN 1955, S. 29-31, HERMES 1959, PRAWITZ 1965, S. 32-38).



- 24 -

als Beseitigungsregel. FaBt man das Fehlen einer A-Ein-
fiilhrungsregelauf als " A kann unter keinen Bedingungen mit
Recht behauptet werden", so kann man zwar die A -Beseiti-
gungsregel rechtfertigen, da sich mangels einer Ableitung
von _A Jede Ableitung von A in eine von A umformen 1aBt,
nicht jedoch eine klassische J\—Beseitigungsregel wie

[A—?J~]
_/‘K-
A .

Auf diese Weise wird im Rahmen einer Semantik, wie sie
DUMMETT oder PRAWITZ entsickelt haben, die intuitionisti-
sche Logik gerechtfertigt.q)
Dieser Weg ist jedoch fiir uns nicht gangbar. Wir verlangen
immer, daB eine mit einem Verkniipfungszeichen beginnende
Aussage den Gehalt eines oder den gemeinsamen Gehalt mehre-
rer Regelsysteme ausdriickt. Das bedeutet insbesondere, dal
es flir Jjeden Operator S mindestens eine S-Einfiihrungsregel
gibt. Wir lassen zwar auch den in § 10 behandelten Grenz-
fall zu, daB ein Junktor Y  den Gehalt des leeren Regel-
systems ausdriickt; in diesem Fall hat er

Y

als Einfuhrungsregel und die trivialerweise ableitbare
Regel

A Y
A

als Beseitigungsregel. Ein Operator ganz ohne Einfiihrungs-
regeln macht fiir uns keinen Sinn.

1) Vgl. PRAWITZ 1973, S. 243. PRAWITZ feBt sllerdings A

als atomares Zeichen auf (vgl. ebd. 231), weshalb er zur
Rechtfertigung des "ex falso quodlibet" noch die Konsistenz
des Grundkalkiils verlangen muB. Dies ist jedoch nicht ndtig;
man kann A wie andere Operatoren auch als nichtatomares
Zeichen auffassen, das erst in der konservativen Erweiterung
von Grundkalkiilen auftritt.
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Deshalb bleibt uns zur Behandlung der Negation nichts anderes
ilbrig, als Grundkalkiile zu betrachten, die selbst schon

einen Widerlegungsbegriff, notiert mit -~~~ , besitzen,

und dann die Negation durch die Regeln

el Praspmeydd
A PED P

zu charakterisieren. ~/ fassen wir dabei als pragmatisches

Grundzeichen suf, nicht schon als Junktor, Das spiegelt sich
in der Notation darin nieder, daBl Schreibweisen wie ~v~A
sinnlos Sind.q) Genauer gesagt, gehen wir von einer Unter-
teilung aller Urteile in Behauptungen und Bestreitungen sus
und fassen eine Aussage dann als widerlegt auf, wenn fiir ih-
re Bestreitung ~ A eine Ableitung vorliegt. Deshalb bezeich-
nen wir das Vorhandensein des Bestreitungszeichens und von
Regeln dafiir auch als Vorliegen eines formalen Widerlegungs-

begriffes.

In § 11 definieren wir Kalkiile, die einen solchen Widerle-
gungsbegriff enthalten, indem wir den Begriff der Ableitungs-
regel erweitern. Dabei stellt sich sofort die Frage, welchen
Addquatheitsbedingungen ein Widerlegungsbegriff unterworfen

sein muBl, da offensichtlich das bloBe Vorkommen eines Zei-

chens ~~ ihn noch niﬁht als solchen kennzeichnet.e)

Diese Frage wollen wir in dieser Arbeit unbeantwortet lassen,
da sie weitfithrende philosophische Untersuchungen liber das

1) Damit schlieBen wir an an VON KUTSCHERA 1969. ~ soll also
etwa so verstanden sein wie die negative Kopula g bei KAM-
LAH/LORENZEN 1967, wo ja auch streng zwischen der negativen
Kopula und der junktorenlogischen Negation unterschieden wird.-
Statt ~A konnte man wie BENDALL 1978 auch schreiben fA, statt
A auch wA und das ganze als Bewertung mit den Wahrheitswerten
"wahr'" und "falsch" verstehen. Dies ist jedoch hdchst miBver-
stdndlich, da man meist unter "wahr" und "falsch" metasprach-
liche Pradikatoren versteht und nicht pragmatische Zeichen,
die die Einstellung eines Sprechers zu einer Aussage kenn-
zeichnen.~Interessanterweise gibt auch schon LORENZEN

(1955) die Widerlegung als pragmatischen Grundbegriff an,

ohne ihn jedoch fiir die operative Begriindung der Logik

fir wichtig zu erachten.

2) Das unterscheidet unseren Ansatz von dem bei VON KUTSCHERA
1969, der zundchst gar keine Addquatheitsbedingung an den
Widerlegungsbegriff stellt.
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Wesen des Widerlegungsbegriffes voraussetzt. Damit verzich-
ten wir auch auf Diskussionen iiber das Verhdltnis von Begriin-~
dungs- und Widerlegungsbegriff, ob z.B. Begriindung und Wider-
legung unabhangig voneinander sind oder ob etwa Widerlegung
als Scheitern von Begriindungsversuchen aufgefaBt werden muB
etc. Wir wollen nur vier mdgliche alternative Addquatheits-
bedingungen behandeln, die sich bei solchen philosophischen
Untersuchungen ergeben kdnnten. Die erste und schwidchste
Form, die wir betrachten, wird in § 11-13 untersucht. Hier
verlangen wir von Kalkiilen mit Widerlegungsbegriff nur,

daB das Schema der konstruktiven "reductio ad absurdum"

[A] [g]

(1) : :
B ~B

~A

fir alle Aussagen A,B ableitbar ist. Fiir solche Kalkiile

mit Widerlegungsbegriff, die wie in Kapitel 2 Einfihrungs-
und Beseitigungsregeln fiir beliebig viele n-stellige Opera-
toren enthalten, beweisen wir in § 12 den Normalisierungs-
satz und weisen die Kriterien von Nichtkreativitit und
Eindeutigkeit fiir Operator-Grundregelsysteme nach.

§ 13 zeigt dann als Erginzung des Resultates von § 8, daB
sich jeder der nach Hinzunzhme des Widerlegungsbegriffs zur
Verfiigung stehenden Operatoren explizit mit Hilfe der vier
Standardjunktoren Av,—>, ™\ definieren 1&iRt. Dieses Resul-
tat 1l4Bt sich noch verschidrfen: Man kann nimlich zelgen,

daf in dem Kalkiil, der nur noch die Standardjunktoren NV =9
enth8lt, der Widerlegungsbegriff ~~ mithilfe von — aus-
driickbar ist, wenn man (1) ersetzt durch

[A] [A]

(2) B B

— A .
Man erhalt so als Kalkiil der formalen Logik dieser vier
Standardjunktoren den 1937 von JOHANSSON aufgestellten Mi-
nimalkalkiil. Unsere Deutung dieses Kalkiils zeigt damit, daB
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(2) nicht als — -Einfiihrungsregel aufzufassen ist, son-
dern als eine Regel, die die Eigenschaft eines (pragmati-
schen) Widerlegungsbegriffes beschreibt.

§ 14 behandelt Kalkiile mit Widerlegungsbegriff, die einer
etwas stidrkeren Ad&quatheitsbedingung geniigen, in denen
ndmlich neben (1) noch das Schema des "ex contradictione
quodlibet”

A ~A

(3)
B

fir alle Aussagen A,B ableitbar ist. Wir beweisen ebenfalls
den Normalisierungssatz flir solche Systeme und zeigen, daRB
sich als Kalkill der formalen Logik der Junktoren A, v, —, —
die intuitionistische Junktorenlogik ergibt, wenn man
neben (1) durch (2) auch (3) ersetzt durch

A —A

(%)
B ;

8§ 15 ist ein Exkurs, der einiges liber die ausgezeichnete
Rolle des Junktors v aussagt. Von A,—,™ kann man nim-
lich zeigen, daB diese Junktoren jeweils durch ein Regel-
system explizit definierbsr sind, d.h. daBR sie den Gehalt
eines einzigen Regelsystems ausdriicken, man zu ihrer Be-
deutﬁngsfestlegung also nicht auf den gemeinsamen Gehalt
mehrerer Regelsysteme zurlickgreifen muB. Nachdem in § 13
nachgewiesen wurde, daf alle Aussagenoperatoren sich

auf A,v -y 71 zurickflihren lassen, wiren dann alle Opera-
toren durch Regelsysteme explizit definierbar, wenn auch

vV explizit definierbar wire. Wir beweisen jedoch, daR
dies nicht der Fall ist: v ist ein Junktor, der durch kein
Regelsystem explizit definierbar ist. Das ergibt sich

zwar schon aus der bekannten Nichtdefinierbarkeit von v
durch A\—9fﬂq), es ist jedoch interessant, den Beweis auch
im hier vorgeschlagenen semantischen Rahmen fithren zu kon-
nen.

1) Vgl. McKINSEY 19%9, WAJSBERG 19358, vgl. auch PRAWITZ
1965, £. 59-62 und RAUTENBERG 1979, S. 261f.
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§ 16 und § 17 behandeln die klassische Logik. § 16 setzt
als dritte Form einer an den Widerlegungsbegriff zu stel-
benden Addquatheitsbedingung neben (1) noch das Prinzip
der klassischen "reductio ad absurdum" voraus, wonach
auBer (1) noch

[ ~A] [ Al

(5) : :
B ~B

A
fir alle Aussagen A,B ableitbar ist. Der Normelisierungs-
satz 1aBt sich hier vorl#dufig nur fiir solche Systeme beweisen,
deren Operatoren explizit definierbar sind durch ein einzi-
ges Regelsystem. Dementsprechend lassen sich aber auch
alle Operatoren schon durch a-»— definieren. Als System
der formalen Logik erhdlt man einen klassischen Aussagen-
kalkiil der Junktoren A\—>— , der neben (2) enstelle von
(5) die Regel

[—4] [ a4l

(6) ! .
B —B

A

enthalt. Man kann diesen Kalkiil als sngemessenen Formalis-—
mus der klassischen Aussagenlogik auffassen, wenn man
A vB definiert durch (= A A —B).

Die volle klassische Logik, in der auch Vv ein eigenstin-
diger Junktor ist, erhalten wir in § 17, wenn wir els
starkste Addquatheitsbedingung voraussetzen, daB Grund-
kalkiile formal entscheidbar sind, d.h. daB jede ihrer
Aussagen begriindbar (}—A4) oder widerlegbar(}— ~A) ist.

In diesem Fall gilt der Normalisierungssatz fiir beliebige
Operatoren; die Gleichwertigkeit von A v B mit —(—AA—B)
wird demit 2u einem beweisbaren (d.h. nachtriglichen) Re-

sultat. Allerdings ist die formale Entscheidbarkeit eine
Figenschaft, die man nicht ohne weiteres erzwingen kann
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(und die auch in vielen Fdllen, wie der GODELsche Unvoll-
stéandigkeitssatz zeigt, prinzipiell nicht erzwingbar ist).
Hingegen kann man die Ableitbarkeit einer Ableitungsregel
wie z.B. die Ableitbarkeit der klassischen "reductio ad
absurdum"” einfach dadurch garantieren, daB man sie zur
Grundregel erklirt. ) 8§ 18 skizziert schlieBlich noch die
Moglichkeit, den Widerlegungsbegriff auf den Begriff der
Absurditat zurickzufiihren.

Ein Anhang beschreibt die Konsequenzen fiir § 16 und § 17,

die sich ergeben wiirden, wenn sich das Resultat von

TENNANT 1980 halten 1&aBt. TENNANT versucht, einen Norma-
lisierungssatz fiir die klassische Quantorenlogik unter
Einbeziehung der v- und J-Regeln zu beweisen. Daraus er-
gdbe sich fiir uns ein Normalisierungssatz fiir die volle
klassische Operatorenlogik, die nur (5) und noch nicht

die formale Entscheidbarkeit von Grundkalkiilen voraussetzte.
Allerdings ist TENNANTS Beweis in der publizierten Version
nicht ganz korrekt, wie Professor Tennant mir auf einen
brieflichen Hinweis hin im September 1980 auch bestidtigte.
Die Chancen stehen jedoch nicht schlecht, in absehbarer

Zeit eine hinreichende Verbesserung des Beweises zu finden.z)
Wenn wir vier mdgliche Addquatheitsbedingungen fiir den
Widerlegungsbegriff behandeln, ohne eine davon als die
richtige auszuzeichnen, so behaupten wir damit, daB der re-
gellogische Ansatz selbst noch nicht dariiber entscheidet,

1) Vorausgesetzt allerdings, man h8lt den Widerlegungsbegriff
fir unabhangig vom Begriindungsbegriff. FaBt man den Begriin-
dungsbegriff als primaren Begriff suf, mit dessen Hilfe der
Widerlegungsbegriff (z.B. als Scheitern von Begriindungsver-
suchen) charakterisiert wird, so kann man nicht umgekehrt
einfach (5) zur Grundregel erklaren, wonach eine Aussage be-
grindet ist, wenn ihre Widerlegung scheitert. Prof. F. Kam-
bartel hat mich darauf hingewiesen, daB unter anderem die
These vom Primat des Begriindungsbegriffes von der klassischen
Logik wegfiihrt.

2) Inzwischen liegt ein solcher Beweis auch vor. Vgl. den
Zusatz zum Anhang suf S. 247,
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ob etwa die intuitionistische lLogik der klassischen vor-
zuziehen ist oder nicht. Mit unserer regellogischen Deu-
tung filhren wir die Begriindung eines Negats —A einfach
auf die Widerlegung ~A einer Aussage A zurlick. Was uUber
die Annahme etwa der intuitionistischen oder klassischen
Logik entscheidet, sind die Eigenschaften des Widerlegungs-
begriffes selbst und nicht die Tatsache, da8 man ihn inner-
halb gewisser Regeln zur Definition von — verwenden kann.

Wenn sie auch keine Auszeichnung des einen vor dem anderen
Logiksystem ermoglichen, so bieten unsere regellogischen
Untersuchungen doch einen gemeinsamen Hintergrund, auf dem
sich klassische und nichtklassische Logik vergleichen lassen.
Das ist nicht selbstverstiandlich. Ublicherweise behandelt
man die klassische Aussagenlogik als Theorie der Wahrheits-
funktionen, wdhrend man die intuitionistische Aussagen-
logik ganz anders deutet. Hier dagegen werden beide Logik-
konzeptionen mit Hilfe einer Analyse des Regelbegriffs in-
terpretiert. Sie unterscheiden sich nur in der Art des Wi-
derlegungsbegriffs, der hinter beiden Konzeptionen steht.

Zum Abschlufl sei nochmals auf die Ansatze und Resultate hin-
gewiesen, an die diese Arbeit vor allem anschlieBt bzw.

die sie benutzt, auch wenn dies im folgenden nicht immer
erwdhnt wird. Der allgemeine semantische Rahmen entwickelte
sich in Auseinandersetzung mit der operativen Logik von
LORENZEN (1955) und dem semantischen Ansatz von PRAWITZ
(1971, 197%). Die Idee, Kalkiile mit Regeln beliebig hoher
Stufe einzufihren, in denen die Heranziehung und Loschung
von Regeln erlaubt ist, wurde angeregt durch die Aufsdtze
VON KUTSCHERAs (1968, 1969). Ebenfalls darauf geht der
Versuch zuruck, mit Hilfe solcher Regeln beliebige n-stellige
Operatoren einzufiihren und deren explizite Definierbarkeit
durch die Standardjunktoren A ,v 4—>,— 2u beweisen - ge-
stiitzt auch auf die Arbeit von PRAWITZ (1979), die sich das-
selbe Ziel setzt. Weiterhin wurde die Idee, die Negation auf
einen formalen Widerlegungsbegriff zuriickzufiihren, von

VON KUTSCHERA (1969) iibernommen. Die in dieser Arbeit angege-

benen Beweise von Normalisierungssdtzen stiitzen sich auf das
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maBgebliche Werk von PRAWITZ (1965), an dessen Termi-
nologie teilweise in allen Einzelheiten angeschlossen

wird.
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Einige Abkilirzungen und Begriffserklarungen

"g.d.w." steht fiir "gensu dann, wenn" .
"QED" markiert das Ende eines Beweises.
"—=" meint die Identitdt von Zeichen.

Ausdriicke "A=B", wobei "A" und "B" fiir Vorkommen von
Zeichen stehen, werden als Identit&tsbehauptungen fiir die
Zeichen, deren Vorkommen A und B sind, verstanden. Vor-
kommen sind dabei nicht etwa als konkrete Vorkommnisse
verstanden, sondern als Zeichen zusammen mit einer Posi-

tion innerhalb einer Anordnung von Zeichen (z.B. einer
Ableitung). Vorkommen sind also selbst Abstrakta.q)

Zeichensysteme sind nicht als endliche Folgen im mathema-
tischen Sinn zu verstehen, sondern als Listen von Zeichen,
die dabei (mBglicherweise durch Kommata getrennt) neben-
einander oder untereinander stehen.E) Wir lassen als

Grenzfall auch das leere System von Zeichen zu, das wir
mit @ bezeichnen. Daneben benutzen wir @ als Zeichen
fliir die leere Menge.

Um uns Schwierigkeiten bei der metasprachlichen Rede iiber
Zeichen zu erspraren, verwenden wir die Zeichen, iiber die
wir reden, autonym, d.h. auch als Namen von sich selbst,
sowie zusammengesetzte Zeichen auch als Namen der durch
Zusemmensetzung der Einzelzeichen entstandenen Zeichen.

ﬁ::::zz::::.—..::

1) Vgl. KLEINKNECHT/WUST 1976, S. 44f.
2) Vgl. LORENZEN 1955, § 12, sowie PRAWITZ 1965, S. 22(FuBn.).
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Kapitel 1: Ein erweiterter Kalkiilbegriff

§ 1. Abstrakte Kalkiile

Unser Ausgangspunkt sind Kalkilile in einem abstrakten, nicht
auf Logikkalkiile eingeschriankten Sinne, entsprechend der
Auffassung von LORENZEN (1955). Wenn wir in diesem Kapitel
von speziellen Logikkalkiilen, z.B. Kalkiilen des natiirlichen
SchlieRens, sprechen, so fassen wir diese nur als abstrakte
Kalkiile auf, ihre Beziehung zur Logik im engeren Sinne

ist hier noch unwesentlich. Gegeniiber LORENZEN (1955) wer-
den wir Jjedoch einige terminologische und auch sachliche
Verdanderungen vornehmen.

Die Grundzeichen eines Kalkiils K seien eine entscheidbare
Menge von Atomen und eine entscheidbare Menge von davon
verschiedenen Objektvariablen. Ausdrucksformen seien be-
liebige endliche Aneinanderreihungen von Atomen und Ob-

Jektvarisblen, Ausdriicke seien Ausdrucksformen ohne Ob-
jektvariablen.23 Jeder ObjektVariablen sei zugeordnet

eine entscheidbare Menge von Ausdriicken als zugehdrige
Menge von Objekten. Diese Menge sei auch als Variabilitdts-
bereich der Objektvariablen bezeichnet. Eine Belegung

/3 sei eine Funktion, die jeder Objektvariablen ein Ele-

ment zus dem zugehorigen Variabilitdtsbereich zuordnet.
Wenn X eine Ausdrucksform ist, /3 eine Belegung, dann sei

x? das Resultat der Ersetzung Jjeder Objektvariablen z in
X durch [3(a) an allen Stellen des Vorkommens von a.

1) Von "sbstrakten" Kalkiilen reden wir im AnschluR an
HERMES/SCHOLZ (1952), 8. 1,13f.. Auf die Diskussion solcher
Kalkiile, die schon vor und unabhingig von LORENZEN (1955)
eine Tradition hat, gehen wir hier nicht ein. Vgl. dazu

z.B. CARNAP (1934), SCHOLZ (1935), SCHROTER (1941)

KEMENY (1948) (8. 16-19), SCHOLZ/HASENJAEGER (19613 (S 28,
HASENJAEGER (1962) (S. 78f£f.), CURRY (1963).

2) Was eine Aneinanderreihung von Zeichen ist, setzen wir
als bekannt voraus. Deshslb bendtigen wir auch keine"Eigen-
variablen" (vgl. LORENZEN 1955, S. 16), um den Begriff der
Ausdrucksform und des Ausdrucks selbst wieder kalkiilmdBig
zu definieren. - Ausdriicke sind bei uns bloBe Reihen von

Atomen, nicht - wie z.B. bei SCHROTER (1941) oder SCHOLZ/
ﬁASENJAEGER (1961, S. 26) - schon eine ausgezeichnete Teil-
klasse derselben.
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Eine entscheidbare Teilmenge * der Menge der Ausdrucks-
formen sei als Menge der Formeln von K ausgezeichnet,

wobel mit jedem X auch das Resultat der Ersetzung eines
Vorkommens einer Objektvariable in X durch ein Element

des zugehSrigen Variabilititsbereichs zu F gehdre. Ins-
besondere gehort mit X auch Xx? zu F fiir jede Belegung

/3 . Unter Aussagen von K seien Formeln ohne Objektvariable
verstanden. ‘Fallt der Varisbilitdtsbereich einer Objekt-
variablen mit der Menge der Aussagen zusammen, so sprechen
wir auch von einer Aussagenvariablen.

Ob eine Objektvariable Aussagenvariable ist, konnen wir
meist nur nachtrdglich feststellen, indem wir ihren Va-
riabilitédtsbereich mit der Menge der Aussagen vergleichen.
Wir konnen nicht ohne weiteres den Variabilitdtsbereich
einer Objektvariablen als Menge der Aussagen festlegen, da
der Begriff der Aussage mit Hilfe des Begriffs der Formel
definiert ist; und um priifen zu konnen, ob die als Formel-
menge ausgezeichnete Menge F von Ausdrucksformen tatsich-
lich die oben geforderte Eigenschaft der Abgeschlossenheit
gegeniiber Ersetzungen von Objektvariablen besitzt, miissen
in der Regel die Variabilitdtsbereiche der Objektvariablen
schon bekannt sein. In dem besonders einfachen Fall jedoch,
in dem man als ¥ die Menge aller Ausdrucksformen wihlt,

1) Den bei LORENZEN (1955) in § 1 eingefiihrten Gebrauch von
"Formel" fiir beliebige, mdglicherweise Variablen enthaltende
Zeichenreihen und damit von "Aussage" fiir beliebige Zeichen-
reihen ohne Variablen iibernehmen wir also nicht, sondern
sprechen stattdessen von "Ausdrucksform" bzw. "Ausdruck".
Denn in der formalen Logik versteht man "Formel" und "Aus-
sage" in einem spezielleren Sinne; da wir Logikkalkiile als
Spezialfdlle eines abstrakten Kalkiilbegriffs auffassen und
uns dabei nicht allzusehr von der iiblichen Terminologie ent-
fernen wollen, missen wir auf die gewohnte Terminologie eine
gewisse Ricksicht nehmen.- Im Gegensatz zu dem bei LORENZEN
(1955) in § 6 eingefiihrten etwas erweiterten Kalkiilbegriff
ist durch unsere Definitionen sichergestellt, daB der Begriff
der Aussage entscheidbar ist.LORENZEN verlangt weder, daR
Objekte Ausdriicke (in seiner Terminologie: Aussagen) sind,
noch dall Variabilitdtsbereiche entscheidbar sind, sondern
nur, daB sie durch einen Kalkiil aufzihlbar sind.
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tritt diese Schwierigkeit nicht auf. Denn da Ersetzungen
von Objektvariablen durch Ausdriicke jedenfalls immer wieder
Ausdrucksformen liefern, weiB man ohne Kenntnis der Varia-
bilitdtsbereiche von Objektvariablen, daB F gegeniiber
solchen Ersetzungen abgeschlossen ist. Es ist also hier
nicht zirkuldr, bestimmte Objektvariablen als Aussagen-
variablen zu definieren und ihnen damit die Menge der

Aussagen (das sind dann alle Ausdriicke) als Variabilitdts-
bereich zuzuordnen. Von dieser Moglichkeit werden wir
oft Gebrauch machen.ﬁ)

Wenn X,,...,X ,X Formeln sind, so sei X eine Regel O. Stufe

und x,!,...,xn:;)c eine Regel 1. Stufe. Die X’I""’Xn

heiBen auch Vorderformeln, X auch Hinterformel dieser

Regel 1. Stufe. Mit "Regel" meinen wir in diesem §en

immer "Regel O. oder 1. Stufe". Eine konkrete Regel sei
eine Regel, in deren Formeln keine Objektvariable auftritt.
Wenn R eine Regel ist, /2 eine Belegung, dann sei rR”

die konkrete Regel X.”,...,X "=%?, ralls R die Gestalt
Xy9eeeyX =>X hat. Falls R Regel O. Stufe, dann ist R
zugleich Formel, R? ist also schon erklért.e)

Eine endliche Menge von Regeln von K sei ausgezeichnet als
die Menge der Grundregeln von K. Eine Grundregel 0. Stufe
heiBt auch Anfangsregel. Grundregeln bestimmen den Ablei-

tungsbegriff von K. Ableitungen kbnnte man am einfachsten

definieren als ein System von Aussagen Aq""!Ak derart,

1) Solche Kalkiile, deren Ausdrucksformen und Ausdriicke mit
den Formeln bzw. Aussagen zusammenfallen und die als Objekt-
variable nur Aussagenvariable enthalten, sind es, die LOREN-
ZEN in seiner "Protologik" (LORENZEN 1955, §1—§53 vornehm-
lich betrachtet.

2)Da durch den folgenden Ableitungsbegriff Regeln 0. Stufe
als solche Regeln gedeutet werden, deren Anwendung nicht
voraussetzt, daB man schon etwas abgeleitet hat, konnte man
sie als Regeln 1. Stufe ohne Vorderformeln auffassen und mit
=X notieren. Diese (sich bei LORENZEN 1955 noch nicht fin-
dende) Schreibweise ilibernehme ich aus technischen Griinden
nicht. Die Unterscheidung zwischen Regeln O. und 1. Stufe

ist im Hinblick auf spdtere Verallgemeinerungen zweckmiBig,
weil wir dann Regeln (n+1)-ter Stufe als solche Regeln defi-
nieren werden, deren "Vorderregeln" Regeln n-ter Stufe sind,

so wie jetzt die "Vorderformeln" von Regeln 1. Stufe als
Regeln O. Stufe aufgefaBt werden k&nnen.
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daB jedes Aussagenvorkommen Ai in diesem System entweder
durch Anwendung einer Grundregel 0. Stufe entsteht oder

aus Aussagenvorkommen A ,...,Ain mit 1=i,<i,...,1€1 <1
durch Anwendung einer Grundregel 1. Stufe bei einer Bele-
gung /A hervorgeht, d.h. daB entweder XﬁEEiAi gilt fir eine
Anfangsregel X oder X{AEEAiq,...,XﬁﬁEE.Ai . X”LEEAi fir
eine Regel 1. Stufe Xq,...,Xﬂi>X.

n

Im Hinblick auf die spdteren Erweiterungen in § 2 und § 3
ist es allerdings zweckm&Riger, Ableitungen nicht linear,
sondern in Baumform zu notieren. In einer solchen Notation
markiert man die Anwendung einer Regel 1. Stufe R durch
einen SchluBstrich, iiber dem die Aussagen stehen, auf die
man R anwendet (die Prédmissen dieser Anwendung von R), und

unter dem das Ergebnis dieser Anwendung von R (die Konklusion

der Anwendung von R) steht. Bei der baumférmigen Schreib-

weise von Ableitungen stehen die Primissen einer Regelan-
wendung also immer unmittelbar liber der Konklusion. Die je-
weils angewendete SchluBregel und die dabei benutzte Be-
legung vermerkt man am besten neben dem SchluBstrich.

Eine Ableitung von A, die im letzten Schritt eine Regel

1. Stufe R unter Benutzung der Belegung /> auf schon ab-
geleitete Aussagen Aq,...,An anwendet, notieren wir also so:

R Moo - A
A

Dsbei identifizieren wir die Belegung /3 , die Jja eigentlich
eine Funktion und kein Zeichen ist, mit dem Zeichen:
{a,b>b,,...,aF>b,> , wobei a,,...,a, die in R vorkommen-
den Objektvariablen und b,],...,b6 (respektive) die durch

/3 diesen Objektvariablen zugeordneten Objekte sind. Falls
R eine konkrete Regel ist, identifizieren wir 3 mit < >.
Diese Identifikationen sind dadurch berechtigt, daB man zur

Anwendung von R bei der Belegung 2 nur wissen muB, wie /3
die in R effektiv auftretenden Objektvariablen belegt.
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Um auch die Anwendung einer Anfangsregel neben einem
SchluBstrich vermerken zu konnen, markieren wir eine solche
Regelanwendung durch einen SchluBstrich, iliber dem keine
Aussagen mehr stehen. Ist R also Regel O. Stufe, so schrei-
ben wir:

R
e A

Beispiel fir eine Ableitung: Sei K,I der Kalkiil mit den Ato-
men 0,+ und Objektvariablen a,b. Formeln und Aussagen von K

sollen mit den Ausdrucksformen bzw. Ausdriicken wvon K,| zZu-

I‘

sammenfallen. a,b seien Aussagenvariable. Die Grundre-
geln von K, seien:

/'i
(Rq) o)
(R2) a = a+
(RB) a,b = ab .
Dann ist die Aussage o0++0+0+++ in K, ableitbar, wie man
aus folgender Ableitung sieht:
Ri<
! > & R4< > —_—
Ry o L N Bbwosn
o+ 5 o+
Reénrsod R, s op ——— R, {arsod
Pk 2k o+4
R3_ {at> e+t bizo+) L Q,__(miéb 04> e

FRS <CL|-—> O R 04y bi> R
O+34 04+ O+4+4

Wir werden allerdings kiinftig auf die Angabe der verwen-
deten Belegungen verzichten, wenn diese sich eindeutig aus
dem Zusammenhang ergeben.1

Um nun den Begriff der Ableitung in K exakt definieren zu
konnen, fassen wir die Baum-Notation

1) Obige Ableitung findet sich in linearer Notation bei
LORENZEN (1955), S. 17. Sie sieht dort wesentlich einfacher
aus. Die Baum-Notation wurde, wie gesagt, auch nur im Hin-
blick auf die spateren Erweiterungen eingefiihrt.



- 38 -

nur als inoffizielle Schreibweise fiir (n+3)-gliedrige
Systeme<<ﬁ,/3,W},...;NL,A>>'auf, wobei T, o sy U
Ableitungen der Aq,...,An repridsentieren sollen und im
Falle, wo R Regel O. Stufe ist, auch wegfallen diirfen. Fir
Belegungen /3 gilt dabei wieder die oben S. 36 erwdhnte
Identifizierung mit einem Zeichen.

die

T ist Ableitung von A in K genau dann, wenn A Aussage ist
und einer der folgenden beiden Falle gilt:

1) T hat die Gestalt <§,ﬂ,A>, R ist Anfangsregel von K,
ist Belegung und RP=a.

2)T hat die Gestalt <R,ﬂ;ﬁ&,...;ﬁ£,§> , R ist Grundregel
1. Stufe von K, 5 ist Belegung, R = A,y...,A A und
—ﬂ;,...;ﬂ; sind schon Ableitungen von A,,...,A  (respektive)
in K.

Eine Aussage A heiBt ableitbar in K (}—ﬁﬁ), wenn es eine
Ableitung | fiir A in K gibt. Eine Aussage A heiBt in K
aus Aussagen A,,...,A ~zbleitbar (Aq,...,An}—RA), falls
A in dem Kalkiil K' ableitbar ist, der aus K durch Hinzu-
nahme von Aq""vAn als Anfangsregeln entsteht.
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S 2. Die JASKOWSKI-GENTZENsche Erweiterung des Kalkiilbegriffs

Die von JASKOWSKI (1934) und GENTZEN (1935) entwickelten
Kalkiile des natlirlichen SchlieBens - womit im folgenden
immer deren Jjunktorenlogischer Teil gemeint sein soll -
lassen sich nun nicht unter den in § 1 definierten Kalkiil-
begriff subsumieren. Die Regeln der —» -Einfiihrung und

der v-Beseitigung, wie sie GENTZEN (1935, S.186) angibt,
sind namlich keine Regeln im oben definierten Sinne. Die
—> ~Einfiihrungsregel, von GENTZEN notiert als

[A]
B

A—>B , besagt:

(*) Man darf von B zu A—>B ubergehen, wenn man B unter
eventueller Bénutzung der Annahme A abgeleitet hat. A—>B
ist dann nicht mehr von der Annahme A abhingig.

Dies ist ein neuer Typ von Regel, der nicht nur - wie bis-
her - den Ubergang von Aussagen zu Aussagen regelt, sondern
zugleich etwas iiber die Annahmen aussagt, von denen eine
Aussage abhangt. PRAWITZ (1965) unterscheidet solche

Regeln als "deduction rules" von Regeln, die wir in § 1
Regeln O. und 1. Stufe genannt haben und die er im AnschluB
an CHURCH "inference rules" nennt.q) Wir wollen die "deduc-
tion rules" Regeln 2. Stufe nennen und damit schon andeuten,

deB sie sich durch eine kanonische Erweiterung der Defi-
nition von Regeln O. und 1. Stufe ergeben.

Durch Anwendung von Regeln 2. Stufe geht man nicht mehr

nur von ableitbaren Aussagen zu ableitbaren Aussagen

Uber, sondern von Ableitungen aus Annahmen zu Ableitungen
aus moglicherweise anderen Annahmen. Wir werden dsher, wenn
wir im Hinblick auf Kalkiile des natiirlichen SchlieBens den
in § 1 entwickelten Kalkiilbegriff erweitern, nicht mehr

1) PRAWITZ (1965), S. 22f, vgl. CHURCH (1956), S. 49.
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einfach induktiv "] ist Ableitung von A in K" definieren,
sondern miissen zundchst "] ist eine von einer endlichen
Menge M von Aussagen abhingige Ableitung von A in K" de-
finieren. Der erste Begriff wird dann zum Spezialfall des
zweiten, nadmlich zum Fall, wo M leer ist.q)

Zundchst erweitern wir unsere Definition von "Regel".

Wir fiigen zu unserer Definition aus § 1 (S.35 ) hinzu:

Wenn qu""Rn Regeln O. oder 1. Stufe sind, wobei mindestens
ein R, (1% i%<n) von 1. Stufe, X eine Formel, dann sei
Rq;...;Rn£%>X eine Regel 2. Stufe. Ryy---,R heiBen auch
Vorderregeln, X auch Hinterformel der Regel 2. Stufe.

Der Einheitlichkeit halber sprechen wir auch bei Regeln

1. Stufe von "Vorderregeln", benutzen daneben aber weiter-
hin den Ausdruck "Vorderformeln". Mit "Regel" meinen wir

in diesem §en "Regel 0., 1. oder 2. Stufe". Mit R” meinen
wir R.”;.. 3R P=5%? | falls R die Gestalt ByfessiRp=>X
hat. Die Grundregeln von K seien wieder eine ausgezeichnete

endliche Menge von Regeln.

Wenn wir metasprachlich eine Regel unbestimmt mitteilen,

so schreiben wir oft Ryy.+.yR =X, auch wenn es sich

dabei um eine Regel 2. Stufe handelt, fiir die man RyseeesB=X
schreiben muBte. Wir benutzen also B s+ R, =X als Kenn-
zeichnung fiir die Zeichenreihe, die aus Rq,...,Rn und X

mit dazwischenstehenden Strichpunkten bzw. e bestehts

Die — -Einfiihrungsregel des GENTZENschen Kalkiils des na-
tirlichen SchlieBens kodnnen wir jetzt als

A=B=(A—B)

E— -

1) Von der "JaSkowski-Gentzenschen" Erweiterung des Kalkiil-
begriffs zu sprechen, ist dadurch gerechtfertigt, daB bei-
de Autoren erstmals die fundamentale Bedeutung des Schlies-
sens aus Annahmen erkannten. Mit der Angabe darauf aufbau-
~ender ILogikkalkiile schufen sie ein Paradigma, aus dem sich
leicht ein abstrakter Kalkiiltyp entwickeln 1&8t. - Auf die
von mir iibersehene Arbeit von JASKOWSKI (19%4), in der unab-
héngig von GENTZEN ein Kalkiil des natiirlichen SchlieBens

fir die klassische Logik angegeben wird, hat mich Prof.

Chr. Thiel hingewiesen.
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formulieren und dieser Formulierung die Interpretation (*)
geben. Das Analoge gilt fir die v-Beseitigungsregel, die
von GENTZEN notiert ist als

(Al [B]

Av B C C

¢
und die wir so formulieren kdnnen: A v Bj;A=>C;B=>C=>C.

Allgemein soll Rq,...,Rn:%>X bedeuten: Fir jede Belegung
/> darf man von Vorkommen der Hinterformeln von Rqﬂ,...,
R ? iibergehen zu X , und fiir jedes i (1<i<n) die evtl.
in der Ableitung der Hinterformel von R 7 suftretenden

Vorkommen der Vorderregeln von R. %3315 Annahmen beseitigen.

"Beseitigen" bedeutet dabei soviel wie: "in der Ableitung
markieren". Die Endaussage einer Ableitung ist von genau

den in der Ableitung vorkommenden Aussagen abhdngig, die

an mindestens einer Stelle unmarkiert vorkommen. Da wir

den Terminus "beseitigen" spater im Zusammenhang von Ope-
ratorenregeln wieder benotigen, wollen wir dieses Markie-
ren als "Loschen" Dbezeichnen. Wir sprechen also davon,

daB eine Annshme bei Anwendung einer Regel 2. Stufe geldscht
(statt "beseitigt") wird.

Regeln 2. Stufe, die es eflauben, Annahmen zu loschen,
setzen natiirlich voraus, daB es zundchst einmal mdglich
ist, innerhalb einer Ableitung in K Annahmen einzufiihren,
d.h. Aussagen zu "setzen", ohne dabei schon auf eine Grund-
regel von K Bezug zu nehmen. Dies zuzulassen, war im Kal-
kiilbegriff aus § 1 nicht nétig, da man dort einfach zu
einem erweiterten Kalkiil iibergehen konnte, in dem die An-
nahme zusdtzliche Anfangsregel war (s.o. S. 38). Mit der
Annahmenloschung als Ableitungsoperation in einem Kalkiil
kann man nun aber die Annahmeneinfiihrung nicht mehr als
Ubergang zu einem anderen Kalkiil auffassen, sondern nur

als Ableitungsschritt in demselben Kalkiil. So wie wir oben
von "Loschung" statt "Beseitigung'" sprachen, vereinbaren wir

auch hier einen neuen Terminus an Stelle von "einfiihren",
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indem wir von der "Heranziehung" einer Annahme reden. Es

soll also jetzt erlaubt sein, einen Zweig eines Beweis-
baumes mit der Heranziehung einer Annshme statt durch An-
wendung einer Anfangsregel zu beginnen.

Annahmen fassen wir dabei nicht einfach als Aussagen, son-
dern als konkrete Regeln O. Stufe auf, weshalb wir auch
von Annshmeregel statt Annahme sprechen. Auf diese Art

und Weise erhalten wir eine Parallelitit zwischen Anfangs-
regeln und Annshmen: Die Anwendung einer herangezogenen
Regel O.Stufe. d.h. einer Annshme, erlaubt ebenso wie die
Anwendung einer Anfangsregel, eine Aussage hinzuschreiben,
ohne vorher andere Aussagen schon abgeleitet zu haben.
Eine Annahme A, die man heranzieht, ist also eine konkre-
te Regel O. Stufe, die es erlaubt, A (jetzt als Aussage auf-
gefat) abzuleiten. Die Interpretation von Annahmen als
konkreter Regeln nehmen wir schon hier vor, weil wir in

§3 die Heranziehung von konkreten Regeln beliebig hoher
Stufe als Annahmen definieren werden.

Um eine solche Interpretation auch in der Notation einer

Ableitung zur Geltung zu bringen, benutzen wir eine etwas
umstandlichere Schreibweise als sie in Darstellungen des

Kalkiils des natilirlichen SchlieBens (etwa bei GENTZEN 1935
oder PRAWITZ 1965) gebrduchlich ist. So wie wir in §1 die
Anwendung einer Anfangsregel durch

R s
& A

notiert haben, notieren wir die Heranziehung einer konkreten

Regel 0. Stufe A als Annahme so:

A
A

Die Angabe einer Belegung, auf die wir ohnehin meist ver-
zichten, ist hier liberfliissig, da es sich um die Heranzie-
hung einer konkreten Regel handelt. DaR es sich bei dem
links neben dem SchluBlstrich stehenden A um eine heran-
gezogene Regel und nicht um eine konkrete Anfangsregel

von K handelt, geht daraus hervor, dal ansonsten rechts
neben diesem A noch die leere Belegung <> stehen miiBte:

A LS
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Die spéatere Loschung einer Annahme A vermerken wir durch
ihre Einklammerung [A]. AuBerdem setzen wir links neben
die Klammer eine Ziffer und wiederholen diese links neben
der Kennzeichnung der Regel, bei deren Anwendung die An-
nahme geldscht wurde. Ansonsten behalten wir die in § 1
entwickelte Schreibweise bei.

3 WB]-;;—

(nR A :

Man beachte, daB sich die Operation der LSschung auf die
links neben dem SchluBstrich stehende Regel A bezieht und
nicht auf die Aussage A; die Aufgrund dieser Anwendung der
Regel A abgeleitet wurde.

Beispiel: K2 habe dasselbe Vokabular wie der oben S. 37
definierte Kalkiil K,, ebenso R; = R3 als Grundregeln. K,
habe jedoch noch die zus&@tzliche Grundregel 2. Stufe:
(Ry) a=>a++=3+8 §

Folgende Ableitung zeigt die Ableitbarkeit wvon ++ in K,:

w [+
R:.<&F-9+>

R, Sapdan Tt

(4)?{1 <at=>+ Cok
+ 4

..f_,

Da vor dem letzten Schritt eine Ableitung von +++ aus der
Annahmeregel + vorlag, erlaubte es R,y zu ++ Uberzugehen

und dabei die Annahmeregel + zu ldschen. a wurde bei der
Anwendung von R, durch + belegt. - Die Doppeltheit zwischen
der (als Regel aufgefaBten Annashme + und der unter Benutzung
dieser Annahme im ersten Schritt abgeleiteten Aussage +
erscheint kiinstlich. Man kénnte vereinbaren, den obersten
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SchluBstrich mit den links neben ihm stehenden Vermerken
ganz wegzulassen und bei Ldschung der Annahme + einfach
die oberste Aussage + einzuklammern. Das entspridche dem
Vorgehen bei GENTZEN (19%5) und PRAWITZ (1965), wire je-
‘doch im Hinblick auf die in § 3 folgende Verallgemeinerung
nicht sinnvoll.

Ein weiteres Beispiel, das etwas komplizierter ist: Sei K3
der Kalkul mit o,+ als Atomen, a als einziger Objektvariable.
Alle Ausdrucksformen und Ausdriicke seien auch Formeln bzw.
Aussagen. a seli Aussagenvariable. K5 habe die Grundregeln:

(Rq) o
(Ry) a,800 = a+
(33) a0 = 800

(Ry) a=>a+ = a+

(RE) a0 Sa+j;a=3a+ —=a++

Die folgende Ableitung zeigt, daB sich +++ in K5 aus +00
ableiten 1aBt:

@[+9)
] ——— By ot
,pg‘ + +oo0 (2]E+] - £58 e
(A)’p\'-q T R, + +00
i o + 4+
() R = T :

Auf die Notation von Belegungen wurde dabei verzichtet.
Abgesehen von +00 wurden in der Ableitung von +++ alle An-
nahmen an allen Stellen ihres Vorkommens geldscht.

Nun zur exakten Definition des Ableitungsbegriffs. Zundchst
einige Vereinbarungen. Sei R eine Regel. Dann sei (R),1

das System ihrer Vorderregeln, (R), ihre Hinterformel.
Falls R also die Gestalt Rq,...,anbx hat, dann ist
(R),=Rq9e--sRy und (R),=x. Falls R von O. Stufe , ist
(R)q das leere System. Sei M ein System von Regeln. Dann
sei {F} die Menge der in [ vorkommenden Regeln. Ins-
besondere ist also {XR)q} die Menge der Vorderregeln

von R. {.} bezeichnet also den Ubergang von einem System
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von Zeichen zu der endlichen Menge der in ihm vorkommenden
Zeichen.q) Speziell sei {} , d.h. die Menge der im

leeren System vorkommenden Zeichen, mit @ bezeichnet.

E; v % sollen wie liblich die Vereinigung bzw. die
Differenz endlicher Mengen bezeichnen. Fiir die "offizielle"
Notation(Rlﬁ{Er”}KH{>einer Ableitung gilt das in §1 gesagte,
nur daB Jetzt nicht nur T, — /9y , sondern auch /3
wegfallen kann (im Falle der Heranziehung einer Annahme).

Wir definieren:

T ist von M abhingige Ableitung von A,genau dann, wenn

A Aussage, M endliche Menge konkreter Regeln O. Stufe

(d.h. Menge von Annshmen) und einer der folgenden Falle
gilt:

1) T hat die Gestalt <R,B8,A> , R ist Anfangsregel von K,

/5 ist Belegung, R”=A und M=g.

2) T hat die Gestalt <R,A> , R=A und M={Al.

3) T~ hat die Gestalt {R,s, T, ,-e-4 l,,A> , R ist Grundregel
1. oder 2. Stufe von K, /3 ist Belegung, fiir jedes i (1%i<n)
ist7E von M, abhéngige Ableitung von A,, RﬁEERq,...,Rn=>A ,
fiir jedes i (1¢i#n) ist (Ry),=A; , und M=T~ {(R;)}).

Klausel 1) drickt die Anwendung einer Anfangsregel aus,.

2) die Heranziehung einer Annahme, 3) die Anwendung einer
Grundregel 1. oder 2. Stufe, bei deren Anwendung u.U. An-
nahmen geldscht werden. Diese induktive Definition ist ent-
scheidbar; insbesondere sind die in 3) vorkommenden Quanti-
fikationen iber M. "peschrankt", d.h. wenn man die Defini-
tion durch Godelisierung als zahlentheoretische Definition
auffaBt, ergeben sich beschriankte Quantoren.

Weiterhin ist diese Definition so beschaffen, daB nur in
T effektiv angewandte konkrete Grundregeln zu 1M gehoren.
Es gilt sogar,daB M eindeutig bestimmt ist, falls I von M
abhingige Ableitung von A ist. Deshalb definieren wir noch

den Begriff der Ableitung von A aus einem (endlichen) Sy-
stem von Regeln, fiir den gilt, daB eine Ableitung von A aus

" zugleich eine Ableitung von A aus ™ ist, falls {[}<{/™}:

1) Vgl. dazu LORENZEN (1955), 8. 131f.
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T ist Ableitung von A asus /' genau dann, wenn A Aussage,

" System konkreter Regeln O. Stufe und es eine endliche
Menge M gibt mit M<{r}, so daB | von M abhingige Ab-
leitung von A ist. (Diese Definition ist offensichtlich
auch entscheidbar, da die Quantifikation iiber M "beschrankt"
ist.)

A ist aus ' in K ableitbar (PPKA) genau dann, wenn es ein
T gibt, so daB [[ Ableitung von A aus [' ist. Wenn [' das
leere System ist, schreiben wir auch "FEA".

Man beachte, daB der Begriff der Ableitung aus [ fiir Systeme
und nicht fir Mengen definiert ist, ebenso der Begriff der
Ableitbarkeit. Das erweist sich flir syntaktische Unter-
suchungen zweckmdfiger. Es gilt natiirlich: ]| ist Ableitung
von A aus [' genau dann, wenn il Ableitung von A aus r
ist, falls {P}Z{Pﬂ. Dieses Resultat werden wir im folgenden
benutzen, ohne es zu erwdhnen, d.h. wir wenden stillschwei-
gend Strukturregeln auf [ o

1) Statt der Definition einer Ableitung von A sus ', d.h.
der Definition einer zweistelligen Relation, kann man auch
einen "Annahmenkalkiil" angeben, dessen Aussagen etwa die
Gestalt /' P A haben und in dem ['P A genau dann ableitbar
ist, wenn A aus [’ im Ausgangskalkiil ableitbar ist. Ein
solcher Annahmenkalkiil (wie er sich z.B. bei GENTZEN 193%6
S. 514f. fiur den Kalkiil des natiirlichen SchlieBens findet
wdre ein Kalkiil im Sinne von § 1. Um die in ihm ableitbaren
Sequenzen [' P A sinnvoll interpretieren zu konnen, wird
man jedoch wieder auf den in diesem §en definierten Kalkiil-
begriff zurickgreifen miissen, fiir den der Begriff der Ab-
leitung aus Annahmen grundlegend ist.
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§ 2. Regeln beliebiger (endlicher) Stufe

Die zentrale Definition des in § 2 im AnschluB an JAS-
KOWSKI und GENTZEN entwickelten Kalkiilbegriffs war die
der von einer endlichen Menge von Aussagen abhangigen Ab-
leitung einer Aussage. Dabei hatten wir Annahmen als kon-
krete Regeln O. Stufe interpretiert. Diese Auffassung legt
die Verallgemeinerung nahe, nicht nur konkrete Regeln O.
Stufe, sondern auch konkrete Regeln 1. und 2. Stufe als
Annshmen zuzulassen, die man heranziehen und wieder 16-
schen kann. Da eine Regel, bei deren Anwendung man eine
Annahme O. Stufe loschen konnte, schon von 2. Stufe war,
muB man dann Regeln 3. und 4. Stufe einfiihren. Will man
auch solche wieder als Annahmen benutzen, benotigt man
Regeln noch hoherer Stufe. Es ist also sinnvoll, Regeln
und entsprechend such Annahmen beliebiger (endlicher)
Stufe zu definieren.

Wir fiihren ganz allgemein den Begriff der Regel be-
liebiger (endlicher) Stufe ein, wobei alle anderen Bestim-
mungen liber das Vokabular eines Kalkiils aus § 1 bzw. § 2
Ubernommen werden:

1) Jede Formel ist eine Regel O. Stufe.

2) Sind Rq""’Rn Regeln hochstens m-ter Stufe, ?Qb&l min-
destens ein R. (1<i<n) von m-ter Stufe ist, und ist X
Formel, so ist qu..., -ﬁ;X eine Regel (m+1)-ter

Stufe, wobei an den mit x markierten Stellen m  Punkte

stehen sollen.

Mit "Regel" meinen wir von nun ab "Regel irgendeiner Stufe'.
Wie oben (S. 40) vereinbaren wir wieder,daB wir bei meta-
sprachlicher Mitteilung einer Regel (insbesondere wenn die
Regel unbestimmt, also ohne Angabe ihrer Stufe angefiihrt
wird) suf die Punkte iiber Komma und Regelpfeil verzichten
bzw. nur soviele Punkte setzen, daB die metasprachliche
Mitteilung nicht mehrdeutig wird. Z.B. notieren wir
R1§R2ﬁ>R5%>A , such wenn R,,R,,Rz von hdherer als O. Stufe
sind. Aus der unbestimmten metasprachlichen Mitteilung kann
man also nur die Stufenunterschiede herauslesen (z.B. daB
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hier R, hdchstens die Stufe von R,=Rz haben kann), nicht
jedoch die absoluten Stufenzahlen.

R” sei analog zu vorhin induktiv definiert: Falls R

die Gestalt'Rq,...,Rn:$>X hat, dann sei R/ gerade
R,]‘a’,...,Rnﬂ’:;}{/3 . Pir Formeln X ist X”° auf S.%3% er-
klart worden. Vorderregeln und Hinterformel seien wie auf
S. 40 erkldrt. Weiterhin benutzen wir "Annshmeregel" und
"Annahme" synonym mit "als Annshme herangezogene Regel'.

Die intendierte Bedeutung einer Regel kann man wdrtlich
von S.41 {ibernehmen, nur daB "Annahmen" jetzt konkrete
Regeln beliebig hoher Stufe sein konnen. Eine Regel
X1:>zgé>xg;x4ﬁ>x5é>x soll also bedeuten: Fir jede Bele-
gung / darf man von Xf?/} und X5/3’ zu Xﬁ {ibergel;lgen

und debei die eventuell in der Ableitung von X5 be-
nutzte Annahmeregel X=X, und die evtl. in der Ablei-
tung von X5ﬁ benutzte Annshmeregel XJS 16schen. Falls also
z. B. die Ableitung von X5*G nur von X, =XJ> und die Ab-
leitung von X§3 nur von Xﬁ? abhdngig war, so ist die ent-
stehende Ableitung von X” von keiner Annshmeregel mehr
abhdéngig.

Die Funktionsweise einer Regel hoherer Stufe wird exakt
durch die genaue Definition des Ableitungsbegriffes fest-
gelegt; Beispielableitungen kdnnen den Ableitungsbegriff
jedoch verstdndlicher machen. Zur Notation von Ableitungen

gilt das in §2 gesagte,nur daB Annahmen nicht mehr nur an
der Spitze von Ableitungen herangezogen werden, sondern

auch im Verlaufe von Ableitungen, sofern es sich bei den
Annahmen nicht um Regeln O. Stufe handelt.

Beispiel: Sei K, der Kalkil mit den Atomen o,+ und a als
einziger Objektvariable. Alle Ausdrucksformen und Ausdriicke
seien auch Formeln bzw. Aussagen. a sei Aussagenvariable. Ky
habe die Grundregeln:

(Rq) 0

(Ry) a0 =800

(33) a+ =8

(Ry) 008 =00a8++=>00a8+ =>a+
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Die folgende Ableitung beweist die Ableitbarkeit von o+

aus 0=>00 1in Kq, wobei auf die Angabe von Belegungen ver-
zichtet wird:

R,
o
o =00
(2]
[
Coop
(4) [Oﬁﬁéuoo-fa
Qoo + +
?3
GOO_+_
{4
}?H
o+

Im 2. Schritt wurde die konkrete Regel o=00 a8ls Annah-
me herangezogen, indem von o zu oo iibergegangen wurde.

Im 4. Schritt wurde ooo=000++ herangezogen, indem

von 000 zu 000++ iibergegangen wurde. Nach dem 5. Schritt
lag eine Ableitung von ooo+ aus der herangezogenen Annahme
000=p000++ vor. Also erlaubte es R, (bei Belegung von

a durch o), im 6. Schritt zu o+ iiberzugehen und dabei die
Annahme o0o00=»000++ 2zu lOschen.

Ein etwsas komplizierteres Beispiel: K5 habe o,+ als Atome,
a,b als Variable. Alle Ausdrucksformen und Ausdriicke seien
auch Formeln bzw. Ausscgen. a,b seien Aussagenvariable.

Die Grundregeln von K5 seien:

(Rq) +,8=a+

(Re) 0 =>a=>a

(R3) a=>aaxxb=b

(R4) a=>a0;a=3b00b=Db

Folgende Ableitung, bei der wieder auf Angabe von Bele-

gungen verzichtet wird, beweist die Ableitbarkeit von +
in K5:



() (o]
©) [0 =05]-2 )\ o] o]
O
U-}[(d} O0=>o0; o—L-}-H © 0_7 (3) CO z)oa @
’R4 + 0T

m'P\H cet
(M R; €

_l._
(1) Rq, T

Dieses Beispiel zeigt, daB die Heranziehung einer Annshme-
regel mit der Ldoschung einer anderen Annahmeregel verbun-
den sein kann: Bei Heranziehung von o0 =00;0=+ wurde o
geloscht. Diese herangezogene Regel selber wurde spidter wie-
der bei Anwendung von Ry, geldoscht. Obige Ableitung zeigt

weiterhin, daB Aussagen ableitbar sind, ohne daB K5 eine
Anfangsregel hat.q)

Jetzt die exakte Definition der erweiterten Ableitungsbe-

griffes. Die Zeichen (R)q,(R)g,-{P} verstehen wir dabei
wie auf S.44f. angegeben.

ﬂqist von M abhdngige Ableitung von A genau dann, wenn A
Aussage, M endliche Menge konkreter Regeln (d.h. Annahmen-
menge) und einer der folgenden Fdlle gilt: '
ﬂ)ﬁw‘hat die Gestalt <<R,ﬁ,A>>, R ist Anfangsregel von K,
/3 ist Belegung, R =4 und M=¢g.

2) T hat die Gestalt (R,A> , R=A und M={a}.

3) T nat die Gestalt (R,B, lye.., T, ,A> , R ist Grundregel
von K, die nicht Anfangsregel ist, A ist Belegung, fir
jedes i (14i4n) istqnivon M, abhingige Ableitung von A,
R'=R,,...,R =>A , flir jedes i (1%i¢n) ist (Ry), =4y

und M=\ (13N {(R5) YD .

4) T nat die Gestalt {R,W, ,...,l ,A>, R ist konkrete Regel
von mindestens 1. Stufe, die nicht Grundregel von K ist,

1)Fiir letzteres 14Bt sich auch noch ein einfacheres Rei-
spiel geben, ndmlich die Ableitung ()[o]

(DR,
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fir jedes i (M£i<mn) ist™fi; wvon M, abhéngige Ableitung
von A;y, R=Rj,...,R =>4, fir jedes i (1<i<n) ist

g M.
(Rj)p =43 5 und M=0JQ; N {(R;)})viR].

Klauseln 1) und 2) stimmen mit den entsprechenden Klauseln
aus § 2 liberein, 3) ebenso, wenn man davon absieht, daB

R jetzt beliebige Stufe haben kann. Klausel 4) regelt die
Heranziehung von Annahmen von héherer als 0. Stufe. Eine
solche Heranziehung geschieht ja dadurch, daB man die heran-
gezogene (konkrete) Regel anwendet und zugleich in die

Menge der Annahmen aufnimmt. - Es lieBe sich wieder leicht
zeigen, daR die definierte Relation entscheidbar ist

(vgl. oben S. 45).

Weiter definieren wir, wobei sich alle oben S. 45f. gemach-
ten Bemerkungen wortlich auf unseren erweiterten Kalkiilbe-
griff ibertragen:

Eine Zeichenreihe [l A heiBt Ableitungsbeziehung, wenn
es eine von {['} abhingige Ableitung von A gibt.

TT ist Ableitung von A aus [ genau dann, wenn A Aussage,
" System konkreter Regeln und es eine endliche Menge M
mit M < i gibt, so daB || von M abhingige Ableitung von
A ist.

A ist aus |' in K ableitbar (MgA) genau dann, wenn es ein
T gibt, so daB T eine Ableitung von A aus [ ist.

Wenn wir im folgendenfﬂfﬁg behaupten, so meinen wir immer,
daB wir einen effektiven Beweis fiir diese Behauptung haben,
also eine Ableitung von A aus [' angeben konnen.

Zur Notation von Ableitbarkeitsbehauptumgen[ﬂ}ﬁA: Ist die
héchste Stufe einer in [' vorkommenden Regel n, so werden
die in [' vorkommenden Regeln vor "fﬁ" durch Kommata mit
n Punkten getrennt. Flir die metasprachliche Mitteilung von
Ableitbarkeitsbehauptungen gibt jedoch wieder die Verein-
barung, nur soviele Punkte iiber die Kommata zu setzen, daB

keine MiBverstidndnisse auftreten kdnnen. - Falls klar ist,
um welchen Kalkiil es sich im jeweiligen Kontext handelt,
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lassen wir den Index "K" weg, schreiben also "|-" statt

Hl_}(tl "

Wollten wir einen Ableitungsschritt schematisch notieren,
so konnten wir dies etwa so tun:

Wil D

/5
() AAL A A ISA— M AL
7
A
N A
wobeil " éﬁ fur eine Ableitung von Ai mit den Annahmen
AP stent.

Es ist natiirlich unerheblich, ob wir stattdessen schreiben

[AP] [AZ]
(+y DAL DA S A R V-
Afl

und so suggerieren, die Regel ﬁdé?ﬁﬂ;..-;AM:%MAn;;hA

sei eine mit Hilfe von —> zusammengesetzte Formel. Wir
konnten dabei statt von "Regel" z.B. von " = -Formel",
statt von "konkreter Regel" von ",@;—Auésage", statt von
"Grundregel" von "Axiom" reden und dann (**) als Schemsa
fir einen Ableitungsschritt wdhlen, in dem links eine

"= ~Formel" als Pra@misse auftritt. Das widre aber nur eine
Frage der Terminologie, da " —-Formeln" so wie Regeln
nicht Konklusionen von Regelanwendungen sein kdnnen. D.h.:
In (**) ist die linke Prédmisse immer Annahme (bzw. Axiom).
Zudem ware dleser Vorschlag insofern ungliicklich, als man
sinnvollerweise nur das Aussage nennt, was sowohl Pridmisse

als auch Konklusion einer Regelanwendung sein kann.

Anders ist es, wenn man statt (*) folgende Schemata fiir
Ableitungsschritte zur Verfiigung hat:
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[Rq,.:.,Rn]

A
= -Einfihrung

Rq’--.,RnéA

R’]’...‘RD_#A R/l LI R

= -Beseitigung
A

wobei Rq’°"$Rn =-Aussagen (d.h. konkrete Regeln) und A
eine Aussage sei. FaBt man ferner Axiome (d.h. Grundregeln
in der anderen Terminologie) als Axiomenschemata auf, er-
laubt also filir jedes Axiom R und jede Belegung /3

R/B

als Anfang, so ergibt sich eine Art Implikationskalkiil mit
=> als (materialem) Implikationszeichen, der allerdings
nur linksiterierte Implikationen (eben = -Aussagen)
zulaBt. Es lieBe sich fiir diesen Kalkiil ein geeigneter Ab-
leitungsbegriff definieren, gem#R dem ein Ableitungsschritt
sich nach obigen Schemata vollzieht. Diese Schemata wiirden
also nicht explizit als Regeln auftreten. Wenn wir einen so
konstruierten Kalkiil mit K, bezeichnen (wobei die Grund-
regeln von K die Axiome von Keay sind), so 1Bt sich leicht
fiir konkrete Regeln (= -Aussagen) Rq,...,Rn und Aussagen

A zeigen:

Rq,...,Rn]-E;;A ged.We Ryy..e,R b A .

Fiihrt man FRR als Abkiirzung fiir (R)qfi(R)g ein, so
gilt sogar

(1) Fﬁ;;R g.d.w. | R fiir alle konkreten Regeln R.
D.h.: Technisch gesehen sind K%; und K gleichwertig.

Warum wir K mit seinem komplizierteren Ableitungsbegriff

vorziehen, hat philosophische Griinde: Wir gehen von einer
bestimmten Interpretation von Zeichengebilden

aus, nadmlich ihrer Interpretation als Regeln: Du darfst zu
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A iibergehen, falls du filir jedes i (1€ i<n) Ai unter
Benutzung von Ai abgeleitet hast (wobei dies gegebenen-
falls auf eine Belegung /3 zu relativieren ist). Diese
Interpretation wird durch den Ableitungsbegriff von K ex-
pliziert; ein Schema der Art (*) gibt unmittelbar die
philosophische Interpretation von (2) wieder. Der Ab-
leitungsbegriff von Ko, wirde dies nicht leisten. Die
Schemata der = ~Einfilhrung und =.-Beseitigung lieBen sich
durch unsere Interpretation von (2) nur auf Umwegen (etwa
liber S&tze wie (1)) rechtfertigen. Mir ist auch keine an-
dere Interpretation von linksiterierten Implikationen be-
kannt, die unmittelbar zu den Schemata von =>-Einfiihrung
und =—=>-Beseitigung fiihrt. Wir werden zwar selbst in Kapi-
tel 2 bei der Behandlung aussagenlogischer Operatoren
Regeln fur einen Junktor - motivieren, die obigen
Schemata entsprechen, doch diese Motivation geschieht
wieder unter Rickgriff auf den —,-Begriff. Unsere Deutung
von linksiterierten Implikationen durch Regeln scheint so
grundlegend und auch klar zu sein, daB es schwierig sein
diirfte, einen noch fundamentaleren Begriff zu finden.

Dies hindert natiirlich niemanden, aus technischen Griinden
fir metalogische Untersuchungen die gewohntere Kalkiilform
K-, 2zu wdhlen. Wir wollen jedoch auf die mdglichen tech-
nischen Vereinfachungen verzichten, um die philosophische
Interpretation des =—-Begriffs besser hervortreten zu
lassen.

Man kann also unsere Erweiterung des Kalkilbegriffs in
diesem §en auch so zussmmenfassen: Wir geben eine Deutung
von linksiterierten (materialen) Implikationen mit Hilfe
des Regelbegriffs. Diese Deutung bietet uns den grund-
legenden Begriff der (materialen) Implikation, auf die
wir dann in Kapitel 2 die aussagenlogischen Operatoren
zurickfiihren werden.

Es sei noch darauf hingewiesen, daB der definierte Begriff
der Ableitung in einem Kalkiil eine Idealisierung des
Begriffs der Begriindung sein soll, jedenfalls gewisser Ar-
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ten von Begriindungen. Begriindungen einer Aussage A gehen Jja
immer so vor sich, daB man auf Aussagen Aq""'An und eine
Regel R zuriuckgreift, die es erlsubt, von Aq*"'*An zUu

A lberzugehen. Da eine Begriindung fundiert sein soll, also
irgendwann bei askzeptierten Annshmen enden muB, kann man
sie auch umgekehrt als Ableitung lesen, wenn man die schon
als akzeptiert unterstellten Regeln, nach denen man von
Aussagen zu Aussagen lUbergeht, als Grundregeln eines Kal-

kiils auffafRt.

Der Ableitungsbegriff umfaBt damit sicherlich nicht alle
Aspekte des Begrindungsbegriffs, aber jedenfalls einen
wesentlichen Teil davon, und zwar in idealtypischer Weise.
Dieser Teil ist groBer als der vom LORENZENschen Kalkiilbe-
griff erfaBte, weil er auch das SchlieBen aus Annahmen mit-
einbezieht. Der Ansatz, im Rahmen von Kalkiilen die Bedeu-
tung logischer Partikeln festzulegen, soll also auch ein
Betrag zur argumentationstheoretischen Begriindung der Io-
gik sein.
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§ 4. Einige Konventionen und Hilfssdtze

In diesem §en werden einige Konventionen eingefiihrt, die
fiir kiinftige Beweise zweckmdBig sind, auBerdem einige
wichtige Satze.

Der Kiirze halber werden wir in Kapitel 2 und 3 Ausdriicke,
Aussagen, Regeln, Ableitungen etc. eines Kalkiils K oft
als K-Ausdriicke, K-Aussagen, K-Regeln, K-Ableitungen etc.
bezeichnen, das Prafix "K-" jedoch weglassen, wenn aus
dem Zusammenhang klar ist, um welchen Kalkiil es sich han-
delt. Fiir diesen § 4 gehen wir immer von einem festen
Kalkiil K im Sinne des § » aus, brauchen also die Relati-
vierung auf K nicht zu notieren.

Sei R eine Regel, in der hochstens 8 94998, 21 Objekt-
variasblen auftreten. Um dies auszudriicken, schreiben wir
auch R(aq,...,an). Wenn nicht ausdriicklich erwdhnt, besagt
die Schreibweise R(aq,...,an) also nur, daB hochstens
8,9e++48, an Variablen in R(aq,...,an) vorkommen, nicht
jedoch, daB genau B8 yeee98y auftreten. Seien Aq""'An
Objekte aus den Varisbilitdtsbereichen von a,,...,8, (re-
spektive). Dann sei R(Aq,...,An) die aus R(aq,...,an)
durch Substitution von ay durch A (14« i< n) hervorgehen-
de konkrete Regel. Entsprechende Festsetzungen sollen fiur

Regelsysteme [ﬁ(aq,...,an) bzw. ZX(Aq,...,An) gelten.

Nun einiges zur unbestimmten Mitteilung von Ableitungen:
Wenn wir metasprachlich mitteilen wollen, daB eine Ablei-
tung von A aus |' vorliegt mit Re{ﬁ}, notieren wir dies mit

R
A 1]
Die Schrei%weise

A )
die man vom Kalkiil des natlirlichen SchlieBens her gewohnt
ist, kOnnen wir nicht iibernehmen, da Annshmen hoherer Stufe
nicht an der Spitze, sondern im Verlaufe von Ableitungen
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eingefiihrt werden. Manchmal benutzen wir statt Punkten

auch Kreuze
+

Rx
+
A,
um uns spater wieder aus dieselbe Ableitung beziehen zu

kdnnen. Anstelle von R kann such ein System A von kon-
kreten Regeln stehen:

A
A,
wobel wir gelegentlich die Elemente des Systems auch
untereinander schreiben:

R,
%
A [l
Fine Notation

[ ﬂJf

B

R Y
versteht sich dann von selbst: Sie dient der unbestimmten
Mitteilung einer Ableitung von A, die im letzten Schritt
die Regel R auf die einzige Prdmisse B anwendet, wobei
bei dieser Anwendung von R die Regeln A geldscht wer-
den. Die Anwendung einer Regel R, die mdglicherweise
mehrere Vorderregeln hat, notieren wir unbestimmt so:

tit [

Hiilk

R

A
Hier kdnnen wir allerdings keine Annahmenloschung mehr

mitnotieren, da diese sich jeweils auf die Ableitungen
der einzelnen Pramissen bezieht. Es kann ja z.B. der Fall

(A)[-R;L-: qu .
R A“ o
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auftreten, in dem bei Anwendung von R die Annahme Rq nur
in der Ableitung von Aq geldscht wird und nicht in der
Ableitung von A2, so daB die entstehende Ableitung weiter-

hin von R,t abhéngig bleibt.

Liegt eine Ableitung von A aus [' mit Bei{l} vor, wobei
B herangezogene Regel O. Stufe (d.h.Aussage), dann notie-
ren wir statt

da in diesem Falle B an der Spitze eines Ableitungsfadens
stehen muB. Eine Ableitung von A aus [’ mit {B,CB‘iipl
notieren wir auch so:

—_—— C_,_._..

& L3 i

.\ .
Man beachte, daB in Ableitungen, die auf diese Weise un-
bestimmt mitgeteilt werden, neben den notierten Annahmen

noch weitere Annahmen herangezogen sein konnen, die jedoch
im betrachteten Zusammenhang nicht hervorgehoben werden.

Seien Ableitungen
LY

und

= ++++

A
gegeben. Dann bezeichne

T v o SR
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die Ableitung, die aus

>3

A
dadurch entsteht, daB man jede Anwendung der herangezogenen
Regel B ersetzt durch die Ableitung
+

von B.

P+ Fet

sei T eine Ableitung. Bei einer Regelanwendung

A L 'An
7 .

heillen die Ausségenvorkommen A19"°'An Prémissen der An-
wendung von R, A heiBle die Konklusion der Anwendung von R.
Von den Aussagenvorkommen Aq""’An sagen wir auch, daR
sie nebeneinander stehen bzw. daB z.B. A, (1inks) neben
A5 steht etc., A heiflit auch die rechteste Prémisse der

Anwendung von R. Von A

ﬂ""’An sagen wir weiterhin, daB sie
unmittelbar iiber A in T stehen, von A, daB es unmittelbar
unter Aq,...,An steht. Diese Redeweisen sind unabhingig
davon, welche Stufe die Regel R hat und ob bei Anwendung
von R Annahmen geldscht wurden; z.B. sollen auch in dem Fall

WwR}: - ... ;ﬁ[gj:

A L. A
4 A o C "
YR x

AjyeeeyA Prémissen der Anwendung von R und A Konklusion der
Anwendung von R heifRen.

Ein Aussagenvorkommen A heiBRt ein oberstes Aussagenvorkommen

in ' , wenn unmittelbar iiber A kein Aussagenvorkommen
steht. A ist das unterste Aussagenvorkommen von [ s Wenn

unmittelbar unter A kein Aussagenvorkommen steht.
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Ein Faden in || ist ein System Aq"°'&An von Aussagenvor-

kommen in | , S0 dalB Aq ein oberstes Aussagenvorkommen in
T ist, A. unmittelbar iiber A. 14 steht fiir alle i (1< i< n)
und A unterstes Aussagenvorkommen von 1| ist. (Ein System
von Aussagenvorkommen kenn man sich dabei z.B. vorstellen
als Liste von Aussagen, wobei jede Aussage mit einem zu-
sdtzlichen Index versehen ist, der die Position dieser
Aussage in i eindeutig charakterisiert.) Statt daB A,

in einem solchen Faden vor Aj steht (1< i< j<n), sagen
wir anschaulicher auch, daB A. in diesem Faden uber Aj

und A. in diesem Faden unter A steht. Ein Aussagenvorkommen
A steht in 1 iiber B, falls es einen Faden 1n~TT gibt,

in dem A iber B steht. A steht in T unter B, wenn B in

T iiber A steht.

Ferner noch einiges zur Abkiirzung von Ableitbarkeitsbehaup-
tungen bzw. Regeln: Seien f“,[x Systeme konkreter Regeln,
Rq,...,Rn,R konkrete Regeln. Dann sei MN}—R Abkiirzung fur

ﬁ,(R)qk—(R)g .TWF—Rq,...,Rn sei Abkiirzung fiir das System
von Ableitungsbeziehungen

'R,
M—R, -
M——A bedeute, falls [\ A nicht leer:
M- A
AT

(In den letzten beiden Fdllen wird also eine metasprach-
liche Konjunktion abgekiirzt.)

Entsprechende Vereinbarungen fiir Regeln statt Ableitungs-
beziehungen: Seien Rq,...,Rn,R (nicht notwendigerweise kon-
krete) Regeln, [ System von Regeln. Dann sei M=>R
Abkiirzung fiir F,(R]qt?(R)g und W'Equ,...,Rn Abklirzung
fiir das Regelsystem

=

. Ry

P%ﬁn .
N &A stehe flir das Regelsystem
= A

A =D,
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Eine konkrete Regel R heiBRe ableitbar, wenn gilt: R,
d.h. nach obigen Definitionen, wenn gilt: (R),H(R),.

Eine nichtkonkrete Regel R(aq,...,an) heiBe sbleitbar,
wenn fir alle Ausdriicke Ajyeseyh aus den Varisbilitatsbe-
reichen von a,,...,a  (respektive) gilt:¥-R(A1,...,An),
d.h.: (R(A,I,...,An)),l}——(R(A,],...,An))g . Entsprechend
heillen Regelsysteme A;(aq,...,an) ableitbar, wenn fir alle
Ausdriicke Ajye-syA aus den Variabilitdtsbereichen von
8,9++.98  (respektive) gilt:¥—ﬁk(&1,...,An) (was durch
obige Definitionen erkliart ist).

Wir erweitern noch unsere Schreibweise, mit der wir auf

die Vorderregeln und Hinterformel einer Regel R Bezug

nehmen. Wir hatten (R)q als Bezeichnung fiir das System der
Vorderregeln von R gewdhlt, (R)2 fiir die Hinterformel.

Falls R Formel, war dabei (R)q leer und (R)gfiR. Falls R

n Vorderregeln hat, zalso(R),I aus n Gliedern besteht, sei
(R)ﬂ,i (1< i< n) die i-te Vorderregel von R, also das i-te
Glied wvon (R)q. Hat R nur eine Vorderregel, dann ist (R)q

mit (R)q’q identisch. Dies konnen wir nun iterieren: (R)q,i,q
sel das System der Vorderregeln der i-ten Vorderregel

von R, (R),1 i,2 die Hinterformel der i-ten Vorderregel von

R. Falls (R)q . Formel, sei (R),]’1 p wieder leer und

(R),1 A, 2‘“13)1 .. Man kann sich diese Schreibweise leicht
merken, wenn man daran denkt, wie man den Ubergang von Go-
delnummern von Zeichenfolgen zu Godelnummern von Gliedern
solcher Folgen oft notiert.q)
Man konnte gegeniliber unserer Definition der Ableitbarkeit
von Regeln einwenden, sie werden der intendierten Bedeutung
von Regeln nicht gerecht. So solle doch eine Regel A=>B=C
bedeuten: '"Man darf zu C iibergehen, wenn man B unter Benut-
zung der Annahme A abgeleitet hat.'" Dementsprechend miisse
diese Regel ableitbar heiBen, wenn man eine Ableitung von

B unter der Annshme A in eine Ableitung von C umformen kann

1) Allerdings ist hier (R),I . nicht als ((R) ) definiert.
Denn z.B. ist (A:bB:bC)q 1t:?A=>B —-(A=>B=;C)4 und nicht etwa
(A=B>C), = (A:‘;B),I—”A .
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- d.h. wenn aus ["JAB folgt: " C -, und nicht, wenn
(nach obiger Definition) C unter Benutzung von A=B ableit-
bar ist - d.h. wenn A=>B\—C. Beides ist jedoch bei un-—
serer Fassung der Ableitbarkeit von Regeln gleichwertig,
d.h. es gilt flur beliebige konkrete Regeln R:

(R),}}——(R)2 genau dann, wenn fiir jede Annahmenfolge
M gilt: wennPHR),l, dann P}—(R)g.

Dies ergibt sich aus der Transgitivitdt und Reflexivitdt von
"I-", die wir mit folgenden beiden S&tzen beweisen.

Satz 4.1 (Transitivitdt von "pR")
Seil M System konkreter Regeln, R konkrete Regel, A
Aussage. Falls "~R und M,RH—A, dann ["HA.

Beweis Eine Anwendung einer Annahmeregel R in einer Ab-
leitung IT heiRe frei, wenn dieses Vorkommen von R in B
nicht geldscht wird. Wir filhren Paarinduktion fiber {yJd>,
wobei 4 die Stufe von R sei und ¢ die Zahl

der freien Anwendungen von R in der betrachteten Ablei-
tung 1| von A aus [",R. Wir konnen annehmen, daB R in
[" nicht vorkommt, sonst ist die Behauptung trivial. Wir
miissen zeigen, daB sich Jjede freie Anwendung von R in

m eliminieren 188%.

Ist ¥ =0, dann ist R Aussage. Ist éL:g, dann ist nichts
zu beweisen, da R in T nicht effektiv herangezogen wird.
Ist §J19$ dann wdhle man eine beliebige freie Anwendung von R
in I . Diese sieht so aus:

b3

Man ersetze sie durch , wobei

R R+t
|
P+ ++ +

die nach Voraussetzung existierende Ableitung von R aus

M ist. Die aus I durch diese Umformung hervorgegangene
Ableitung heiBe I . T' ist ebenfalls eine Ableitung

von A aus [',R. Ferner enthdlt I[| eine freie Anwemdung von
R weniger als 7| , da wir annehmen konnten, daB R in [
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nicht vorkommt. Also kann man die Tnduktionsvoraussetzung
beziiglich & anwenden.

Ist >0 und & =0, dann ist wieder nichts zu beweisen.

Ist y>0 und § >0, dann wihle man eine solche freie Anwen-
dung von R in [ , iiber der sich keine weitere freie An-
wendung von R mehr befimdet. Diese sieht so aus:

L«)ER\,‘M‘}: s v s o% o L“?[(mm%:

(*) |
®)

(mR g T R)yma

(R

s Wwobei n die Zsghl der
. Vorderregeln von R sei.

v I Ty . i
Es gilt also [, (R)q,i’,‘\——(R)q’i,z fiir alle i mit
14 i4n, d.h.
(1) MHE®y, (1£izn).
9

Dabei sei {/"} ={"luM, wobei M gerade die Regeln enthalte,

die als Annahmen in dem angegebenen Ableitungsstiick (*) auf-
treten, jedoch bei Regelanwendungen unterhalb von (R)2
wieder geldscht werden.

Weiterhin folgt aus der Voraussetzung [ }R:
FJ,(R),I }'—(R)e 3 d.h.:
(2) T",(R),I’,],...,(R),l‘n[—-(R)E :

Durch n-fache Anwendung der Induktionsvoraussetzung be-
ziiglich y sauf (1),(2) (da (R),i ; von kleinerer Stufe
k]

~als R ist) erhdlt man:
fj'F*(R)e. Es gibt also eine Ableitung
r

+

W
4
+

®,
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Sei T'nun die Ableitung, die man aus 1| erhdlt, wenn man
obiges Ableitungsstiick (*) durch + ersetzt.

picd

+

(®),
Denn ist || ebenfalls eine Ableitung von A aus [,R, da
die in [ gegeniiber [’ zus#itzlich auftretenden Annahmen
bei Regelanwendungen unterhalb von (3)2 wieder geldscht
werden. Ferner enthdlt T' eine freie Anwendung von R weniger
als T , da nach WahI der betrachteten freien anwendung
von R in J[ durch die Umformung keine neue freie An-
wendung von R oberhalb von (R)2 in ' entstehen kann.
Man kann also die Induktionsvoraussetzung beziiglich §&

anwenden.

QED

Satz 4.2 (Reflexivitét von "|-") Sei R konkrete Regel.
Dann R R (d.h. R,(R),li-—(R)2 Ja

Beweis Induktion iiber der Stufe von R. Ist R von O. Stufe,
dann hat R die Gestalt A fiir eine Aussage A. AfA gilt
jedoch trivialerweise.

R habe Stufe >0. Sei n die Anzahl der Vorderregeln von R.
Die einzelnen Vorderregeln (R)ﬂ,i (1«i<«n) von R haben
niedrigere Stufe als R, nach Induktionsvoraussetzung gilt
also fir alle i mit 1£i< n: (R)qsi’(R)ﬂ,i,ﬂk_(R)ﬂ,i,2°

Es gibt also fiir alle i (1£1i<n) Ableitungen:

(-'R)A,L
(R\) A] ‘LIJ‘:
(rp‘)dti.}_ .

Daraus forme man die Ableitung:

R),, R,

UJ[CR)AM.A] 3 A€ PN 5
(4) ?\ L&)"Mll * * . s LR)M“‘-".
Ry, ,

Es gilt also: R,(R),}’,],...,(R)q,n}-—-—(R)2 . d.h.:R,(R)qk—(R)e,
d.h.: RFR .
QED
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Satz 4.3 Seien A4,B,C Aussagen, [, A , [\, Systeme

konkreter Regeln:

(i) Wenn M™-A wund A, ,AFA , denn [, 8 FA (4 nicht leer).
(ii) NM=>A, M A (N A nicht leer).

(iii) P=48 4=, FP= 5, (N A b, nicht leer).

(iv) Wemn A=>g+R , dann A C=AjCFBR ( A nicht leer).
Beweise Sofort aus den Sidtzen 4.1, 4.2 und den oben S. 60
eingefiihrten abkiirzenden Schreibweisen.

QED

Zum Beweis der folgenden Ersetzungstheoreme bendtigen wir
den Begriff der Komponente n-ten Grades eines Systems A
von (nicht notwendigerweise konkreten) Regeln:

Alle Glieder von A sind Komponenten O. Grades von A .
Jedes Vorkommen einer Vorderregel einer Komponente n-ten
Grades von /A ist eine Komponente (n+1)-ten Grades
von A .

Sei z.B. B das sus einer einzigen Regel 3. Stufe beste-
hende Regelsystem, wobei Xq,...,X4,X Formeln sind:
X, r%»)(z;}%:}}{LL 5 X=X —X %

Denn ist A die einzige Komponente O. Grades von 4 . Die
als Vorderregeln von A vorkommenden Regeln quéxe;x5é9X4
und Xq%>X2 sind die Komponenten 1. Grades von A ., Die als
Vorderregeln der Vorderregeln von A vorkommenden Regeln
Xﬂﬁng und. X5 und Xq sind die Komponenten 2. Grades von
A . Die als Vorderregel der ersten Vorderregel der ersten
Vorderregel von O vorkommende Regel X, ist die einzige
Komponente 3. Grades von A . Man beachte dabei, daB sich
die Definition von "Komponente" auf Regelvorkommen be-
zieht: X, kommt in A sowohl zls Komponente 5. Grades,

an anderer Stelle Jjedoch auch als Komponente 2. Grades von
A vor. Ebenso kommt quéXg einmal als Komponente 2. Grades,

an anderer Stelle jedoch auch als Komponente 1. Grades von
A vor.
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Der Grad einer Komponente ist gewissermaBen eine Umkeh-
rung der Stufe. Im verliegenden Beispiel hat & Stufe 34
ist jedoch Komponente O. Grades von sich selbst; xﬂ hat
Stufe 0, kommt jedoch an der linkesten Stelle von A als

Komponente 3. Grades von A vor.

Satz 4.4 (Ersetzungstheorem I) Sei R konkrete Regel,

® BSystem konkreter Regeln. Sei A[R] System konkreter
Regeln, in dem R als Komponente irgendeines Grades an einer
Stelle vorkommt. Sei A[®] das Resultat der Ersetzung
dieses Vorkommens von R in A[R] durch ©® . Wenn gilt:
R~ ©, dann gilt auch Al[R]H— AL[®].

Bewels Induktion iber dem Grad, mit dem R als Komponente
in AI[R] auftritt.

Dieser Grad sei O . Dann hat A[R] die Gestalt:

Rq,...,R,...,Rn (worin auch der Fall eingeschlossen sei,

daB R an erster oder letzter Stelle steht, und der Fall wo

n=1). Nach Voraussetzung gilt R}@ , nach Satz 4.2 gilt:

RiF-Ri (1¢i<n). Daraus folgt durch Verdiinnung sofort:
R,],'...,R,...,Rnl—'-R,]

R,],..'.,R,..Z,Rnt—'ﬁn .
Dies ist nun nach Definition gerade A[RJ}F—AL[© ] .
Die andere Richtung folgt analog.

Dieser Grad sei >0. Dann hat A[R] die Gestalt:

Rq,...,RiERJ,...,Rn (wobei wieder i auch 1 oder n sein
kann). Aus Satz 4.2 folgt nun:

(3) R;[R], (Ri[lfa])1 F—(Ri[R])g (1%i%n)
(4) Rrylo1, (Ri[eli,,-!—(ai[--@])e (1¢i<n) .

Da der Grad, mit dem R in (Ril:R]),1 vorkommt, kleiner ist
als der, mit dem R in A[R] vorkommt, gilt nach Induk-
tionsvoraussetzung:

(5) (RyR1) A—(r L0 1}, (1€ifn).

Aus (5), (3), (4) folgt unter Benutzung der Transitivitat
von "—" (Batz 4.1):
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(6) R;[R1, (BR[O ])1F-(R1[R])2 (1£i<n)
(7) Ri[@ i ('Ri[R]},] f— (Ri[ 9])2 (1<i<n) .
(6), (7) ist gerade die geforderte Behauptung, wenn man

beriicksichtigt, deR (R;[R]), = (R;[@1), (1€izn) .
QED

Bezeichnet man diejenigen Aussagen, die selbst Komponente
(irgendeines Grades) oder Hinterformel einer Komponente
(irgendeines Grades) einer konkreten Regel R sind, als die
unmittelbaren Teilaussagen von R, und seien die unmittel-

baren Teilaussagen eines Systems A konkreter Regeln ge-
rade die unmittelbaren Teilaussagen der Glieder von A ,
so gilt:

Satz 4.5 (Ersetzungstheorem II) Sei A Aussage, O

System konkreter Regeln. Sei A[A] System konkreter Re-

geln, in dem an einer Stelle die Aussage A als unmittel-

bare Teilaussage vorkommt. Sei A[®] das Resultat der

Ersetzung dieses Vorkommens von A in A[A] durch ®

(wobei, falls A Hinterformel einer Komponente ' =A von

AlA] ist, M =06 im Sinne der Konvention von S. &0

zu verstehen sei). Dann gilt: Wenn A—+©@ , dann
AlAlA- AL O]

Insbesondere gilt also fiir eine Aussage B: Wenn A—{—B,

dann AlA] —— ALB] .

Beweis Wenn A selbst Komponente (irgendeines Grades)

von AlA] ist, dann folgt die Behauptung aus der von
Satz 4.4. Wenn A Hinterformel einer Komponente von AlA]
ist, gibt es ein System konkreter Regeln n , so daB [M=>A
Komponente von AlA]l ist, A[lA] also die Gestalt

A LM=>A] hat, wobei '=>A als Komponente in A[M= Al vor-
kommt. Durch Anwendungen der Voraussetzung A —H— & und
von Satz 4.3 (iii) ergibt sich I'=>A-N=0 .

Daraus mit Satz 4.4 die Behauptung.

kD
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Kapitel 2: Positive Junktorenlogik

§ 5. Erweiterung von Kalkiilen um Aussagenoperatoren

Wir gehen in diesem Kapitel von einem beliebigen Kalkiil K
der in § % geschilderten Art asus, den wir sussagenlogisch
erwelitern wollen und der deshalb ab jetzt auch "Grundkalkiil"
beiBt.q) Wir erweitern zundchst in irgendeiner Weise das
Vokabular von K um endlich viele neue Atome, die wir

"Aussagenoperatoren" oder kurz '"Operatoren" nennen und die
wir metasprachlich durch "S", MBI, 84", "85 e e mitteilen,
AuBerdem sollen die Klammern "(", ")" und das Komma ","
weitere neue Atome bezeichnen.g) Dabei soll jedem Operator
eindeutig eine positive natiirliche Zahl als Stellenzahl
zugeordnet sein.> Ist {) ein System 84---8, wvon

solchen Operatoren, so sollen die Atome von K —erweitert
um Sq,...,Sz,(,) und das Komma , — gerade die Atome

des Kalkiils K, sein. Wir wollen auch den Grenzfall zu-
lassen, daB () leer ist; wir schreiben dann: Ky o

Wir setzen voraus, daB die Zeichen 81,...,Sz,(,),i in
keinem der betrachteten Grundkalkiile selbst schon als

Atome vorkommen, so daB man also statt Koy auch K'g

bilden kann fiir einen snderen Grundkalkiil K'. Dies ist
keine wesentliche Voraussetzung. Man kann Sﬂ""’se’(') und
y auch als schematische Zeichen ansehen, denen in K

und K'q verschiedene Realisierungen als Atome entsprechen.
So wiirden diesen Zeichen in K'y andere Atome als in Ko
entsprechen, wenn z.B. alle K -Atome such K'-Atome wa-

ren. Eine Kalkiilbildung (K

q)q Wwére damit sinnvoll. Wir

1) Zur Motivation einer solchen Erweiterung wird in § 6
noch einiges gesagt.

2) Im Fall des Kommas "," ist es dabei miBlich, daB die-
ses gleichzeitig in die Schreibweise fiir Kalkulregeln
eingeht und auch sonst in der Metasprache hiufig verwendet
wird. Es geht jedoch immer aus dem Zusammenhang vor, wie
es gemeint ist.

3) Wir behandeln also vorerst nur Operatoren positiver
Stellenzahl. O-stellige Operatoren werden wir in § 10
hinzunehmen.
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sparen uns jedoch diesen Abstraktionsschritt, tun also
so, als hdtten wir einen festen Bereich von Grundkalkii-
len vor uns, so daB wir Operatoren sowie Klammern und
Komma von vornherein verschieden von allen in Grundkal-
kiilen vorkommenden Atomen widhlen konnen.

Weiterhin nehmen wir an, daB auBer den Operatoren sus X)L
beliebig viele weitere , von allen Atomen der betrachte-
ten Grundkalkiile verschiedene, Operatoren jeder Stellen-
zahl >0 vorhanden sind, so daB wir von K, zu Kalkiilen
K, libergehen konnen, wobei (1 Teilsystem von Q)'. Wir

tun so, als hétten wir ein festes Repertoire von Opera-
toren - unendlich viele zu jeder Stellenzahl -, aus dem
wir dann unsere endlichen Systeme 8,-.+S, zusammenstel-
len. Falls O. ein System S,...5, ist, soll {0S das System
54.-.5,8 bezeichnen. Entsprechend sind Schreibweisen wie
SS'Sy, oder .SS' zu verstehen.

Alle K-Objektvariablen seien auch K,-Objektvariablen.
Damit sind alle K-Ausdrucksformen bzw. K-Ausdriicke auch
Kyo-Ausdrucksformen bzw. Ko-Ausdriicke. Eine K,-Objektvariab-
le, die zugleich K-Objektvariable ist, soll in K, den-
selben Variabilitdtsbereich haben, den sie in K hatte,
also weiterhin fiir die (und nur fiir die) K-Aussagen (und
damit zugleich KﬁrAussagen) stehen, fiir die sie in K
stand. Dies hat z.B. zur Konsequenz, daB - falls Q) nicht
leer - K-Aussagenvariable keine K,-Aussagenvariable sind.
Denn wenn der Variabilitédtsbereich einer K-Objektvariablen
gerade die Menge der K-Aussagen ist, fédllt er nicht mit
der Menge der K,-Aussagen zusammen, da letztere bei nicht-
leerem () eine echte Obermenge der Menge der K-Aussagen.
ist. K-Aussagenvariable stehen also in K, nur fiir solche
K,-Aussagen, die zugleich K-Aussagen sind, nicht fir be-
liebigé K,-Aussagen.

AuBer K-Objektvariablen besitze K eine entscheidbare
unendliche Menge zusdtzlicher Objektvariablen, die wir
nit npn’ np"u’ npen’...’uqn, "Qz]"g HQ2“g--03"r“’ ﬂr']“!
"r,"y... mitteilen. Der Variabilitédtsbereich dieser Ob-

jektvariablen sei die in folgender Weise induktiv defi-
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nierte Menge Ol:

1) Jede K-Aussage gehdrt zu (O] .
2) Gehdren A,,...,A  2zu Ol , dann gehdrt auch S(A ,...,A
zu O fiir jeden Operator S aus {) der Stellenzahl n.

)

n

Die K,~Formeln definieren wir induktiv so:

1) Jede K-Formel ist K,-Formel.

2) Jede K.,-Objektvariable, die nicht K~Objektvariable
ist, ist K,-Formel.

3) Sind Xq,...,X

n

K,~Formeln, dann ist auch S(Xq,...,Xn)
eine K -Formel fiir jeden Operator S aus {). der Stellenzahl

n.

Aus beiden induktiven Definitionen ersieht man sofort, daB
fiir jede Belegung (> der in einer K,-Formel X vorkommenden
Ko-Objektvariablen die K. -Ausdrucksform Xx/? wieder eine
K,-Formel ist. Ferner sieht man, daB die Menge der Ko-Aus-
sagen (d.h. die K -Formeln ohne Ky-Objektvariablen) mit

Ol zussmmenfsllt. Deshalb kdnnen wir die K,-Objektvariab-
len, die nicht K-Objektvariable sind, auch K -Aussagen-

variable nennen. Die K,-Objektvariablen bestehen also aus

K-Objektvariablen und Knrﬂussagenvariablen.q)

1) Es ist wesentlich, daB man in den erweiterten Kalkiilen
neue Aussagenvariable einfiihrt. LORENZEN (1955) tut dies nicht,
sondern verwendet die in K vorkommenden Aussagenvariablen
wieter zur Formulierung seiner Konjunktions- und Adjunktions-
regeln. Das filhrt bei LORENZEN zu der falschen Behauptung,
die v-Regel (*) a=>avd sei relativ zuldssig bzgl. der
Klasse der Aussagen ohne v (bezogen auf einen beliebigen
Kalkiil X), da in ihrer Hinterformel stets v vorkomme
(LORENZEN 1955, S. 60 oben). Diese Argumentation ist fehler-
haft: Der Kalkiil X habe +,0 als Atome und a,b als Aussagen-
variable, wobei alle Ausdriicke als Aussagen zahlen sollen.
Die Grundregeln von K seien: '

(Rfl) *
(R,) 0
<R3) a = a+
(R;7) ab—= b
Of%ensichtlich gilt:}%-oo , Jedoch gilt auch: }E:f:joo

- wobei K+(*) der um (*) als Grundregel erweiterte Kalkiil
sei -, wie man aus folgender Ableitung ersieht:
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De K, auch ein Kalkiil in Sinne des § 3 sein soll, ist
damit - abgesehen von der Angabe der K,-Grundregeln -
alles festgelegt. K,-Aussagen der Gestalt S(Aq,...,kn)
heiBen auch Operate bzw., wenn man auf den am Beginn ste-
henden Operator S hinweisen will, S-Operate (leider keine
schonen Worter). In Ky gibt es keine Operate, hier fallen
Kg-Aussagen mit K-Aussagen zusammen (jedoch nicht E4-For-
meln und -Regeln mit E-Formeln und-Regeln!). K,~-Formeln
bzw. -Aussagen bzw. -Regeln, die zugleich K-Formeln bzw.
-Aussagen bzw. -Regeln sind, heiBen jetzt atomare K,-For-
meln bzw. -Aussagen bzw. -Regeln.

Eine nichtatomare K,-Regel, die kein K-Atom und keine
K-Objektvariable enthdlt, heiBe auch () -Regel. Offen-
sichtlich ist dies unabhingig vom betrachteten Grund-
kalkiil, d.h. eine (}~Regel bleibt .Q-Regel, wenn man von
K zu einem anderen Grundkalkiil K' iibergeht. Q-Regeln

sind z.B. p=q=q oder S(pq,p2)=#8'(p1,p2,p5), falls
8 und S' zu () gehbren. p=>q%q ist dabei auch eine

Die Hinzunahme von (*) macht also oo ableitbar, obwohl oo

das Zeichen v nicht enthdlt. (Den Hinweis darauf verdanke

ich C. Grob und P. Georgii.) Dies kann offensichtlich nicht
mehr auftreten, wenn man den Variabilit&dtsbereich von a, b
unverdndert 1ldBt und stattdessen neue Variable p, q 2zur
Formulierung der Regel (*) verwendet. Denn dann kann die Re-
gel R, (die beliebige Ausdruckskiirzungen erlaubt), gar nicht
mehr auf Ausdricke angewendet werden, die v enthalten. -

In der 2. Auflage der "Operativen Logik" von 1969 findet sich
gegeniiber der 1. Auflage auf S. 56 oben eine Korrektur, in der
LORENZEN vorschl&gt, nur noch solche Regeln zu betrachten,

bel denen jede Variable einer Vorderformel in der Hinterfor-
mel vorkommt. Damit entkommt man natiirlich der beschriebenen
Schwierigkeit, da dann abbauende Regeln wie R, nicht mehr zu-
gelassen werden. Dieser Vorschlag ist jedoch nicht plausibel,
da es triftige Griinde dafiir gibt, abbauende Regeln zuzulassen;
men denke z.B. an A-Beseitigungsregeln asb=sa etc. -

Neue Variable p, q fiir um Junktoren erweiterte Kalkiile fiihrt
auch HERMES 1959 (S. 67) ein. Bei HERMES sind p, q im Gegen-
satz zur obigen Fassung jedoch Eigenvariable; auBerdem benutzt
HERMES eine Variable a, deren Variabilit&tsbereich die nicht
unbedingt entscheidbare Menge der im Grundkalkiil K ableitbaren
Aussagen ist, wdhrend wir nur entscheidbare Mengen als Varia-
bilitatsbereiche zulassen wollten.
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& -Regel, da in ihr kein Operator vorkommt. ) -Regeln
O. Stufe heiBen auch () -Formeln.

Was noch fehlt in der Definition von K, ist die Auszeich-
nung gewisser K,-Regeln als Kn~Grundregeln. Zunichst sol-
len alle K-Grundregeln auch K, ,-Grundregeln sein und dann

atomare K,-Grundregeln heiBen. Zur Charakterisierung der
nichtatomaren K ~Grundregeln miissen einige Erdrterungen
vorweggeschickt werden.

Wehrend an die atomaren K,-Grundregeln (d.h. die K-Grundre-
geln) keine besonderen Anforderungen gestellt werden -
diese reprasentieren sozusagen die materiale Basis, die von
Kontext zu Kontext wechseln kann -, haben die nichtatomaren
Ko~-Grundregeln eine bestimmte Aufgabe: Sie sollen die Be-
deutung der in ihnen auftretenden Operatoren festlegen.
Unser regellogisches Programm ist es, die nichtatomaren
K,-Grundregeln so zu formulieren, daB man von den zu (L
gehorenden Operatoren sagen kann, daR sie durch diese B
Grundregeln eine Bedeutung erlangen.

Unter der Bedeutung eines Operators S aus D in K,
verstehen wir dabei die Menge der Kn-Ableitungsbeziehungen,
in denen S vorkommt, d.h. die Menge der T ||A, in dénen S
auftritt und fiir die eine von {"y abhingige Kn-Ableitung
von A existiert. Bei diesem Sinn von "Bedeutung" ist aller-
dings noch keine nichtatomare K,-Grundregel vonnodten, damit
die Bedeutung von S nicht leer ist. Denn offensichtlich

ist z.B.

S(Aq , - 8 » ‘An)
SRy » wmyiles }

fir beliebige atomare Aussagen Aq""’An eine von
[S(Aq,...,An)} abhingige Ableitung von S(Aq,,..,A ), in

der lUberhaupt keine (geschweige denn eine nichtatomare)
Kq-Grundregel verwendet worden ist (vorausgesetzt, die Menge
der K-Aussagen ist nicht leer.) Nun ist eine solche Ablei-
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tungsbeziehung wie S(Aﬂ,...,An)ﬂ S(Aq,...,ﬂn) nicht
spezifisch fir S; man kommt fiir ein von S verschiedenes

S' aus 0 auf analoge Weise zu S'(Aq,...,An)H S'(Aqyeeesh ).
Ableitungsbeziehungen, die fiir S spezifisch sind, erhdlt

man offensichtlich nur durch Kn-Grundregeln, in denen S
vorkommt.

Solche nichtatomaren K,-Grundregeln sollen nicht beliebig

sein. Zun&dchst wollen wir ihre bedeutungsverleihende

Funktion so verstanden wissen, daB sie unabhingig vom zugrunde-
liegenden Grundkslkiil X den Operatoren aus ) eine Bedeutung
geben. Deshalb verlangen wir, daB die nichtatomaren K,-Grund-

regeln () -Regeln sind. Denn wiirde in den nichtatomaren
K~Grundregeln ein K-Atom oder eine K-Objektvariable vor-
kommen, so kdnnten wir diese K,-Grundregeln nicht auch als
nichtatomare K'n-Grundregeln filir einen beliebigen anderen
Grundkalkiil XK' deuten, da K-Atome oder -Objektvariable
nicht auch K'-Atome oder -Objektvariable sein miissen.

Den Ansatz, Bedeutung von Operatoren durch Q -Regeln zu
charskterisieren, konnte man nun so durchfiithren, daB man
einfach ein System von (O -Regeln zu K, -Grundregeln er-
klart und die Operatoren aus . (. durch dieses System als
implizit definiert ansieht. Um dabei nicht jede Regel-
menge, in der ein Operator auftritt, als addquate Bedeu-
tungsfestlegung fiir den Operator auffassen zu miissen,

wird man gewisse Kriterien aufstellen, die zul@ssige von
unzuldssigen Regelsystemen unterscheiden und das angegebe-
ne Regelsystem als zuldssig nachzuweisen versuchen.

Auf diese Weise ein spezielles Regelsystem als zulédssig
zu erweisen, ware jedoch ein ad-hoc-Vorgehen, da es auf
die speziellen Operatoren, die zu . gehdren, beschrinkt
bliebe. Es widre sinnvoll, wenn es nur um die Bedeutungs-
festlegung spezieller Operatoren, etwa A, v,-> ginge. Wir
wollen uns jedoch ein hoheres Ziel setzen: Es soll nicht
nur den Operatoren aus einem bestimmten System 2 eine




- 74 -

Bedeutung verschafft werden, sondern wir wollen allgemein
angeben, wie man den Operatoren eines beliebigen Systems
{1 Bedeutung geben kann.

Angenommen, wir hétten schon () -Regeln zur Bedeutungs-

festlegung der Operatoren sq,...,se aus L0 als nicht-

atomare Kg-Grundregeln gewdhlt. Wenn wir nun .5, -Regeln

zur Bedeutungsfestlegung der Operatoren Sq,...,Sa,ﬂhA

des erweiterten Systems (DS  angeben wollen, dann erwar-

ten wir natiirlich, daB der Kalkil K¢ eine Erweiterung
€+4

von K, ist, daB also alle in K, ableitbaren K -Regeln

auch in K

LS4
von Sq,...,Sa soll nichts verloren gehen, wenn man einen

ableitbar sind. Denn an der Bedeutung

zusdtzlichen Operator zur Verfiigung hat. Dies wird am
einfachsten dadurch gewdhrleistet, daB alle K,-Grundregeln
auch K&%—Grundregeln sind, daR also die Q5 , -Regeln
zur Bedeutungsfestlegung von 8,1,.....,591,8,3‘M einfach aus
den .Q-Regeln zur Bedeutungsfestlegung wvon Sq,...,St
bestehen, erweitert um .QS,, -Regeln, die fiir die Bedeu-
tungsfestlegung von S,,, zustédndig sind. Dies h&tte auch
den Vorteil, daB Kalkiile K, 'offene' Systeme sind, die
durch einfaches Adjungieren von Grundregeln zu Kalkiilen
mit zusdtzlichen Aussagenoperatoren gemacht werden kdnnen,
also beliebig erweiterbar sind, ohne daB an vorherigen
Deduktionen etwas gedndert werden miiBte. In diesem Sinne
kénnen wir sagen, daB wir die potentielle Unendlichkeit
'aller' Aussagenoperatoren erfassen.

An ein System von Q -Regeln zur Bedeutungsfestlegung von
Operatoren sq,...,sg werden wir also die weitere Anforderung
stellen, daBR es jederzeit erweiterbar ist um Bedeutungsre-
geln, die einen zus8tzlichen Operator S, , betreffen, derart,
dafl das so erweiterte System als Bedeutungsfestlegung

fir Sq9e=+95,5,, aufgefalt werden kann. Es soll nicht so
sein, daB man zur Einfiihrung eines neuen Operators S pea

ein ganz neues Regelsystem fir Sp9e0+45,, aufstellen
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muB, sondern daf dies durch Hinzunahme gewisser, S, ,
betreffender, Regeln 2u dem schon bestehenden System fiir
Sq,...,SL geschehen kann. Unser allgemeines Schema fiir
Bedeutungsregeln von Operatoren wird also ein Schema fiir
Bedeutungsregeln eines einzigen Operators sein, so daB
man durch Zusammenfiigung solcher dem Schema geniligender
Systeme - die wir Operator-Grundregelsysteme nennen wol-
len - ein Regelsystem zur Bedeutungsfestlegung der Ope-
ratoren aus ) erhdlt. Ein solches System der zu einem
Operator S gehdrenden Bedeutungsregeln nennen wir auch
System der S-Grundregeln oder S-Grundregelsystem und
bezeichnen es mit Zq.

Nach obigen Bemerkungen sollen die nichtatomaren K_n_sCM
-Grundregeln bestehen aus den K . -Grundregeln, erginzt
UMIE%%M. Rekursiv weiter zuriickgehend, erhédlt man auf
analoge Weise:

Die nichtatomaren Kﬁl

~Grundregeln sol- K 5 -Grund ergdnzt um 25 .
len bestehen m”"qregeln N
aus den ’
" K K . = " " 2 -
S sg_,, A St.—z. 53'4
n K - L w -3 .
5 S!. KSq. Sz_
) “, 0 ) " g
A ¢ )

(d.h. aus 2. ).
4

Die den Operatoren aus ) zugeordneten Grundregelsysteme

255 gls dirfen also schon, was das Vokabular
2

} »* .
. )



- %6 -

betrifft, nicht beliebige .0 -Regeln sein: Damit .25 als
System von K5 -Grundregeln asufgefaflt werden kann, darf
:u1‘25 nur s,1 als Operator auftreten, denn andere Opera-
toren geharen nicht zu den Atomen von KS . Allgemeiner:
Damit £ (12i2£) such als System von Ks I—Grundregeln
aui‘gefaﬂt werden kann, diirfen in 25 nur S.,“...,lsl als
Operatoren auftreten. Um diese Elnschrankung exakt zu

erfassen, definieren wir:

Sei ) das System von Operatoren 54+-+5,. Eine Folge

A, ) ..., by von Systemen von .0-Regeln heift metho-
disch zuldssig fiir {0 , falls fiir jedes i (14i<L) in lki
auBer hochstens Sq9+-+48; kein Operator suftritt.

Wir wollen ab jetzt verlangen, daB die nichtatomaren
K,-Grundregeln aus Systemen =g Z£5, von Q-Regeln
bestehen, wobei die Folge 2, .., £s fir O metho-
disch zuléssig ist. Offensichtlich gilt, daB damit auch
fir jedes i (14i<2) die Folge £¢ ,..,& fir 8,...8;
methodisch zuldssig ist. ! *

1}.--}

Einen Operator S, dem ein S-Grundregelsystem :25 zugeordnet
ist, nennen wir auch einen Junktor, falls Z. fiir das nur
aus S bestehende Operatorensystem methodisch zuldssig ist,
falls also =¢ auBer S keinen Operator enthdlt. Insbesondere
muf S, ein Junktor sein, falls ég%,...,é%i fir 8,...8,
methodisch zuldssig ist. Junktoren sind Operatoren, deren
Bedeutung nicht notwendigerweise zusammen mit anderen
Operatoren festgelegt wird, die also in diesem Sinne von
anderen Operatoren unabhéngig sind. Eines der Hauptre-
sultate dieser Arbeit wird sein, daB sich alle Operatoren
durch Junktoren - genauer: durch spezielle Standardjunk-
toren A,v, = bzw. (in Kap. 3, wo wir einen Widerlegungs-
begriff einfiihren) v, —»,~ - definieren lassen.

Eine filir () methodisch zulédssige Folge ég i 3 é; ist so
geordnet, daB Operatoren schrittweise elngefuhrt werden
Fir jedes i (1€i<2) wird durch é%;nur S; &als neuer Opera-
tor eingefiihrt. Alle anderen in .5& vorkommenden Operato-
ren sind vorher schon eingefiihrt, gehdren also zum System

N

* i i 2
Sq...Sl_q. Bei der Hinzunahme von 2%% zu S v

i-A
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wird allerdings nicht nur zusatzlich Sy eine Bedeutung ge-

geben, sondern auch die Bedeutung von Sq,...,S erwei-

i-1
tert: Sei R eine Regel aus Eisl, /3> eine Belegung von

! 3 _
R, die eine Aussagenvariable in R mit einem Sj—Operat
(j< i) belegt. Dann ist R” ableitbar nech Hinzunahme von

%, , Jedoch gewdhnlich nicht ableitbar ohne 2.

ﬁesh;lb kann man die Bedeutungsfestlegung der Operatoren
Sq,...,Se nicht soweit trennen('separieren'), daB zg{
nur fiir die Bedeutung von 5; zustdndig ist. Man kann je-
doch eine mdglichst weitgehende Separierung verlangen:
Wenn schon égi die Bedeutung der vorher eingefiihrten
Operatoren sq,...,si_q erweitert, so soll dies nur dann
geschehen, wenn damit zugleich ein Beitrag zur Bedeutungs-
festsetzung von éi% geleistet wird. éﬁi soll 'primdr' der
Bedeutungsfestlegung von Si dienen; die Bedeutungserwei-
terung von Sﬂ""’Si—1 s0ll nur ein 'Nebeneffekt' der
Bedeutungsfestlegung von Si sein. Egk s0ll nur im Rahmen
der Bedeutungsfestlegung von S; die Bedeutung von Sq,..-,S
erweitern.

i-1

Dies kOnnen wir so prédzisieren: Sei Ki_ derjenige Kalkiil,

der das Voksbular von K, , jedoch nur 23«1,,,)25_ als nicht-
atomare Grundregeln hat.'1 In Ké_ sind also ersttdie
Operatoren Sq,...,Si durch Grundregelsysteme eingefiihrt,

fiir die Operatoren Sj499°-15, 8ind noch keine Grundre-
geln angegeben. KgL sei der Kalkiil, der sich von K5 durch

das Fehlen aller nichtatomaren Grundregeln unterscheidet.
Eine Regel R wird in einer von M abhingigen Ableitung 1T

von A wesentlich angewendet, wenn sich 1 nicht in eine
Ableitung ' von A umformen 1dRt, die von einer Annshmen-
menge N mit N< M abhangt , in der keine Anwendung von R
vorkommt. Dann fordern wir: Jede KieAbleitung-ﬂd y in der

eine Regel aus Z . wesentlich angewendet wird, leistet

einen Beitrag zurtBedeutungsfestsetzung von Si' Da wir

unter der Bedeutung von Si die Menge der Ableitungsbeziehungen
verstehen, in denen Si vorkommt, heifllt das: Falls T eine

1) Die Bezeichnung Kj benutzen wir im AnschluB an HINST

(1974), S. 357.
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von einer Annahmenmenge M abhangige Ableitung von A ist,
in der mindestens eine Regel aus <., wesentlich angewen-
det wird, dann muf S, in einer Annahﬁe aus M oder in A
vorkommen. Dies folgt, wie man leicht sieht, aus der Be-
dingung:

(*) Sei I eine KérAbleitung von A aus [, wobei Si in A
oder |' nicht vorkommt. Dann 1#Bt sich [| in eine
Ki{1~Ableitung T’ von A sus " umformen.

Wenn (*) fiir jedes i (1=i<¢) erfiillt ist, sagen wir auch:

Die Folge :2%] .+« .+, &g 1ist bezliglich X nichtkreativ. Denn

dann schafft Jjeweils Ki_ (14 i< £ ) keine neuen Ableitungs-

beziehungen aufler solchen, die S5, enthalten.

Die Forderung der Nichtkreativitdt bzgl. K, die wir an
Efa"" 5 égl richten wollen, soll noch etwas verscharft
werden. Oben hatten wir verlangt, daB Operator-Grundregel-
systeme aus () -Regeln bestehen, d.h. aus Regeln, deren
Formulierung vom vorausgesetzten Grundkalkiil unabhangig

ist. Dementsprechend kdnnen wir verschiedene Grundkalkiile

um dieselbe Folge von fiir {) methodisch zulassigen Operator-
Grundregelsystemen erweitern. Um diese Unabhdngigkeit von
speziellen Grundkalkiilen auch fiir die Eigenschaft der Nicht-
kreativitdt zu sichern, ist es sinnvoll, sie bezuglich be-
liebiger Grundkalkiile zu verlangen:

Eine fiir 2 methodisch zuldssige Folge Z ,-.- -, é:%
von Operator-Grundregelsystemen heilit nich%kreativ, falls
sie beziliglich jedes Grundkalkiils K nichtkreativ ist.

Wir fordern also von einem Schema fiir Grundregelsysteme 2% -

Fiir jedes -2 und jede fiir .Q methodisch zulissige Folge von
Operator-Grundregelsystemen . . . . }255 gilt: £, Jery Eg
= £ A

ist nichtkreativ. &

Bei der Motivierung der Forderung der Nichtkreativitat
sind wir davon ausgegangen, daB wir Operatoren in metho-
disch geordneten Schritten durch Regelsysteme einfiihren,

so dafB Zg nur dann als Grundregelsystem zugelassen ist,
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wenn schon fiir die in 255 auBer S vorkommenden Operato-
ren S' Grundregelsysteme ‘2g, vorhanden sind. Dementspre-
chend haben wir in (*) auch nur gefordert, daB sich eine
Kéfﬂbleitung'von A aus ' in eine K%&ﬁ-ﬂbleitung von A
aus [' umformen 188t, falls [' und A S, nicht enthalten,
und nicht etwa die starkere Bedingung: Jeée K -Ableitung
von R 14Bt sich umformen in eine K,-Ableitung von R, die
2{& nicht benutzt. Diese Bedingung lieRe sich nur dann-
erfiillen, wenn kein é%z auf -2% mit j<i aufbauen dirf-
te, also alle Operatoren auch Junktoren waren. Denn daB in
55% ein Sj fir j< i vorkommen darf, erlaubt es ja, daB
Regeln aus 5., wesentlich angewendet werden konnen zur
Gewinnung vodaAbleitungsbeziehungen, in denen 5., Jjedoch
nicht S, vorkommt. ') Wir lassen eine methodische Ab-
hangigkeit zwischen Operatoren zu, insofern Operatoren
andere Operatoren voraussetzen. Was wir jedoch nicht
zulassen, ist eine Abhdngigkeit in beiden Richtungen:

Wenn z.B. in Z¢ der Operator S, vorkommt, also Z5 nur
zusammen mit éga Grundregelsystem sein kann, darf nicht
in 25 such 8, vorkommen; 2i% muB dann fiir sich alleine
Grundregelsystem sein kOnnen. Was wir ausschlieBen, ist
eine wechselseitige Abhéngigkeit von Operatoren.

Die Forderung der Nichtkreativitdt hatten wir so begriindet,
daB wir die Bedeutungsfestlegung von qu---$SL moglichst
weitgehend 'separieren', d.h. auf Regelsysteme 25‘,.” ,ése
fir die einzelnen Operatoren verteilen wollten. Wenn die
Bedeutung eines Operators S aus . weitestgehend durch

ein S-Grundregelsystem Z. festgelegt werden soll, dann

ist es sinnvoll zu fordern, daB diese Festlegung eindeutig

1) Wenn z.B. Z;, nur die Regeln S.(p)=>S.(p) und
S.(p)=25.(p) enthdlt und man unte? wesentlicher Verwen-
ding eingQ Regel R aus £ ableiten kann: SJ(A), so kann

s :
man in Ki_ableiten: 8.(A). Eine solche Kﬁ:Ableitung.von
Si(A) wiirde R wesentlich anwenden.
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ist, daB also ein Operator S' aus {L, der dasselbe Grund-
regelsystem besitzt wie S, auch dieselbe Bedeutung hat wie
S, d.h. dieselben Ableitungsbeziehungen erfiillt wie 5.

Genauer: S,S5' seien Operatoren aus-) . Es liege der Fall
vor, daB =, aus Z. hervorgeht durch Ersetzung aller
Vorkommen von S durch S8' und Z. aus Z., durch Ersetzung
aller Vorkommen von S' durch S. Sei R[S] eine beliebige
konkrete K,-Regel, in der an einer Stelle S vorkommt. R[S']
gehe aus R[S] durch Ersetzung dieses Vorkommens von S durch
S' hervor. Dann soll gelten:

hT_R[S] genau dann, wenn |—RIS'] . 1)
‘0 Ko,

Wire dies nicht der Fall, so miiBte man Grundregelsysteme
fiir von S und S' verschiedene Operatoren fiir die Unter-
schiedlichkeit der Bedeutung von S und S' verantwortlich
machen, entgegen der Forderung moglichst weitgehender
Separierung der Beitr#dge verschiedener Regelsysteme zur
Bedeutungsfestlegung verschiedener Operatoren.

Wir nennen ein S-Grundregelsystem = eindeutig, wenn fir
jeden Grundkalkiil K und jede fiir O methodisch zuldssige
Folge i%%.w_ s, gilt:

Falls S und S' zu {2 gehdren, ferner = aus Z¢ durch.

Substitution von S durch S' wund 23 aus 2., durch Sub-

stitution von S' durch S hervorgeht, dann gilt fiir jede
konkrete K -Regel R[S], in der S an einer Stelle vorkommt:

Fu*-R{S] genau dann, wenn ¥E“*R[S'] .
R L

1) Man beachte, daB dies gleichwertig ist mit: R[SI-—RLS'].
Denn es muf auch gelten: K

}—R[S]:;»R[s‘,} g. d. w. ]—R[S]:—'}R[S ]
d.h. R[S]FR[S] g. d. w. R[S]HR[S ]

d.h. R[S]F——R[S'] (mit Satz 4.2). Analog folgt die Um-
kehrung.

Weiterhin ist glelchwertlg die Bedingung, die man erhdlt, wenn
man fir R[S] und R[S'] beliebige, nicht notwendigerweise " kon-
krete, Regeln zulaBt, da die Ableltbarkelt nichtkonkreter
Regeln auf die Ableltbarkelt konkreter Regeln zuriickgefihrt
wird. (s.o. S. 61).
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Wir fordern also: Jedes Operator-Grundregelsystem ist ein-
deutig.

Unsere in diesem Sen aufgestellten Forderungen zusammenfas-
send, suchen wir also ein Schema fiir eindeutige Operator-
Grundregelsysteme é%;, so daB Jjede fiir ein beliebiges Ope-
ratorensystem ()  methodisch zulassige Folge von solchen
Operator-Grundregelsystemen 254]---) 21%’ nichtkrea-

1)

tiv ist.

Es war beim Aufstellen dieser Forderungen nur unsere Ab-
sicht, sie zu motivieren als sinnvolle Forderungen, also
zu zeligen, daB sie nicht willklirlich sind. Wir wollten sie
nicht rechtfertigen als Forderungen, die man stellen muf.
Die Moglichkeit, schwdchere Forderungen zu stellen,

bleibt offen. Da jedoch das im nichsten. Sen angegebene
Schema fir Operator-Grundregelsysteme unseren Forderungen
genigt, ist die Frage nach solchen Abschwdchungen muBig.

1) BEINAP (1962) hat meines Wissens erstmals versucht,
Nichtkreativitiat (er spricht von Konservativitidt) und Ein-
deutigkeit als Addquatheitsbedingung fiir Operator-Grund-
regelsysteme zu rechtfertigen, in Antwort auf PRIOR (1960),
der den Ansatz einer Regelsemantik grundsidtzlich kritisiert
hatte mit dem Argument, in einer solchen Semantik kOnne man
beliebige Regeln als Bedeutungsregeln aufstellen. Auch
ZUCKER/TRAGESSER (1978) greifen auf die Kriterien von
BEINAP zuriick, bei ihnen ist jedoch nicht ganz klar, ob

sie diese als Addquatheitsbedingungen flir Operator-Grund-
regelsysteme oder als 'nachtridglich' gefundene Eigen-
schaften von solchen Systemen betrachten.
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§ 6. Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln als Operator-

Grundregeln

Wir haben Bedingungen formuliert, denen ein noch aufzu-
stellendes Schema fiir Operator-Grundregelsysteme éis
geniigen soll. Ein solches Schema muBl nun angegeben werden.
Die Bedingungen aus § 5 zeichnen es noch nicht eindeutig
aus, sie sind nur notwendige Bedingungen. Um die Wahl eines
bestimmten Schemas zu begriinden, miissen wir zusdtzliche
Uberlegungen anstellen.

Es wdre eine naheliegende Idee, Operate einfach als Abkiir-
zungen flir Systeme konkreter Regeln aufzufassen, d.h.
Operatoren durch Explizitdefinitionen einzufiihren. So

konnte man als Schema fiir ein Operator-Grundregelsystem
255 angeben:

(1) S(qu--'spn)‘é-ﬁ? A(P1’°"$Pn)

(wie dies zu lesen ist, wurde oben S. 60 gesagt). Dabei
sei A(pqy--.yp,) ein System von -Q-Regeln, das genau
PqseesesP, 80 Aussagenvariablen enthdlt und S ein n-stelli-
ger Operator. S soll in Zk(pﬂ""’pn) nicht vorkommen.

Es 1aBt sich zeigen, daB fir eine solche Explizitdefini-
tion die Kriterien der Nichtkreativitdt und Eindeutigkeit
erfillt sind.q) Weiterhin 138t sich mit Satz 4.5 die
Eliminierbarkeit von S aus allen konkreten K_-Regeln zei-
gen, so daB es wirklich berechtigt ist, (1) als eine Ab-

kiirzungszwecken dienende Explizitdefinition aufzufassen.

Diesem Vorschlag wollen wir uns Jedoch nicht anschlieBen,
d.h. wir machen uns nicht die These zu eigen, Bedeutungs-
festlegung konne nur durch Explizitdefinitionen geleistet
werden, die nichtkreativ sind und deren Definiens eliminier-
bar ist. Stattdessen wollen wir einen Aspekt hervorheben,
der bei Explizitdefinitionen eine wichtige Rolle spielt,
durch die Eliminierbarkeitsforderung jedoch stark in den
Hintergrund gedringt wird und der uns schlieBlich auch

1) Dies wollen wir jetzt nicht asusfiihren, da der Fall (1) von
unserem endgiltigen Schema (8) umfaBt wird, fiir das in § 7
Nichtkrestivitdt und Eindeutigkeit bewiesen wird.
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von Explizitdefinitionen der Gestalt (1) zu einer all-
gemeineren Form von Bedeutungsfestlegung fiilhren wird.

Wenn man von Explizitdefinitionen verlangt, daB ihr De-
finiens eliminierbar sein muB, so begriindet man dies oft
damit, daB Explizitdefinitionen als Abkiirzungen aufgefaBt
werden koénnen und Abkiirzungen immer durch den abgekiirzten
Ausdruck ersetzbar seien. Die Charakterisierung von Ex-
plizitdefinitionen als bloBen Abkiirzungen trifft jedoch
nur einen Teil dessen, was man mit solchen Definitionen
intendiert. Das Interesse an Explizitdefinitionen besteht
nicht nur darin, eine schon aufgestellte Theorie klirzer
zu gestalten, indem man nachtrdglich in ihr auftretende
komplexe Ausdrucke durch kiirzere ersetzt. Nicht weil eine
Theorie faktisch zu lang ist, versucht man sie abzukiirzen,
sondern: weil ein komplexer Ausdruck einen fiir eine Theo-
rie wichtigen Inhalt hat, kiirzt man ihn ab, damit die Theo-
rie Ubersichtlich wird. Das Abkilirzen geschieht sozusagen
"vor" dem Aufbau einer Theorie, da das, was man abkiirzt,
einen fiir den Aufbau der Theorie wichtigen Inhalt ausdriickt.
Das Ziel von Explizitdefinitionen ist also nicht bloB die
syntaktische Vereinfachung von Theorien, sondern auch der
Ausdruck von Inhalten, die fiir den Aufbau einer Theorie
bedeutsam sein konnen und fiir die deshalb ein Ausdruck

zur Verfiigung stehen soll.

Die Forderung der Eliminierbarkeit, die man nach PASCAL

an Explizitdefinitionen stellt, besagt ja auch nicht, daB
man in einer Theorie komplexe Ausdriicke durch kiirzere
(d.h. Definiens durch Definiendum) ersetzt, sondern umge-
kehrt, daB man - wenn man eine Theorie mit Hilfe von defi-
nierten Zeichen aufgebaut hat - diese definierten Zeichen
nachtrdglich wieder durch komplexe Zeichen ersetzen kann.
Das Interesse an Ubersichtlichkeit von Theorien, das zu
Explizitdefinitionen fiihrt, ist also immer auch ein In-
teresse an der Hervorhebung gewisser Inhalte. Nachtrdgliche
syntaktische Abkiirzungen bestehender Theorien kdnnen auf
vielerlei Weise vorgenommen werden; Explizitdefinitionen
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am 'Anfang' von Theorien haben die Funktion, kurze Aus-
dricke fiur Inhalte zur Verfiigung zu haben, damit die
Theorie als etwas, was Beziehungen zwischen speziellen de-
finitorisch gefalBten Inhalten formuliert, verstdndlich wird.

Gerade diese inhaltliche Interpretation von "Explizitde-
finition" gibt nun einen Grund dafiir ab, (1) als Schema

flir Explizitdefinitionen von aussagenlogischen Operatoren
aufzufassen. Das zeigt sich, wenn wir den oben ohne Erliau-
terung verwendten Begriff des "Inhalts" in Bezug auf den vor-
liegenden Fall prazisieren. Wir schlagen vor, unter dem
K,~-Gehalt eines Systems konkreter Ko-Regeln A die Menge
der konkreten Regeln R zu verstehen, die in K, aus A
ableitbar sind (fiir die also gilt: A, (R), }-——(R) ¥ )

Wir verstehen damit "Gehalt" dhnlich wie Carnag in einem
Definitionsvorschlag fiir den logischen Gehalt2 , nur daB

es bel unserem erweiterten Kalkiilbegriff immer um konkrete
Regeln statt um Aussagen geht. "Gehalt" ist dabei zu un-
terscheiden von "Bedeutung". Von "Bedeutung" hatten wir nur
im Zusammenhang von einzelnen Zeichen (z.B. Operatoren)
gesprochen und darunter die Klasse der Ableitungsbeziehungen
verstanden, in denen es vorkam. "Gehalt" ist fiir uns et-
was, das ganzen Systmen konkreter Regeln zukommt.

Unter einer Explizitdefinition eines n-stelligen Opera-

tors S durch ein Regelsystem ﬁ(pq,...,pn) wollen wir

nun ein Regelsystem verstehen, das jeder Aussage S(Aq,...,An)
genau denjenigen Gehalt verschafft, den A(Aq,...,An) hat,
und zwar fiir beliebige Aussagen A1!'°°!An' Dabei soll

in zﬁ(p1,...,pn) natiirlich 8 noch nicht vorkommen.

Genauer: Durch eine Explizitdefinition von S durch

A(pgye++9p,) 801l gewdhrleistet sein, daB

1) Wer den Begriff "Menge" hier ablehnt, kann dies auch
als Definition eines Relators "R gehort zum K,-Gehalt von
A " verstehen.

2) Vgl. z.B. CARNAP(1942), S. 152.
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fir alle K,-Aussagen Aq,...,An und fiir alle konkre-
(2){ ten K -Regeln R gilt:

A(A"’...,An)'K—&R gen&u dam’ wenn S(A,"o.-’A—n)\‘—k‘—‘LRo

Satz 6.1 (2) gilt genau dann, wenn (1) in K, ableit-
bar ist.

Beweis Wenn (2) gilt, dann gilt nach Einsetzen von
S(Aqyes-shy) flr R:

JA(Aﬂ,...,An)Fﬂ-S(Aq,...,An) g.d.w. S(Aq,...,An)

B ety

d.h.:
(3) ZX(Aq,...,An)k——S(Aq,...,An).
Analog ergibt sich, wenn man die Glieder aus JA(Aq,...,An)
fir R einsetzt:

(4) S(Aqye-esdy) F— AA g eeeshy)e

(3) und (4) machen die Ableitbarkeit von (1) aus.

Wenn umgekehrt (1) in K, ableitbar ist, dann ergibt sich
fiir beliebige Aq,...,An,R, daB

(5) S(Aq,...,An)F*R aus A(Aq,...,An)F-R folgt

(mit S(Aq,...,An)}_*A(Aq,...,An) ), und daB
(6) lk(Aﬂ,...,An)F-R aus  S(Ajy...9A )R folgt
(mit &(Aq,...,An)F*S(Aq,...,An) )

(5) und (6) zusammen machen gerade (2) aus.

Wir konnen also (1) motivieren als Operator-Grundregel-
system, durch das ein Operator S als abkiirzender Ausdruck
eingefithrt wird derart, dsB ein Operat S(Aq,...,An) den-
selben Gehalt besitzt wie ein komplexes Regelsystem
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Nachdem wir Explizitdefinitionen nicht nur als syntakti-
sche Abklrzungen, sondern auch als Ausdriicke fiir bestimmte
Gehalte beschrieben haben, wollen wir unseren Ansatz noch
etwas verallgemeinern. Solange eine Definition auch eine
Abklirzung ist, kann man zu Recht verlangen, daB sich diese
Abkurzung Jjederzeit wieder riickgdngig machen 1#Bt, d.h.
man kann die Forderung der Eliminierbarkeit aufstellen.
Wenn wir jedoch von dem Aspekt der Explizitdefinition als
Abkiirzung einmal absehen und nur ihren inhaltlichen Aspekt
hervorheben, dann erscheint die Forderung der Eliminierbar-
keit nicht mehr als wesentlich. Dies wollen wir, bezogen
auf unser Ziel der Bedeutungsfestlegung von aussagenlogi-
schen Operatoren, tatsdchlich tun.

Mit (2) hatten wir einen Operator S als einen solchen Aus-—
druck bestimmt, daB S-Operate S(Aq,...,ﬁn) fiir alle
Aq""’An denselben Gehalt haben wie ein Regelsystem
£§<A1""’An)' Wir definieren nun den gemeinsamen Kn-Gehalt
von Systemen konkreter K -Regeln By e aow p Bl als
Menge der konkreten K -Regeln R, fiir die gilt:ﬁwhﬂ? und e
und &MWZR’ d.h.‘ﬁum;R fir slle i mit 1< i< m. Dabei soll
der Fall m=0 ausgeschlossen sein, da dann der Begriff des

"Gehaltes" nicht mehr angemessen erscheint. Der gemeinsame
Gehalt von O Regelsystemen wadre der Gehalt keines Regel-
systems; "Gehalt" versteht man jedoch immer als "Gehalt
von etwas". Mit "gemeinsamer Gehalt von Regelsystemen"
meinen wir also "gemeinsamer Gehalt eines oder mehrerer
Regelsysteme". Den Begriff des "Gehalts'" erweitern wir nur
so, daB wir jetzt auch mehrere Regelsysteme zulassen (d.h.
m>1), nicht jedoch auch kein Regelsystem (d.h. m~1).

1) Eine gewisse Ahnlichkeit mit diesem Ansatz, Operatoren

als Regelsysteme und damit als Ausdruck moglicher Ableitungs-
beziehungen zu verstehen, hat der Versuch von K.R. POPPER
(1949), logische Zeichen durch bestimmte Ableitbarkeitsrela-
tionen zu definieren. Allerdings handelt es sich hierbei nur
um eine grobe Skizze, in der z.B. der problematische Fall

der Adjunktion v nicht behandelt wird.



-~ 89 -

So wie man nach Satz 6.1 durch eine Explizitdefinition
einem Operat S(Aq,,,.,An) als Ko-Gehalt den Kn-Gehalt
eines Regelsystems é&(Aq,...,An) zusprechen kann, so kdnn-
te man allgemeiner in einer Bedeutungsfestsetzung fiir S
auch verlangen, daB

fir alle K,~Aussagen Ajgyeeeyd, und fiir alle konkre-
ten K,~-Regeln R gilt:
(7) A{A1"“’An)FE_R fir alle i mit 1< i=zm
b1 1

g-d.w- S(Aq,-o-,An),T"Q-R ¥

wobeil Agpq,...,pn) (1%i2m) wieder Systeme von S -Regeln

sein sollen, in denen S nicht vorkommt, und wo m>1 voraus-
gesetzt ist.

Offensichtlich geht (7) in (2) lber, wenn m=1 ist, sa
daB wir tatsdchlich eine Verallgemeinerung des vorigen
Falles haben. DaB wir "Gehalt" immer als "Gehalt von etwas"

1) und damit den Fall m=0 von vornherein ausschlies-

verstehen
sen, ist eine gewichtige Einschrinkung. Sie verbsut uns
némlich den direkten Zugang zur intuitionistischen Iogik.
(Vgl. dazu auch § 11.) Bei einer Bedeutungsfestlegung von
Operatoren, die so beschaffen ist, daB fiir geeignete Regel-
systeme die Bedingung (7) erfiillt ist, gilt nicht mehr ge-
nerell das Kriterium der Eliminierbarkeit (vgl. dazu § 15),
weshalb wir nicht mehr von "Explizitdefinition" sprechen
wollen. Das schmidlert jedoch nicht das Recht, trotzdem

von "Bedeutungsfestlegung' zu sprechen, da man gemeinhin
z.B. auch von "induktiven Definitionen" spricht, obwohl

bei diesen das Kriterium der Eliminierbarkeit nicht er-
fillt ist.

So wie wir mit (1) ein Schema fiir Regelsysteme angegeben
haben, deren Kp-Ableitbarkeit nach Satz 6.1 mit der
Erfiillung von Bedingung (2) gleichwertig war, wollen wir
auch hier ein entsprechendes Schema angeben:

1) Wobei dieses "etwas" im Grenzfall auch das leere System
sein darf, vgl. § 10.
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A,‘(qu"ﬂ,pn) = S(qu"'apn)

(8) ]
A (Dqse-+sPp) > 8(PgseeesPy)

ﬁﬂ(Pq’---sPn)=>P;--- ;ﬁm(qu'°"Pn)=§°P§S(qu'-°$Pn) =3P

Hierbei wollen wir nicht fordern, daR in jedem System
.AL(qu---’Pn) (1€i<m) alle Variablen Dqy--+sP, VOI-
kommen. Wir wollen jedoch verlangen, dafl jede Variable
D (1£j<4n) in mindestens einem System Au(pq,...,pn)
(1€ i4m) vorkommt, ferner, daB keines der Systeme
Lo (p,‘,...,pn) (1€ i<m) leer ist. Diese Liberalisie-
rung dient nur der technischen Vereinfachung und ist an-
sonsten unwesentlich: Kommt in A;(p4,..-,p,) die Variab-
le_pj nicht vor, erweitere man einfach f&i(pﬂ,...,pn)
um pj§>pj; man erhalt so ein gleichwertiges System.

Satz 6.2 (7) gilt genau dann, wenn (8) in K, ableit-
bar ist.

Beweis Wenn (7) gilt, dann ergibt sich durch Einsetzung
von S(Aq,...,An) fir R in (7):

AiﬁAq,...,An)F-S(Aq,...,An) fir alle i mit 1<4i<m
g.d-w- S(Aq’-o-’An)}_‘S(Aq,oo-'An) 9
d.h.:

(9) &i(A1,...,An)k"S(Aq,...,An) filr alle i mit 1< i< m,

Ferner ergibt sich sus (7) fiir beliebige A durch Einsetzung
von A (Agyeeesh IDA5eeens A (AgyeeesA JDASDA  fiir R:

A (Agyeecsh )38, (Agseeesh )50 A (AgyeeesA )>A |—A
fliir alle i mit 1€ i<m

genau dann, wenn
S(A,l,...,An);A1(A,|,...,An);>A;...; Am(Aq,...,An)@A A,
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woraus sich wegen der Giiltigkeit von

AjChgsecesh Ds O (A yeeesh )=AA (1 %i<m)
sofort
(10) S(Aq,...,ah);A,‘(A,‘,...,An)—gn;...;QM(Aq,...,An)-.;M—A

ergibt. (9) und (10) machen die Ableitbarkeit von
(8) aus.

Wenn umgekehrt (8) in K, ableitbar ist, dann ergibt sich
die Richtung von rechts nach links von (7) sofort aus den
ersten m Regeln von (8). Sei nun

Aj(Aqyeeesd JFR flr alle i mit 1=i=nm ;
d.h.

(1) DA yeeerd ), (R, (R),  fiir alle i mit 1=i<m .

Mit der letzten Regel von (8), angewandt auf (11), ergibt
sich dann

S(A yeeerhy)y, RILE®R),

d.h. S(Ajy--.3A )R . Damit ist auch die Richtung von
links nach rechts von (7) bewiesen.

QED

Wenn wir es als Zweck von Operaten ansehen wollen, im
Sinne von (7) den gemeinsamen Gehalt mdglicherweise meh-
rerer Regelsysteme auszudriicken, kénnen wir nach Satz 6.2
einfach (8) als Schema fiir unsere Operator-Grundregel-
systeme wdhlen. Dann wenn Systeme der Gestalt (8) zu den
nichtatomaren K,~Grundregeln gehdren, dann sind sie tri-
vialerweise K,-ableitbar, so daB nach Satz 6.2 (7) er-
fillt ist. Wenn umgekehrt die nichtatomaren Grundregeln
nur den Zweck haben sollen, die Erfiillung von (7) zu ga-
rentieren, ist es wegen Satz 6.2 sinnvoll, keine nicht-
atomaren K -Grundregeln zu wdhlen, die stédrker als (8)
sind.
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Wir wollen also (8) in diesem Kapitel als Schema fir un-
sere Operator-Grundregelsysteme.ésbetrachten. Die ersten
m Regeln von = :

A, (PgaesesPy) 8(Dgse-eyPy)

ﬁM(Pq yee- 9Pn) "'-;:”S(Pq yooe spn)
sollen auch S-Einfiihrungsregeln oder S-~-E-Regeln
(abgekiirzt S-E) - allgemein: Einfiihrungsregeln oder E-

Regeln - heiBen, die letzte Regel

B (PgseeesPp)DPsene; Ag(Pgsee-sPp)>PiS(PgseeesDy) DD
auch S-Beseitigungsregel oder S-B-Regel (abgekiirzt S-B)

- allgemein: Beseitigungsregel oder B-Regel. Der Grund fiir
diese Bezeichnungen ist naheliegend: Mit einer S-E-Regel

kann man zu einem S-Operat ilibergehen, ausgehend von Ab-
leitungsbeziehungen, die moglicherweise S nicht enthalten,
also S "einfilhren". Mit einer S-B-Regel kann man von ei-
nem S-Operat und gewissen anderen Ableitungsbeziehungen

zu einer Aussage libergehen, die mdgliderweise S nicht ent-
hdlt, also S "beseitigen".

Es seien nochmals die Bedingungen aufgefiihrt, die wir

oben an diese Regeln gestellt haben:

1. Kein System Ai(p1""’Pn) (1€i4€m) darf leer sein.

2. S darf in keinem System é%(pq,...,pn) (141i<4m) vor-
kommen. '

3. Jedes System A;(p4qye..ypP,) (1£i&m) darf hochstens
Pqse«+9P, &N Aussagenvariablen enthalten.

4., Jede Aussagenvariable pj (12€j<n) muB in mindestens
einem System A,L(p,l,. % ,pn) (14 j%n) vorkommen.

Im Falle, wo nur eine einzige S-E-Regel

A(an- .- !pn) %‘S(qu' .o Qpn)

vorhanden ist, geht (8) iiber in
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A(Ptp‘ .o 9Pn) - S(qu" . sPn)
12

A(Pq’ “ee !Pn)%“;’P;S(Pq’ ce. 9Pn) =P -
(12) ist gleichwertig mit (1), was sich nach Satz 6.1
und 6.2 daraus ergibht, daB (2) und (7) gleichwertig sind,
falls nur ein einziges Regelsystem ﬁ(pq,...,pn) vor-
handen ist. Dies 148t sich auch unabhidngig von Satz 6.1
und 6.2 beweisen:

Satz 6.3 K, enthalte ein System £; der Gestalt (12)

von nichtatomaren Grundregeln. Sei KEL der Kalkil, der
aus K durch Ersetzung des Grundregelsystems (12) durch
(1) entsteht. Dann gilt:

(1) S(pq,...,pn) :;,Q(p1,...,pn) ist K,-ableitbar
(11)  A(pg9---+P)=>D;8(DPqy+-+,P,)>>p ist K, -ableitbar.
Beweis Seien Apyecerhp A beliebige K, K -Aussagen.

(1) Das System A(p,s.-.,P,) bestehe aus ¥ Regeln
Rie(Diseerypy) (12k=V). Fir jedes k (1€ k<£V) gilt:

Ahgseeesky)s @B (Byseeeshy))y (R (Agseeeyhy))y

(nach Satz 4.2).
Daraus mit S-B:

S(A1i°'°sﬂn)§(Rk(Alp"'!-&nj)a; l_-(Rk(A/p'”sAn))g 9
d.h. S(A,],...,An)l——Rk(Aq,...,An) .

(ii) S(Aq,...,An)F~ [x(Aq,...,An) gilt nach Voraussetzung.
Daraus mit Satz 4.3 (ii) wund 4.3 (i):
A(Aq'...'AD)QA;S(AJI’..-,AH);’_"A -
QED

Da das Regelsystem
(13) S(p’i""‘pn) %A(pt‘l""!pn)

leichter zu handhaben ist als die nach Satz 6.3 gleich-
wertige Regel

(14) A(Pq"'“apn)%\P;S(Pfl!“-QPn) %P ’
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kdnnen wir stillschweigend auch Anwendungen von (13) statt
von (14) als Anwendungen von S-B-Regeln bezeichnen und
werden dies auch gelegentlich tun. Fiir metalogische Unter-
suchungen, wie z.B. im folgenden Sen die Nachweise von
Nichtkreativitdt und Eindeutigkeit, werden wir jedoch nur
von der Version (8) susgehen , weil sie allgemein und in
allen Fdllen anwendbar ist.

DaB wir (8) als Schema fiir Operator-Grundregelsysteme
wdhlen wollen, hat sich daraus ergeben, dal wir von einer
Bedeutungsfestlegung filir Operatoren verlangten, daB nach
ihr gemdB (7) Operate den gemeinsamen Gehalt mdglicherwei-
se mehrerer Regelsysteme ausdriicken. Wir haben gezeigt,
daB dies den Spezialfall der Explizitdefinition, in dem
nur ein Regelsystem vorliegt, miteinschlieBt. Man kdnnte
nun nach der Motivation dafiir fragen, daB Operate nicht
mehr den Gehalt eines Regelsystems sondern den gemeinsa-
men Gehalt evtl. mehrerer Regelsysteme ausdriicken sollen
und dementsprechend nicht mehr generell explizit definier-
bar sind. Der Grund ist der, daB wir uns nicht willkilir-
lich ein TLogiksystem zurechtbasteln wollen, sondern daf
wir auch ein rekonstruktives Interesse verfolgen. Daher
sollen zumindest die iliblichen Junktoren A Vv, = (die
Negation wird in Kap. 3 behandelt) in unserem Rahmen
deutbar sein. Und zur Deutung von v scheint es
unumgédnglich zu sein, mehr als eine E-Regel zuzulassen;
die iiblichen E-Regeln fir v lauten Jja:

Pq"%(Pq 4 P2)

P2‘%>(P1 v P2) .
Den iiblichen V-Regeln, zu denen ja noch die B-Regel

P4>P;5P52DP;3(DqVv Po) DD

gehdrt, kdonnen wir jetzt eine sinnvolle Deutung geben:
Ein Adjungat AvB driickt den gemeinsamen Gehalt der nur
aus einzelnen Aussagen bestehenden Regelsysteme A und B
aus. Die Bedingumg (7) bzw. die Regeln (8) scheint
die naheliegendste und schwdchste Verallgemeinerung von
(2) bzw. (1) zu sein, die eine Einbeziehung der iblichen
v-Regeln in unsere Operator-Grundregeln erlaubt. AuBer-
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dem ist die philosophische Deutung dieser Verallgemeinerung
mit Hilfe des Begriffs des gemeinsamen Gehaltes nicht
unplausibel.

Es 1aBt sich noch eine etwas andere Motivation unseres
Schemas (8) fiir allgemeine E~ und B-Regeln denken, die

nicht auf den Begriff des gemeinsamen Gehalts zuriickgreift,
sondern Operatoren direkt als Regeln deutet. Dazu definieren
wir zundchst: Eine konkrete Regel R ist in K, unter Benutzung
einer (nicht unbedingt konkreten) Regel R' ableitbar, wenn

R in dem Kalkiil ableitbar ist, der aus K, durch Hinzunahme
von R' zu den Grundregeln entsteht. Dann gilt fiir beliebige
Sys‘t:emeAi (1€ i< m) konkreter Regeln und konkrete Regeln R:

1ﬁifﬂ—R fiir alle i mit 14i<m g. d. w. R unter Benutzung
Lo
von Qq—jp;...;&mépép in K, ableitbar.

Denn aus ‘ﬁjﬁ(R)q}E_(R)g fiir alle i (1<4i<m) ergibt
sich unter Benutzuﬁg von [31;>p;...;¢§m;>p=%>p bei
Belegung von p mit (R)2 eine Ableitung

), (R, !

Ay=pij Dypipp — K © * - (Ry
(R

2.
von R in Kn. Ist umgekehrt R in K, unter Benutzung von

A,=>p;...; A =p=>p sableitbar, so ersetze man fiir ein
i (1£i<m) sukzessive jede Regelanwendung

Re2pi e o ) A sopsp A - A

durch Qﬁ , womit man schlieBlich A&}E—R erhdlt. Dieses

A
Verfahren filhre man fiir alle i (14i<£m) durch.
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Aufgrund dieses Resultats ist mit (7) gleichwertig:

Fir alle K,-Aussagen A,,...,A und fiir alle konkreten
(15) K,-Regeln R gilt: R ist in K, unter Benutzung von

'Aq(Aqa""sAn)%p;'°°§Am(Aqﬁ"'skn)ép %p
ableitbar g.d.w. S(A,,...,A_) —R.
1 n Ko

Es lassen sich also dieselben Operator-Grundregeln (8)
rechtfertigen, wenn man (15) statt (7) als Addquatheitsbe-
‘dingung fiir Operator-Grundregeln wdhlt. (15) wiirde den Ge-
halt eines Operats als Gehalt einer Regel deuten und nicht
wie (7) als gemeinsamen Gehalt mehrerer Regeln.

Die Wahl von (15) statt (7) als Addquatheitsbedingung bringt
fiir uns jedoch keinen wesentlichen Vorteil. Denn die Regel

(16) A (A seeesh I5pseees Ap(haseee,A )=>D =D

hat keinen klareren Sinn als das, was mit dem Begriff des
gemeinsamen Gehaltes ausgedriickt ist; vielmehr ist der
Begriff des gemeinsamen Gehaltes geeignet, die Regel (16)
zu interpretieren, namlich als: Dss, was aus allen
lﬁi(Aq,...,An) (1 ¢i<m) folgt, d.h. der gemeinsame
Gehalt der ggi(Aq,...,An), gilt auch unabhidngig von den
Annahmen &H(Aq,...,An) (1«i<m). (15) besagt dann:

Aus S(Aq,...,ﬁn) soll genau das ableitbar sein, was sich
daraus ergibt, daB der gemeinsame Gehalt der A (Ajy...,A )
als Annahme genommen werden darf. Gegeniiber einer solchen
Formulierung erscheint es sogar viel klarer, im Sinne von
(7) zu sagen: S(Aq,...,An) driickt den gemeinsamen Gehalt
der A (A, ye..4A ) aus.

Vorteilhaft widre die Bedingung (15) allerdings in einem
stdrkeren Kalkiil, in dem man auch Regeln mit Variablen,
also nicht nur konkrete Regeln, als Annsahmen zulaBt, die
wieder geldscht werden kdénnen. Dann mifte man eine Art
Variablenbindung in Regeln zur Verfigung haben, also etwa
Zeichenreihen

R/‘ L) - " 8 ’Rn %‘K‘%"-X:
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als Regeln zulassen, wobei die tiefgestellten Indizes
Xy¥,.-.. die gebundenen Variablen anzeigen.q) In einem
solchen Kalkul, der auch die Behandlung von Quantoren er-
laubte, wiirde das Schema (15) zu Explizitdefinitionen der
aussagenlogischen Operatoren der Gestalt

S(Pyree vy P IS A (Pgree ey )BPiees 3 Ag(ParesesDy) 55D
AnlaBl geben. Damit waren zwar die Schwierigkeiten der philo-
sophischen Deutung von (16) nicht behoben - d.h. man miBte
wohl weiterhin auf den Begriff des gemeinsamen Gehaltes
zurliickgreifen, um sich (16) verstdndlich zu machen -,
man konnte jedoch zeigen, daB aussagenlogische Operatoren
explizit durch Regeln definierbar sind, ein Resultat, das
in unserem Rahmen noch nicht gilt (vgl. § 15). Es wiirde
vollkommen in Parallele stehen zu dem bei PRAWITZ (1965,
S. 67f.) bewiesenen Satz, daB in Logiken zweiter Stufe
die Konstanten A, Vv und 3 mit Hilfe von VY und —
definierbar sind. Denn die Regel (16) ist nichts anderes
als eine regellogische Lesart der dort angegebenen defi-

nierenden Aussageschemata, bezogen auf n-stellige Aussagen-
operatoren.
Um den hier vorgetragenen Ansatz noch sbzuheben von an-

deren Begriindungen von E- und B-Regeln fiir Operatoren,
wollen wir die E- und B-Regeln jeweils fiir sich inter-
pretieren. Die B-Regel legt fest, daB zum Gehalt eines
Operats S(Aq,...,An) jedenfalls der gemeinsame Gehalt

von &Jﬁﬂ""'An) und ... und Dmﬁhq,...,kn) gehodrt:
Alles, was aus jedem einzelnen Regelsystem zﬁ(Aq,...,An)
ableitbar ist, soll auch aus S(Aq,...,An) ableitbar sein.
Die E-Regeln legen fest, daR zum Gehalt eines Operats

S(Aq""’ﬁn) nur der gemeinsame Gehalt von Aﬂ(Aq""’An)
und ... und athq,...,An) gehdrt: Wenn etwas aus

S(A y---94,) ableitbar ist, dann muB es schon aus je-

dem &L(Aﬂ""’An) (1 4i%4m) ableitbar sein (weil
S(Aq,...,Aﬁ) aus ﬁﬂfﬁqa-'-’An) ableitbar ist). Man kOnnte
also sagen, daB E-Regeln die B-Regel abschlieBSen, in-

L B B B3 3 3 F 4 3 3 |

1) Der Vorschlag, in Regeln Variable zu binden, stammt von
LORENZEN (1955), vgl. dort S. 25f. und passim.
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dem sie festlegen, daB Operate keinen weiteren Gehalt ha-
ben als den, den sie aufgrund der B-Regel haben. Fir
den FallydaB nur ein Regelsystem 4ﬁ(p1,...,pn) und damit
eine Explizitdefinition von S vorliegt, also die B-Regel

A(pqi°"’Pn)%p;s(p1s“-9Pn) =55
gleichwertig ist mit dem Regelsystem

S(an“°spn):‘a>A(an"-spn) ’
und (8) damit gleichwertig mit dem Regelsystem

S(Pq,-"spn)@ A(qu”‘apn) ’

kann man sagen: Eine Explizitdefinition eines Operators
ist ein durch eine E-Regel abgeschlossenes System von
B-Regeln.

Eine damit verwandte Auffassung, dort allerdings be-
zogen auf Explizitdefinitionen von Préddikatoren, fin-
det sich bei KAMLAH/LORENZEN 1967. Dort wird eine Expli-
zitdefinition eines Préddikators P durch Pradikatoren
Pq,...,?n aufgefaBt als abgeschlossenes System von
Regeln der Gestalt

P(x) = P, (%)

(1?7 .

P(x) ='>Pn(x) ’

das man mit einem System von B-Regeln der Gestalt (13)
vergleichen kann. (Wir verzichten bei dieser Notation von
Pradikatorenregeln auf das fiir die "Logische Propadeutik"

typische Kopula-¢ .) Abgeschlossen wird (4q7) durch die
Regel

P (%)ye0.yP (x) =>P(x)
bzw. durch

Pq(x) A eea APn(x):>P(x) ,

wenn man - wie die "Logische Propadeutik" - den Junktor
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A schon voraussetzt, (was natiirlich (gemessen am metho-
dischen Anspruch dieses Werkes) ein Manko ist).

Unsere Deutung der Operatorenregeln unterscheidet sich
auf jeden Fall von der z.B. durch einige AuBerungen
GENTZENs nahegelegten Auffassung, wonach E-Regeln die
"primdren” Operator-Grundregeln sind und B-Regeln einen
abgeleiteten Status haben (vgl. oben S. 15f. Anm.). Wir
versuchen, E- und B-Regeln als gleichwertige Triger der
Bedeutung von Operatoren zu begreifen. Dieser Auffassung
am ndchsten kommt noch N. W. TENNANT mit seinem 'prin-
ciple of harmony', das die Gleichwertigkeit von E- und
B-Regeln betont (vgl. TENNANT 1978, S. 74).
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§ 7. Nachweis von Nichtkreativitdt und Eindeutigkeit

Wir wollen im folgenden zeigen, daB fiir Folgen von
Operator-Grundregelsystemen, fiir die wir im vorigen

§en aufgrund allgemeiner semantischer Uberlegungen

ein Schema angegeben haben, die beiden Anforderungen
erfiillt sind, die wir in § 5 verlangt haben: Nicht-
kreativitat und Eindeutigkeit. Wir beginnen mit der
Nichtkreativitdat. Sie 2 ein System 8,--+58, von Ope-
ratoren und é%%, 6w n g 253: eine fiir ). methodisch
zulassige Folge von Operator-Grundregelsystemen der in

§ 6 angegebenen Gestalt. Die Regeln aus 254 Viacrsn i_g&
sollen die nichtatomaren Grundregeln von'Kn_ ausmachen.
Zu zeigen ist: =5 ..., 21&‘ ist bzgl. K nichtkreativ.
Da ). und é§1,...,é%£ beliebig gewdhlt werden kdnnen
(also metasprachliche Variablen sind), ferner der Grund-
kalkiil K unspezifiziert bleibt, ist, wie oben S. 78 ge-
fordert, die Nichtkreativitdt fiir jedes {L und fiir jede
fiir O methodisch zuldssige Folge von Operator-Grundregel-
systemen gesichert.

Da wir in diesem §en durchgingig {L als System Sq‘*’Sa
von Operatoren und éﬁq,...,égk als fiir Q. methodisch
zulassige Folge von Operator-Grundregelsystemen voraus-—
setzen, werden wir bei vielen benutzten Begriffen die
Relativierung auf K, nicht notieren (schreiben also z.B.
"Regel"” statt "K,-Regel" ). Zun#dchst definieren wir die
Begriffe der Teilaussage, der Subaussage und des Ranges:

B ist unmittelbare Teilaussage eines Operats S(Aq,...,An),
falls B mit einem A (1< i<n) identisch ist.

B ist Teilaussage einer Aussage A, falls B mit A iden-
tisch oder Teilaussage einer unmittelbaren Teilaussage
von A ist.

B ist echte Teilaussage einer Aussage A, wenn B von A
verschiedene Teilsussage von A ist.

B ist Teilsussage einer konkreten Regel R, falls B
Teilaussage einer unmittelbaren Teilaussage von R ist

(unmittelbare Teilaussagen von konkreten Regeln sind auf
8. 67 definiert worden).
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B ist unmittelbare K&-Subaussage eines Operats S(Aq,...,An),
falls B unmittelbare Teilaussage eines Regelsystems

A(A ye-eyh ) ist, so daB A(pq,...,pn);>8(p1,...,pn)

zu den S-Einfilihrungsregeln gehort.

B ist K,-Subaussage einer Aussage A, falls B mit A identisch
ist oder K,-Subaussage einer unmittelbaren K,-Subaussage
von A ist.

B ist K,-Subsussage einer konkreten Regel R, falls B
Kg-Subaussage einer unmittelbaren Teilaussage von R ist.

B ist K,-Subsussage eines Systems von konkreten Regeln A ,
falls B K,-Subaussage eines Gliedes von A ist.

(In dieser Definition haben wir das an sich redundante
Prafix "K,-" mltgeschleppt, weil wir unten den davon ver-
schiedenen Begriff der ansubaussage definieren werden. )

Die Definition von "Teilaussage" entspricht der iiblichen
Definition. Der Begriff der K,-Subaussage oder kurz
Subaussage ist auf unsere spezielle Situation zugeschnit-
ten: Wir wollen sagen kodnnen, daB man bei Anwendung einer
Einfiihrungsregel fiir einen Operator S von Subaussagen
eines Operats zu diesem selbst i{ibergeht. Deshalb haben
wir die Subsasussagen von S(Aq,...,An) induktiv definiert
als die Subaussagen von Aussagen, die in dem System
‘A(pﬂ,...,pn) der Vorderregeln einer S-E-Regel A(pﬂ,...,pn)
%>S(p1,...,pn) vorkommen, wenn man diese Regel so belegt,
del durch ihre Anwendung S(Aq,...,An) abgeleitet werden
kenn. Im Falle, wo S Junktor ist, sind alle unmittelbaren
Subaussagen auch unmittelbare Teilaussagen von S(A yeeegAl Yis
da hochstens Aq,...,A unmittelbare Teilaussagen von

A (A ,...,An) sein konnen. Falls S jedoch nicht Junktor
ist, kann man einer Aussage S(Aq,...,An) nicht ansehen,
aus welchen Aussagen S(Aq,...,An) durch eine E-Regel ge-
wonnen worden sein kann. Deshalb kdnnen unmittelbare
Subaussagen nicht schon durch die HuBere Gestalt einer
Aussage festgelegt sein, sondern erst durch die Vorder-
regeln der E-Regeln fiir diese Aussage. Die Terminologie
"Subaussage"/"Teilaussage" scheint uns fiir diesen Sach-
verhalt geeignet zu sein: "Sub-" driickt eine Unterordnung
von Aussagen aus, "Teil-" dariiber hinaus ein optisches
Enthaltensein von Aussagen. '



- 100 -

Wir definieren nun den Rang einer Aussage A, einer kon-
kreten Regel R und eines Systems konkreter Regeln A

- notiert mit rg(4A), rg(R) und rg( A) -, der fiir spatere
Induktionsbeweise bendtigt wird. Es sei:

rg(A)=0 , falls A atomar.
rg(A):max{rg(Aq),,,_,rg(Akzz+q, falls A nichtatomar und

{ﬂq,...,Akl die Menge der unmittelbaren K,-Subaussagen
von A ist.

rg(R):max[rg(Aq),...,rg(Ak)} s, Wobei {Aq!°"$ﬂk1 die
Menge der unmittelbaren Teileussagen von R ist.

rgoﬁ)zmax[rg(kq),...,rg(Rk)] s falls A die Glieder
Rqs--+,Ry hat.

Dabei soll eine Kﬁ:ﬁussage,(&it Ja Operatoren ohne ein
Zu K;‘geharendes Grundregelsystem (namlich S. q9e=+35p)
enthalten kann, den Rang haben, den sie aufgiznd dieser
Definition hat, wenn man sie als Kq-Aussage auffaBt.

Die Definition des Ranges ist nur dann eine korrekteée
induktive Definition, wenn wir zeigen kOnnen, daB die
Relation "ist unmittelbare Subaussage von" fundiert ist.
Dazu ordnen wir jeder Aussage A eine Ordinalzahl s(A)

zu und zeigen, daB ¢(B)< ¢(A) , falls B unmittelbare Sub-
aussage von A ist. Es sei

g(A) = ¥ (A) & WP, D+, +w’ o, (A,

wobei dk(A) (1< k<€) die Zahl der mit S, beginnenden
Teilaussagen (nicht Teilaussagenvorkommen!) von A sei.
Falls nun A EESi(Aq,...,An) (1=1i<L€) ist und B unmittel-
bare Subaussage von A, dann ist BEEX(Aq,...,An), wobei
X(pﬂ""‘pn) Formel, die hdchstens P4s+--4P, an Variablen
enthdlt und in der nur Operatoren Sj mit j<i vorkommen
(nach Definition von "methodisch zuldssig" oben S. 76,
und den Bedingungen oben S. 90 ). Teilaussagen von B, die
mit einem Sj mit j>1i beginnen, miissen also schon Teil-
aussagen von Aq""’An und damit von A sein. Ferner enthidlt
A eine mit 5; beginnende Teilaussage mehr als B, ndmlich
sich selbst. Es gilt also:
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1

@;(B) = &4(A) , falls §>1 ,
ot (B) < oy (A) (genauer: oG (B)+1 = o, (A) )y
“j(B) g aj(A) , falls j<i .

Damit ist g(B)< £(A). 1)

Es folgt die Definition des Begriffs der Ki;Subaussage von
Aussagen, Regeln und Regelsystemen. (Man beachte, daf "K&r
Regel" und "K,-Regel" dasselbe bedeutet, wir also bei "Regel"
die Relativierung auf einen Kalkiil weglassen konnen. )

Diese Definition ist dadurch motiviert, daB wir aus dem
Nichtvorkommen von S, in einer konkreten Regel R auf das
Nichtvorkommen von S; in den KéTSubausaagen von R schlies-
sen wollen, was durch Lemma 7.1 auch formuliert wird.

Das wird es ermdglichen, die Nightkreativitﬁt von

£54,...)-§%_ aus Sétzen liber K,-Subaussagen abzuleiten.

B ist unmittelbare KifSubaussage eines Operats, falls die-

ses die Gestalt Sj(Aq""'An) hat fiir 1<j< i wund B un-
mittelbare K,-Subaussage davon ist.

B ist Kéysubauaaage einer Aussage A, falls B mit A

identisch ist oder Ki—Subaussage einer unmittelbaren
K&fSubaqssage von A ist.

B ist KifSubaussage einer konkreten Regel R, falls B
Kéfsubagssage einer unmittelbaren Teilaussage von R ist.

B ist Kéfgpbaussage eines Systems von konkreten Regeln A ,
falls B Kﬁ;Subaussage eines Gliedes von A ist.

Lemma 7.1 Sei A System konkreter Regeln, in dem S,
nicht vorkommt. Dann kommt Si in keiner KérSubaussage
von A vor.

Beweis Wir filhren den Beweis nur fiir Aussagen A; die Be-
hauptung fiir beliebige Regelsysteme ergibt sich dann so-
fort aus obigen Definitionen.

1) g(A) ist kleiner als w%. Um die Fundiertheit der Rela-
tion "ist unmittelbare Subaussage von" fiir beliebige Kal-
kiile K, mit beliebig groBem £ zeigen zu konnen, bendtigen
wir also das Prinzip der trensfiniten Induktion bis w™ .
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Sei B Ki-Subaussage von A, wobei S; in A nicht vorkomme.
Falls B mit A identisch ist, kann S auch in B nicht vor-
kommen. Falls B Ki -Subaussage einer unmlttelbaren KQ;Sub-
aussage C von A, kOnnen wir als Induktionsvoraussetzung
annehmen, dal die Behauptung fiir C gilt. Wir miissen also
nur noch zeigen, daB S5; in C nicht vorkommt. Da A die
Gestalt S (Aq,...,A ) mlt 1<€j< i hat (es gilt sogar J+#i,
weil S; 1n A nicht vorkommt), kdnnen - da £ﬁ1,..., 25&
fir Q methodisch zuléassig ist - in unmittelbaren K -
Subaussagen C von A auBer Sqa'°"sj-1 nur solche Opera-
toren asuftreten, die auch in Aq"'°'An vorkommen. Da

54 in A und damit in Aq,...,An nicht vorkommt, ist die
Behauptung bewiesen.

QED

Jetzt kdnnen wir den zentralen Satz dieses §en formulie-
ren, aus dem sich sofort die Nichtkreativitat ergibt.

Satz 7.2 (Subsussagenprinzip) Sei T eine K%:Ableitung
von A aus A fir beliebiges 4 (141i<£). Dann 188t sich

T in eine K -Ableitung II' von A aus A umformen, so
daB jede in T/ vorkommende nichtatomare Aussage Kirsubaus—
sage von A oder A ist.

Den Beweis dieses Satzes stellen wir noch zurlick und be-
weisen mit seiner Hilfe erst, daB die Folge Z; ,... 2.

1 4
nichtkreativ ist. Der endgiiltige Beweis erfolgt, nach
etlichen Vorbereitungen, auf S. 114-118.

Satz 7.3 Sei R konkrete Regel, in der S, nicht vorkommt.

Falls ’_K—"'R' dann /’F;“R.
A -2,

Beweis Nach Satz 7.2 gibt es eine K -Ableitung von R,
in der auBler atomaren Aussagen nur K —Subaussagen von R
auftreten. In dlesen kommt nach Lemma 7.1 S nicht vor.
Wenn in einer K -Ableltung S nicht vorkommt kann keine
S -Grundregel angewendet worden sein. Also kann man sie

i-1
QED

auch als K -Ableitung auffassen.
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Als Korollar wollen wir noch vermerken:

Satz 7.4 Sei R konkrete atomare Regel. Falls Fﬁh—R,
2
dann FR-R.

Beweis Durch ¢-fache Anwendung von Satz 7.3 folgt aus

~—R: F-5R. Nun hat K0 dieselben Grundregeln wie K.
W Ke 0

Also kOnnen in einer Kg:Ableitung nur dann nichtatomare
Aussagen auftreten, wenn sie durch herangezogene Regeln
zustandekommen. Da R atomar, kdnnen in einer KS;Ableitung
von R keine nichtatomaren Regeln herangezogen worden sein.
Also kann man eine Ko—Ableitung von R auch als K-Ableitung

i+
auffassen.

QED

Satz 7.4 sichert die Konservativitdt von K., bzgl. K:
Die atomaren K, -Ableitungsbeziehungen sind genau die
K-Ableitungsbeziehungen.

Wesentliches Hilfsmittel zum Beweis des Subaussagenprin-
zips, dem wir uns jetzt zuwenden, ist der Normalisie-
rungssatz (Satz 7.7). Wir gehen bei seiner Formulierung
und seinem Beweis sowie auch beim anschliefenden Beweils
des Subsaussagenprinzips von den Begriffsbildungen und
Beweisen bei PRAWITZ 1965 aus und libertragen diese auf
die bei uns vorliegende allgemeinere Situation (d.h. auf

den allgemeineren Kalkiilbegriff und das Vorkommen belie-
big vieler Aussagenoperatoren).

sei 1T eine K, -Ableitung. Ein Aussagenvorkommen A in T
heift Hauptprdmisse der Anwendung einer B-Regel, wenn A

die rechteste Prémisse der Anwendung einer B-Regel ist
(d.h. die Prémisse, die aus einem S-Operat besteht, wobei
S derjenige Operator ist, der bei dieser Anwendung besei-
tigt wird). Alle anderen Prdmissen dieser Anwendung einer
B-Regel heiBen Nebenprémissen dieser Anwendung.
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Ein Segment ist ein Abschnitt Aq""'An eines Fadens

- wobei n=1 zugelassen wird; dann besteht das Segment

nur aus A, -, so daB gilt:

1) A, ist nicht Konklusion der Anwendung einer B-Regel.

2) Aj ist Nebenprimisse der Anwendung einer B-Regel fiir
1E G4 Dy

3) A, ist nicht Nebenpridmisse der Anwendung einer B-Regel.
Die Aussagenvorkommen Aq’°'°’ﬂn sind also allesamt Vorkom-
men derselben Aussage. Die linge eines Segments ist die
Zahl der Aussagenvorkommen, die es enthdlt. Der Rang

eines Segments ist der Rang der Aussage, die in dem Seg-
ment (evtl. mehrfach) vorkommt. Ein Segment besteht also
entweder nur aus einem einzelnen Aussagenvorkommen, das
nicht Nebenprimisse der Anwendung einer B-Regel ist — wenn
némlich n=1, dann ist1<n falsch, Klausel 2) also fiir A,
erfiillt -, oder ist ein maximales Stiick eines Fadens, das
aus aufeinanderfolgenden Nebenprémissen der Anwendungen von
B-Regeln besteht, gefolgt von der Konklusion der Anwendung
einer B-Regel, die nicht zugleich Nebenprimisse der Anwen-
dung einer weiteren B-Regel ist. Als Mitteilungszeichen

fir Segmente benutzen wir o Ty, e e

Eine Anwendung einer B-Regel heiBt redundant, wenn die
Ableitung einer Nebenprémisse dieser Anwendung von kei-
ner Annahme abhéngt, die bei dieser Anwendung der B-Re-
gel geldscht wird.

Lemma 7.5 Jede KéfAbleitugg einer konkreten Regel R

1dBt sich in eine solche Kirﬂbleitung von R umformen, die
keine redundanten Anwendungen von B-Regeln enthélt.
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Beweis Eine redundante Anwendung einer B-Regel sieht
S0 aus:

+
[ . + g
WA (A,... AN .
018, (A Jn..):]’ j_‘ u)[&m(,qu.,,}hwj]:
. = . .
(4)5'3'_ A A A SLA‘\\"‘IA"\)
A
T
Mit e ist dabei die Ableitung der j-ten Nebenprémisse

A (1&£j<m) bezeichnet, in der bei Anwendung der S-B-Re-

gel keine Annahme geldscht wird. .
Offensichtlich kann man obige Ableitung einfach durch =
A

ersetzen, da in keine zus#tzliche Annshme auftritt.

>+

QED

Ein Segment heift maximal, wenn es mit der Konklusion der
Anwendung einer E-Regel beginnt und mit der Hauptpridmisse
der Anwendung einer B-Regel endet.

Lemmsa 7.6 Jede Ei—ibleitung von A aus A 1aBt sich in eine
solche Kﬁ:Ablsitung von A aus A umformen, die keine
maximalen Segmente enthélt.

Beweis T sei die betrachtete Ableitung. Wir fiihren den
Beweis durch Paarinduktion iiber '<g(Fﬁf1(Wi). Dabei sei

¢ (TT)  der groBte Rang eines in || vorkommenden
maximalen Segments, A(T)die Summe der Lingen der in 1
vorkommenden maximalen Segmente vom Rangf%W);f[Jr)(und
demit auch XA (T) ) sei O, wenn | kein maximales Segment
enthalt. Der Induktionsanfang ist also trivialerweise
erfillt.
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Sei yﬁnj'>0. Wir wihlen in |l ein solches maximales Seg-
ment ¢ vom Rang f(jﬁ)

(1) iiber dem (d.h. iiber dessen erstem Aussagenvorkommen)
in I kein maximales Segment wvom Rang‘fizi)steht und

(ii) neben dessen unterstem Aussagenvorkommen in 7r kein
Aussagenvorkommen steht, iliber dem sich ein maximales Seg-
ment vom Rang f[ﬂ) befindet oder das zu einem maximalen
Segment vom Rang Gf[ﬂj gehort.

Ein solches Segment G 18Rt sich immer finden: Geht man

von einem beliebigen maximalen Segment 0; vom Rang ffJT)
aus, daB (i) erflillt, jedoch nicht (ii), so gibt es ein
Segment G , das (i) erflillt und dessen Vorhandensein die
Bedingung (ii) fiir G, falsch macht. Erfiillt auch G; nicht
die Bedingung (ii), dann gibt es ein G , das (i) erfiillt
und dessen Vorhandensein die Bedingung (ii) fiir G, falsch
macht usw. Men erhdlt so eine Folge O,, U, ,0; ,... von
maximalen Segmenten vom Rang j(ﬁ?, die alle verschieden
sind, da die obersten Aussagenvorkommen der Ableitungs-
faden, zu denen das oberste Aussagenvorkommen von &%
gehort, mehr links Stehenq) als die obersten Aussagenvor-
kommen der Ableitungsféden, zu denen das oberste Aussagen-
vorkommen von 0. gehort. Eine solche Folge muB endlich

sein und endet mit einem Segment der gewiinschten Art.

Fall a) o hat Lédnge 1, besteht also nur aus einem einzigen
Aussagenvorkommen. Dieses muB als Konklusion der Anwendung
einer E-Regel die Gestalt S(Aq,...,An) haben. Sei
Ai(qu-°-'Pn)=9S(qu---sPn) diejenige E-Regel, durch de-
ren Anwendung sich dieses Vorkommen von S(Aq,...,An) er-
gibt. S(A y...,A ) tritt also so auf:

+ —_ —_ [
o % + .. < Z
' + i : =S
o[B8, Chyoy ALY Wfa By AL b, A el >z
' ‘. ;}'—- P oa . -E
ey F F F Sy An.)

\...**

1) "Links" hier im anschaulichen Sinne, bezogen auf die
Notation eines Ableitungsbaumes, verstanden.
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)]
1111
(1]

In den mit markierten Ableitungen sind die Hin-

terformeln der Glieder von ﬁxi(Aq,...,An) aus deren Vor-
derregeln abgeleitet. Durch(gegebenenfalls mehrfache) An-
wendung von Satz 4.1 suf

V1

Ay A A)

BIRRE
REREE

und erhalt man

Her ettt

eine Ableitung von F. Durch diese ersetze man obiges

Ableitungsstiick und erhdlt so eine neue Ableitung T' . Bei
dieser Umformung kann kein vorher nur einzeln vorkommendes
maximales Segment vom Ramg ¢(¥) mehrfach verwendet werden,

da nach Wahl von G solche Segmente in

T
A Ry A L = T =
s

—

+ und ~ — T gar nicht

_—

—-,;F‘ - i

auftreten. Ferner bestehen alle dabei evtl. neu entstehen-
den maximalen Segmente aus Vorkommen von unmittelbaren Teil-
susssgen von Ai(Aﬂ""’An)* sind also von kleinerem Rang
als S(Aq,...,An). Dies sieht man durch Kontrolle der im
Beweis von Satz 4.1 beschriebenen Konstruktion: Ein neues
maximales Segment kann ja nur entstehen durch Zusammen-
fﬁgeP von Ableitungsstiicken j

R )

; und 4 zZu é . Eine solche Zusam-
B ’ ;
menfligung wird dort nur fiir B=R (falls R Aussage) bzw.
B :_;;(R)2 erwdhnt, wobei man dies - dem Induktionsbeweis
entsprechend - auch auf alle Komponenten von R beziehen muB.
Da inTl das Segment O nicht mehr auftritt, gilt entweder
f(ﬂﬂ)éf(ﬁj(wenn G das einzige maximale Segment vom
Rangtfﬂf)war) oder f%JT9§f(ﬁ7 und (<A (7)(da ein maxi-
males Segment vom Rang f(ﬁj weniger auftritt). In beiden
Fallen folgt aus der Induktionsvoraussetzung die Behaup-
tung.
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Fall b) o hat lLénge >1, besteht also aus mehreren Vor-
kommen einer Aussage F. F muB am SchluB von ¢ als Konklu-
sion der Anwendung einer B-Regel vorkommen, die zugleich
Hauptprémisse der Anwendung einer weiteren B-Regel ist.

F tritt in [ also so auf:

wl BUag ., a0] ..... o) LQM(A‘I,,,,A‘)];

VIV
by
+++ 4+

v

o F
(05-3 T Sa-h)
F
B‘RLE;L

1

b1
YRR

Dabei sind = die (mit G endenden) Ableitungen der

Nebenpramissen

ja B}

er Anwendung der B-Regel, deren Hauptprédmisse
F ist. Dies formen wir so um:

— By AT

- F
Tere . 3"R¢3¢.L
G G

G

WEREN
REARE
AT
[ yva)

::_: wla, A, ..,A“}l:.
i ¥F

3"R25¢,L

Z Fr+ 44

(-‘1)‘.5 —B l*&)

T' gehe aus T durch Ersetzung dieser Ableitungsstiicke
hervor. || ' hiéngt debei gegeniiber 1T von keinen neuen An-
nshmen ab. 9(“’)af(ﬁ)g11t, weil F weiterhin als Glied
eines maximalen Segments vom Rang j(ﬁjauftrltt. Jedoch
gilt: AT« (T) , da o gekiirzt wird. Dabei beachte

man, dafl das mehrfache Auftreten von

TRl
11111

-—

— -

T = nach Wahl von

ALT) nicht vergréBert, da

L1t

o° kein Aussagenvorkommen enthalten kann, das zu
einem maximalen Segment vom Rang y(W) gehdrt. Damit
kann auch die (mit den untersten Aussagenvorkommen von

R
1111}
RVIR))

zu einem Segment gehdrende) Konklusion G der
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Anwendung einer B-Regel nicht zu einem maximalen Segment
vom Rang ffﬂj gehdren; es ist also unwesentlich, daB das
(bzw. die) Segment(e), zu dem G gehdrt, aufgespalten wird
in Segmente, die um ein Glied ldnger sind. Mit Induktions-
voraussetzung folgt die Behauptung.

QED

Eine Ableitung heiBlt normal, wenn sie keine maximalen Seg-

mente und keine redundanten Anwendungen von B-Regeln
enthalt.

Der Begriff der Normalitat drickt aus, dall eine Ableitung
keine 'iiberfliissigen' Regelanwendungen enthZlt, ins-
besondere keine 'Umwege' macht.

Satz 7.7 (Normalisierungssatz) Jede KiuAbleitung von
A aus A 18Bt sich in eine normale Kifﬂbleitung von
A sus A umformen.

Beweis Man wende zundchst die im Beweis von Lemma 7.6 an-
gegebene Konstruktion zur Elimination maximaler Segmente

und dann die im Beweis von Lemma 7.5 angegebene Konstruk-
tion zur Elimination redundanter Anwendungen von B-Regeln

an. Letztere erzeugt keine neuen maximalen Segmente.q)

QED

Ein Pfadg) in einer normalen Ableitung “ ist eine

Folge A s++-4A von Aussagenvorkommen aus WTq , fur die
o o

n

1) Durch die Beweise der Lemmata 7.5 und 7.6 sind keine ein-
deutigen Umformungsverfahren gegeben, so daB die resultierende
normale K -Ableitung nicht eindeutig bestimmt ist. POTTINGER
1976 gibt ein Beispiel fiir verschiedene sich nach dem Verfah-
ren von PRAWITZ (1965) (an das wir uns oben angeschlossen haben)
aus einer Ausgangsableitung ergebende normale Ableitungen und
formuliert selbst eine Verschirfung des Normalisierungsver-
fahrens, die zu eindeutigen Resultaten fiihrt. Fir uns ist

dies Jjedoch nicht wesentlich; wir bendtigen nur das Ergebnis,
daB sich Uberhaupt eine normale Ableitung effektiv konstruie-
ren 1laBt.

2) Im Gegensatz zu PRAWITZ' £4265) Definition von "path" be-
schrénken wir den Begriff "Pfad" auf normale Ableitungen.
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4. Aq ist ein oberstes Aussagenvorkommen in’ﬂh, das nicht
durch Heranziehung einer Annahme zustandegekommen ist, die
spédter bei Anwendung einer B-Regel wieder geldscht wird.

2) Flir alle i (M£i<n) ist A; nicht Prémisse einer An-
wendung einer Annahmeregel, die spdter bei Anwendung

einer B-Regel wieder geldscht wird, und entweder

2a) Ai ist nicht Hauptprémisse einer Anwendung einer B-
Regel,und A, , ist das unmittelbar unter A; stehende Aussagen-
vorkommen, oder

2b) A, ist Hauptprémisse einer Anwendung einer B-Regel und
Aj,4 eines der Aussagenvorkommen, die Konklusion einer An-
wendung einer solchen Annshmeregel sind, die bei der vor-
liegenden Anwendung der B-Regel geldscht wird. (Solche
Aussagenvorkommen existieren bei normalen Ableitungen immer,
da diese keine redundanten Anwendungen von B-Regeln enthalten.)
3) An ist Prédmisse einer Anwendung einer Annahmeregel, die
spater bei Anwendung einer B-Regel wieder gel&scht wird,

oder An ist das unterste Aussagenvorkommen vonlﬂﬂ.

Ein Pfad beginnt also mit einem obersten Aussagenvorkommen
von7r‘, falls dieses nicht durch Heranziehung einer Annah-
me zustandegekommen ist, die spidter bei Anwendung einer
B-Regel wieder geloscht wird, geht dann solange zum nachst-
tieferen Aussagenvorkommen iiber, bis dieses entweder
Hauptprémisse einer Anwendung einer B-Regel oder Pri-
misse - einer Anwendung einer solchen Annahmeregel, die
spater bel Anwendung einer B-Regel wieder geldscht wird,
oder das unterste Aussagenvorkommen von || ist. In den letz-
ten beiden Fdllen endet der Pfad. Im ersten Fall geht er
Uber zur Konklusion einer Anwendung einer Annshmeregel,

welche bei der vorliegenden Anwendung der B-Regel geldscht
wird.

Ein Hauptpfad oder Pfad O. Ordnung in einer normalen Ab-
leitung ] ist ein Pfad, der mit dem untersten Aussagenvor-
kommen von || endet. Ein Pfad (n+1)-ter Ordnung ist ein Pfad,
dessen letztes Glied in Il unmittelbar liber einem Aussagen-
vorkommen steht, das zu einem Pfad n-ter Ordnung gehdrt.
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Lemma 7.8 Sei A ,...,A ein Faden von [| . Fiir alle i,j
mit 14i<j<én gilt: Aj gehdrt zum selben Pfad wie Ai oder
zu einem Pfad kleinerer Ordnung als A..

Beweis Da der Beweisbaum || sich von unten nach oben ver-
zweigt, ist jedem Faden Aq,...,An eineindeutig ein ober-
stes Aussagenvorkommen Aq in [ zugeordnet. Diese obersten
Aussagenvorkommen konnen wir von links nach rechts durch-
nummerieren, so daB jedes oberste Aussagenvorkommen A eine
natiirliche Zahl erhdlt. Diese Zahl bezeichnen wir als Index
des Fadens Aq,...,An. Wir beweisen die Behauptung durch
Induktion iliber diesem Index.

Ist er 1,dann ist Aq"°"An der '"linkeste'" Faden in TF 4 Ai
kann also nicht Hauptprémisse der Anwendung einer B-Regel
sein (weil es sonst noch links neben Ai stehende Nebenpra-
missen geben wiirde). Falls A, , also nicht zum selben Pfad
gehdrt wie A;, ist A, das letzte Glied eines Pfades, A, ,
gehért also als das in || unmittelbar unter A, stehende
Aussagenvorkommen zu einem Pfad kleinerer Ordnung. Durch
(j-i)-fache Anwendung dieser Argumentation erhdlt man die
Behauptung fir Aj.

Ist der Index des Fadens >1 und gehort Ai+1
Pfad wie A;, dann ist A; entweder das letzte Glied eines

nicht zum selben

Pfades und man argumentiert wie vorher. Oder Ai ist Haupt-
primisse der Anwendung einer B-Regel, das im Pfad auf Ai
folgende Glied A ist also Konklusion der Anwendung einer
Annahmenregel, die bei Anwendung dieser B-Regel wieder
geloscht wird:

s Ca)['R]‘“;{—

(1) B-Reget — ' ' A

Dann gehdrt A zu einem Faden mit kleinerem Index (weil es
ein "linkerer" Faden ist), der jedoch durch A; 4
durch Aj geht. Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf
A (das ja zum selben Pfad wie A gehdrt) und Aj ergibt
die Behauptung. [Exakter miiBte man beim ganzen Beweis
Paarinduktion fiihren iiber (s,k)» , wobel s Index des
Pfades und k=j-i.] QED

und damit
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Ein Abschnitt A,,...,A  eines Pfades T in || heiBt Neben-
abschnitt (wobei n=1 sein darf, also eingliedrige Abschnit-
te zugelassen sind), wenn gilt:
1) Aq ist nicht Konklusion einer Anwendung einer atomaren
Grundregel oder einer Annsahmeregel, es sei denn, die Stufe
einer solchen Regel ist O (d.h. Aq ist das erste Glied von T )
oder eine solche Annahmeregel wird bei Anwendung einer
B-Regel gelodscht.
2) An ist nicht Pramisse einer Anwendung einer atomaren
Grundregel oder einer Annahmeregel, es sei denn, An ist
das letzte Glied von T .

3) Falls n>1, ist A; fir alle i mit 1=i<n Prémisse einer
Anwendung einer atomaren Grundregel oder einer Annahmeregel.
4) Falls n=1, ist A, ('EfAn) das erste oder letzte Glied von .

Ein Abschnitt A,,...,A eines Pfades v in | heift Haupt-
abschnitt (wobei hier n=1 nicht zugelassen ist), wenn

A1 letztes Glied einer Nebenabschnittes von T ist, An
erstes Glied eines Nebenabschnittes von = wund kein Ai
(1<i<n) zu einem Nebenabschnitt gehort.

Hauptabschnitte sind also maximasle Abschnitte eines Pfa-
des, auf dessen Aussagenvorkommen keine Regeln auBen
Operator-Grundregeln angewendet werden. Nebenabschnitte
sind die zwischen den Hauptabschnitten liegenden Pfadstiicke
und umgekehrt, wobei der Endpunkt eines Nebenabschnittes
zugleich Anfangspunkt eines Hauptabschnittes ist und der
Endpunkt eines Hauptabschnittes zugleich Anfangspunkt eines
Nebenabschnittes - mit zwei Ausnahmen: Das erste und letzte
Glied des Pfades gehOren immer zu einem Nebenabschnitt; zu
einem Hauptabschnitt jedoch nur dann, wenn asuch das zweite
bzw. das vorletzte Glied ebenfalls zudiesem Hauptabschnitt
gehdrt (denn wir haben einelementige Hauptabschnitte nicht
zugelassen). Enthdlt ein Pfad also k Hauptabschnitte,

dann enthalt er k+1 Nebenabschnitte. Wir kSnnen einen Pfad
so in Abschnitte aufteilen:

: . A. A ;
(q) A/‘} <y Aadi }Aa;" b 31] ** 3;-) ----- }Aak]”'f}ﬁﬁa’é ) ,..}A%
| T T S
—— M h H
N, Ny — e R

N
Dabei ist Hi (14i<k) der sich von Ai bis AéferstreckendeKM
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i-te Hauptabschnitt, Ni (1« i< k+1) der i-te Nebenabschnitt.
Wie gesagt kann I~T,1 u. U. nur aus Aq bestehen, also A1EEAJ
sein, ebenso kann u. U. A_=A_., sein. 1

Offensichtlich kann man einen Hauptabschnitt H eines Pfa-
des aufteilen in aufeinanderfolgende Segmente & ..., 0, .
Wenn wir im folgenden ein ganzes Segment als Pramisse der
Anwendung einer Regel bezeichnen, meinen wir damit sein
letztes Glied (d.h. sein unterstes Aussagenvorkommen), wenn
wir es als Konklusion der Anwendung einer Regel bezeich-
nen, meinen wir sein erstes Glied (d.h. sein oberstes
Aussagenvorkommen). Wenn wir ein Segment als Subaussage
eines anderen Segments bezeichnen, meinen wir die Aussa-
gen, aus deren (evtl. mehrfachem) Vorkommen die betref-

fenden Segmente bestehen.

Aus den Definitionen von "Pfad" und "Hauptabschnitt" er-
sieht man, daB man im Hauptabschnitt eines Pfades immer
von Aussagen zu Subaussagen bzw. von Subaussagen zu
Aussagen lbergeht. So sind gerade diese Definitionen kon-
struiert worden. Genaueres dazu sagt das folgende Lemma:

Lemma 7.9 Sei H Hauptaebschnitt eines Pfades in einer nor-
malen Ki-Ableitung || . Sei G G, die Folge der

A4) 7" T m
Segmente, aus denen H besteht. Dann gibt es ein "minimales"

Segment o, (1 4i <n), so daB gilt:

(1) Fir jedes J (1< j<i) ist q} Hauptprémisse einer An-

L3 L 1
wendung einer B~Regel und C§44 ist K -Subaussage von Gg.

(ii) Pir jedes § (i< j«n) ist O} Prédmisse einer An-
wendung einer E-Regel und G} ist Ki;Subaussage von G}% .
Cay..., 9, heiBt auch Beseitigungsteil; 673, ... , 0, 8auch
Einfiihrungsteil von H.

Beweis Alle G;, die Hauptprémissen der Anwendung von B-
Regeln sind, gehen in H allen ¢,, die Pr#dmissen der Anwen-
dung von E-Regeln sind, voran. Sonst gibe es ein 63 so daRB
GB Primisse der Anwendung einer E-Regel, ¢4,, Jedoch
Hauptprédmisse der Anwendung einer B-Regel ist. (Man beach-

te dabei, daB in einem Hauptabschnitt eines Pfades keine
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atomaren Grundregeln oder Annahmeregeln angewandt werden. )
Ein solches o wdre ein maximales Segment, im Widerspruch
zur Normalitdt von [| .Die Aussagen iiber Subaussagen

sind trivial.

QED

Sei Nl eine Ableitung. Eine Anwendung einer Annahmeregel
R geht in der Anwendung einer Annshmeregel R' unmittelbar
auf, wenn diese Anwendung von R durch Anwendung von R' ge-

16scht wird. Eine Anwendung von R geht in einer Anwendung
von R' auf, wenn es Anwendungen von Annahmeregeln Rq,...,
R, gibt, so daB die Anwendung von R in derjenigen von R,,
diejenige von R, in derjenigen von Roy..., diejenige von

Rn in derjenigen von R' unmittelbar aufgeht.

Lemma 7.10 Wenn eine Anwendung von R in einer Anwendung

von R' aufgeht, so sind alle K&rSubaussagen von R auch
solche von R'.

Beweis trivial. (Man beachte, daB Annshmeregeln immer
konkrete Regeln sind. ) QED

Lemma 7.11 Wenn eine Annahmeregel R bei Anwendung einer
(nicht notwendigerweise konkreten) Regel R' geldscht wird,
so gehdort jede Prédmisse der Anwendung von R jeweils mit

der Konklusion der Anwendung von R und der Konklusion
der Anwendung von R' zu demselben Faden.
Beweis trivial.

QED
Jetzt kbnnen wir das Subaussagenprinzip beweisen:

Beweis von Satz 7.2 Wir behaupten, daB wir als Tr'eine
nach Satz 7.7 zu |l existierende normale Ableitung wah-
len konnen. Wir zeigen also: Sei ﬂ” normale Kﬁ;Ablei—
tung von A aus A . Dann ist jede in T' vorkommende
nichtatomare Aussage eine K&fSubaussage von A oder A.

Da jede in T' vorkommende Aussage in mindestens einem
Pfad vorkommt, geniligt es, die Behauptung fir alle Pfade
zu zeigen. Sei w ein Pfad der Gestalt (1):
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(Vgl. auch die Bemerkungen dazu oben S. 112f.)

Nach Lemma 7.9 gilt: Alle in den Hy (1«€s£k) vorkommenden

Aussagen sind Kiysubaussagen von Aj oder Ajr . Es geniligt
s

also zu zeigen: ¢

(*) Alle in den N_ (1< s <k+1) vorkommenden Aussagen sind
atomar oder K;-Subaussagen von A oder A.

Falls Ny ,q Dur An enthdlt und 7 Hauptpfad ist, ist Aj

mit A identisch, also A, trivialerweise Kinubaussage von

A oder A. In allen anderen Fillen sind die in Ng (‘?ésfkﬂ)
vorkommenden nichtatomaren Aussagen Prémisse oder Konklu-
sion der Anwendung von Annshmeregeln. Fiir Nebenabschnitte,
die aus mehr als einem Aussagenvorkommen bestehen, folgt
dies sofort aus der Definition von "Nebenabschnitt". Be-
steht N1 nur aus Aq, wobei Aq nicht atomar, kann A, nur
durch Heranziehung von Aq als Annahmeregel abgeleitet worden
sein. Enthilt Nk+1 nur An und ist 7w kein Hauptpfad, so ist
An Prédmisse einer Anwendung einer Annahmeregel, da Pfade der
Ordnung >0 nur so enden konnen.

Sei R eine Annahmeregel, deren Primisse oder Konklusion einer
bestimmten Anwendung in ein N, (1«s<k+1) fédllt. Wenn R
schon Glied von A ist, dann ist fiir die Prémisse oder Kon-
klusion der betrachteten Anwendung nichts mehr zu zeigen.
Wenn die Anwendung von R in der Anwendung einer anderen Regel
R' aufgeht, die Glied von A ist, ist wegen Lemma 7.10 nichts
mehr zu zeigen. Einzig iibrigbleibender Fall ist, daB die
Anwendung von R oder die Anwendung einer Regel R', in der
die Anwendung von R aufgeht, bei Anwendung einer E- oder
B-Regel geldscht wird. Wegen Lemma 7.10 ist es ausreichend,
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nur solche Regeln zu betrachten, die bei Anwendung einer
E- oder B-Regel geldscht werden, also zu zeigen:

(**) Sei R eine Annahmeregel, deren Prémisse oder Konklusion
einer Anwendung in ein N (1« s £k+1) fdllt, wobei diese
Anwendung von R bei Anwendung einer E- oder B-Regel ge-
16scht wird. Dann sind alle Kﬁ:Subaussagen von R auch
solche von A oder A.

Wir kénnen uns nun weiterhin die Betrachtung solcher Annahme-
regeln R sparen, die bei Anwendung einer B-Regel gel&scht
werden und deren Konklusion (R)2 zu 7w gehort. Denn dann
gehoren die Primissen der Anwendung von R und dasmit auch

die Primissen oder Konklusionen von Regelanwendungen, die

in der Anwendung von R aufgehen, nicht zu 7 , sind also

fiir die Behauptung (*) nicht relevant. Da ferner in diesem
Fall (R)2 in ™ auf eine HauptpriZmisse der Anwendung einer
Beseitigungsregel folgt, also auf jeden Fall zu einem Haupt-
abschnitt gehdrt, kann (R)2 nur dann auch zu einem Neben-
abschnitt gehéren, wenn (R)2 Primisse der Anwendung einer
atomaren Grundregel oder einer weiteren Annahmeregel R'

ist. Falls (R)2 atomar ist, ist nichts zu zeigen; falls

(R)g Prémisse der Anwendung von R' ist, ist fiir (R),

nichts mehr zu zeigen, falls man (**) fiir R' beweisen

kann. An Anwendungen von Annahmeregeln R, die bei Anwendung
einer B-Regel geldscht werden, interessieren uns slso nur
die, deren Konklusion nicht zu T gehdrt, d.h. von denen
eine Pramisse zu 7 gehdrt. Es reicht slso aus zu beweisen:

(***) Sei R eine Annahmeregel, deren Prémisse oder Konklu-
sion einer Anwendung in ein Ny, (1% s€ k+1) f&llt, wobei
diese Anwendung von R bei Anwendung einer E-~-Regel ge-
16scht wird, oder deren Primisse einer Anwendung in
ein N, (1<s€ k+1) fdllt, wobei diese Anwendung von
R bei Anwendung einer B-Regel geldscht wird.

Wir beweisen (***) durch Induktion iiber der Ordnung von T .
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Sei W Hauptpfad. Dann kommt nur der Fall in Frage, daB R bei
Anwendung einer E-Regel geldscht wird. Wir filhren (innerhalb

des Induktionsanfanges) eine Induktion iiber (k+1)-s, wobei
s die Nummer des Nebenabschnittes N, ist, in den die Pra-
misse oder Konklusion der Anwendung von R fallt. Der Fall
(k+1)-s=0, d.h. s=k+1 kann gar nicht auftreten: Denn die
Konklusion der Anwendung der E-Regel, bei der R geléscht
wird, miiBte wegen Lemma 7.11 und Lemma 7.8 zu -<r gehoren.
Das kann aber nicht sein, da Konklusionen der Anwendung
von E-Regeln nur in Haptabschnitten auftreten konnen, auf
N p jedoch kein Hauptabschnitt mehr folgt. Sei (k+1)-s>0:

k+
Wegen Lemma 7.11 und Lemma 7.8 muB in T die Konklusion

S(Bq,...,Br) der Anwendung einer E-Regel vorkommen, bei

der R geldscht wird._S(Bq,...,Br) muB in einem Hauptabschnitt
H_, vorkommen, der sus N_ folgt, also s'=2 8. Weiterhin ge-
hért 8(B,,...,B.) zum Einfiihrungsteil von Hg,, ist also

T das Sub-
aussage einer Annshmeregel ist, deren Pramissen oder Kon-

3. 2
K,-Subaussage eines Aussagenvorkommens von N

klusion einer Anwendung in ein N_,, mit s''>s' (>s8)
fallen.

Sei ¥ Pfad der Ordnung o>0.
Fall a) R wird bei Anwendung einer E-Regel geldscht. Falls
die Konklusion S(Bq,...,Br) der Anwendung dieser E-Regel

noch zu T gehdrt, dann argumentiert man wie vorhin. Falls
sie nicht zu T gehort, dann gehort sie nach Lemma 7.8 zu
einem Pfad W' kleinerer Ordnung, fiir den nach Induktions-
vorausigtzung S(Bq,...,Br) schon KETSubaussage von A oder
A ist.

Fall b) R wird bei Anwendung einer B-Regel geldscht. Dann
gehort die Konklusion (R)2 der Anwendung von R zu einem
Pfad M der Ordnung o-1. Nach Definition von "Pfad" muB

1) Genauer miiRte man sagen: S(B 9se+4B ist K%;Subaussage
einer konkreten Regel R', gen Praﬁissen oder Konklusion
einer Anwendung zu w gehoren und deren KE:Subaussagen

daher nach Induktionsvoraussetzung En-Subaussagen von A
oder A sind.
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in w' dem Aussagenvorkommen (R)2 die Hauptprédmisse S(B
Br) der B-Regel vorhergehen, aufgrund deren Anwendung R
gelﬁscht wird. Nach Definition von"Ki -Subaussage" sind alle
K -Subaussagen von R auch solche von S(Bq,...,B ). Nach

Induktionsvoraussetzung ist nun 8(B4y---4B,) schon Kl Subaus-
sage von A\ oder A. 1) QED

19"

Damit haben wir nachgewiesen, daBR Folgen 251,...} ZS
e

von Operator-Grundregelsystemen nichtkreativ sind. Der
zweite Hauptpunkt dieses §en ist der Nachweis der Ein-

deutigkeit von Operator-Grundregelsystemen ég . Dazu
nutzen wir aus:

Satz 7.12 S und S' seien n-stellige Operatoren aus ) .
Die Vorderregeln der S-E-Regeln seien mit denen der
S'-E-Regeln identisch (d.h. S und S' haben 'dieselben'’
Grundregelsysteme). Dann ist

S(qu---apn) & S'(an‘-°apn)
in KQ_ ableitbar.

Beweis Wenn die S-E-Regeln die Gestalt

&4(131 g sPn)%S(Pq yeee 1Pn)

(3) .

A,,‘(an wia 'QPB)%S(‘D/‘! wiew apn)
haben, dann muB die S'-B~Regel die Gestalt

(%) A,\(qu'°°spn)'-’->p§°--; A‘K(pqs'*'apn)%P;S'(qu'°'!Pn) %P
haben. Aus (3) und (4) ergibt sich, wenn man beliebige

Aussagen A, y...yA) fUr pyye-03Dp und S(Aﬂ,...,An) fir
p einsetzt:

S'(Agpeearhy )}—~S(A seeesh )

1) Sikhe Anm. S. 117.
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d.h. die Ableitbarkeit von

S'(pqa---,Ph) = S(Pq,"*spn)

in K, . Die andere Richtung ergibt sich, wenn man von

den S'-E-Regeln und der S-B-Regel ausgeht.
QED

Um daraus die Eindeutigkeit gewinnen zu konnen, bendti-
gen wir noch zwei Ersetzungstheoreme, nachdem es in den
Ersetzungstheoremen I und II nur um die Ersetzung von

Regeln (bzw. Regelsystemen) in Regeln (bzw. Regelsystemen)
und nicht von Teilaussagen in Aussagen ging.

Satz 7.13 (Ersetzungstheorem III) O[A] sei eine K,-Aus-
sage, in der an einer Stelle A als Teilaussage vorkommt.
OLB] sei das Ergebnis der Ersetzung dieses Vorkommens von
A in O[A] durch B. Dann gilt: Falls A—j—B, dann

ola]—+—olR]. fa
K_O.

Beweis Induktion iiber rg(0O[Al).

Sei rg(OLAl)=0. Dann ist O[A] atomar, also O[A] mit A
identisch. Damit ist die Behauptung trivial.

Sei rg(0[A])>0. Dann ist 0O[A] =8(44,.-.,0"[A,..0,4 ),
wobei S zu (). gehOrender Operator und O'[A] Aussage, in der
A an einer Stelle als Teilaussage vorkommt. (Diese Schreib-
weise soll auch den Fall einschlieBen, daB O'[A] an erster
oder letzter Argumentstelle steht.) Da wegen der Fundiert-
heit der Relation "ist unmittelbare Subaussage von" (vgl.
oben S.100f.) aufgrund der Rangdefinition jede echte
Teilaussage einer Aussage von kleinerem Rang ist als die-
se, gilt rg(0'[A]l)< rg(0lA]l), und daraus nach Induk-
tionsvoraussetzung:

(5) o'[al4do'[B] .

Es seien
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A4(PgyeeesPy) =8(Dgye--yD,)
(6) :
Ap(PseeesPy) =8(Dqses-sdy)
A (qu".'!Pn)%Pi--- s Ag(PqseeesPp)=>D;58(Pgyee-sDy) =D
die S-Grundregeln. Wir zeigen:
(7) Ai(Aq,...,o'[A],...,An)—%-Ai(Aq,...,o'[BJ,...,An)

fiir alle i (M€ i<m).
Daraus ergibt sich mit den S-Grundregeln (6) die Behaup-
tung:

S(Aq,...,O'[A],...,An)-1k—-S(Aq,...,O'[B],...,An) =

Beweis von (7):

Es ist zu beachten, dal 0'[A] in A;(Agyeee,0'lad, e ,A )
mehrfach vorkommen kann, so daB man gegebenenfalls mehr-
fache Ersetzungen vornehmen muS8.

Jedes Vorkommen von O'[A] in A;(Aqy...,0'[Ad,...A ), das
unmittelbare Teilaussage dieses Regelsystems ist, 1lalRt sich
wegen (5) nach dem Ersetzungstheorem II(Satz 4.5) durch
0'[B] ersetzen.

Falls S kein Junktor ist, braucht nicht jedes Vorkommen

von 0'[A] in A;(Aqy...,0'[A],..yA ) unmittelbare Teilaus-
sage von zﬁi(Aq,...,O'[A],...An) zu sein. Ein solches Vor-
kommen ist jedoch echte Teilaussage einer unmittelbaren
Teilaussage C von Aﬁ(Aq,...,O'[A],...An). C ist damit als
Aussage, in der O'[A] als echte Teilaussage vorkommt, selbst
eine Aussage, in der A als echte Teilsussage vorkommt, wir
konnen also C notieren als O0''[A]. Da weiterhin gilt:
rg(0''[A])L rg(0[A]), erhdlt man mit Induktionsvoraus-
setzung: O''[A]——0''[B] , kann also auch in diesem Fall
das Ersetzungstheorem II (Satz 4.5) anwenden.

QED
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Satz 7.14 (Ersetzungstheorem IV) R[A] sei eine konkre-
te K,-Regel, in der an einer Stelle A als Teilaussage
vorkommt. R[B] sei das Ergebnis der Ersetzung dieses Vor-

kommens von A in R[A] durch B. Dann gilt: Falls A~&——B,
dann R[A]—wMﬂR[B]. -

e R

Beweis Kommt A in R[A] als unmittelbare Teilsussage vor,
dann folgt die Behauptung aus Satz 4.5. Kommt A in R[A]
als echte Teilaussage einer unmittelbaren Teilaussage C
vor, also C=0[A], dann ergibt sich aus Satz 7.13:

(8) olal+—o[B] .

Man wende nun Sstz 4.5 unter Benutzung von (8) als Voraus-
setzung an. QED

Damit 148t sich das zweite Hauptresultat dieses §en be-
weisen:

Satz 7.15 ©Seien S,S' Operatoren aus ) . Die Vorderregeln
der S-E-Regeln seien mit den Vorderregeln der S'-E-Regeln
identisch. Sei R[S] eine konkrete K,-Regel, in der an einer
Stelle S vorkommt. R[S*'] gehe aus R[S] durch Ersetzung dieses
Vorkommens von S durch S' hervor. Dann gilt: R[S]—dk—-R[S'].
\n
Beweis Der in R[S'] durch S' ersetzte Operator S kommt
in R[S] so vor, daB S der zu einem Operat S(A,,--«,4,)
gehdrende Operator ist, wobei S(Aq,...,An) Teilaussage
von R[S] ist. An entsprechender Stelle kommt S'(Aq,...,An)
in R[S'] als Teilaussage vor. Man kann also R[S] als kon-
krete Regel auffassen, in der S(Aq,...,An) als Teilaussage
vorkommt, und R[S'] als diejenige konkrete Regel, in der
dieses Vorkommen von S(Aﬂ,...,An) durch S'(Aq,...,An)
ersetzt worden ist. Da nach Batz 7.12 gilt:
S(Aq,...,An):%—usl(Aq,...,An) , folgt mit Satz 7.14 die

Behauptung.
QED

Damit ist gezeigt, daB Folgen von Operator-Grundregel-
systemen der in § 6 angegebenen Gestalt die in § 5
von uns geforderten beiden Addquatheitsbedingungen er-
fillen.
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§ 8. Die Operatorenvollstindigkeit des Systems AV —

Wir wollen nun zeigen, daB sich jeder Operator S, der
durch die in § €6 entwickelten E- und B-Regeln gegeben
ist, auf drei Standardjunktoren A, ¥V, —> , deren Regel-
systeme unten noch anzugeben sind, zurilickfiihren 1&8t,
und zwar in folgendem Sinne:

Satz 8.1 Sei () System von Operatoren Sy+++S, und sei

Eﬁﬂ)"'J £ methodisch zuldssig fliir QO . Dann gibt es
&

zu jedem n-stelligen Operator S aus () eine AaAv—> -Formel
F(pi,...,pn), so daB gilt:

S(pi,...,pn)é%éF(pi,...,pn)
ist in K,,,, ableitbar.

Beweis siehe unten 8, 127f.

D.h.: Jeder Operator aus . ist in K vs o durch eine

Av-—> =Formel explizit definierbar. Aufgrund von Erset-

zungstheorem IV (Satz 7.14) kann man dann jeden von A N =

verschiedenen Operator in K aus allen Ableitungs-

AN—=> Q.
beziehungen eliminieren. Das Resultat von Satz 8.1 be-

zeichnen wir auch als Operatorenvollsténdiqkeig des

Operatorensystems Av— im Unterschied zur semantischen
Vollstdndigkeit eines formalen Logikkalkiils (vgl. § 9).

In § 6 sprachen wir schon von der expliziten Definierbar-
keit eines Operators S durch ein Regelsystem, wenn S
als einzige E-Regel
A(pl,...,pn):;;S(pi,...,pn)
hatte, wenn also die S-Grundregeln gleichwertig waren mit
S(pl,...,pn)é%b ﬁipl,...,pn).

Im Unterschied dazu ist in Satz 8.1 von der Definierbar-
keit aller von A,v,—> verschiedenen Operatoren durch

Formeln F(pl,...,pn) und nicht nur durch Regelsysteme

A(pl,...,pn) die Rede, also eine stdrkere Form der Defi-
nierbarkeit behauptet. Da jede Definierbarkeit durch

Formeln zugleich eine durch Regelsysteme ist - denn jede

1) In Anslogie zur Rede von der "funktionalen Vollstdndigkeit"
in der klassischen Logik.-~ Es ist selbstverstandlich nicht
ausgeschlossen, daBl es neben Av-> noch andere operatoren-
vollstandige Systeme gibt.
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Formel ist ein spezielles Regelsystem -, wiirde aus Satz
8.1 die explizite Definierbarkeit aller Operatoren durch
Regelsysteme folgen, falls die Junktoren Ayv,-> durch Re-
gelsysteme explizit definikrbar wdren. Dies ist jedoch
nicht der Fall. In § 15 (vgl. besonders Satz 15.7) werden
wir zeigen, daB vV nicht durch ein Regelsystem explizit
definierbar ist.

Wir geben nun die Regelsysteme fiir die Junktoren A v, —>
an. Dabei wollen wir eine Ausnahme von der bisherigen
Schreibweise machen und (pif\pz), (pl\xpz), (py—>p,)

statt A&pi,pz), V(pl,pz), —a(pi,p2) schreiben. Die
Grundregelsysteme sollen lauten:
A -
(A~ -B) P1:P,=>P; (P1 AP,)=P
p,=>(p,vp,)
(v -E) 1 2 £
= Pg=rtPy Vi
(v-B) P4=>P;iP,=>Pi{p, v P,)>p
Z (—»-E) p1©p2 ‘%’(p‘l‘?pz)
> . -
{>-B) P4=pP,3pi{p,>p,)3p .

Da A und -» nur einzeilige Systeme von E-Regdn besitzen,
sind nach Satz 6.3 Z, und Z_, gleichwertig mit

(pyaPy)&Py,p,
bzw.
(py>py)<p=p,
was nach unseren Vereinbarungen aus § 4 dasselbe ist wie
(P42 pPy) =0p,
(A pPy) =p,
P11Py =>(p, A D,)

bzw.
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(p;—>pP,5) P =P,

p—lépz —'-“'j'>(p1—>p2) .
Mit A-B und -»-B sind also gleichwertig die Beseitigungs-
regeln

(Py #.Rg! =Py
und

(2) (py>pPy)s P =P,

die man aus den liblichen Formalisierungen des natiirlichen
SchlieBens kennt. Deshalb werden wir stillschweigend

(1) und (2) als a-bzw. —s-Beseitigungsregeln benutzen,
meinen also kiinftig (1) bzw. (2), wenn wir in Ableitungen
A =B bzw. —>-B notieren. (1) und (2) mit A-B bzw.

> =B identifizierend, kdnnen wir auch sagen, daB

Z, &,,Z, Systeme von Regeln hSchstens 2. Stufe sind.

A, V, = heiBen auch Konjunktor, Adjunktor, Subjunktor;
Aussagen (A A B), (A vB), (A—>B) auch Konjungat, Adjungat,
Subjungat. Auf Klammern werden wir verzichten, wenn keine
MiBverstdndnisse auftreten kdnnen. Ebenso werden wir beil
mehrfachen Konjungaten und Adjungaten auf die Klammerung
verzichten, schreiben also z.B. (A,v A2\fA3)—%(A4A Ac AAL),
da man fiir A und v leicht die Assoziativitdtsgesetze
nachweist.

Als Vorbereitung zum Beweis von Satz 8.1 ordnen wir
jedem nichtleeren System A von (nicht notwendigerweise

konkreten)K,,, o-Regeln eine K -Formel A% zu:

ANS.Q

X* sel mit X identisch fiir Formeln X,
(Rq,...,RS?>X)* sei ((Rq*h...ARS*)—§X) fiir eine Regel
Rqye--sRg=>X ,
(Rqs"'sRs)* sei (Rq*ﬁ...hRS*) fiir ein aus den Regeln
Rq!""RS bestehendes Regelsystem.

Wie man sofort sieht, ist A* eine Av>Q -Formel, falls A

ein SYstem von () -Regeln ist.
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Lemma 8.2 Sei R eine K
Dann ist R** =RPA»,

av-» o —Regel, /3 eine Belegung von R.

Beweis trivial. QED

Lemma 8.3 Sei A nichtleeres System von konkreten K,-Regeln.

Dann gilt: A—l— A
V3 (3

Beweis Induktion iiber dem Aufbau von A .
Ist /A Aussage, dann ist A" mit A identisch, die Behaup-

tung also trivial.
Ist A= Rq,...,Rs=ﬁ>A , dann gilt nach Induktionsvoraussetzung:

(%) R; 4—R;* fiir jedes i (1<£1i<s).
Daraus folgt:

Rq,...,Rs—%* Rﬂ*,...,RS*
und daraus unter Verwendung der A-Grundregeln:

(4) R ’...,RSA}_Rq*A..-}\RS* -

/‘
Daraus mit Satz 4.2 und Satz 4.3 (i):
und daraus mit den —>-Grundregeln

RyyeeesBg=>A— (R *A...AR*) A , d.h. D A%,
Ist A=R,,...,R., dann gilt nach Induktionsvoraussetzung:(3),
woraus wieder (4) folgt. (4) besagt jetzt gerade: A-i A¥.

QED

Im folgenden Satz beweisen wir die explizite Definierbar-

keit von Junktoren durch av—>-Formeln. Dieses Resultat
wird dann im Bewels von Satz 8.1 als Induktionsanfang

dienen.

Satz 8.4 Z2u jedem n-stelligen Junktor S aus L. gibt es
eine Av-—> -Formel, so daB
S(pl,...,pn)é=>F(p1,...,pn)

in KAwaJL ableitbar ist.
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Beweis S habe die Grundregeln:

Aﬁpi,...,pn)=ﬁ>S(p1,...,pn)

Awgpi,...,pn):=>S(p1,...,pn)
{Ajpl,...,pn)=>p;...;t&{pi,...,pn);ép;s(pi,...,pn):%;p N
Wir behaupten, daR wir fiir F(pl,...,pn) die Formel
(A4(p1'...’pn)).v....V(Mpl,...,pn))‘

wahlen kénnen. Dies ist sicherlich eine Av-—>-Formel,
da in einem System von Vorderregeln der E-Regeln eines

Junktors kein Operator auftreten darf. Wir missen nun

zeigen, daB flr alle KAU_bJL—Aussagen Al""’An
S(Al,‘..,An)®(‘&f\(A1’...,An)). NV eaeoe V¥V (bm(Al,...’An)J‘
Kiyy p—ableitbar ist.

Wenn wir fir feste A,,...,A  die Aussage (z%}hj,...,An))‘

mit A: (1€ 1< m) abklirzen, miissen wir also zeigen:

(5)  S(Ap,.ee,d ) == 487 v. v ALY ,

AV
wobei der Nachweis von (5) unabhdngig von der Wahl der
Ai""’An sein mun.
Beweis von (5)

Richtung }—: Aus den v-E-Regeln ergibt sich (verallgemei-

nert flir mehrfache Adjungate):
(6) Ai*}_'ﬁf\h,_v’ﬁmf flir jedes i (1<i=m).

Aus Lemma 8.3 ergibt sich:

N
| b
IN
3

(7) Aé(Ai,...,An)l—A; flir jedes i (1
Aus (6) und (7):

AA,eeeb ALY EA Y, ypr flir Jedes i (1441 =m).
Daraus mit S-Beseitigung:

S(AL,eeeb A V=A% v, v AT .

Richtung — : Aus Lemma 8.3 ergibt sich

[
N
N
[
N
3
.
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Daraus mit S-~Einfiihrung:

(8) A S(Ay,eeu,A) fiir jedes i (1< i

Aus der v-B-Regel ergibt sich (verallgemeinert filir mehr-

fache Adjungate):

(9) BISE(B s veesB)iens s A 2 S(A ,eee,A )3 ASvivar
bS(A seeesA ).

Aus (8) und (9) folgt mit Satz 4.1:

B % e lF —S(Ay,..0 A ).
Dieser Beweis ist offensichtlich unabhdngig von der Wahl
der Aj""’An‘ Q€D

Jetzt kdnnen wir Satz 8.1 beweisen:

Bewels von Satz 8.1

Wir flihren Induktion iber i, wobeil S; der i-te Operator
aus L., d.h. wir zeigen flir jedes i (1£i<4):

Wenn fir jedes J (1£ j«1i) Sj durch eine Ay>-Formel
explizit definierbar ist, dann auch Sy

Da S1 ein Junktor ist, ist der Induktionsanfang mit Satz
8.4 nachgewiesen.

Wir nehmen also nun an, daB 1i>1 1ist. Wir miissen eine

AvV—> =Formel Fi(pﬂ""’pn) angeben, so daB

Si(pi,...,pn)éébFi(pi,...,pn)

in KAV&;JL ableitbar ist.
éi% habe wie liblich die Gestalt:

A’\(pi’...’pn) _—ﬁsi(pi,.‘.’pn)

(10) .
Awépj,...,pn):;;Si(pi,...,pn)

Ai(pysecesP ) DPseceihlpyseeasp ) =3p3S;(Pyseeespy) =D -

Da 251)..” éavfﬁr ). methodisch zuldssig ist, konnen in
jedem Regelsystem ﬁ&(pj,...,pn) (14 s < m) hbchstens
Cperatoren Sj mit j<i auftreten. Nach Induktionsvor-
aussetzung gibt es nun flir jedes solche Sj eine Av—= =FoO

mel Fj(pi”“’pn)’ so daB

Sj (pl,ool ,pn)@ Fj(pi’-.' ,pn)

rr—
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in Kavs o ableitbar ist.

Unter sukzessiver Anwendung unserer Ersetzungstheoreme

kann man also alle Sj (1£j<i) aus jedem

(1< s<m) eliminieren, also fiir jedes s
]

Aﬁ(pl""’pn)
{(1<s<m) ein

Regelsystem Zgﬁpi,...,pn) angeben, in dem auBer Ay V=D

keine Operatoren vorkommen und fiir das
ﬁs(p,l,... 'Pp) € Apqseee,py)

in K., o, ©9ableitbar ist.

Aufgrund dessen ist (10) gleichwertig mit dem System

&jpl,...,pn) %ési(pi,...,pn)

(11) .
&Jpl,...q%” %;Si(pl,...,pn)

KA(pi!"'"pn)%p;"‘ ; Ahq(pj""?pn)%p;sjﬂ-(p/],ooc’pn) .ﬁp 9

wobei jetzt Ks(pl,...,pn) (1 4£s2m) nur

Operatoren enthdlt.

Analog zum Bewels von Satz 8.4 bilden wir jetzt die

AY— =Formel

(Ry(pyrennsp))*V eeeeV (Blpysene,p )

ALY 2

an

und kdnnen wie im Bewels von Satz 8.4 zeigen, daB diese

Formel die gewiinschte Eigenschaft hat, daB also flir alle

KAy o —Aussagen Agsece,Al

o ©
Si(Al,---,An)éﬁ(A,‘(Ai,-oa ,An))‘ NV o e V (AV“\(A

in KhwaJl ableitbar ist.

QED

1!""}

An))‘

Aufgrund der Operatorenvollstdndigkeit des Systems Av—>

ergibt sich die Eliminierbarkeit aller von 4, v, —
verschiedenen Operatoren in Lo
Satz 8.5 Sel R konkrete K, ys.no—-Regel. Sei R diejenige

K,y —Regel, die aus R dadurch hervorgeht, daB man in

R sukzessive jedes Vorkommen eines nicht mit A, v

oder — begin-

nenden Operats S(Ai""’An) durch die entsprechende nach
Satz 8.1 existierende Aussage F(A1’°°"An) ersetzt, bis

kein von A v,> verschiedener Operator mehr auftritt.

Dann gilt: R——ﬂk_~§ .

K“Vfis1_
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Beweis Ergibt sich durch mehrfache Anwendung von Satz

8.4 und den Ersetzungstheoremen. Man muB sich vorher

allerdings klar machen, dafB die in der Formulierung des

Satzes gegebene Kennzeichnung von R eindeutig ist, daB

es also auf die Reihenfolge der Ersetzungen nicht ankommt.
QED

Mithilfe von Satz 8.5 14Bt sich die Einbettbarkeit von
Ko in K, beweisen. Umgekehrt 1aBt sich K, ., in K, .
einbetten.
Satz 8.6
(i) seien R,,...,R konkrete K -Regeln, A K,-Aussage.
ﬁl,...,ﬁn,ﬁ seien entsprechende K, -Regeln wie in
Satz 8.5. Dann gilt:

=]

[~
Ryseee Ry kA gedow.: Rl,...,ﬁn}i~—A

A=

-

(Einbettung von K, in K, . ).

(ii) Seien R,y...,R  konkrete K,,-Regeln, A K ~Aus-—

>
sage. Dann gilt:

Rl,...,Ran"—A g.d-w- Rl,aoo,RntE—A

AV ~> A0
(Einbettung von K, = in K., _ ).
Bewels
(1) Zundchst gilt
(12) Rj,...,Rn}K;A g.d.w. Ry,«-«sR Iy R

LAV ==
Die Richtung von 1links nach rechts ist triviali die von
rechts nach links folgt aus der Nichtkreativitd@t von ZL%J
..qégﬁyéhlékréé, da  A,v,—> nicht in R,,...,R ,A vor-
kommen konnen, es sei denn, A oder v oder —> gehdrt
schon zu Q_ .,
Aus (12) folgt trivialerweise
(13) Rl,...,Rn}TC:A ged.w. Rj,...,Rnﬁr—*—A .

N
da es flir die Deduktionsstdrke eines Kalklils unwesentlich

ist, in welcher Reihenfolge man seine Grundregeln for-
muliert. Da aAv-> Junktoren sind, ist émréwéiaiéaai"ﬂ =
fir Av—> methodisch zuldssig, Kives o «
finiert. Mit Satz 8.5 folgt aus (13):

also sinnvoll de-
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o O ]
R ,.p-,R }"—A g.d.w. R ,o.t,R |—\A -
1 n' K, 1 ni’l‘ﬁVa_xl
o
Da Ri""’ﬁn’i hdchstens A,V¥, = an Operatoren enthal-

ten, folgt hieraus mit der Nichtkreativitdt wvon

£y By By B e B

[&

L= <
R- ,...,R ;—'A g-d.w- ﬁ ,.c-,R l__’—A ¥
1 n t,(ﬁg_ 1 n KM_}

d.h. die Behauptung.
(ii) Die Richtung von links nach rechts ist trivial, die
von rechts nach links folgt aus der Niéjhtkreativitﬁt
von 2,”2\,,!2_5;25“,‘_}25&, da Ry,.--,R ,A hSchstens A v, -
an Operatoren enthalten.

QED

K,y 1st nun ein Kalklil, dessen nichtatomare Grundregeln
héchstens von 2. Stufe sind, wenn man beachtet, daB wir
als A-B-Regeln

plf\ p2 = p1

pl)\ p2 :'?p2
und als —>-B-Regel

P1>P5sPq=> P>
benutzen (s.o. S. 124 ).
Damit ist Kpv—s Jedoch noch kein Kalkilil im Sinne des
in § 2 definierten GENTZENschen Kalklilbegriffs. Denn
Kaves kann erstens atomare Grundregeln von hdherer als
2. Stufe enthalten, zweitens erlaubt der Deduktionsbe-
griff von K, _., die Heranziehung und L8schung von
Regeln beliebiger Stufe. Wir definieren nun einen Kal-
kil K¥,,, der ein Kalkiil im GENTZENschen Sinne und mit
Kav-» gleichwertig ist:
Ko sel ein Kalkil im Sinne von §& 2, der dasselbe
Vokabular (d.h. Atome, Objektvariablen, Formeln, Aussagen)
wie K,,_s hat. Die Grundregeln von K?* seien:

AN

1. alle nichtatomaren Grundregeln von Khvﬁ s

2. alle Regeln der Form (R)i‘ =(R),*, falls R atomare

Grundregel von KM_3 (* ist dabei zu verstehen wie oben

S. 124 definiert).
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Ki> heiBe auch Kalkilil der positiven Logik iiber K.i)

Die Gleichwertigkeit wvon Ky mit K.y, wird in folgendem
Satz formuliert:

Satz 8.7

(1) Flr alle konkreten K, —Regeln Ryse..yR und K
Aussagen A gilt:

AV-> T

R.,...,R A cdew. * ]
1? ' h KM,_b g dew Rl ,...,Rn I—F———Am

. AN —=
(Einbettung von Ky, in Kg _ o

(ii) Fiir alle K&, -Aussagen AgreeesA A gilt:

Al,...,An}W,F—A g.d.w. Ai,...,An\T&‘A

AV -2 AN

(Einbettung von Kg_ In: Kyy s Vs

Beweis Die Lange einer Ableitung sei die Anzahl der in ihr
auftretenden Aussagenvorkommen.

(i) Richtung von links nach rechts:

Induktion iliber der Lange von K, .—-Ableitungen .

a) T hat Linge 1, also die Gestalt B i » Wobei R atomare

Anfangsregel oder herangezogene Regel 0. Stufe. Da K

und K3,

0. Stufe gilt: R*=R, und ferner A*=A, gilt die Behaup-

AV—
dieselben Anfangsregeln haben bzw. fiir Regeln

tung.

b) wendet im letzten Schritt eine Grundregel R der Stufe
=1 an. £Rq*""Rn} seien die Annshmen, von denen T ab-

hangt, A unterstes Aussagenvorkommen von Il . Falls R eine

Operator-Grundregel ist, folgt die Behauptung sofort aus

der Induktionsvoraussetzung, da alle nichtatomaren Grundre-

geln von K,, . auch KX -Grundregeln sind. ( Prémissen

AV =2
und Konklusionen der Anwendung solcher Regeln sowie An-

nahmen, die dabei geloscht werden, sind immer Aussagen B,
fiir die gilt: B=B*.) Falls R eine atomare Grundregel ist,
die mit Belegung /A angewendet wurde, d.h. R°=R',...,R® =>4,

1) Genauer miiBte man von "positiver intuitionistischer Logik"
oder "positiver Minimallogik" sprechen, im Unterschied zur
"positiven klassischen Logik", in welch letzterer z.B. die
Peirce-sche Formel ((p—aq§—>p3—>p ableitbar widre. Die einfache
Bezeichnung "positive Iogik" erscheint jedoch dadurch gerecht-
fertigt, daB die klassische positive Logik eigentlich einen
abgeleiteten Status hat, insofern sie ein Formalismus zur
Ableitung der negationsfreien klassisch wahren Aussagen (bzw.
klassisch allgemeingultigen Aussageformen) ist.
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so muB schon

RyseeesR ,(R )4 }————(R ), fir alle i (1€i<m)

.Mf}
gelten, wobei daflir eine kirzere Ableitung als m vorliegt.

(Zur Mitteilung der Vorderregeln von Rﬁ wurden hochge-
stellte Indizes verwendet, da tiefgestellt Indizes schon
verbraucht sind.) Mit Induktionsvoraussetzung ergibt sich
daraus:

R,]*,...,Rn“(Rl),‘* )-E(R )o*  fiir alle i (1£i<m).

Daraus mit —=-E:
Ry*seeerR " (RY) *—(R),* fiir alle i (1zi<m),
n TRE 1 2
was dasselbe ist wie

Rl*ao.-,Rn*”W‘(Rl)* fiir alle 4 (1€i<m).
AV

Baraus mit A -E:

1 m
R * - e ® R * R * - w R ‘
1% » R mﬁi:£__) A ?ﬁLﬁ (R™)
'R /3

Daraus ergibt sich durch Anwendung der zu R korrespon-
dierenden Grundregel (R),* =;(R)2* unter derselben Be-

legung /4 die Behauptung. (Man beachte R*® = RZ*, Lemma
8.24)

¢) Tl zieht im letzten Schritt eine konkrete Regel RJ

(1€ j<n) der Stufe =1 als Annahme heran, wobei {Rq,...,Rnk
wieder die Menge der Annahmen sei, von denen ‘1T abhéngt

und A das unterste Aussagenvorkommen von I .

Sei R.?EERq,...,Rm:;>A Dann muBl schon gelten:

TH—- (Rl),] }—(R ), fir alle i (1<i<m),
AV——}
wobei dafiir kiirzere Ableitungen als 7T-vorllegen.

Daraus nach Induktionsvorraussetzung:
i i = ; ;
Rl”""Rn.’(R )1‘ﬁ?:*~(R Iy £y alle i MEL amn).
Daraus mit ->-=E:

Ry*,eee Ry l———(R ) ‘—9-(R )o* flr alle 1 ,(1<€i<m),
A\.r—a
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was dasselbe ist wie

Rj‘,...’ }'—‘-_-(R )' fﬁralle i (1 Eifm).
) f\\d—)

Daraus mit A-E:

R,l.,--o, }——‘(R ) -

)\\r—-
Daraus mit der RJ zugeordneten Aussage st_;(gj)j;_;A¢
und mit —=-~B:

R,]_*,-I.,Rn*,R ‘_K‘“A‘ -
AV —=>

Dies ist die Behauptung, da Rj‘ in Ri*,...,Rn‘ schon vor-

kommt.

Richtung von rechts nach links:

Induktion liber der Linge von K%, .,-Ableitungen i,
a) I hat Idnge 1. Analog zu Fall a) der anderen Richtung
zu behandeln.

b) " wendet im letzten Schritt eine Grundregel der Stufe
=21 an. {Rq*,...,Rn*§ seien die Annshmen, von denen T ab-
hangt, A* unterstes Aussagenvorkommen von || . Falls es
sich um eine Operator-Grundregel handelt, folgt die Be-
hauptung aus der Induktionsvoraussetzung, da alle Operator-
Grundregeln von K7 ,. auch K,,.-Grundregeln sind. Falls es
sich um eine Grundregel der Gestalt (R)q*;;(R)g* handelt,
die mit Belegung /3 angewendet wurde, so gilt schon

Rq*ys+osR }R;::(R)q , wobei dafiir eine kiirzere Ablei-

tung als TT vorliegt.
Daraus mit Induktionsvoraussetzung:

qg--'aR /—_R(R) /3* -

J"\Uv—}
(Man beachte, daR (R)q*ﬁ EE(R)qﬁ* und (R)qﬁ*?i(R)qﬁ**).

Daraus mit Lemma 8.3%:

Rq,...,Rn/K—(R)qﬁ ,

AV —=
und darsus durch Anwendung der K,/-»—Grundregel R:
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Rysr~esBy JK;(R)E ,
was wegen A= A*-ﬂ(R)2*ﬁ-ﬁ(R)2ﬁ*‘“(R)2 zu beweisen war.

c) Konkrete Regeln der Stufe = 1 konnen in K7  -Ableitungen
nicht als Annahme herangezogen werden.

(ii)Die K, _,-Aussagen sind mit den K} ~Aussagen iden-

Ay—
tisch. Weiterhin gilt fir K, ,-Aussagen A: A®*=A.

Also folgt die Behauptung aus (i), wenn man K}

r->—Aussagen

AL ,eeesA fir R,.,...,R_ einsetzt,
1 n 1 n QED

Aus Satz 8.6 und Satz 8.3 erhdlt man:

Satz 8.8
(1) Seien R,,...,R konkrete Ky,-Regeln, A Ky-Aussage.
Dann gilt:
[+ <2 o
.o R A g.d.w- R b c..,R P—A'
Rq» PR R 1 7 n K;-»

a
(Einbettung von K, in K&—>s "Ry® " dabel zu lesen als "(ﬁﬁ'h").

(ii) Seien A, ,...,A,,A K2 ~Aussagen. Dann gilt:
1 YL AN g9
AgyeseryAy }—‘A g.d.w. Ajyeee,Ay }—-—A
"'W":'b J‘W-)_Cl
(Einbettung von K¥. in K,.,,)-
QED

Satz 8.8 driickt die vorldufige Quintessenz unserer Bemii-
hungen aus. Wir waren ausgegangen von einer Verallgemei-
nerung des GENTZENschen Kalkiilbegriffs, indem wir nicht
nur Regeln zweiter, sondern beliebig hoher Stufe betrach-
teten, indem wir also die Heranziehung und L&schung von
Regeln und nicht nur von Aussagen zulieBen. Mithilfe
dieses verallgemeinerten Kalkiilbegriffs haben wir ein
Schema zur Bedeutungsfestlegung beliebiger Aussagenopera-
toren Uber Grumkalkiilen K angegeben. Satz 8.8 zeigt nun,
daB sich ein Kalkil K, der atomare Grundregeln belie-
biger Stufe und Operatoren eines beliebigen Systems )
enthdlt, in den Kalkiul K&, einbetten 1l&dBt, der Regeln
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h8chstens 2. Stufe und nur die Standardjunktoren NV
enthdlt. Satz 8.8 zeigt auch umgekehrt, daB sich der ele-~
mentarere Kalkiil KAvs> auch in K, einbetten 1dBt, falls

{) die Operatoren AV,> enthdlt, so daB K, und K&
in diesem Falle gleichwertig sind.

Wir konnen jetzt die ganze Idee von Regeln beliebig hoher
Stufe und von beliebigen Operatoren wieder vergessen, da
wir alle Ableitungsbeziehungen von K, auch in K%, aus-
driicken kOnnen. Dies macht nicht unseren ganzen Ansatz
nachtraglich iliberfliissig. Denn die Einbettung von K, in
K> nach Satz 8.8 zeigt gerade, daR die Behandlung der
drei Junktoren i v,— in der iiblichen (intuitionistischen)

positiven Logik keine willkiirliche Einschrankung auf drei

spezielle Aussagenoperatoren darstellt, sondern alle Ope-
ratoren mitumfaBt, die sonst noch durch das in § 6 ange-
gebene allgemeine Schema fiir Operator-Grundregelsysteme
charakterisierbar wdren. Wir haben also - im Rahmen un-
seres regellogischen Ansatzes - eine Begriindung dafiir ge-
liefert, daB man sich in der positiven Logik auf die Stan-
dardjunktoren beschranken kann.

Zum Zwecke eines solchen Beweises der Operatorenvollstin-
digkeit von av->, dessen wichtigste Voraussetzung ja ein
allgemeines Schema fiir Operator-Grundregeln ist, scheint
keine andere Moglichkeit zu bestehen, als zu Kalkiilen mit
Regeln beliebig hoher Stufe iiberzugehen. Es ist das Ver-
dienst VON KUTSCHERAs, diese These 1968 erstmals ausgear-
beitet zu haben (vgl. dort S. 14-16). Obwohl sich VON
KUTSCHERAs Arbeit in wesentlichen Punkten von der vorlie-
genden unterscheidet - so geht VON KUTSCHERA im AnschluB
an LORENZEN von einer Schichtung von Metakalkiilen aus,
wehrend wir den Grundkalkiil um Regeln beliebiger Stufe er-
weitert haben -, haben wir uns beim Beweis der Operatoren-
vollstédndigkeit von Ayv-> eng an VON KUTSCHERA angeschlossen.
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PRAWITZ hat 1979 einen Beweis dafiir skizziert, daB avs |
ein vollstdndiges Operatorensystem fiir die intuitioni-
stische Junktorenlogik darstellt. ( L steht darin fiir
"das Falsche"; wir schridnken uns im folgenden auf den
Teil der PRAWITZschen Ausfiihrungen ein, der fiir die posi-
tive Logik von Relevanz ist.) Dabei glaubt PRAWITZ mit
Regeln hochstens 2. Stufe, wie sie im Kalkiil des natir-
lichen SchlieBens vorhanden sind, auszukommen. Ich stelle
seinen Ansatz in unserer Symbolik dar: PRAWITZ geht wie
wir von einem System von E-Regeln

Ba(PasesesDy) =5(Dqseesypy)

(14) . . .

Am(PqQ---gpn) éS(qu':-aPn)
saus, wobei er fiir Ai(p'l'“"pn) (141i4m) nur Regeln
hochstens 1. Stufe zulaBt, so daB die E-Regeln nicht
iiber die 2. Stufe hinsusgehen. (Vgl. PRAWITZ 1979, S.
34f.) Wihrend unser Schema einer B-Regel

A,‘ (qu-"ipn)'ﬂ;’pE Am(P/p'°-spn)=>P;S(pqs-°-9Pn)=:;‘>P

um eine Stufe hoher ist als die E-Regeln, gibt PRAWITZ
als Schema fiir B-Regeln an (PRAWITZ 1979, S. 37):

(15) (A1 (Pq geee gpn))+——'}~p‘,‘--‘- 3 (Am(P»p sl spn))+‘—'->P§S(P1s see sPn)

=D .
Dabei sei (Ai(Pﬂ"“'pn))+Ei i*""’Rii , falls
Ai(P’I’""pn)ERiq"“’Rik (1«i<«m). Das Schema (15)

ist offensichtlich von hochstens 2. Stufe, da die Rif
(14€J<€k) immer Formeln (d.h. von O. Stufe) sind. (1%)
ist nun unter Bezugnahme auf die Opersation * ung *t
wieder unter Bezugnahme auf die Operation * definiert.

* war jedoch mit Hilfe der Junktoren A, definiert
worden (s. o. S. 124). Will men also Eigenschaften des
aus (14) und (15) bestehenden Grundregelschemas nachwei-
sen, so muB man Regeln fiir A und —> schon voraussetzen.
Insofern ist das aus (14) und (15) bestehende Schema
nur dann ein Schema fiir beliebige Operatoren, wenn man
Ny > nicht zu den Operatoren z&hlt, sondern anderswoher
schon zur Verfiigung hat.
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Der Rickgriff suf A ist dabei allerdings nicht wesent-
lich. Denn man kann A -Regeln aus dem Schema (14), (15)
gewinnen, ohne A -Regeln schon vorauszusetzen: Zu der
A -E-Regel p,q=>paq gehdrt nach (15) als aA-B-Regel:

(16) (p,q) =>ri;paqg =r .

Nun ist (p,q)+ gerade p*,q* , und dies ist wiederum p,q.
Also ist (16) identisch mit der von uns angegebenen A-
B-Regel. Man braucht in diesem Falle eben von * nur zu
wissen, daB fiir Variable p gilt: p*=p; der Teil der De-
finition von *, der auf A zurlickgreift, spielt keine
Rolle.

Anders ist dies bei — . Versucht man, mit (15) aus der
— -E-Regel p=>q=>p->q eine ->-B-Regel zu erhalten,
s0 ergibt sich:

(17) (p=>q) " =r;p=q>r .

(p:;g)+ ist gerade (p=q)*. Die Definition von * greift
nun in diesem letzten Fall effektiv auf -> zurlick; es
ist (p=>q)*=p-=>q . Setzt man dies in (17) ein, so er-
hdlt man:

(18) (p—=q)=>r;p->q =T .

Dies ist jedoch eine Regel, die nach Satz 4.3(ii) schon
unabhidngig von —>-Regeln ableitbar ist, die man also
nicht als Bedeutungsregel fiir —> ansprechen kann. Die
->-B-Regel p,p->q=>q 18Bt sich aus (18) jedenfalls
nicht gewinnen. Entgegen der Meinung von PRAWITZ 1979
("The usual elimination rules ... for A and — have a
slightly different form, which is easily seen to be de-
ductively equivalent to the one given here" [S. 38obenl)
ergeben sich die —-Grundregeln nicht aus dem Schema

(14), (15).

Da (15) auf —> Bezug nimmt und suBerdem die —>-Grundregeln
im PRAWITZschen Vollstandigkeitsbeweis schon benutzt
werden, kann man den PRAWITZschen Beweis nur so verste-
hen: Unabhingig von irgendeinem allgemeinen Schema wird
ein spezielles Regelsystem fiir —> angesetzt. Anschlies-
send erweitert man dies um Regelsysteme fiir Operatoren,
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die dem sllgemeinen Schema (14), (15) geniligen. Von Opera-
toren, die durch diesem Schema gehorchende Regelsysteme
charakterisiert werden, zeigt man dann, daB sie durch

Ayv ,—= definierbar sind. Die Beschrénkung auf Regeln
hdchstens 2. Stufe wird also erkauft durch eine ausge-
zeichnete Stellung des Junktors —> . Bei uns ist die
Situation allerdings in gewisser Weise &hnlich: Wir

konnten zwar alle Operatorenregeln, einschlieBlich der
Regeln fiir — , als Fall eines allgemeinen Schemas
auffassen, muBten dafiir jedoch auf einen = -Begriff
zuriickgreifen, den man auch als Begriff einer linksiterier-
ten (materialen) Implikation mit Einfiihrungs- und Besei-
tigungsregeln beschreiben kann (s. o. S. 53f.). Das neue,
das wir gegeniiber dem Vollstédndigkeitsbeweis von PRAWITZ
bieten, besteht also im wesentlichen in einem Explikations-
vorschlag fiir diesen vorausgesetzten Implikationsbegriff.
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§ 9, Formale positive Logik

Bis jetzt sind wir von einem Grundkalkiil K ausgegangen
und haben diesen durch Hinzufiigung von Operator-Grundre-

geln zu einem Kalklil Kg erweitert. Von letzterem konnten

wir in § 8 zeigen, daB er sich in einen Kalkiil K&, , den
Kalkiil der positiven Junktorenlogik iUber K, einbetten
lapt. Kg, ist nun ebenso wie Ky ein materialer Logik-

kalkiil, insofern er vom Vokabular und den Grundregeln
eines willkiirlich gew&hlten Grundkalkalkiils K ausgeht
(wobei die Grundregeln A4=X von K in K%, die Form
A¥*>X* annehmen) und diesen nur durch operatorenlogische
Regeln erweitert. Aufgabe eines Kalklils der formalen

Logik wdre es, die Herleitung genau derjenigen Ableitungs-—
beziehungen zu erlauben, die unabhdngig von jeweills betrach-
teten Grundkalkilen K, also flr jedes K in K3, ableit-
bar sind. Nun ist es so, daB verschiedene Grundkalkiile
verschiedene Vokabulare haben kénnen; zwei Grundkalkiile,
deren Aussagenmengen disjunkt sind, haben von vornherein
keine Ableitungsbeziehung gemeinsam. Aufgabe eines Logik-

kalklils kann also nur sein, schematische Ableitungsbezie-

hungen herzuleiten, die erst dann, wenn man sie in gewis-

ser Weise liber einem Grundkalkiil K interpretiert, zu

Ableitungsbeziehungen von K2, ., werden.

Dazu gehen wir aus von einem speziellen Grundkalkiil,

den wir L nennen wollen (da wir K weiter als Variable
fiir beliebige Grundkalkiile brauchen): L habe als Atom
nur +, besitze keine Objektvariablen, und seine Aussagen
sollen mit seinen Ausdriicken zusammenfallen. Grundre-—

geln habe L keine. L-Aussagen, die die Gestalt  ++...++
n mal

haben, wollen wir auch Schemabuchstaben nennen. Wir
bilden nun den Kalkil L>*

der positiven Junktorenlogik

AN-2
Uber L und nennen LY auch Kalkiil der positiven formalen
Logik. Statt Lg schreiben wir der Kirze halber P.

Wie man sieht, ist P bis auf Notationsunterschiede iden-
tisch mit dem positiv-junktorenlogischen Teil des Kal-
klils des natilirlichen SchlieBens NI von GENTZEN 1935.
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Sei K ein beliebiger Grundkalkiil. Eine Interpretation

Uiber K sel eine Funktion k , die jedem Schemabuchstaben
eine K-Aussage zuordnet. Sei A eine P-Aussage, K eine
Interpretation iiber K. Dann sei A* diejenige K&
Aussage, die man aus A erhdlt, wenn man jedes Vorkom-
men eines Schemabuchstabens B in A durch W(B) ersetzt.
1""’An’A
heipt P-allgemeingliltig, wenn flir jedes K und fir jede
Interpretation X iUber K gilt: Ai&,...,An“FR;——AK.

AN —

Eine P-Regel Al,...,An=>A flir P-Aussagen A

Die Rechtfertigung, P als Kalklil der positiven formalen

Logik aufzufassen, liefert folgender Satz:

Satz 9.1 Fir alle P-Aussagen Aj,...,An,A gilt

Ai,...,AnkﬁA genau dann, wenn die P-Regel Ai,...,Anﬂ%A

P-allgemeingililtig ist.

Beweis Die Richtung von rechts nach links ist trivial,
da L selbst ein Grundkalkiil ist. Man wdhle fiir x einfach
die identische Abbildung.

Die Richtung von 1links nach rechts ist eine leichte In-
duktion iiber dem Aufbau einer P-Ableitung I von A aus
AgyeeesA . Man beachte, daB alle P-Grundregeln auch

K%, -Grundregeln filir jedes K sind und daB alle in T
auftretenden Schemabuchstaben keine Verdnderung erfahren
kdnnen, da P keine atomaren Grundregeln enthélt._wﬂgeht
also flir jedes K durch Substitution von K-Aussagen fir
Schemabuchstaben in eine K& . -Ableitung T' von aA¥

aus Alm,...,AnK iber.
QED

Satz 9.1, den wir als "regellogischen Vollstdndigkeitssatz"
bezeichnen, konnte man als Analogon zu iiblichen semantischen
Vollstandigkeitssatzen ansehen: So wie dort auf Belegungen
mit Wahrheitswerten, bezieht sich hier der Begriff der All-
gemeingililtigkeit auf Interpretationen liber Grundkalkiilen.
Allerdings muB3 man sich dann dariiber im klaren sein, daB der
Begriff der Allgemeingliltigkeit im Ublichen semantischen Sin-
ne vom Begriff der Ableitbarkeit grundverschieden ist, wah-
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rend bei uns die Allgemeingiiltigkeit selbst iiber einen
Ableitbarkeitsbegriff definiert ist, also schon 'inten-
sional' sehr eng mit der Ableitbarkeit zusammenhdngt.
Das spiegelt sich in der Trivialitdt des Beweises

von Satz 9.1 wieder.
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§ 10. Erweiterte positive Logik: Nullstellige Operatoren

In § 6 hatten wir Operatoren als Zeichen eingefiihrt, die
es erlauben sollten, den gemeinsamen Gehalt von Regel-
systemen Bl o s wg A,, auszudrlicken. Dabei haben wir bis
jetzt noch die Einschrdnkung gemacht, daB diese Regel-
systeme nicht leer sein sollten. Dementsprechend haben
wir nur Operatoren der Stellenzahl =1 betrachtet, da

in diesen Regelsystemen - weil es sich um  -Regeln
handelt - mindestens eine Aussagenvariable vorkommen
muBte. Von dieser Einschrdnkung wollen wir uns jetzt
frei machen, indem wir zulassen, daB in A, ..., A,, ein
(oder mehrere oder alle) Systeme leer sind, und entspre-
chend O-stellige Operatoren, die dann zugleich Aussagen
sind, zulassen.

Wir erweitern zundchst das Vokabular von K,: Q. darf
nullstellige Operatoren enthalten. Weiterhin legen wir
zusdtzlich fest: nullstellige Operatoren sind K -Aussagen
und auch K,-Formeln. {)-Regeln sind jetzt solche Regeln,
die aus K,-Formeln der Gestalt p oder S(pi""’pn)

fir einen n-stelligen Operator S (n> 1) oder S fiir

einen O-stelligen Operator S aufgebaut sind.

Bei dem S-Grundregelsystem, wonach S-Operate entsprechend
§ 6 den gemeinsamen Gehalt von - jetzt auch moglicherweise

leeren - Systemen von .-Regeln A,, ..., A, aus-

driicken sollen, unterscheiden wir 3 (bzw. 5) Fille:

1. Kein A; (141 <4m) ist leer.

a) Falls dann Pqsse-,p, die insgesamt in A, ..., A
vorkommenden Variablen sind, lauten die S-Grundregeln
wie in § 6 begriindet:

Aﬁpi,...,pn) :bs(pi,...,pn)
(1) .

-

&Jpl,...,pn) =>S(pyyeee,p,)

By(pPyreeesP )3D5eer s APy eeesp ) DP;3S(Pysens,p, ) D0
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b) Es kann aber auch der Fall eintreten, daB in A, ... A,
keine Variablen vorkommen, falls ndmlich diese Systeme von
{1l -Regeln nur aus O-stelligen Operatoren zusammengesetzt
sind. Dann kommt man analog zu (1) zum Regelsystem flr
einen O-stelligen Operator S:

A, = S
(2) :
A, = §

Ay=>pi ... Du=pj S =op.

2. Einige, aber nicht alle A, (1414 m) sind leer.

a) Pq)+-+sD, seien die insgesamt in A,,... A, Vor-
kommenden Variablen. DafB ein n-stelliger Operator gemdB
§ 6 den gemeinsamen Gehalt von Doy yes
soll, bedeutet, daB

Angi,...,An)F~R fir alle i mit 12i<m g.d.w.
S(A ye0esh )R

., Aw, ausdricken

fir alle Aussagen A,,...,A und konkreten Regeln R. (vgl.
oben S. 8%). Falls &JAi,...,An) (1 <41i4m) leer ist,
ist AgAj,...,An)#—R (d.h. -R) offensichtlich gleichwer-
tig mit Ai;?hlk—R, da A=A, in K, ableitbar ist.

Wir ersetzen also einfach jedes leere Regelsystem

durch P4= P4 und haben damit den vorliegenden Fall auf
Fall 1a) zurilickgeflihrt.

b) Wenn in A, ,..., A, keine Variablen vorkommen,

dann kommt mindestens ein O-stelliger Operator S' vor. Wir
ten eine zu A, ..., A, gleichwertige Folge von
Systemen, wenn wir jedes leere System Ai, (121i4m)

durch S'=>S' ersetzen. Damit haben wir diesen Fall auf
Fall 1b) zurlickgefiihrt.

3. Alle A; (1 ¢i<m) sind leer. Der gemeinsame Gehalt von

ALkann dann nur von einem O-stelligen Operator S ausge-
drickt werden, flir den gilt:

R genau dann, wenn SR .

erhal-
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Dies ist offensichtlich dann erfiillt, wenn man fiir

S als einzige Grundregel die Anfangsregel

(3) S

annimmt. Wenn man will, kann man diese Regel als Spezial-
fall von (2) ansehen, indem man in (2) alle Vorderregeln
der E-~Regeln wegstreicht und beachtet, daB die entsprechen-
de B-Regel P;S3p in jedem Kalklil K, ableitbar ist
(falls S zu Q. gehdrt). Deshalb wollen wir die Regel (3)
auch als S-E-Regel bezeichnen, zu der es allerdings keine
S~-B-Regel gibt.

Wir kdnnen also annehmen, daB die Grundregeln fiir einen
Operator S entweder die Gestalt (1) mit nichtleeren
Ai(pqyseee,p,) (1€41 <m) haben - falls S die Stellen-
zahl >0 hat -~ oder - falls S die Stellenzahl 0 hat -

die Gestalt (2) mit nichtleeren A. (1 <i <m) oder die
Gestalt (3) hat. Nur im Fall (3) ist ein O-stelliger
Operator S auch Junktor. Im Fall (2) miissen ja die nicht-
leeren Systeme A; von Q-Regeln, weil sie keine Variab-
len enthalten, von S verschiedene Operatoren S' enthal-
ten.

Da im Fall (3) S keine unmittelbaren Subaussagen hat,
ist flr S kein Rang definiert. Wir setzen daher fest:
O-stellige Junktoren (die zugleich Aussagen sind) sollen
Rang 1 haben.

Wir vereinbaren nun, daf die Notation (1) den Fall (2)
einschlieBt, daB also insbesondere die Schreibweise
S(pi,...,pn) den Fall, wo S O-stellig ist, miteinbe-
zieht. Man kann sich leicht davon iliberzeugen, daB alle
Resultate von § 7 richtig bleiben, wenn man alle derar-
tigen Notationen in diesem Sinne deutet. Der Sonder-

fall O-stelliger Junktoren spielt fiir den Normalisierungs-—
satz und das sich daraus ergebende Subaussagenprinzip
keine Rolle, da es filir solche Junktoren gar keine B-Regel

1) Beim Beweis des Subaussa inzi j

; ) genprinzips kann zwar jetzt
der Fall eintreten, daf der erste Nebenabschnitt % des
betrachteten Pfades T~ nur aus einer Aussage S bes%eht, die
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theoreme III und IV mit geringfligigen Modifikationen,
so daB auch das Kriterium der Eindeutigkeit (Satz 7.15)
im vorliegenden Fall erfullt ist.

Die Resultate von § 8 {ibertragen sich, wenn wir einige
Anderungen vornehmen. Das System der Standardjunktoren,
auf die sich alle anderen Operatoren zuriickflihren lassen,
muB jetzt um einen O-stelligen Junktor Y erweitert wer-
den, ist also jetzt das System av->Y . Das Regelsystem 2y
fliir den O-stelligen Junktor Y soll aus der Anfangsregel
£y (¥-E) Y

bestehen, eine B-Regel flir Y ist, wie oben angedeutet,

{iberfliissig. In Analogie zu Satz 8.1 beweisen wir dann:

Satz 10.1 Sei ) System von Operatoren 81...S£ 3
é$1],..}£5L sei methodisch zuléssig fiir ) . Dann

gibt es zu jedem n-stelligen Operator S aus 2 (n=0)
eine av->Y -Formel F(Pqs+++sPy). so daB

S(qu---spn) @F(pq'ﬂ“apn)

in Kaysyn &bleitbar ist. (Man beachte, da8 im Fall n=0
dies als S&>F gelesen werden muB.)

Beweis Zundchst gilt das Analogon von Satz 8.4: Zu Jjedem
n-stelligen Junktor S sus {1 (n 20) gibt es eine av->Y -
Formel F(p,y««-sDP,)y 80 daB S8(pjyee«yP )EDF(D yeeeyPy)
in K,y @bleitbar ist.

Denn falls S ein O-stelliger Junktor ist, gilt offensicht-
lich S-4~Y , wir konnen also Y fiir F wdhlen. Falls S
ein n-stelliger Junktor (n=1) ist, argumentieren wir wie
im Beweis von Satz 8.4.

Dieses Resultat als Induktionsanfang benutzend, ergibt
sich die Behauptung wie in § 8 (vgl. oben 8. 127f.).

QED

nicht durch Heranziehung einer Annahmeregel, sondern durch
Anwendung der S-E-Regel (falls S O-stelliger Junktor) ge-
wonnen worden ist. Dies ist jedoch unproblematisch, da dann
S als Konklusion der Anwendung einer E-Regel zugleich zum
Einfiihrungsteil des auf N, folgenden Hauptabschnittes H
gehdrt und damit Subaussage der ersten Aussage des daraaf
folgenden Nebenabschnittes N, ist.
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Die lbrigen Resultate aus § 8 lbertragen sich ebenso

auf den vorliegenden Fall. Sei KJ ., erkldrt wie Kg_,

auf S. 130f., nur daR jetzt noch die Y-Grundregel
Y

hinzukommt. Kg .

Logik iiber K. Sei R wieder die zu einer konkreten K,~Regel

heiBe Kalkiil der erwelterten positiven

R existierende gleichwertige K, .,y -Regel, in der gemdB
Satz 10.1 sukzessive jedes Vorkommen eines von Ay - Y ver-
schiedenen Operators eliminiert worden ist (vgl. dazu Satz

8.5). Dann gilt die Einbettbarkeit von K, in Kp

A=Y
und von K&,y in K, . vqo (vgl. Satz 8.8), wobei R* fiir
Regeln R wie in § 8 (vgl. S. 124 ) zu verstehen sei:

Satz 10.2
(i) Seien Ryye+.,R_konkrete K,-Regeln, A K,-Aussage.
Dann gilt:

[+] [+] ja]
R,,eee,R_}—A .dew. R_*,...,R *}———A* .
£ 20 T 17777 n Ky

(ii) Seien AgseeesA A KL jy—Aussagen. Dann gilt:
A’l’...,An’F-‘A g-dan Ai,'..’An*T‘——‘A -
. UENE A=Y 0
QED

Ein entsprechendes System der formalen Logik 1&Bt sich
ebenfalls angeben. EP unterscheide sich von P dadurch,
daB es in seinem Vokabular den O-stelligen Junktor Y und
unter seinen Grundregeln die Anfangsregel

Y

hat. EP heipe Kalkiil der formalen erweiterten positiven
Logik. Wie in § 9 der Begriff der P-Allgemeingliltigkeit
laBt sich der Begriff der EP-Allgemeingliltigkeit definie-

ren und beweisen:

Satz 10.3 Fiir alle EP-Aussagen Al""’An’A gilt
Aﬂ,...,AnkﬁﬁﬁA genau dann, wenn die EP-Regel

Ai,...,An:>A EP-allgemeingliltig ist.
QED
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Der Junktor Y bietet keine wesentlichen neuen Ausdrucks-
m&glichkeiten. Deshalb 188t man ihn iblicherweise auch weg
und beschrdnkt sich in der positiven formalen Logik auf das
System P. Man kdnnte sogar meinen, schon Av-> seil ein
vollstdndiges Operatorensystem fiir Kalkiile K, , wobel Q.
O-stellige Operatoren enthalten darf, denn jeder in _Q
vorkommende O-stellige Junktor S (und damit auch Y )
sei durch p—>p definierbar. Es gilt in diesem Fall ja:

(4) S& p>p 1ist flr jedes K in K . ableitbar.

Damit wilirde allerdings die Behauptung von Satz 10.1 abge-
schwdcht, nach der
S& F

fiir eine Aussage F, die keine Variablen enthdlt, ableit-

bar ist. Wenn man diese Abschwdchung hinnimmt, also S
gemdB (4) durch p->p definiert ansieht, dann 1&8t sich
Satz 10.2 (jetzt bezogen auf K% _, statt K}_, ) nicht
mehr ohne weiteres formulieren. Denn es gibt nicht mehr
unbedingt zu jeder konkreten Ky-Regel R eine gleichwertige
KAy —Regel R .Sei z.B. S ein in.ﬂ.fuftretender O-stelli-
ger Junktor, d.h. eine Aussage. Als S miBte man gemaB

(4) wdhlen: A—>A filir eine beliebige K-Aussage A. Das
setzt voraus, daB eine solche Aussage existiert. Um also

R zu R definieren zu konnen, miiten wir voraussetzen, dabB
die Aussagenmenge eines Grundkalkiils K nicht leer ist.

Diese Voraussetzung haben wir bis jetzt nicht gemacht.

Man konnte einfach in Erwdgung ziehen, eine solche Voraus-
setzung anzunehmen. Es gibt jedoch gute Griinde dafiir,

Y als eigenstindigen O-stelligen Junktor in der positi-
ven Logik zur Verfligung zu haben. Ein solcher Grund ist,
daB sich fiir EP, jedoch nicht fiir P der CRAIGsche Inter-
polationssatz uneingeschrénkt beweisen 1dBt. In P gibt es
fiir %@Af>ﬁ (wobei A beliebige P-Aussage) keine Inter-
polante, d.h. keine P-Aussage B mit }3B und BlpA—>a,
so dafl alle in B vorkommenden Schemabuchstaben auch in der
leeren Prémissenmenge und in A->A vorkommen. Denn es gibt
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keine P-Aussage, die keinen Schemabuchstaben enthdlt. In
EP ist Y eine Interpolante zu FEpA—>A  (fiir eine

EP-Aussage A), da sowohl FiﬁVf als auch\YPE@Af>A gilt

und weiterhin Y eine Aussage ohne Schemabuchstaben
ist.
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Kapitel 3: Logiken mit Negation

8§ 11. Kalkiile mit Widerlegungsregeln

Gelegentlich findet sich in der Literatur der Versuch,
die Negation -1 2zu definieren durch

PS> P>A

wobei A als nullstelliger Operator behandelt wird, der
keine E-Regel und die Regel

A=p ("ex falso quodlibet")

als B-Regel hat (so z.B. bei PRAWITZ 1979, ZUCKER/
TRAGESSER 1978). Das ist in unserem, durch § 6 abgesteck-
ten Rehmen nicht mdglich. Ein Operat S(Aq,...,An) soll
bei uns immer den Gehalt eines oder mehrer Regelsysteme
ausdriicken. Wir hatten zwar in § 10 unseren Ansatz erwei-
tert, indem wir leere Regelsysteme und O-stellige
Operstoren zulieBen. Dabeil konnten wir jedoch nur den
Junktor Y deuten, der eine E-Regel

N

ohne Vorderregeln hat. Damit sind unsere Moglichkeiten er-
schopfty einem Junktor ganz ohne E-Regeln kodnnen wir
keine Deutung geben.

Man kommt zu obiger _A -Grundregel und damit auch zur
intuitionistischen Logik, wenn man in unserem Schema (7)
aus § 6 die Einschrankung m=1 wegldBt und dementspre-
chend in (8) aus § 6 auch ein Operator-Grundregelsystem
ohne E-~Regeln zulaBt. Das hiefle, daB Operate nicht nur den
gemeinsamen Gehalt eines oder mehrerer, sondern auch den
von O Regelsystemen ausdriicken kodnnen. Der Begriff des
gemeinsamen Gehaltes von O Regelsystemen 13Bt sich zwar
technisch leicht als Grenzfall des Begriffs fiir beliebig
viele Regelsysteme bilden, er entbehrt jedoch der philo-
sophischen Plausibilitdt. Verbal miiBte man vom "Gehalt
von keinem Regelsystem" sprechen. "Gehalt" scheint jedoch

ein sinnvoller philosophischer Begriff nur als "Gehalt
von etwas" zu sein, und nur dem Grenzfall, wo dieses "et-
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was" ein leeres Regelsystem ist, kann man noch einige Plau-
sibilitdt abgewinnen. Im Rahmen unseres philosophischen
Ansatzes, der auf dem Begriff des Gehaltes aufbaut, missen
wir also darauf verzichten, die intuitionistische Logik

als Grenzfall der positiven Logik zu behandeln.

Auch der Ansatz bei LORENZEN (1955) stdB8t auf Schwierigkei-
ten. ILORENZEN definiert —1A durch A=>A. Nur versteht er
hier A als Variable fiir _A -Aussagen, wobei eine atoma-

re Aussage B eine A-Aussage ist, falls fiir jedes atomare

C die Regel B=3C zuldssig ist. Das setzt voraus, da8
LORENZEN nur solche Grundkalkiile betrachtet, die mindestens
eine A-Aussage enthalten. Doch selbst wenn man dies zu-
gesteht, ist p=3 A kein Regelsystem zur Bedeutungsfest-
legung von — in unserem Sinne, da es keine . -Regel ist,
sondern mit A eine K-Objektvariable enthdlt.

Wenn wir Operatoren im Sinne von § 6 deuten wollen als
Zeichen, die den Gehalt von (im Grenzfall leeren) Regel-
systemen ausdriicken, dann miissen wir auch fiir die Nega-
tion — eines oder mehrere Regelsysteme angeben, deren
Gehalt durch -— ausgedriickt wird. Das scheint uns im An-
schluB an VON KUTSCHERA (1969) nur so mdglich zu sein,

daB wir den Kalkiilbegriff von Kapitel 1 derart erweitern,
daBR nicht nur das Begriinden, sondern auch das Widerlegen
von Aussagen umfaBt wird. Kalkiile sollen also neben Regeln,
mit denen man Aussagen begriinden kann, auch Regeln ent-

halten, mit denen man Aussagen widerlegen kann. Die Begrin-
dung eines Negats —A soll so auf die Widerlegung von A
zuriickgefiihrt werden.

Dabei steht die Annahme im Hintergrund, dafl es zwei Arten
von Urteilen gibt, ndmlich Behauptungen und Bestreitungen,
und daB das Begriinden von Aussagen (das wir paradigmatisch

als Ableiten in Kalkiilen verstehen) ein Argumentieren fir
Behauptungen ist, dem ein Widerlegen von Aussagen als
Argumentieren filir Bestreitungen an die Seite gestellt wer-
den soll. Um dies technisch zu handhaben, wollen wir neben
Aussagen A Zeichen ~A behandeln, die als Pramissen und
Konklusionen von Regelanwendungen auftreten konnen. A soll
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also in unseren Kalkiilen die Bestreitung einer Aussage
repriasentieren, so wie eine Aussage A die Behauptung von
A reprdsentiert, derart, daR eine Ableitung von ~ A eine
Widerlegung von A darstellt, so wie eine Ableitung von

A eine Begrindung von A darstellt. Dem grundsidtzlichen
Unterschied zwischen Behauptungen und Bestreitungen (den
man auch als pragmatischen Unterschied bezeichnen kdnnte)
entspricht in unserer Notation, daB ~ nicht Bestandteil
einer Aussage ist, sondern immer nur als ZuBerstes Zeichen
auftreten kann. Insbesondere sind Iterationen wie ~~A
sinnlos.q

Da die Verwendung des Zeichens "~ " im Regel- und Kalkiil-
begriff es erlaubt, bestimmte Ableitungen als Widerlegungen
zu lesen, sprechen wir oft lax auch von "~ " als formalem
Widerlegungsbegriff und bezeichnen fiir "~ " charakteri-
stische Regeln auch als "Eigenschaften'" eines formalen
Widerlegungsbegriffs. So nennen wir die im folgenden defi-
nierten Kalkiile auch "Kalkiile mit Widerlegungsbegriff™".
Exakter miiBte man in jedem Fall zwischen Bestreitung einer
Aussage und dem Argumentieren fiir Bestreitungen, d.h.
Widerlegen unterscheiden, worauf wir jedoch verzichten.

Technisch gesehen unterscheiden wir A und ~A dadurch,

daB das Zeichen "~ " in den Regelbegriff, nicht jedoch

in den Aussagenbegriff eingeht. Genauer fassen wir nicht nur
jede Formel X, sondern mit X auch ~ X als Regel 0. Stufe
auf. "Konkrete Regel O. Stufe" wird damit zum Oberbegriff
fir Aussagen und Zeichen der Gestalt -~ A, fiir die wir

keine eigene Bezeichnung einfiihren.

Unsere um einen formalen Widerlegungsbegriff erweiterten
Kalkilile, die wir X nennen wollen, sollen sich also im
Formel- und Aussagenbegriff von den in § 3 betrachteten

1) Ein anderer Weg, der nicht von der Unterscheidung Be-
haupten/Bestreiten ausgeht, sondern den Begriff einer Ab-
surditdt als Ausgangspunkt nimmt, wird in 18 skizziert.
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Kalkiilen nicht unterscheiden, jedoch folgenden Regelbegriff
haben:

1) Jede Formel ist eine Regel O. Stufe.

2) Fir jede Formel X ist ~X eine Regel 0. Stufe.

3) Sind Ryy+--yR Regeln hichstens m-ter Stufe, wobei
mindestens ein R; (12i4n) von m-ter Stufe ist, und ist
R Regel O. Stufe, so ist qu...fanng eine Regel
(m+1)-ter Stufe, wobei an den mit x markierten Stellen
m Punkte stehen sollen. R heiBt dann auch Hinterregel
dieser Regel (m+1)-ter Stufe.

Den Ableitungsbegriff kdnnen wir von S. 50f. {ibernehmen,
wenn wir in der dortigen Definition immer "Aussage" durch
"konkrete Regel 0. Stufe" ersetzen. Abgeleitet werden
kinftig also immer konkrete Regeln 0. Stufe. Eine Ablei-
tung von ~/A aus konkreten Regeln Rq,...,Rn kann man

als ﬁ—Widerlegung von A aus Rq""!Rn ansehen, so wie

man eine Ableitung von A aus Rq,...,Rn als K-Begriindung
von A aus Rq*"'!Rn ansehen kann.

Wir wollen fiir konkrete Regeln O. Stufe neue Buchstaben
einfiihren, ndmlich U,V,W, evtl. mit Indizes, im Unter-
schied zu solchen konkreten Regeln 0. Stufe, die zugleich
Aussagen sind, und die wir weiter mit A, B, C,... bezeich-
nen.

Da der Ausdruck "konkrete Regel 0. Stufe" zu umstdndlich
ist, fihren wir im AnschluB an VON KUTSCHERA (1969) dafiir
"R-Aussage' als Abkiirzung ein. R-Aussagen sind damit nach
unseren Definitionen keine Aussagen, sondern Regeln. Die-

se Abkirzung wurde deshalb gewdhlt, weil R-Aussagen in Ab-
ieitungen die Rolle spielen, die vorher Aussegen spielten.
Entsprechend reden wir auch von "R-Aussagenvorkommen",
"K-R-Aussagen" etc. Inhaltlich entspricht "R-Aussage"

dem Begriff des "Urteils" als Oberbegriff von "Behauptungen"
und "Bestreitungen".
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Fir eine Regel 0. Stufe R sei R definiert durch
R sei ~vR, falls R Formel ist,
R sei X, falls R die Gestalt ~X fiir eine Formel X hat.

Als ﬁ;Grundregeln wollen wir nicht beliebige ﬁ—Regeln ZUu-
lassen. Wir-wollen vielmehr durch eine Adiquatheitsbedin-
gung sichergestellt wissen, daB man eine ﬁ—Ableitung von
~ A wirklich als "Widerlegung" von A in einem intuitiv be-
friedigenden Sinne ansehen kann. Ohne eine solche Bedin-
gung konnte man neben ~ weitere Sonderzeichen in den Re-
gelbegriff mit hineinnehmen, ohne dal man sagen konnte, daB
gerade v in bevorzugter Weise einen Widerlegungsbegriff
reprasentierte.

Als solche Addquatheitsbedingung wollen wir fordern: Fiir
alle ﬁ-Aussagen A, B soll das Prinzip der "reductio ad
absurdum"

ASB;AAB=> A

in K ableitbar sein. Die "reductio" scheint uns ein Prin-
zip zu sein, das man intuitiv von einem Widerlegungsbe-
griff verlangt und das auch in den meisten Logiksystemen

- etwa in der Form als Aussagenschema ((a->b)a (a—=>-b))—>—a -
akzeptiert wird. Weitere Forderungen wie etwa das "ex con-
tradictione quodlibet" und das "tertium non datur" wollen
wir zunédchst nicht stellen, da sie uns intuitiv bei weitem
nicht so plausibel erscheinen wie die "reductio". Auf die
"reductio" wollen wir jedoch nicht verzichten. In § 14,
16, 17 werden wir dann stdrkere Anforderungen mit einbe-
ziehen.q)

Mit der Ablehnung, die intuitionistische Iogik als Grenz-
fall der positiven Logik zu behandeln, haben wir die Mdg-
lichkeit aufgegeben, mit rein semantischen Argumenten

eine Logik (nd&mlich die intuitionistische) vor anderen aus-
zuzeichnen. Mit der Wahl des Bestreitungszeichens ~ als

1) Wir unterscheiden uns also vom Ansatz bei VON KUTSCHERA
(1969) dadurch, daB wir an den Wlderlegungsbegriff mit der
"reductio ad absurdum" eine Addquatheitsbedingung stellen
wahrend VON KUTSCHERA einen beliebigen Widerlegungsbegriff
zuldBt. Ferner haben wir uns mit der Wahl der "reductio" wvon

vornherein auf einen indirekten Widerlegungsbegriff festge-
legt. Vgl. S. 159,
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in den Regelbegriff eingehenden Grundzeichens haben wir
die Frage nach der Auszeichnung der 'richtigen' ILogik

auf die Wahl der Regeln verschoben, die fiir ~/ charakte-
ristisch sind. Welche Regeln nun das Widerlegen von Aus-
sagen sinnvollerweise bestimmen, ist ein weiterfiihrendes
philosophisches Problem, das hier nicht mehr behandelt
werden kann. Daher ist die exemplarische Behandlung be-
stimmter Widerlegungsregeln in den folgenden §en in gewis-
ser Weise willkiirlich und orientiert sich nur daran, daB
sie den Negationsregeln bestimmter 'Standardlogiken', wie
sie etwa PRAWITZ (1965) behandelt, entsprechen. Deshalb
konnen wir auch nicht ausschlieBen, daB man einen Widerle-
gungsbegriff sinnvoll einfiihren kann, der noch schwdcher

als der durch die "reductio ad absurdum" charakterisierte
ist.

Als Beispiel fiir einen Kalkiil mit Widerlegungsbegriff
fiihren wir an: ﬁq enthalte 50 als Atome und a,b als
Aussagenvariable, wobei alle K,-Ausdrucksformen bzw.
-Ausdriicke auch -Formeln bzw. -~Aussagen seien. Die

.

Grundregeln von K,1 seien:
E«l,1 o}

R, a=5~ab = a0

R5 a =»rao

R, a=>b;~b=>n~a

Wir missen zeigen, daB in %1 die "reductio ad absurdum"”
gilt, also fiir beliebige K,-Aussagen A, B gilt:

A=»B;A=> ~Bf—~A .
1
DaB dies erfiillt ist, zeigt folgendes Ableitungsschema:

LA @ [A]T

R, T
@R
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Als Beispiel fiir eine ﬁq—Ableitungsbeziehung beweisen

wir: A+ 5
K,
1 0 7
Ry (A
~ 0 R
L*\)?\L &
+ 0 ~ %0
Ry

~ 4

(*—)fp‘s s

Aus § 4 ibertrdgt sich bis Satz 4.4 alles auf den vor-
liegenden Fall. Satz 4.5 konnen wir zundchst in folgender
Form libernehmen:

Satz 11.1 Sei U R-Aussage, © System konkreter Regeln.
Sei AlU] System konkreter Regeln, in dem an einer Stelle
U als Komponente oder Hinterregel einer Komponente irgend-
eines Grades vorkommt. Sei Al ©] das Resultat der Erset-
zung dieses Vorkommens von U in A[U] durch © . Dann
gilt: Wenn U+r© , dann AUl ALG].

Reweis Wie Beweis von Satz 4.5.

QED

Satz 11.1 erlaubt jedoch nur Ersetzungen ganzer R-Aussagen,
die Komponente oder Hinterregel einer Komponente eines Re-
gelsystems sind. Sie erlaubt z.B. in ["'=~C die Ersetzung
von ~C durch © , falls ~C-4& , nicht jedoch die
Ersetzung von C durch D, falls C——D. Um auch eine solche
Ersetzbarkeit formulieren zu konnen, definieren wir, was

es jetzt heilt, unmittelbare Teilaussage einer konkreten
K~Rege1 R zu sein:

A heiBt unmittelbare Teilaussage von R, falls A oder ~A
Komponente oder Hinterregel einer Komponente irgendeines
Grades von R ist.
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Mit dieser Definition ergibt sich:

Satz 11.2 Sei AlA] System konkreter Regeln, in dem an
einer Stelle die Aussage A als unmittelbare Teilaussage
vorkommt. Sei A[B] das Resultat der Ersetzung dieses Vor-
kommens von A in A[A] durch B. Dann gilt: Wenn A—i—B,
dann Alal—H—ALBI .

Beweis Wenn A selbst Komponente oder Hinterformel einer
Komponente von A[A] ist, folgt die Behauptung aus Satz
11.1. Falls A als Teil einer R-Aussage ~A auftritt,
benutzen wir, daB aus A—-+B und der Giiltigkeit der "reduc-
tio ad absurdum" folgt: ~A—~B. Hieraus folgt durch Er-
setzung von ~A durch ~/B gemdB Satz 11.1 die Behauptung.

QED

Wes wir allerdings im Gegensatz zu Satz 4.5 nicht konnen,
ist die Ersetzung einer beliebigen unmittelbaren Teilaus-
sage durch ein beliebiges Regelsystem, da wir einem Aus-
druck ~© keine sinnvolle Interpretation geben kénnen
auBer in dem Fall, wo G eine Aussage ist.
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[l

§ 12. Operatorenlogische Erweiterung von K

Wir wollen nun wie in Kap. 2 unsere Kalkiile E operatoren-
logisch erweitern. Wie in § 6 motiviert, soll ein n-stel-
liger Operator S dazu dienen, den gemeinsamen Gehalt von
Regelsystemen Aq(Pq""’Pn)s"" AInCpq,...,pn) auszu-
dricken, wobei dies jetzt natiirlich Regelsysteme im er-
weiterten Sinne sind, also ~, enthalten diirfen. Dabei
wollen wir uns wie in § 5 - § 9 auf 21-stellige
Operatoren beschrédnken. Die Erweiterung um O-stellige
Operatoren 188t sich dann leicht bewerkstelligen, wie

wir in § 10 gesehen haben.

Es soll also in ﬁ; fir alle ﬁgrAussagen und alle konkre-
ten ﬁn—Regeln R gelten:

(174 83 (Aqye-ay A DR fiir alle i mit 1<i=n
g.d.w. S(Aq,...,An)F*R .

Dies ist offenbar genau dann erfiillt, wenn folgende
Regeln ableitbar sind:

Aq(Pq,***ipn)%S(P1s°°'apn)
S-E .
(2) ’
A (Pq,---,Pn) :%S(leg-°"'.pn)
Aq(pz]a"',pn)%pa-"i A (P/gg--ij )-—,‘»p,S(p ,...,p )=§p
ﬁq(pqg°°'ip )%Nps-'-s A (Pz]a--"Pn)'-—;PNP S(qu-'-ap )
=~p .
D.h. es gilt dass Analogon zu Satz 6.2. Im Unterschied
zu (8) aus § 6 sind jetzt in (2) also zwei B-Regeln no-
tig, was daraus resultiert, daB die Hinterregel von R
aus (1) die Gestalt ~A haben kann. (Man beachte, daB
~JA nie fiir eine Aussagenvariable p eingesetzt werden

darf.) Ein Grundregelsystem der Gestalt (2) bezeichnen wir
auch mit :55 .

53

Weiterhin gilt analog zu Satz 6.3;

Satz 12.1 ﬁn_ enthalte ein System Eis von nichtatomaren
Grundregeln der Gestalt

A(Pq':-”QP ):%S(qu-”,:p )
A(qu°-°9p )*-‘-‘)I)’S(an-°-!l) ) =>p

B(Pgse-spp)=> ~p;S(pg,y.- 3Py ) =D .
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i;_sei der Kalkiil, der saus En. durch Ersetzung von fg
durch

entsteht. Dann gilt:

s

(i) 8(Pqyee-1Pp) = A(Dqs---4P,) ist Kq-ableitbar.
(11) A(pgye-+sP)=P;8(DqgeeesPpy) =D und
D(PhyeeesPy)=>~D;8(Pgyee-sP,)=>p sind
Kg-ableitbar.
Beweis Wie Beweis wvon Satz 6.3.
QED
Damit kOnnen wir wieder stillschweigend die Regeln

S(Pq yo-- tPn) %’&(Pq g ’Pn)
als S-B-Regeln benutzen, falls §5 als einzige E-Regel

A(Pq!“‘spn) @S(qu--taPn)

hat. Wobei es jedoch fiir metalogische Untersuchungen wei-
terhin zweckmdBig bleibt, von der allgemeinen Form (2)
auszugehen.

Auch wenn die S-Grundregeln in diesem Falle durch

S(Pq&‘*’spn) > A(pr"'apn)

wiedergegeben werden kdnnen, kann man nicht wie in § 6

ohne weiteres von "expliziter Definierbarkeit" von S spre-
chen, jedenfalls dann nicht, wenn man sn explizite Defi-
nitionen die Forderung der Eliminierbarkeit stellt. Denn

wie oben (S. 156 ) bemerkt, gilt in Kalkiilen mit Widerlegungs-—
begriff nicht uneingeschriankt die Ersetzbarkeit von Aus-
sagen durch Systeme konkreter Regeln, falls vor Aussagen
ein Widerlegungszeichen rv steht: In rUS(Aq,...,An)

1848t sich z.RB. nicht ohne weiteres S(Aq,...,An) durch

das Regelsystem &(Aq,...,An) ersetzen. Diese Tatsache
hdngt auch davon ab, daB wir zundchst nur die "reductio

ad absurdum" als Kennzeichen des Widerlegungsbegriffes
haben. In der in § 14 eingefiihrten Verschidrfung, in der auch
das "ex contradictione quodlibet" zur Verfiigung steht,

TEL r\-'S(J@L,],...,,An) gleichwertig mit dem System
S(Aq,...,ﬂn)%Aq,,S(Aq,...,An)%NA,l (das Doppelkomma
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trennt dabei die Komponenten des Systems), so daB wir
auf diesem Umweg S dann doch eliminieren konnen. (Vgl.
dazu Satz 15.1.)

Mit der Wahl von (2) zum Schema fiir Operator-Grundregel-
systeme ist jedoch noch nicht garantiert, daB unsere
Addquatheitsbedingung fiir ~ , die Gliltigkeit der "reduc-
tio ad absurdum", in um solche Grundregelsysteme erweiterten
Kalkiilen erfiillt ist. Deshalb wollen wir in ﬁgh aufler

551 EES 552 noch die Q-Regel

(RA) P=Q;P>~q=>~D

als zusdtzliche nichtatomare Grundregel hinzunehmen. Die
Widerlegung auch einer komplexen Aussage soll also nur durch
RA gegeben sein. Damit entscheiden wir uns fiir einen indi-
rekten Widerlegungsbegriff, wonach eine Aussage schon dann
als widerlegt zdhlt, wenn sich aus ihr irgendein Wider-
spruch ableiten 18Bt. Im Gegensatz dazu stiinde ein direkter
Widerlegungsbegriff, nach dem die Widerlegung einer nicht-
atomaren Aussage A von bestimmten Forderungen an die Be-
griindbarkeit bzwl Widerlegbarkeit wvon Subaussagen von A
abhéngt.q) Ein solcher Widerlegungsbegriff liegt z.B. den
‘logischen Systemen von NELSON (1949), ACKERMANN (1950)

oder FITCH (1952) 2) zugrunde. VON KUTSCHERA (1969) hat ein
entsprechendes System von Widerlegungsregeln fiur belie-
bige n-stellige Operatoren angegeben. In unserem semanti-
schen Rahmen, der auf dem Begriff des gemeinsamen Gehaltes
von Regelsystemen aufbaut, lassen sich solche Widerlegungs-—
regeln Jjedoch nicht interpretieren.

KQ_ hat also als nichtatomare Grundregeln: RA sowie
.2% ;--»,-£5L . Damit hat auch Kg sowie Eg_eine nicht-
atomare Grundregel, namlich RA.7

1) Die Bezeichnungen "direkt" und "indirekt" in diesem
Zusammenhang entnehme ich VON KUTSCHERA (1969).

2) Vgl. PRAWITZ (1965), S. 96f.

3) Mit RA meinen wir eine nichtatomare Grundregel. Wenn wir
dagegen von der Giiltigkeit von "reductio ad absurdum" spre-
chen, meinen wir die Gliltigkeit von Ableitungsbeziehungen
im Grundkalkiil K, n8mlich die Ableitbarkeit von
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Wir missen nun zeigen, daB die Kriterien von § 5, Nicht-
kreativitédt und Eindeutigkeit, auch fiir EQ. erfullt sind.
Dazu sind einige Modifikationen gegeniiber § 7 ndtig,

da wir es nicht mehr nur mit Operator-Grundregelsystemen,
sondern zudem mit der Regel RA zu tun haben.

Die Definitionen vom Beginn des §en 7 nehmen jetzt folgen-—
de Gestalt an:

Wir Ubernehmen die Definitionen von "Teilaussage",
"KﬁfSubaussage" und “E§78ubaussage", wobei wir fir
"unmittelbare Teilaussage einer konkreten Regel R" den
neuen, oben S.155 definierten, Sinn zugrundelegen, sie
ferner wie folgt fiir R-Aussagen erweitern:

Eine R-Aussage der Gestalt ~A heifit Ko- bzw. Kj-Subaus-
sage einer konkreten Regel R, falls A ﬁg; bzw. ﬁ;TSubaus—
sage von R ist.

Offensicht;ich ist fiir R-Aussagen U,V Hquivalent:
U ist ﬁinubaussage von V
U ist Ki-Subaussage von V
U ist ﬁ$75ubaussage von V
U ist K,-Subaussage von T.

Damit fallen unter den Begriff von ﬁi;Subaussagen nicht
nur Aussagen, sondern auch R-Aussagen. Wir sparen uns je-
doch die umstdndliche Redeweise von "iirg—Subaussagen".
Fir die Subaussagenbeziehung zwischen zwei R-Aussagen ist
es also unwesetlich, ob man Widerlegungszeichen ~ weg-
1aBt oder hinzufiigt. Das entspricht unserer Auffassung,
daB ~ kein konstituierender Bestandteil einer Aussage
ist.

Wehrend die Subaussagenbeziehung zwischen einer Aussage A
und ~A symmetrisch ist, wollen wir sicherstellen, daR
der Rang von ~A grdBer ist als der von A. Deshalb miissen
wir die Rangdefinition etwas anders formulieren:

A3B;A=>~B=>~A fiir alle atomaren Aussagen A,B. Dabei ist
die Gliltigkeit von "reductio ad absurdum” im Grundkalkiil ¥
gleichwertig mit der Ableitbarkeit von RA in Kg (jeg8ch

nicht gleichwertig mit der Ableitbarkeit von RA in K 1
0y nichtleer). .y LIS
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rg(A)=0 falls A atomare Aussage
rg(~A)=rg(A)+1 flr beliebige Aussagen A
r8(Rys s Ry > U)=max {rg(Ry), ..., 78(Ry),rg(U)]
rg(é;)=max{?g(Rq),...,rg(Rk)i , falls A die Glieder
Biswsw By hat

rg(S(Aqyeenyhp))=nax (PEC A4 (Agyeeesh )yeeeyT8CA (A ey h N +1,

falls die S-~E-Regeln lauten:

Aq(Pqi"'*!Pn) ﬁ)S(Pq$'°°sPD)

Ap(PyseesPy) 58(D, 00+ 05Dy) -

Um den Normalisierungssatz formulieren und mit dessen

Hilfe ein Subaussagenprinzip beweisen zu kbnnen, brauchen
wir wieder den Begriff des Segmentes. Diesen Begriff er-
weitern wir so, daB er sich nicht nur auf Nebenprimissen
der Anwendung von B-Regeln bezieht, sondern auch auf rechte
Prdmissen solcher RA-Anwendungen, bei denen die rechte Pré-
misse mit der Konklusion gestaltgleich ist. Wir definieren
also:

Eine RA-Anwendung der Form

WA — WAl

A i
cﬂkA———-——ﬁ—____ﬂﬁﬁﬂﬁ
~A
heife identische RA-Anwendung (genauer: RA-Anwendung,
in der rechte Priamisse und Konklusion identische Gestalt
haben ).

Ein Segment ist ein Abschnitt Ujse--,U0, eines Fadens

— wobel n=1 zugelassen wird; dann besteht das Segment nur
aus U,| -, 80 daB gilt:

13 U,1 ist nicht Konklusion der Anwendung einer B-Regel
oder einer identischen RA-Anwendung.

2) Fliir jedes i mit 12i<sn ist Ui Nebenprémisse der An-
wendung einer B-Regel oder rechte Prémisse einer identi-
schen RA-Anwendung.
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3) U, ist nicht Nebenpr&misse der Anwendung einer B-Regel

und nicht rechte Prémisse einer identischen RA—Anwendung.q)

Ein Segment besteht jetzt natiirlich aus Vorkommen einer

R-Aussage, die nicht notwendigerweise eine Aussage sein
mufl.

Wir wollen ein Segment in folgenden beiden Fidllen als
maximal bezeichnen:

1. wenn es mit der Konklusion einer Anwendung einer E-Regel
beginnt und mit der Hauptprimisse einer Anwendung einer
B-Regel endet;

2. wenn es mit der Konklusion einer Anwendung von RA be-
ginnt und mit einer Pr8misse einer Anwendung von RA endet.

Wenn wir zwischen beiden Fédllen differenzieren wollen, spre-
chen wir von maximalen Segmenten der ersten oder zweiten
Art. Maximale Segmente im Sinne von § 7 sind jetzt gerade
die maximalen Segmente der ersten Art. Aufgrund der Defini-
tion von "Segment" ist sichergestellt, daB maximale Segmen-
te 2. Art immer mit der Konklusion bzw. Primisse einer
nichtidentischen RA-Anwendung beginnen bzw. enden.

1)Diese Modifikation des Begriffs des Segmentes geggnﬁber
PRAWITZ (1965) ist eine direkte Folge davon, daf wir den
Begriff der Widerlegung und nicht den der Absurditat als
Grundbegriff haben. Daraus werden sich im Beweils des Nor-
malisierungssatzes weitere Komplikationen gegeniiber PRAWITZ
(1965) ergeben. Z.B. ilibersieht dies die Darstellun% der
PRAWITZschen Normelisierungsresultate bei DUMMETT .1977).
DUMMETT benutzt einerseits — statt A als Grundzeichen,
libernimmt andererseits nur die PRAWITZschen Reduktionsver-
fahren, die auf _A als Grundbegriff zugeschnitten sind.
So ware z.B.

A A

C =C
=D

nach den bei DUMMETT angegebenen Definitionen eine nicht-
reduzierbare und damit normale Ableitung von -—1D aus C,A, A
in der Minimallogik. Andererseits gilt fir sie nicht das
Teilformelprinzip, obwohl DUMMETT dessen Gultigkelt an-
nimmt (vgl. DUMMETT 1977, S. 161). - Auf die Notwendigkeit
solcher Modifikationen gegeniiber PRAWITZ (1965) haben mich
zum Teil C. Grob und D. Bressler hingewiesen.
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Lemma 12.2 Jede K;-Ableitung von U aus A 18Bt sich in
eine ﬁﬁ;Ableitung von U aus A umformen, die keine maxima-

len Segmente enthilt.

Beweis || sei die betrachtete Ableitung. Wie im Beweis
von Lemma 7.6 fiihren wir wieder Paarinduktion iiber <§(WWFRINY>
wobeil f(Wj der groRte Rang eines in I vorkommenden
maximalen Segmentes und liﬁjdie Summe der Langen der in
Tr vorkommenden maximalen Segmente vom Rang g(ﬂ? ist.
f[ﬁj sei 0, wenn [| kein maximales Segment enthalt.
Wenn g(W}:O,_enthélt ' keine maximalen Segmente (da es
keine maximalen Segmente vom Rang O gibt), so daB der In-
duktionsanfang erfiillt ist. -
Sei g{ﬁj}O. Wir wdhlen in [ ein solches maximales Seg-
ment &' vom Rang f(ﬂv , fir das gilt:
1. Das R-Aussagenvorkommen unmittelbar unter dem untersten
R-Aussagenvorkommen von ¢  ist nicht das oberste R-Aussagen-
vorkommen eines weiteren maximalen Segments vom Rang f(ﬁ).
2. Fir alle maximalen Segmente G, vom Rang ftﬁ)ﬁber i
gilt: Unmittelbar unter dem untersten R-Aussagenvorkommen
von 6% steht das oberste R-Aussagenvorkommen eines
weiteren maximalen Segments vom Rang f)QT) %
%. Neben dem untersten R-Aussagenvorkommen von ¢ steht
kein R-Aussagenvorkommen, iiber dem sich ein maximales Seg-
ment vom Rang P(Wj befindet oder das zu einem maximalen
Segment vom Rang g(ﬂj gehort.

Ein solches Segment 6 148t sich immer finden. (Dies sieht
man auf dhnliche Weise ein wie im Beweis von Lemma 26 )

Offensichtlich stimmen diese Bedingungen fur die Wahl von
6" mit denen im Beweis von Lemma 7.6 (S. 4106 ) liberein,
falls 6  ein maximales Segment erster Art ist, da Konklu-
sionen der Anwendung von B-Regeln nie oberste Glieder eines
Segments sein kdnnen und Primissen der Anwendung von E-
Regeln nie unterste Glieder eines Segments sein konnen.

1) Auch diese kompliziertere Wahl von o~ ist eine Kon-
sequenz davon, daf wir einen Widerlegungsbegriff statt
der Absurditdt zum Grundbegriff gewdhlt haben.
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Fell a) ¢ hat Lénge 1. Ist c’'maximales Segment erster
Art, konnen wir die Argumentation aus dem Beweis von Lemma

7.6 (8.106f.) iibernehmen. Ist ¢ maximales Segment 2. Art,
dann hat ¢ die Gestalt ~B und tritt in folgender Form

in H”# auf:

()] Al— ] Bl — (/Al— o 1le— @[ Al——
[A= (2] H,A @[3} [Al—
Z
+ ‘-
: (DRA & ~C
® o
(2)RA B
~ 4

Dieses Ableitungsstiick formen wir um zu:

@[AG*E— (M[A]-zr
ot +
2 +
+
L Al - A
{4 e () T
. A L) A
’ ;
w RA ~e
~ A
Durch diese Umformung verschwindet o . Nach Wahl von &
kommt in der mit T markierten Ableitung kein maximales
+
+

Segment vom Rang ¢(T)vor, ebenso kann jetzt B nicht zu
einem maximslen Segment vom Rang SJGF) gehSren, da rg(B)< rg(~B).
Ist || die umgeformte Ableitung, so gilt also: o (T") < o (T7)
oder es gilt: S:GT') :JV(TT) und (") <[T) - In beiden

Fallen kann man die Induktionsvoraussetzung anwenden,
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Fall b) o* hat Lange >1. Ist G maximales Segment erster
Art, das mit der Konklusion der Anwendung einer B-Regel
endet, argumentieren wir wie im Beweis von Lemma 7.6
(8.108f.). Ist o’ maximales Segment 2. Art, das mit der
Konklusion der Anwendung einer B-Regel endet und das aus
Vorkommen von ~F besteht, dann ist das letzte Vorkommen
von ~F in § zugleich rechte Prémisse einer Anwendung von
RA. G tritt in [ also so auf:

- 6]l - ele]’ alelt
wf@; WA AN SOOI N ! p
. ! .1
;~ (1) SR MR ~F SLAM”WAJ
(2R A kil ~F

~ G

Dies formen wir so um:

wle)= w6l ,,, 6T wIlE)” i
E (m+a) [.54 {A”“‘,A“ﬂ ': - Coman) L&kuﬁ,_"'A“)] , :
i3 ~F r | !
() RA N v e o (WRA bl .:
D[G—— (m+a)5-B ¢ ol S('HJ“"‘IAQJ
(m)RA — d ~ &

~ G-

(Im Gegensatz zum Fall meximaler Segmente 1. Art ist die

Reduktion etwas komplizierter, da in der mit :f bezeich-

A
,.f.—

neten Ableitung die Annahme G vorkommen kann, die in einer
eigenen Anwendung von RA noch geldscht werden muB.)

Nach Wahl von ¢ kann das unmittelbar unter dem letzten R-Aus-
sagenvorkommen ~F von o  stehende R-Aussagenvorkommen ~G
nicht zu einem maximalen Segment vom Rang f(ﬁj gehoren, so

daB es unwesentlich ist, daB das Segment, zu dem ~G ge-

bort, aufgespalten wird in mehrere Segmente, die auBerdem
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jeweils um zwei Glieder linger sind. A(T) sinkt durch
diese Umformung,‘?(ﬁjbleibt gleich, also ist die Induk-
tionsvoraussetzung anwendbar. (Hier wirkt sich die erwei-
terte Definition von "Segment" aus, wonach das unterste
Vorkommen von ~G mit dem unmittelbar dariiberstehenden
Vorkommen von ~G zu demselben Segment gehdrt, da die
unterste RA-Anwendung eine identische RA-Anwendung ist.
Hdtte man es bei der Definition von "Segment" aus § 7
belassen, wiirden durch die Umformung zwei neue maximale Segmen-
te zweiter Art entstehen, die aus jeweils zweil Vorkommen von
~ G bestehen und mit der rechten Pramisse der untersten
RA-Anwendung enden. Dies wiirde die Induktionsvoraussetzung
unanwendbar machen, falls rg(mfG):;jv(ﬂj, was nicht aus-
geschlossen ist, wenn ~ G in der urspriinglichen Ableitung
zu keinem maximalen Segment gehdrte.)

Falls O mit der Konklusion einer identischen RA-Anwendung
endet, besteht © aus R-Aussagenvorkommen der Gestalt ~F,
kann also nur maximales Segment zweiter Art sein. & tritt

in I demnach so auf:

(8] )= ol Fl— @lgl. ol Tl wlg)—
+ G G

o 55

ADRA % roi
(B RA ~¥
N'G--

HA r++4+

Dieses Ableitungsstiick formen wir um zu:

O Gl—

£
+
NS
4
+ ” I
U\[G]‘Ej‘ % I -
b ' 3
%‘ ‘ ¢;
@ RA -
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Durch diese Umformgng wird ¢ verkiirzt. Da nach Wahl von

o in der mit I markierten Ableitung kein maximales
Segment vom Rang g?jr) vorkommt, ferner wegen rg(F)<Lrg(~F)

F in der neuen Ableitung nicht zu einem maximalen Segment vom
Rang ¢(T7) gehdren kann, kdnnen wir wieder die Induktions-
voraussetzung anwenden.

QED

Eine ﬁifAbleitung heiBlt wieder normal, wenn sie keine
maximalen Segmente und keine redundanten Anwendungen von
B-Regeln enthalt.

Unter diesen Begriff der Normalitdt fallen immer noch
Ableitungen, die in dem Sinne "unschon" sind, als sie
uberfliissige Regelanwendungen enthalten. So ist z.B.
folgende Ableitung normal:

N A— ~A—
ol " -

O“"ZA]""" (o RA

A

GQIA}—  (RA——

A
(MRA

~A

~ A

~ A

obwohl doch offensichtlich alle RA-Anwendungen
iiberfliissig sind, man die Ableitung also ersetzen
kann durch

rop —

~A

Man konnte den Normalitdtsbegriff verschidrfen, indem man

z.B. identische RA-Anwendungen nicht mehr 2zuldBt, deren rech-
te Priamisse von keiner Annahme abhingt, die bei dieser
Anwendung geloscht werden kdnnte. Wir verzichten jedoch

auf solche und andere Verschidrfungen, da bei uns der Nor-
malisierungssatz ausschlieBlich dazu dient, das Subaus-
sagenprinzip und damit die Nichtkreativitat zu beweisen.1)

1) In anderen Kontexten sind solche Probleme natiirlich
sehr wichtig, z.B. bei der Frage nach der intensionalen
Identitat von Ableitungen.
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Satz 12.% (Normalisierungssatz) Jede iﬁ;ﬂbleitung von U
aus [\ 18Bt sich in eine normale ﬁirAbleitung von U aus
A umformen.

Beweis Die im Beweis von Lemma 7.5 beschriebene Konstruk-
tion erzeugt keine neuen maximalen Segmente. QED

Die Definition von"Pfad" (oben S. 109f.) &ndern
wir so ab, daB ein Pfad auch bei der linken Primisse einer
RA-Anwendung endet:

Ein Pfad in einer normalen Ableitung & ist eine Folge
Ujy+-.,U, von R-Aussagenvorkommen aus m , fir die gilt:

1) U, ist ein oberstes R-Aussagenvorkommen in T , das
nicht durch Heranziehung einer Annahme zustandegekommen
ist, die spater bei Anwendung einer B-Regel wieder gel&scht
wird.

2) Fiir alle i (M4 izn) ist Ui nicht Primisse einer Anwen-
dung einer Annahmeregel, die spdter bei Anwendung einer B-
Regel wieder geldscht wird, und nicht linke Primisse einer
RA-Anwendung,und entweder

2a) U; ist nicht Hauptprémisse einer Anwendung einer B-
Regel,und U, , ist das unmittelbar unter U, stehende
R-Aussagenvorkommen, oder

2b) U; ist Hauptprémisse einer Anwendung einer B-Regel,

und U 4
einer Anwendung einer solchen Annshmeregel sind, die bei
der vorliegenden Anwendung der B-Regel geldscht wird.
(Solche R-Aussagenvorkommen existieren bei normalen Ablei-

ist eines der R-Aussagenvorkommen, die Konklusion

tungen immer, da diese keine redundanten Anwendungen von
B-Regeln enthalten.)

3) U, ist Pré&misse der Anwendung einer Annahmeregel, die
spater bei Anwendung einer B-Regel wieder geldscht wird,
oder U, ist linke Prémisse einer Anwendung von RA, oder

Un ist das unterste R-Aussagenvorkommen von -ﬂ_.

Lemma 7.8 gilt dann auch in diesem Fall.
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An der Definition von"Nebenabschnitt" und "Hauptabschnitt"
(8. 12 ) dndern wir nichts (abgesehen davon, daB wir sie
jetzt auf R-Aussagenvorkommen statt auf Aussagenvorkommen
beziehen). Das bedeutet, daB in Hauptabschnitten auch
Pramissen und Konklusionen von Anwendungen von RA und nicht
nur von Operator-Grundregeln vorkommen konnen. Aus diesem
Grunde konnen wir Lemma 7.9 nicht iibernehmen, sondern for-
mulieren stattdessen folgendes etwas modifiziertes Lemma:

Lemma 12.4 Sei H Hauptabschnitt eines Pfades in einer

normalen ﬁifAbleitung. Seil o ..., 0y die Folge der

Segmente, aus denen H besteht. Dann gibt es ein "minimales

Segment" 0% (141i4n), so daB gilt:

(i) Fiir jedes J mit 1 £j«i ist 03 Hauptprémisse einer
Anwendung einer B-Regel und Gﬁﬁ ist ﬁéySubaussage von 03
und rg(@hn )~£rg(6? Yoo

(ii) Fells ifn, ist GéPrémisse einer Anwendung einer E~Regel

oder Primisse einer Anwendung von RA,

(iii) Fir jedes j mit i< j<n ist G; Prémisse einer An-

wendung einer E-Regel und C? ist ﬁﬁrSubaussage von 0%%& -

Oy y move 61 heilt auch Beseitigungsteil, Glh\,...}GjL
auch FEinfiihrungsteil von H.

Beweis Alle 6} , die Hauptpramissen der Anwendung von
B-Regeln sind, gehen in H allen 0k, die Pramissen der Anwen-
dung von E-Regeln oder von RA sind, voran. Denn sonst gébe

es ein (% (14 j<n), so daB G Primisse einer Anwendung
einer E-Regel oder von RA ist, &j,, Jjedoch Hauptprédmisse ei-
ner Anwendung einer B-~Regel ist. G ja wire dann (da 62+4

als Operat nicht Konklusion einer RA-Anwendung sein kann)
maximales Segment im Widerspruch zur Normalitat der Ab-
leitung.

0; sei das erste Segment in H, das nicht mehr Hauptpramis se
einer Anwendung einer B<Regel ist. O©) erfiillt dann (ii).

Sei nun i< j<n. Ist GE rechte Pramisse einer RA-Anwendung,
ergibt sich ein Widerspruch: O kann weder Konklusion einer
RA-Anwendung (Normzslitdt!) noch einer Anwendung einer E-Regel
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(da 6% aus Gliedern der Gestalt ~A besteht) sein.
SchlieBlich kann 63 wegen i< j auch nicht Konklusion einer
Anwendung einer Annashmeregel sein, die spdter bei Anwen-
dung einer B-Regel wieder geldscht wird, da dann ¢; , Haupt-
primisse einer Anwendung einer B-Regel sein miite. Da
wegen é-:n nach Definition von "Pfad" G: nicht linke
Primisse einer RA-Anwendung sein kann, muf (% Pramisse
einer Anwendung einer E-Regel sein. (Als Nebenprémissen
von Anwendungen von B-Regeln kommen Segmente nicht in
Frage, da sie nach Definition nicht mit solchen Nebenpra-
missen enden konnen.) - Die Behauptungen iiber Subaussagen

und Range sind trivial. QED

Mit Lemma 12.4 ist wie in Lemma 7.9 gesichert, daB jede
R-Aussage eines Hauptabschnittes H Subaussage der ersten
oder letzten R-Aussage von H ist. Nur daB bei Lemma 7.9
noch zusdtzlich galt, daB das minimale Segment O0; sowohl
Subaussage der ersten als auch der letzten Aussage von H
war. Damit 1aBt sich, da Lemma 7.10 und 7.11 weiter giltig
bleiben, der Beweis des Subaussagenprinzips aus § 7 im
wesentlichen auf den vorliegenden Fall iibertragen.

Satz 12.5 Sei || eine iifAbleitung von U aus A fir

beliebiges i (14 i< £). Dann 1#Bt sich I in eine Ki-
Ableitung T von U aus A umformen, so dafll jede in m
vorkommende nichtatomare R-Aussage Kéfsubaussage von A

oder U ist.

Beweis Wie in § 7 kann man beweisen, daB eine nach Satz 12.3
zu || existierende normale Ableitung 7T* die Bedingung
erfiillt. Wir geben nur die Stellen an, an denen der Beweis
von Satz 7.2 (vgl. oben S. 114-118) wesentlich mo-

difiziert werden muBl.

Zu zeigen ist, daB alle in Nebemabschnitten vorkommenden
nichtatomaren R-Aussagen ﬁi:Subaussagen von iﬁ oder U
sind. Gegeniiber dem Beweis von Satz 7.2 ist dabei zu
beachten, daB jetzt
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1. eine zusdtzliche Moglichkeit besteht, Annahmen zu
16schen, ndmlich bei RA-Anwendungen,

2. daeB Pfade der Ordnung >0 mit Aussagenvorkommen enden
kdnnen, die nicht Prédmisse der Anwendung einer herange-
zogenen Regel sind, namlich mit linken Pramissen von
RA-Anwendungen.

Ad 1: Angenommen, das erste R-Aussagenvorkommen B des
betrachteten Pfades T wird bei einer RA-Anwendung geldscht,
deren Konklusion ~B lautet. Falls B atomar, ist nichts

zu zeigen. Falls B nichtatomar und Primisse der Anwendung
einer herangezogenen Regel, ist die Rehauptung schon durch
den Beweis von Satz 7.2 gesichert. Wir brauchen also nur
noch den Fall zu betrachten, daf B das einzige R-Aussagen-
vorkommen des ersten Nebenabschnittes N, von w ist, also
zugleich das erste R-Aussagenvorkommen des ersten Haupt-
abschnittes H, von T . Wegen rg(~B)>rg(B) kann ~B

nach Lemma 12.4 nicht (etwa als Konklusion einer identischen
RA-Anwendung) zum Beseitigungsteil von H,I gehdren. Also
kann ~B nur &) zum Einfiihrungsteil von H, oder b) zu
einem Hauptabschnitt Hy von w mit t>1 oder c¢) zu einem
Hauptabschnitt eines Pfades kleinerer Ordnung als T ge-
héoren, In den Fédllen a), b) ist ~B und damit auch B Sub-
aussage einer R-Aussage, die in einem Nebenabschnitt Ny

von T mit s>1 vorkommt, so daB man die Induktionsvor-
aussetzung beziiglich (k+1)-s [k+1: Zahl der Nebenab-
schnitte von 7] anwenden kann. Im Fall c¢) ist ~B und

damit B Subaussage einer R-Aussage eines Nebenabschnittes
eines Pfades kleinerer Ordnung als T , so daB man die
Induktionsvoraussetzung beziliglich der Pfadordnung anwenden
kann.

(Hier zeigt sich, wie wichtig die Behauptung rg(6}1 ) é.rg(c})
in Lemma 12.4 (i) ist. Sie wird noch nicht davon impliziert,
daB 0Oy, BSubaussage von 03 ist, denn z.B. ist nach unse-
ren Definitionen ~B Subaussage von B (vgl. 5. 160).

Ad 2: Das letzte R-Aussagenvorkommen des betrachteten
Pfades T sei die linke Prédmisse C einer RA-Anwendung. Dann
steht neben C die zu einem Pfad niedrigerer Ordnung gehdrende
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R-Aussage ~C. Da C dieselben %i-Subaussagen wie ~C hat,
folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung be-
ziiglich der Ordnung der Pfade.

QED

Daraus folgt analog zu Satz 7.3 die Nichtkreativitdt von
Folgen von Operator-Grundregelsystemen:

Satz 12.6 Sei R konkrete Regel, in der S; nicht vorkommt.

Falls }——R, dann }=—R.
Kj;r ? KE:L QED

Satz 12.7 Sei R konkrete atomare Regel. Falls Pﬁ—-R,

dann ]—E—-R.

Beweis Durch ¢-fache Anwendung von Satz 12.5 folgt aus
hf—"R R. Wir beweisen nun durch Induktion iiber der
Lange vonKﬁO—Ableltungen T y daB fir beliebige atomare
Regeln R gilt: Wenn hqu dann }?-R.

Wendet [ im letzten Schritt eine atomare Grundregel oder
atomare Annahmeregel oder RA mit atomaren Primissen an, so
ergibt sich die Behauptung sofort durch Anwendung der
Induktionsvoraussetzung auf die Ableitungen der Primissen
dieser Anwendung und daraus, daB "reductio ad absurdum®in
4 gilt . Andere Fidlle konnen nicht auftreten bzw. sind
trivial: Wirde (| im letzten Schritt eine nichtatomare
Annahmeregel anwenden, wire R nichtatomar. Wiirde /| im
letzten Schritt RA mit nichtatomarer linker Pramisse
S(Aq,...,A ) (8 aus §L ) anwenden, ergibe sich durch Be-
trachtung der Ableitung N dieser Prdmisse folgender Wider-
spruch.Tr konnte im letzten Schritt weder eine atomare
Grundregel noch eine atomare Annahmeregel (da S(Aq,...,An)
nichtatomar) noch eine nichtatomare Annahmeregel (da R
sonst nichtatomar ware) noch RA anwenden (da Konklusionen
von RA-Anwendungen immer mit ~ beginnen).

QFD
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Damit kénnen wir das Kriterium der Nichtkreativitat fiir
K, als erfiillt ansehen.

Fiir das Kriterium der Eindeutigkeit sind keine aufwendigen
neuen Beweise zu fiihren. Wie man n&mlich leidt nachpriift,
gelten Satz 7.12 bis 7.15 auch im vorliegenden Fall. Denn
die Bewelse dieser S&tze benutzen das Ersetzungstheorem II
(Satz 4.5) nur soweit, als es sich auf die Ersetzung von
Aussagen durch Aussagen bezieht. Diese ist nach Satz 11.2
auch in Kalkiilen mit Widerlegungsbegriff mdglich.



— AN,

§ 13. Operatorenvollstindigkeit des Systems Av->—.

Minimallogik.

So wie sich in § 8 die Operatorenvollstidndigkeit des
Systems Av—> fir die dort betrachteten Kalkiile K, zei-
gen lieB, kOnnen wir jetzt die Operatorenvollsténdigkeit
von Aav->— flir Kalkiile ﬁn_ beweisen. Die Regelsysteme
%M 2., %ﬁ?‘ﬁﬁ fiir Ay >~ sind jetzt gegeben durch:
(A-£) PqsPs ;\(Pq /\Pg)
= P,sPp=>P;3(Pqa Do) 5D
2, (A-3) 12P2>Pi Pqa Pp
P4sPp=>nP;5(Pg A Po)>D

Py =(pgvD5)
! (Ms]{ P1=PiPp2DP; (P4 v DPy) > P

M2

D4=>~P;Po=>nP; (Dgv Do) D

(—~-€) P4=Py =(p,;>D5)
(58 2( P13 D53P; (P> Ps) 25p
P42 Pp2nD; (D4 —>D5)5>~D

Z5

~P4DP3 (‘lpq) =P

-y
&) ~P=>rP; (D) => D .

{m §) ~DPq,=>Ep,)

E e Vli,unterschelden sich von £, £, £, aus § 8 nur
durch die zusdtzliche B-Regel. Fur die Klammerung der Junk-
toren vereinbaren wir dasselbe wie in § 8 (vgl. oben S.

124 ). AuBerdem soll gelten, daB -7 stdrker bindet als
die anderen Junktoren. Wegen Satz 12.1 kdnnen wir a-B,
~>-B, 1-B ersetzen durch:

(AHE){ (P4 Do) =D,
(P44 P5) =P,

C=P-3) (P’l “?Pe)qu =Py

("]J_g) (“1Pq )QNPAI .
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Wenn wir von a-B, --B, --B reden, meinen wir also fort-
an stillschweigend diese vereinfachten Regeln. Da wir

im folgenden Kalkiile betrachten, in denen alle 4 Regel-
systeme %Axgk'gélg; vorkommen, kénnen wir auf die zusdtz-
liche v -B-Regel

P4=>~ P;Py=>~ D3 (Dgv Po)Ap
verzichten, denn diese Regel ist aus der anderen v-B-Regel

P4=>P;P5=P;(Pyv Py) =D
zusammen mit den —1-Regeln
~P4=>> P9
APq=>n~ Py
ableitbar. Damit nehmen die A-, v-, >-Grundregeln diesel-
~ L X o
be Form wie in § 8 an. Wenn wir von =2, 2, & Z,
reden, meinen wir von jetzt an also (verkiirzt notiert):

[l

=y P1+yPocPq A Po

v Ps = P4y vPs
P4=P;iPo=P;P4 vPp =P
Zs P13 DaE>Py>Pp

Zum Beweis der Operatorenvollsténdigkeit ordnen wir wie

in § 8 jedem nichtleeren System A von %mhyﬂjl-Regeln eine
ﬁNW?mQ—Formel AF dureh folgende Bestimmungen zu:

X* sei mit X identisch fir Formeln X

(~X)* sei X flir Formeln X

_(Rq,...,Rs =R)* sei ((Rq*n...mRs*)~>R*) fiir eine Regel

(Rqa'°'aRs)* sei (Rq*h...ARS*) fiir ein aus den Regeln
Rq""vRs bestehendes Regelsystem .
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Lemma 8.2 gilt natlirlich auch im vorliegenden Fall. Im
Beweis von Lemma 8.7 muB zusitzlich nur noch der Fall
beriicksichtigt werden, daB A die Gestalt ~A hat. In
diesem Fall gilt mit den —-Grundregeln sofort die Be-

hauptung ~A —l— —A. Der Beweis von Satz 8.4 kann
K!N-‘-)'l Bt S

sofort libernommen werden und damit such der von Satyz 8.1:

Satz 13%.1 Sei (). System von Operatoren Sq.....SL und
251 ‘és methodisch zuldssig fiir Q0 . Dann gibt es zu
Jedem n—stelllgen Operator 8 aus () eine av>—-Formel
F(pq,...,pn), so daB gilt:

5(PqseesPy) & F(Dgyeeesp)

ist in ﬁnwaﬁsL ableitbar.

QED

Sei nun K}:,.,,,__T wieder als Kalkiil im Sinne von § 2 (aller-
dings jetzt mit Widerlegungsbegriff) verstanden, der das-
selbe Vokabular und dieselben nichtatomaren Grundregeln
wie ﬁmﬁaj hat, und statt atomarer Grundregeln R von
im9_1 Regeln (qu* é?(R)E* (vgl. oben S. 130 ). K,.\‘,,_,,_|
erlaubt also nur die Heranziehung und Ldschung von R-Aus-
sagen, nicht von konkreten Regeln hdherer Stufe. R sei
wieder die konkrete ﬁMpaj—Regel, die aus einer konkreten
E“ip,iL—Regel dadurch hervorgeht, daf man jedes Vorkommen
eines nicht mit A, v,—>, beginnenden Operats S(Aq,...,An)
durch die entsprechende nach Satz 13%.1 existierende Aus-
sage F(Aﬂ,...,An) ersetzt, bis kein von A,v, =2, 0 ver-
schiedener Operator mehr auftritt. Dann gilt analog zu
Satz 8.6 bis Satz 8.8:

Satz 13.2
(i) Seien Rqy--.4R, konkrete ﬁnrRegeln, U EA:R-Aussage.
Dann gilt:

L [

(=]
R/"tto’Rn l’r-.:U g.d.w. R/I’.--,Rn}:;‘U -
(ii) Seien Riy-..,R  konkrete K
sage. Dann gilt:

/I,--.,R |——U g.d.w. Rq,-..,R l'_——‘U -

,-w-r; . j\\" .

v—>~—Regeln, U K, 5 -R-Aus-
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Beweis wie der von Satz 8.6.

QED

Satz 13%.%
(i) Fiir alle konkreten ¥
R-Aussagen U gilt:

R,l,..-,Rn !-v—‘_'U g-dow- .R/I*,-.-,Rn* l'_r~U‘ -

_“"'Regeln R,l gree ,Rn U.Ild KAV""‘}"l T

A 2

Env-_’)—: AN
(ii) Fir alle KXv>o~-R-Aussagen U ,...,U ,U gilt:
UsyeoooU |< U g.dowe Uyyeeo,U |=——TU .
- 18 1 K,\Tr-a—r 1° ’'n Kav>—1

Beweis

(i) Zusdtzlich zu den im Beweis von Satz 8.7 behandelten
Fallen mussen noch die —-Grundregeln und RA beriicksichtigt
werden, auBerdem ist die Anwendung von Regeln 0. Stufe neu
zu behandeln.

Richtung von links nach rechts: Bei der Anwendung einer
Regel O. Stufe ist zu beachten, dal aus R=U bazw. RﬁEEU
folgt: R*=U* bzw. R*® = U*. Falls die betrachtete Ko _ -
Ableitung T von U aus Ryy.-+yR  im letzten Schritt —1-E

n
anwendet, hat U die Gestalt -—A. Nach Induktionsvorausset-
zung gibt es eine E:va,1~ﬂbleitung von (~A)* aus Ri*yeeasR™

Da U*= (HA)*= 1A=(~ A)*, ist dies gerade die gesuchte
Ableitung. Falls [ im letzten Schritt —-B anwendet, hat
U die Gestalt ~A. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
eine ﬁ;wa_lwAbleitung von (—A)* aus R *yeeeyRy*. Da U*=

S (~A)*Z1A=(1A)*, ist dies gerade die gesuchte Ableitung.
Falls I] im letzten Schritt RA anwendet, hat U die Gestalt

~ A, und es gibt nach Induktionsvoraussetzung ﬁrvepj—ﬂb—
leituEgen von C* und von (~C)* aus R *y-.. R A" fiir
eine K, v —Aussage C. Nach Anwendung von —-B auf die
Konklusion =1C (= (~C)* ) der letzteren Ableitung er-

hdlt man E:waﬂ-Ableitungen von C und ~C aus R *,...,R * A*
und daraus mit RA eine K}, -Ableitung von ~A aus Rq*,...,

R *. Daraus mit — -E die gesuchte %;haﬂ—Ableitung von A

(=U*) aus Rq*""sRn*°
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Richtung von rechts nach links: Wir zeigen: Wenn

B =— U , dann
AN
RisesesR F= U .
AV o
durch Induktion {iber der ILinge von Ky —Ableitungen.jr.
Daraus folgt mit U* F:———-U die Behauptung.
A=

Wendet eine betrachtete KXVQW—Ableitung “ﬁ‘ von U aus
Rq*seeeyR * im letzten Schritt eine Rege} 0. Stufe an,

so ist U = R;* bzw. USR** (fiir atomare Kiv> - —Anfangsregel
R*, wobei R atomare ﬁﬁwéj—Anfangsregel). Dann ist,RiE§II
oder 7R, = U bzw. R?=U oder mR*=U. Durch Anwendung

von R, bzw. R in K,, _ und evtl. gefendung von —1-E

ergibt sich die Behauptung. Wendet || im letzten Schritt
eine — -Grundregel oder RA an, so folgt die Behauptung
sofort durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung. Wenn

T im letzten Schritt eine sonstige Regel anwendet, ist U

Aussage; man argumentiert wie im Beweis von Satz 8.7.
(ii) folgt aus (i) wie bei Satz 8.7.

QED
Satz 13%.4

(i) Seien Rq,...,Rn konkrete EQ—Regeln, U EQTR-Aussage.
Dann gilt:

R,],..C,Rn F?;LU g.dcw- ﬁ’]*’...‘ﬁn* {z* ﬁ* -
v . ~ AV ——
(ii) Seien UpyeeeyU yU KXy ,4-R-Aussagen. Dann gilt:

Uq,...,Unfﬁ;f‘~U g-d.We  Upyeee,U —U .

AV __3_7 KAV"”"{ Gl

Beweis BSatz 13.2 und Satz 13.3.
QED
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Dieses Resultat 1dBt sich noch etwas verschédrfen. Zu-
ndchst konnen wir die zu i;hyl gehdorende Regel RA erset-
zen durch

(RA) P=a4P =79 =>-P

wie sich sofort unter Verwendung der — -Regeln

ergibt. Weiterhin 1#Bt sich sogar v&llig auf den in § 11
eingefiihrten formalen Widerlegungsbegriff und damit ins-
besondere suf die - -Grundregeln verzichten: Sei Kir,
der Kalkiil, der sich von ﬁgﬁ_\ folgendermalRen unter-
scheidet:

1. ﬁi;ﬂ hat zwar in seinem Vokabular den Junktor — ,
jedoch kein Operator-Grundregelsystem fiur —.

2. i::9 enthdlt RA— statt RA als Grundregel.

3 ﬁ::a hat keinen formslen Widerlegungsbegriff. D.h.
in K}* ~-Regeln kann kein " ~" vorkommen, K**, hat einen
Regel- und Ableitungsbegriff wie in § 2 definiert.

(Man beachte, dal atomare Grundregeln A=>X vcnu“ié,\\,,_h
schon in K% ,. die Gestalt A¥=X* annshmen, aus
ihnen also "~ " eliminiert wurde.)

DaB der Junktor "—" innerhalb von iigé die Rolle, die

"~ " in i;wy1hatte, mitiibernehmen kann, zeigt folgender

Satz:

Satz 13.5 Seien U,,...,U ,U ﬁ:quﬂ—R-ﬂussagen.
Dann gilt:

Uﬂ""’Un}R_:_U g.d.w. u’l*""'Un*}—E;*—U* .

AT A=

Reweis Richtung von rechts nach links: Sei T eine
K3Js—Ableitung von U* aus U,*,...,U *. Indem wir in i
jede Anwendung von RA-—:

U?fA]—; W[A]l—

B -3

L4)?LA7
1A
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ersetzen durch

) [MT L A}R—

- _‘-1.'
B o ~ R
~ A

‘1ﬁ

LHIRA —
—-E

: s
erhalten wir eine ﬁ;w>;Ableitung von U* aus Uﬂ*""’Un* ‘
Da ferner fiir beliebige Aussagen A gilt: ~A—TA,

d.h. ~A—lb——(~A)*, folgt die Behauptung. Mm

AV->—
Fiir die Richtung von links nach rechts fiihren wir eine

Induktion liber der ILange von K* -Ableitungen ” .

AvV—-2=7

Hat Tr—Lénge 1, zieht also im letzten Schritt eine Annahme
U; heran, hat I die Gestalt:

¥

+“ W

A

Dem entspricht eine %:3€>~Ableitung
*

Your
1

Falls [ im letzten Schritt eine A=y V=4->-Grundregel
anwendet, wenden wir die Induktionsvoraussetzung einfach

auf die Ableitungen der Pridmissen dieser Regelanwendungen

an, da die A-, v ~, »>-Grundregeln in beiden Kalkiilen iden-
tisch sind. Dasselbe gilt fiir Anwendungen von Regeln

A¥ =X*, falls A=X Grundregel von K ist, da diese Re-

geln ebenfallls in beiden Kalkiilen vorkommen,

Zu behandeln ist also nur noch der Fall, daB 1 im letz-

ten Schritt eine — -Grundregel oder RA anwendet. Falls I die
— —-B-Regel anwendet::
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-ﬂfB-EEz

]

ergibt sich aus der Induktionsvoraussetzung, bezogen auf
die Ableitung der Pramisse dieser Anwendung von —-B, so-
fort die Behauptung, da (—A)*= qA=(~A)*.

Ist im letzten Schritt die — -E-Regel verwendet:

ergibt sich analog die Behauptung.

Benutzt T im letzten Schritt RA:
(0 [Al — ) —_
[IA L4[A]A

L] L

RA =

~A
dann erhalt man nach Induktionsvoraussetzung, bezogen
auf die Ableitungen der Pramissen B und —1B, ExﬁﬁuAblei-
tungen von B und — B und damit eine K** -Ableitung:

Av—=
.

3 Y

A
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Zusemmen mit Sstz 13.4 folgt dann:

Satz 13.6
Si) Seien R,,...,R, konkrete K,-Regeln, U
Ko-R-Aussage. Dann gilt:

o Qo o
Rq,--o,RnﬁU g.d.w- R’i*"..’Rn*}_E;?U* -

AV —>

(ii) Seien AggeeeshA A -ﬁxﬁé—Aussagen. Dann gilt:
A.,l’o-o,.ﬂ.n""?\:r.ﬁ. g.d.w- A.,!,ooc,A.n}mA -

AN -2 N2> QED

ﬁﬁ:a wollen wir im Anschluf an die Bezeichnung von I.
JOHANSSON als Kalkiil der Minimallogik iiber ¥ bezeichnen.
Satz 15.6 besagt, daBl dieser Kalklil gleichwertig mit einer
beliebigen operatorenlogischen Erweiterung iﬂﬂvon ¥ ist,
falls § die Operatoren ~ ,v,-» - enthalt. Dies ist in-
sofern bemerkenswert, als K!* gar keinen formalen Wider-

AN -
legungsbegriff mehr enthi&lt. Der in Khv%w\ mittels
eines formalen Widerlegungsbegriffes definierte Junktor
1 kann die Funktion des Widerlegungsbegriffs selbst

iibernehmen.

Entsprechend § 9 kSnnen wir wieder einen formalen Kalkiil
angeben, der die Aussageschemata ableitbar macht, die
durch Interpretation in einem beliebigen ﬁ:;a ableitbar
sind. Wir gehen dazu von einem Kalkiil T aus, der sich
von dem in § 9 angegebenen Kalkiil I dadurch unterschei-
det, daB er

1. a und b als iwAussagevariablen hat,

2. einen formalen Widerlegungsbegriff hat,

3. a=»bja=>~b “=»~a als Grundregel hat.

T ist demit ein Kalkiil im Sinne von § 411. Wir bilden nun
iiia' Diesen Kalkiil kirzen wir mit M ab und nennen ihn
Kalkiil der formalen Minimallogik. M ist mit dem von JO-
HANSSON angegebenen Kalkiil der Minimallogik gleichwertig.
AuBer den Grundregeln fiir A v, enthédlt er nur die Regel
RA-. (Eigentlich tritt in M noch die Regel (a->b) s (a—--b)=>—a
auf, die von der I-~Grundregel a=>b;a=> ~b=>~a herriihrt.
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Da sie jedoch mit RA- ableitbar ist, kdnnen wir sie weg-
lassen.) Wdahlt man die {ibliche Notation fiir Regeln, wie

sie von GENTZEN 1935 und PRAWITZ 1965 her gelédufig ist, dann
hat M also die Regeln:

D q pPAQq PAaQ
PAd P q
[p] [q]
p q i i ct PYQq
Pvaq pva T
(p]
q p P>q
pP—>4q q
(p] [p]
Q me!
P

Wie in § 9 definieren wir eine Interpretation liber £

als Funktion x, die jedem Schemabuchstaben (d.h. jeder
féAussage) eine f—Aussage zuordnet. R*® fiir eine konkrete
M-Regel R ist also die Kﬁ;?—Regel, die aus R durch Erset-
zen jedes Schemabuchstabens A durch w(A) entsteht. Eine
konkrete M-Regel Aq,...,A =A fir M—Aussagen Aq,...,A A
heiflt H—allgemelngultlg, wenn fir Jjedes K und jede Inter-
pretation X {iber K gilt:

A“...A 7 ol
1’ ’ K;’\V)

Wie in § 9 ist M in folgendem Sinne regellogisch vollstdndig:
Satz 13.7 Fir alle M-Aussagen Aq,...,An,A gilt
Aq,...,AnkﬁA genau dsnn, wenn die Regel Aq,...,A
M-allgemeingliltig ist.

n =>4

QED
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In unserer regellogischen Deutung der Minimallogik

zeigt sich ilibrigens ganz klar, daR RA-, keine — -Grund-
regel, insbesondere also keine — -E-Regdl ist. RA—

drickt vielmehr als Ersatz von RA eine Eigenschaft un-
seres formalen Widerlegungsbegriffes aus. —-Grundregeln
treten in der Minimallogik gar nicht auf. Fir unsere
Deutung ist es also nicht verwunderlich, daB RA— aus

dem Schema von E- und B-Regeln herausfdllt - was an Kal-
kiilen des natiirlichen SchlieBens bisweilen bemsngelt wird.
Das Analoge wird im folgenden §en iiber das "ex contra-
dictione quodlibet" der intuitionistischen Logik zu sagen
sein.



_"]85..

§ 14. "Ex contradictione quodlibet" und intuitionistische

Logik

In § 11 hatten wir Kalkiile ¥ mit formalem Widerlegungs-
begriff definiert. Um diesen Widerlegungsbegriff nicht der
Willkiir zu ilberlassen, d.h. um die Rede von einem Widerle—
gungsbegriff zu rechtfertigen, hatten wir als Addquatheits-
bedingung verlangt: In K soll das Prinzip der "reductio

ad absurdum" gelten, d.h. fiir alle ﬁ;Aussagen A, B soll

in K ableitbar sein: A=>B;A=~B<~A . Dementsprechend
hatten wir bei der operatorenlogischen Erweiterung von

K zu ﬁﬂﬂ die Regel

(RA) P=>Qq;P=>~q=>~Dp

als Grundregel asngesetzt. In diesem §en wollen wir unter-
suchen, was sich ergibt, wenn man nicht nur die "reductio
ad absurdum", sondern auch das "ex contradictione quod-
libet" als Addquatheitsbedingung fiir einen formalen Wider-
legungsbegriff ansieht. Dieser Standpunkt soll als der
intuitionistische bezeichnet werden, weil die meisten In-
tuitionisten das "ex contradictione quodlibet" als we-
sentliches Gesetz der intuitionistischen ILogik ansehen.q)

Wir betrachten also in diesem §en Grundkalkiile mit for-
malem Widerlegungsbegriff, in denen fiir alle Aussagen
A, B die Regeln

A=>B;A=>~Bis oA
A, ~A =B

ableitbar sind. Wir sagen auch: Im Grundkalkiil gilt "reduc-

1)Genz einig ist man sich allerdings nicht darin, wie sehr
das "ex contradictione quodlibet" fiir die intuitionistische
Logik wesentlich ist. JOHANSSON bezeichnet z.B. die Minimal-
logik als einen - wenn auch "reduzierten" - "intuitionisti-
schen Formalismus" (Titel der Arbeit von 1937). Ebenso ge-
steht HEYTING (1956, S. 106) dem Minimalkalkiil das Recht zu,
sich "intuitionistisch"’ zu nennen, obwohl er selbst seiner-
zelt erstmals "die formalen Regeln der intuitionistischen
Logik" (HEYTING 193%0) einschlieBlich des "ex contradictione
quodlibet" aufgestellt hatte (vgl. such GUPTA 1979, S. 143).
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tio ad absurdum" und "ex contradictione quodlibet".q) Grund-

%
kalkiile, in denen dies erfiillt ist, wollen wir mit K
bezeichnen.

=~

Die Operator-Grundregelsysteme, um die wir K zu EQ_ er-
weitern, sind dieselben wie in § 12. Jedoch werden wir,
um die Gililtigkeit des "ex contradictione quodlibet" auch
fiir die operatorenlogisch erweiterten Kalkiile zu sichern,
als weitere nichtatomare Grundregel zu.%&L hinzunehmen:

(ECQ) Py, ~D =>q .

i;L hat also an nichtatomaren Grundregeln die Operator-
Grundregelsysteme aus § 12, ferner RA und ECQ. Da %;L
gegeniber ﬁn_mit ECQ eine zusdtzliche nichtatomare Grund-
regel hat, muB nachgewiesen werden, daB auch jetzt die in
§ 5 genannten Addquatheitskriterien (Nichtkreativitdt und
Eindeutigkeit) erfiillt sind. Wie in § 12 miissen wir iiber-
priifen, ob und wie die Sdtze aus § 7 in diesem Fall fest-
gehalten werden konnen. Wir beweisen zundchst:

Lemma 14.1 Jede Kj-Ableitung || von U sus [ 148t sich
in eine solche Ableitung von U aus [’ umformen, in der
alle Konklusionen von Anwendungen von ECQ atomar sind.

Beweis Unter dem Rang einer ECQ-Anwendung in T verstehen
wir den Rang der Konklusion dieser ECQ-Anwendung. Wir
fithren nun Paarinduktion liber <y §>, wobei y der maxi-
male Rang von ECQ-Anwendungen in || ist und 4 die Zahl
der ECQ-Anwendungen dieses maximalen Ranges in | .

Falls y=0, ist die Behauptung erfiillt. Falls y>O , wdh-
len wir in 1 eine solche ECQ-Anwendung vom Rang Y 480
daB iiber dieser ECQ-Anwendung keine weitere ECQ-Anwendung
vom Rang y sich befindet. (Eine solche ECQ-Anwendung
148t sich immer finden.) Sie muB folgende Gestalt

haben:

)Neben der Ableitbarkeit von A, ~A =>B auch noch die
von A,~A=~B eigens zu fordern, ist nicht notwendig,
da sie sich aus der Gililtigkeit der "reductio ad absurdum"
ergibt.
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R .\,‘55
Ec
8 'S(-HM:‘WA,\)
wobei der Rang von S(Aq""'An) gerade y ist. Sei nun
R(pq,...,pn) eine der S-E-Regeln. R(pq,...,pn) besitze
V Vorderregeln. Dann ersetzen wir obiges Ableitungs-
stiick durch:

3 b ~3

BCQ bro RA—— LI T o EQbpe RA =
e (RLH“'“"A““«.A.s_ (R(A‘,...,A\)L‘M N
SCAY AL

"ECQ bzw. RA" soll dabei bedeuten: "Es werde ECQ bzw. RA

angewandt, Jje nachdem (R(Aq”"’An))ﬂ i (1<i<€V¥) eine
'-35

Aussage ist oder die Gestalt ~F fiir eine Aussage F hat."

Die Anwendungen von ECQ sind jetzt alle von kleinerem

Rang als vorhin. War die betrachtete ECQ-Anwendung die
einzige ECQ-Anwendung maximalen Ranges, dann sinkt p
durch die Umformung. War sie nicht die einzige, so tritt
nach der Umformung eine ECQ-Anwendung maximalen Ranges
weniger auf, da nach Wahl der ECQ-Anwendung in den (jetzt
mehrfach suftretenden) Ableitungen von B und ~3B keine
ECQ-Anwendung meximalen Ranges vorkommt. Es bleibt dann
also y gleich, widhrend § sinkt. In beiden Féllen konnen
wir die Induktionsvoraussetzung anwenden.

QED

Statt von ECQ-Anwendungen mit atomarer Konklusion sprechen
wir auch von atomaren ECQ-Anwendungen.

Die erweiterte Definition von "Segment" {ibernehmen wir aus
§ 12 (s.o0. S. 161f.).

In die Definition von "maximal" (vgl. oben S. 162 ) beziehen
wir jetzt ECQ-Anwendungen mit ein:
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Ein Segment heiflt in folgenden Fillen maximsal:

1. Es beginnt mit der Konklusion einer Anwendung einer
E-Regel oder der Konklusion einer Anwendung von ECQ,

und es endet mit der Hauptprdmisse einer Anwendung einer
B-Regel.

2. Es beginnt mit der Konklusion einer Anwendung von

RA und endet mit einer Prémisse einer Anwendung von RA
oder ECQ,..,1

Wir sprechen auch hier von maximalen Segmenten der ersten
und der zweiten Art.

Lemma 14 2 Jede K -Ableitung von U aus A 1Bt sich in
eine KﬂfAbleltung von U aus A umformen, die keine maxi-
malen Segmente enthalt.

Beweis Wegen Lemma 14.71 konnen wir voraussetzen, daBl eine
ﬁl—Ableltung T nur stomare ECQ-Anwendungen enthilt.
Daher enthalt B keine maximalen Segmente erster Art,

die mit Konklusionen von ECQ-Anwendungen beginnen. In

I treten also an maximalen Segmenten erster Art nur
solche im Sinne von § 12 (und § 7) auf.

Wir fihren den Beweis wie den von Lemma 12.2, miissen

Jetzt nur die zusdtzlichen Fdlle berlicksichtigen, in
denen ECQ-Anwendungen bei maximalen Segmenten zweiter
Art ins Spiel kommen.

Zu Fall a) Zu behandeln ist noch: Das im Beweis von

Lemma 12.2 gewdhlte maximale Segment ¢ hat I&nge 1
und ist ein maximales Segment zweiter Art, das mit der
Konklusion einer RA-Anwendung beginnt und einer Préamisse
einer ECQ-Anwendung endet. G tritt dann in folgender
Form in Tr-auf, wobei o' gerade aus der R-Aussage ~A
bestehnt :

1) Man kann den folgenden Normalisierungssatz auch dann bewei-
sen, wenn man auBerdem solche Segmente als maximal ansieht,

die mit der Konklusion einer ECQ-Anwendung beginnen und elner
Prédmisse einer Anwendung von RA oder ECQ enden. Fiir den Be-
weis des Subaussagenprinzips, um den es uns in dieser Arbeit
alleine geht, ist die Ausweltung des Normallslerungssatzes

auf diesen Fall Jjedoch nicht ndtig, weshalb wir sie unter-
lassen. (Vgl. oben S. 167)
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; YAl X @l A1 5
+ ¢ ’
+ - .
’; -‘B ~ 3)
*+ & RA
A ~A

QR

Dieses Ableitungsstiick formen wir um zu:

+ +

. &

* +

+ +

A A

B ~
ECQ-h—ﬁq_——_h__&gi“

0" verschwindet durch die Umformung. Da rg(A) <rg(~A)
ist, kann durch die Umformung mit A kein neues maximales
Segment vom Rang f(ﬁjentstehen. AuBerdem kann nach Wahl
von ¢ in dem mit r bezeichneten Ableitungsstiick kein

N
maximales Segment vom Rang f(ﬁj‘vorkommen, so dafl ein
mehrfaches Auftreten von t+ die Zahl der maximalen Seg-

++

.}-..
mente vom Eangifﬂﬂnicht vergroRert. Die Zahl der maximalen
Segmente vom Rang Sﬂﬁf)verringert sich also, so daB wir
die Induktionsvoraussetzung anwenden kdnnen.

Zu Fall b) Hier ist noch zu behandeln, daR ¢ maximales
Segment zweiter Art der ILdnge >1 ist, das mit der Kon-
klusion einer (nichtidentischen) RA-Anwendung beginnt

und der rechten Prémisse einer ECQ-Anwendung endet. ¢
kann dabei b1) mit der Konklusion der Anwendung einer B-
Regel enden, oder b2) mit der Konklusion einer identischen
RA-Anwendung enden.
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Ad b1) ¢ tritt in folgender Form auf, wobei ¢  aus
Vorkommen von ~F besteht:

. +
= ; : gl
= e [ Wy A .@}[QMLAM...}M]: :
- T T S
- G ~ AL
e (4)5__5 A ]Am.\
_.l__
~TF
ECqQ
G-
Wir nehmen folgende Umformung vor:
= A[A, (A M]E z E :
- AN e G 3 . - (A}[QMLA’I]"'}AV\ﬂ' +
F - ' 1
BR——— = ¢ v . Bg +
N $-R & S(A,”. b
6__

Dadurch wird o gekiirzt. Da G als atomar angenommen wer-—
den kann, kann G als Konklusion einer ECQ-Anwendung zu
keinem maximalen Segment gehoren, so dafl die Verldngerung

des Segments, zu dem G gehort, nicht schadet. Daher ist
die Induktionsvoraussetzung anwendbar.

Ad b2) <o tritt in folgender Form suf, wobel &  aus
Vorkommen von ~A besteht:

Q) [A]“; (1}%]_}_:

| H

A e
(DRA —— ‘5'
Eca R
_:’B '
Dies formen wir um' zu:

p=al O

L))

REXSS N0

B

B

Da dadurch &’gekﬁrzt wird, ferner nach Wshl von ¢gin der
mit

(111

markierten Ableitung kein maximales Segment vom
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Rang f(ﬁ)auftreten kann, weiterhin rg(A)<rg(~A) ist,
kann men die Induktionsvoraussetzung anwenden.

QED

Wir nennen eine Ableitung normal, wenn sie keine maxima-
len Segmente, keine redundanten Anwendungen von B-Regeln
und keine nichtatomaren ECQ-Anwendungen enthilt.

Satz 14.% (Normalisierungssatz) Jede ﬁﬁfAbleitung i
von U aus /A 138t sich in eine normale Ableitung von U
aus O umformen.

Beweis Die im Beweis von Lemma 14.2 angegebene Konstruktion
erzeugt keine nichtatomaren ECQ-Anwendungen, die im Beweis
von Lemma 7.5 angegebene Konstruktion keine maximalen Seg-
mente. Also kann man die Beweiskonstruktionen der Lemmata
14.1, 14.2, 7.5 in dieser Reihenfolge anwenden.

QED
Fir einen spdteren Zweck (vgl. § 15) beweisen wir noch:
Satz 14.4 Sei || eine normale %Q;Ableitung eines Operats

S(Aq,...,An) (ohne Annshmen). Dann wendet [ im letzten
Schritt eine S-E-Regel an.

Beweis Induktion iiber dem Aufbau von Il .

In [ haben alle ECQ-Anwendungen atomare Konklusion. Opera-
te kommen also als Konklusionen von ECQ-Anwendungen nicht
in Frage. Da Operate auch nicht Konklusionen von RA-Anwen-
dungen sein konnen, kann im letzten Schritt von || nur eine
Operator-Grundregel angewendet worden sein.

Falls es sich dabei um eine B-Regel handelt, ist die
Ableitung Tr'der Hauptpramisse C dieser Anwendung der
B-Regel eine normale Ableitung eines Operats, die von kei-
nen Annahmen abhingt (weil sonst auch'ﬂﬁvon Annshmen abhan-
gen wirde). Nach Induktionsvoraussetzung gilt also, daB

T im letzten Schritt eine E-Regel anwendet. Daraus er-
gibt sich ein Widerspruch zur Normalitdt von | , weil
die Aussage C Konklusion der Anwendung einer E-Regel und
Hauptprémisse der Anwendung einer B-Regel wire, also ein
maximales Segment erster Art bilden wiirde. In'Tr kann

also im letzten Schritt keine B-Regel angewendet worden
sein. Also kommt nur eine E-Regel in Frage.

QED
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So wie wir in § 12 die Definition von "Pfad" so verindert
hatten, daB ein Pfad immer bei der linken Prémisse einer
Anwendung von RA -endete, so wollen wir jetzt aulerdem ver-
langen, dafl ein Pfad auch beéi der linken Pramisse einer An-
wendung von ECQ endet. "Pfad" soll also jetzt die Defini-

tion haben, die sich aus der von S.168 - ergibt, wenn wir
dort {iberall "RA" durch "RA oder ECQ" ersetzen. An der
Definition von "Haupt-" und "Nebenabschnitt" andern wir

wie in § 12 nichts.
Anstelle von Lemma 12.4 ergibt sich, indem man "RA" durch
"RA oder ECQ" ersetzt:

Lemma 14.5 Sei H Hauptabschnitt eines Pfades in einer nor-

malen iifﬂbleitung. Sei ¢,,...,6, die Folge der Segmente,
aus denen H besteht. Dann gibt es ein "minimales Segment"

0; (1<€£i<n), so daB gilt:

(i) Flir jedes J mit 1£j<i 1ist (%ﬁﬁauptprémisse einer An-
wendung einer B-Regel und O3, ist Ké;Subaussage von 03 R
ferner ist rg0§+4 )4:rg(63 B

(ii) Falls i#n, ist O Primisse einer Anwendung einer E-Regel
oder Pramisse einer Anwendung von RA oder ECQ.

(iii) TFir jedes J mit i< j«n ist 5} Primisse einer An-
wendung einer E-Regel und G; ist ﬁﬁ¢8ubaussage von q%A
g,

e

C4y--y0; heiBt auch Beseitigungsteil,

1 Gq{.rq 1T

auch Einfihrungsteil von H.

Beweis (entspricht fast wortlich dem Beweis von Lemma 12.4)
Alle GB , die Hauptpridmissen der Anwendung von B-Regeln

sind, gehen in H allen Ok , die Prdmissen der Anwendung von
E-Regeln oder Pramissen der Anwendung von RA oder ECQ sind,
voran. Denn sonst gibe es ein &3 , so daB Gé Primisse einer
Anwendung einer E-Regel oder Priamisse einer Anwendung von RA
oder ECQ 1ist, (;,, jedoch Hauptprédmisse einer Anwendung einer B-

3
wdre dann (da o,

Regel ist. GEM +4 8ls Operat nicht Konklusion
einer RA-Anwendung sein kann) maximales Segment im Widerspruch
zur Normalitat der Ableitung.

0; sei das erste Segment in H, das nicht mehr Hauptprdmisse
einer Anwendung einer B-Regel ist. (; erfiillt dann die

1
Klausel (ii).
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Sei nun 1i«J«n. Ist 63 rechte Pramisse einer RA- oder
ECQ-Anwendung, ergibt sich ein Widerspruch: O} kann

weder Konklusion einer RA-Anwendung sein (Normalitiat!)

noch von ECQ oder einer E-Regel (da 03 aus Gliedern der
Gestalt ~ A besteht) sein. SchlieBRlich kann 63 wegen

i<Jj auch nicht Konklusion einer Anwendung einer Annahmere-
gel sein, die spdter beli Anwendung einer B-Regel wieder
geldscht wird, da dann 6}4 Hauptprdmisse einer Anwendung
einer B-Regel sein miiBte.

Da wegen j« n nach Definition von "Pfad" Cﬁ nicht linke
Pramisse einer ECQ- oder RA-Anwendung sein kann, muf 03
Pramisse einer Anwendung einer E-Regel sein.

Die Behsuptungen liber Subaussagen und Range sind trivial.

QED

Daraus ergibt sich wie in § 12 das Subaussagenprinzip:

Satz 14.6 Sei I eine %érAbleitung von U aus A  fiir be-
liebiges i (1<1i<¢). Dann 148t sich ||  in eine Ki-Ablei-
tung 1| von U aus A umformen, so daB jede in I vor-
kommende nichtatomare R-Aussage §$78ubaussage von A oder
U ist.

Beweis Zusatzlich zum Beweis von Satz 12.5 ist nur der
Fall zu beriicksichtigen, daB ein Pfad mit der linken Prid-
misse C einer Anwendung von ECQ endet. Dann steht neben

C die R-Aussage ~C, die zu einem Pfad niedrigerer
Ordnung gehort. Da C dieselben'ﬁﬁ;Subaussagen wie ~C
hat, folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung
beziiglich der Ordnung der Pfade. 1)

QED

1) Es sei noch angemerkt, daB sich in dem Fall, wo KA
keine Anwendungen atomarer Grundregeln enthdlt, das Subaus-
sagenprinzip so verschidrfen 188t, daBR nicht nur Jede nicht-
atomare, sondern iberhaupt jede R-Aussage inTr Einubaus—
sage von /A oder U ist.
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Damit ergibt sich die Nichtkreativitit:
Satz 14.7 Sei R konkrete E%yRegel,

kommt. Falls f77;-3, denn f=—R .
o ey

in der Si nicht vor-

2D
Satz 14.8 Sei R konkrete atomare xnfRegel Falls F————R
?

dann }ﬁf"R' - Zﬂ_

Beweis Zusatzlich zum Beweis von Satz 12.7 ist zu berilick-
sichtigen, daB in einer ﬁgyAbleitung T von R alle ECQ-
Anwendungen als atomar angenommen werden diirfen, also

eine nichtatomare linke Prdmisse einer ECQ-Anwendung selbst
nicht Konklusion einer ECQ-Anwendung sein kann.

QED

Fiir den Nachweis des Kriteriums der Eindeutigkeit ist wie
in § 12 nichts neues zu beweisen.

Die Resultate von § 1% lassen sich sofort auf den vorlie-
genden Fall iibertragen, was nicht mehr im elnzelnen durch-
gegangen werden soll. Man erhédlt einen Kalkiil Khvé,, der
definiert ist wie K:;ﬁ , auBerdem jedoch noch die Grund-
regel

(ECQ-) PyP =>4

hat. Er heiBe auch Kalkiil der intuitionistischen TLogik
iiber K. Er ist, falls Ay.—>,71 in - vorkommen, gleichstark
mit ﬁﬂ_(vgl. Satz 13.6):

Satz 14.9

(i) Seien R,,y...,R, konkrete KﬂyRegeln, U KnrR—Aussage.
Dann gilt:

Rq,...,Rnkﬁsz g.d.w. ﬁq*,...,R 0% .

R
(i1) Seien Aj,...,A ,A K:y,-Aussagen. Demn gilt:
A.q,o-.’.A. *1:— gd ’l’...’A \’_/—A..
KAvs aw—*m_g_

QED
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Einen Kalkiil der formalen intuitionistischen Iogik erhal-
ten wir wie folgt: I sei der Kalkiil I aus § 1%, erwei-
tert um die zusdtzliche Grundregel

(1) a,~e b

mit %FAussagenvariablen a,b. T ist damit ein Grundkalkiil,
in dem "reductio ad absurdum" und "ex contradictione quod-
libet" gelten, wie wir es verlangt haben. Den Kalkiil fﬁﬁa
bezeichnen wir als Kalkiil der formalen intuitionisti-
schen Logik und kiirzen ihn mit I ab. Da in I ECQ-, als
Grundregel vorkommt, lassen wir die von (1) herriihrende und
mit ECQ-~ ableitbare Grundregel aas - a=>b weg. Danmit

hat I die ilibliche Gestalt eines Kalkiils des natiirlichen
SchlieRens fiir die intuitionistische Junktorenlogik. In
GENTZENscher Notation hat I die auf S. 183 angegebenen
Regeln, erweitert um:

P P
q .
Interpretationen iiber K und die I-Allgemeingliltigkeit von

konkreten I-Regeln definieren wir wie in § 13, indem wir
dort I statt M und K statt X schreiben. Dann gilt:

Satz 14.10 Fiir I-Aussagen AgyeceshpyA gilt A ,...,A F52
genau dann, wenn die Regel Ajseceyh =>A I-allgemeingiiltig

ist. QED

Wie schon oben (8. 184) bemerkt, findet die gelegentlich
konstatierte Unplausibilit&dt, die die Regeln RA-4 und ECQ-—~
haben, wenn man sie als E- und B-Regeln fiir — auffaBt, im
Rahmen unseres Ansatzes eine Erklirung. I hat wie M gar
keine E~ und B-Regeln fiir — , in Satz 13.5 wurde vielmehr
gezeigt, daB diese iiberfliissig sind. Die Regeln RA— und
ECQ - driicken Addquatheitsbedingungen sus, die man an den
formalen Widerlegungsbegriff stellt, haben also eine andere
Funktion als E~ und B-Regeln. Das sieht man jedoch nur
deshalb ein, weil zundchst streng zwischen formalem Wi-
derlegungsbegriff ~ und dem Junktor - unterschieden
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und erst nachtrdglich gezeigt wurde, daB man auch — die
Rolle von ~s 2zuweisen kann. Ich sehe nicht, wie man die
Negationsregeln von I direkt - d.h. ohne Umweg iiber einen
formalen Widerlegungsbegriff - verstandlich machen konnte.
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§ 15. v ist nicht explizit definierbar

Gilt in einem Kalkil K, ohne Widerlegungsbegriff fiir
einen Operator S aus () fiir Aussagen Agyene,sh

(1) S(Aq,...,An)A}— A(hgyeeesh),
so gilt aufgrund von Satz 4.5 auch

M 8(Aqyeeesh )] —{— L AR yeeesh)]

n

fiir ein System konkreter K,-Regeln fﬁ[S(Aq,...,An)],
in dem an einer Stelle S(Aq,...,An) als unmittelbare
Teilaussage vorkommt.Dies erlaubt es, falls fiir alle

Operatoren S sus (L und fir alle A ,...,An eine Behaup-

/!
tung der Gestalt (1) gilt, aus Ky-Regeln sukzessive alle

Operatoren zu eliminieren. Deshalb ist es berechtigt, Ope-

ratoren S mit nur einer E-Regel

A(p’]!"'ipn):%“c")(pq""’pnj

als explizit definierbar zu bezeichnen, da in diesem Fall

das System der S-Grundregeln wiedergegeben werden kann durch

(2) S(qu"'QPn)@ A(an“ﬂpn) ’

wodurch die Erfilillung von (1) garantiert ist.

Ein gleichwertiges Analogon zu Satz 4.5 haben wir in Kal-
killen mit Widerlegungsbegriff nicht, da hier z.B. A in

~ A als unmittelbare Teilaussage vorkommt, die Ersetzung
von A in ~A durch ein Regelsystem Jjedoch keinen Sinn
macht. Mithilfe des folgenden Satzes 1dBt sich trotzdem
ein Eliminierbarkeitsresultat erzielen.

Satz 15.1 Sei Kn Kelkiil im Sinne von § 14. Sei
r’[“}S(Aq,...,An)] ein System konkreter Ko,-Regeln, in
dem nJS(Aq,...,An) als Komponente oder Hinterregel einer
Komponente irgendeines Grades vorkommt. Dann gilt

MO~ S(Aqye.. ,An)]}%“ P{S(Aq, censA )AL, ,8(A,. .. ,An)%mﬁql.
(L

(Dabei trenne das Doppelkomma die beiden Glieder des aus
den Regeln S(A ,...y4 ) =A, und S5(A;,...,4 )=>~A, De-
stehenden Regelsystems. )
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Bewels Mit RA und ECQ 1i8t sich ableiten:
hJS(Aﬂ,...,An) —— S(A yeeesh ) %;Aq,,S(Aq,...,An)=?ﬂdA1.

Daraus mit Satz 11.1 die Behauptung.
QED

Damit 1l&dBt sich eine Aussage S(Aq,...,An), fiir die (1)
gilt, und die in F’[S(A,],...,An)] als unmittelbare Teil-
aussage vorkommt, an dieser Stelle durch Zs(Aq,...,An)
eliminieren: Falls vor S(Aq,...,An) kein ~v steht, wende
man sofort Satz 11.1 an; falls vor S(Aq,...,An) ein ~
steht, ersetze man zunidchst AJS(Aq,...,An) durch
S(Aq,...,ﬂn)-#;Aq,,S(Aq,...,An):%>mJAq gemall Satz 15.1
und dann mit Satz 11.1 diese beiden Vorkommen von
S(A’i""‘An) dgrch A‘(A’i""'An)' Damit gilt auch hier,
daB aus einem K ,-Regelsystem alle Operatoren eliminierbar
sind, falls alle Grundregelsysteme fir Operatoren aus ()
auf die Form (2) gebracht werden konnen. Es ist also berech-
tigt, in diesem Falle (2) als "Explizitdefinition" zu be-
zeichnen und von der expliziten Definierbarkeit von
Operatoren zu reden. Allerdings gilt dies noch nicht fiir
die in § 11 - § 13 behandelten Systeme, in denen nur RA
als Widerlegungsregel zur Verfiigung steht. Denn der Beweis
von Satz 15.1 benutzt wesentlich ECQ.

In § 8 wurde gezeigt, daB sich alle Operatoren zuriickfiihren
lassen auf die Stendardjunktoren A,V - . In § 13 wurde
nach Hinzunehme eines formalen Widerlegungsbegriffshdie
Zurickfihrbarkeit auf a A gezeigt., Da in K
ableitbar ist:

2

AN = —

P AQ &SD,Q
(3)< » —>a<>p=3q
=P & D,
sind AN~—> — Jeweils durch ein Regelsystem explizit definier-
bar. Konnte man etwas Analoges auch von V zeigen, dann
wiaren letzlich 2lle Operatoren durch Regelsysteme explizit
definierbar, mehrzeilige Systeme von E-Regeln also iiber-
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fliissig. DaB dies nicht der Fall ist, zeigt unten Satz
15.5. Dieses fiir die intuitionistische Logik formulier-
te Resultat gilt entsprechend auch fiir die schwidcheren
Systeme der Minimallogik und der positiven Logik.

Wir beweisen dabei mit unseren Hilfsmitteln noch ein-
mal etwas, was seit WAJSBERG 1938 und McKINSEY 1939
langst bekannt ist.

Eln Kalkiil K heiBe formal entscheidbar, wenn fiir jede
K-Aussage A gilt: }ﬁAA oder hf*fVA.

Es ist dabei nicht gesagt, daB entweder F—vA oder
b ~A gllt Wir lassen also zu, daB k~—A und }vf”ﬁ
gilt, also K inkonsistent ist.

Der Begriff der formalen Entscheidbarkeit wird in § 17
im Rahmen einer Deutung der klassischen Logik noch eine
wichtige Rolle spielen. '

Lemma 15.2 Es gibt kein System von é—Regeln Akn )y
so daB fiir jedes K gilt: A(p) ist in §¢ genau
dann ableitbar, wenn K formal entscheidbar ist.

(Zum Begriff der ¢ -Regel: Siehe 5. 71f.)

Beweis Angenommen, es giibe ein solches Regelsystem A(p).
Sei f der in § 14 betrachtete Grundkalkiil. I gehe aus i
dadurch hervor, daB men A(2) (d.h. das aus _A(p) durch
Substitution der L-Aussagenvarlablen a fir die LP-Aussagen-
variable p entstehende Regelsystem) als Grundregeln zu L
hinzufiigt. Dann wire A(p) in Iﬁ¢ ableitbar, also T

nach Voraussetzung formal entscheidbar. Sei nun A belie~
bige L'-Aussage. Dann miiBte ]—-A oder FmrNA gelten.

Selhﬂ‘elne L'~Able1tung von A. Daraus erhilt man eine
K—Ableltung einer beliebigen K—Aussage, falls K Kalkiil
ist, fir den A(p) in Ky ableitbar ist: Denn alle f'
Grundregeln s1nd dann in g ableitbar, so daB man nur L'
Aussagen durch K—Aussagen interpretieren muf. Analog er-
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h&dlt man aus einer f'—Ableitung von ~A eine K—Ableitung
von ~B fir belleblge K~Aussagen B, falls K Kalkiil ist,
fir den Alp) in K@ ableitbar ist. Wir h&#tten also: Fiir
Jedes K fir das A(p) in K¢ ableitbar ist, und fir alle
K—Aussagen B gilt #?—B, oder fiir alle solchen X und R-Aus-
sagen B gilt: FﬁW-NB.

Nach Voraussetzung wurde also filir alle formal entscheid-
baren K und fur alle K—Aussagen B gelten: }wr—B oder

fiir alle solchen X und K-Aussagen B: b~ ~B. Kalkiile ¥
konnten also nur in dem trivialen Sinne formal entscheid-
bar sein,daB fiir alle Aussagen A gilt Fz;—A oder fir
alle Aussagen A giltlg—~A.

Dies ist ein offensichtlicher Widerspruch, wenn wir z.B.
den Kalkiil EA betrachten mit +,++ als einzigen Aussagen,
a,b als Aussagenvariablen und den Grundregeln:

+
T
a=bj;a=>~b=3 ~a

a,va =D .

Ea

ﬁq ist offensichtlich formal entscheidbar, jedoch ist
weder ++ noch ~+ in ﬁq ableitbar.

QED

&
Lemma 15.3 Die Regel pv —p ist genau dann K,,, ,-ab-

o
leitbar, wenn K,, . formal entscheidbar ist.

Beweis Sei A beliebige %hw%j—Aussage. Sei Av— A
iﬁwéj—ableitbar. Nach BSatz 14.4 und dem Normalisierungs-
satz gibt es dann eine Ableitung von Av — A, die im letz-
ten Schritt eine Vv-E-Regel anwendet. Diese Anwendung hat
A oder —A zur Pramisse, also gibt es eine Ableitung von
A oder von —A. Im zweiten Fall gibt es dann, wieder nach
Satz 14.4, auch eine Ableitung von ~A. Also gilt

F—A oder |- ~A.

Sei umgekehrt |—A oder |—~A. In beiden Féllen folgt

mit v-E und —-E: Av-A.

QED
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Lemma 15.4 Wenn K formal entscheidbar ist, dann auch

'

ANV—>T*

Beweis Wir zeigen durch Induktion iiber rg(A), daB fiir be-
24
liebige K, .- ~Aussagen A gilt: hf*-ﬁ oder ~NA .
N>

= N7

Falls rg(A)=0, ist A atomar, die Behauptung also nach

Voraussetzung erfiillt.

Sei rg(A)>O0.

Sei A=B AC, dann gilt nach Induktionsvoraussetzung:
B oder F~B

und —C oder F~C .

Falls |B und }C, folgt BAC mit A-E.

Falls |~B oder ~C, folgt F~BAC mit a-B und RA.

Sei A=Bv C, dann gilt nach Induktionsvoraussetzung:
B oder F~B

und FC oder [faC .

Falls FB oder }C, folgt fB vC mit v-E.

Falls ~B und |f~C, folgt F~BVC wegen ~B,~C}~~B vC.

Letzteres zeigt folgende Ableitung:

W]R— ~B— GfC]—— ol

) e Ca ~C
RA . RA @[Bvd

o N C A B‘r ' v
)] Bvc) (vt e
:B\f(, ~
5y RA By
B C 1)

s E S EEEEEEE S

4)Diese Ableitung, die nach unseren Definitionen normal ist,
zeigt iibrigens deutlich, wie sinnvoll die Erweiterung des
Begriffs "Segment" in § 12 (S. 161f.) war. Hdatte man

es bei der Definition aus § 7 (S. 104) belassen, dann
beséfle diese Ableitung zwei maximale Segmente zweiter Art,
die sus Jjeweils drei Vorkommen von ~ B v(C bestehen. Diese
Segmente wiirden sich nicht eliminieren lassen.
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Sei A =B->C, denn gilt nach Induktionsvoraussetzung:
B oder F~B

und +C oder F~C .

Falls - ~B, denn }FB->C mit ECQ und -~E.

Falls +C, dann |}B->C mit ->-E.

Falls B und F~C, dann F~B->C mit ->-B und RA.

Sei A="B, dann gilt nach Induktionsvorsussetzung:
B oder [~~B.
Falls |-B, dann |-~—~B mit —-B und RA.

Falls F~B, dann +-B mit —-E.
QED

Satz 15.5 Es gibt kein A->—1-Regelsystem A(p,q), so daB
fir Jjedes K das Regelsystem

pv q & N(p,q)

in K sbledthan Tat.
AY-2 —

Beweis Angenommen, es gibe ein solches Regelsystem. Dann
ist jedenfalls auch

PV —p &> A(p,p)
in Ehwa—x ableitbar. Da A(p,—p) hdchstens A > an
Operatoren enthzlt, diese weiterhin nach (3) explizit de-
finierbar sind, kdnnte man unter sukzessiver Anwendung
von Satz 15.1 und Satz 11.1 diese Operatoren aus A(p, — p)
eliminieren. Es gébe also ein System A'(p) von ¢—Regeln,
so daB fur Jjedes K

pVvp & A (p)

in K.y, ableitbar ist. Damit wdre wegen Lemma 15.5
N'(p) genau dann in KM:,_1 ableitbar, wenn ﬁhV‘?ﬁ
£ormal entscheidbar ist. Wegen der Nlchtkreativitét von
ﬁﬁwehl ist nun &_(p) genau dann in Kﬁv%yj ableitbar,

wenn A'(p) in K¢ ableitbar widre. Weiterhin ist wegen

Satz 14.8 und Lemma 15 4 anﬁj genau dann formal ent-
scheidbar, wenn schon K formal eﬁtscheldbar ist. Also widre
A'(p) genau dann in K¢ ableitbar, wenn K formal entscheid-
bar ist, im Widerspruch zu Lemma 15.2.

QED
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Daraus folgt natiirlich auch, daB es kein é—Regelsystem

A(p,q) gidbt, so daB fiir jedes K
P va <> A(p,q)

in K,y_,-, @ableitbar ist. v ist also ein nicht explizit
definierbarer Junktor (und zwar von den wegen der Opera-
torenvollsténdigkeit ausreichenden Junktoren v,  — der
einzige). Dieses Ergebnis zeigt auch, daB es fiir unseren
Begriff der Definierbarkeit von Operatoren durch Regel-
systeme kein Analogon des Definierbarkeitssatzes von
BETH geben kann. Denn sonst miiBte man aus der impliziten
Definierbarkeit von v ~ "implizit definierbar" jetzt ver-
standen im Sinne der Behauptung von Satz 7.12 - auf die
explizite Definierbarkeit von Vv schlieBen kdnnen. Vv ist
jedoch nach Satz 7.12 implizit definierbar, wegen Satz
15.5 jedoch nicht explizit definierbar.

Die folgenden beiden Sdtze zeigen, daB Satz 15.5 in ent-
sprechender Weise auch fiir Minimallogik und positive ILogik
gl

Satz 15.6 Es gibt kein A ->— -Regelsystem A(p,q), so daB
fiir Jjedes K das Regelsystem

P va &> Alp,q)

in X,,,., ableitbar ist.

Beweis Folgt aus Satz 15.4, da man Grundkalkiile K auch
als Grundkalkiile K auffassen kann und dann K
Teilsystem von K

T

AV =2 ist.

QED

Satz 15.7 Es gibt kein A>-Regelsystem A(p,q), so daB fiir jedes
K das Regelsystem

pvag&eN(p,q)
in KAW? ableitbar ist.

Beweis Es gebe ein solches Regelsystem. Dann ist insbe-
sondere flir die I~Aussagen +,++ (L aus § 9) das System

(4) + V++ EA(+,++)
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Lay->—8bleitbar. Dann ist jedoch fiir jedes K und belie-

bige K,, -Aussagen A, B das System

A vB & A(A,B)
,j:n K!w—)*t

ﬁhv%_z—Grundregeln sind, braucht man in einer L

ableitbar: Da alls L,  -Grundregeln auch

Av —)_A'b—
leitung von (4) die I-Aussagen +, ++ nur durch A, B

zu interpretieren. Damit ergibt sich ein Widerspruch zu

Satz 15.5.
QED

Wie oben S. 95 schon bemerkt, wirde sich v allerdings
definieren lassen, hiatte man Regeln mit Variablenbindung
fiir Aussagenvariable (und damit Quantoren hdherer Stufe)
zur Verfiigung.
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§ 16. Symmetrische "reductio ad absurdum" und klassi-
sche Iogik

Nachdem wir in § 12 - 1% die Minimallogik gedeutet hatten als
operatorenlogische Erweiterung von Kalkiilen mit formalem
Widerlegungsbegriff, wobei die Gliltigkeit der "reductio

ad absurdum" Adaquatheitsbedingung fiir den formalen Wi-
derlegungsbegriff war, gelangten wir in § 14 zur intui-
tionistischen Logik, indem wir die Gliltigkeit des "ex
contradictione quodlibet" als weitere Addquatheitsbedin-

gung verlangten. In diesem §en wollen wir untersuchen,

ob man durch weitere Verscharfungen des Widerlegungsbe-

griffs eine Logik erh#dlt, die der iliblichen klassischen

Iogik entsPricht.q) Man konnte z.B. versuchen, die klassi-
sche Logik als solche Logik 2zu charakterisieren, die im
Gegensatz zur Minimallogik sich bzgl. Begriindungs- und
Widerlegungsbegriff symmetrisch verhdlt. So wie wir in

§ 11 mit dem Prinzip der "reductio ad absurdum" verlang-
ten, daB man eine Aussage A widerlegen kann, indem man

aus ihr einen beliebigen Widerspruch ableitet:

A =B;A=>~B=>~A

konnten wir entsprechend verlangen, daB man eine Aussage
A begriinden kann, indem man aus ihrer Widerlegung “YA
einen beliebigen Widerspruch ableitet:

MA 2By ~A=>~B SSA L 2D

Wir betrachten also Grundkalkiile mit formalem Widerlegungs-
begriff, in denen diese beiden Regeln fiir beliebige Aus-

1) Wir wollen keine Systeme untersuchen, die 'zwischen' intui-
tionistischer und klassischer Logik liegen. Wie UMEZAWA (1955)
gezeigt hat, gibt es unendlich viele Systeme in aufsteigender
Stdrke, die alle stdrker als die intuitionistische, jedoch
schwdcher als die klassische Logik sind. Ein einfaches Bei-
spiel fiir ein solches Zwischensystem ist das System I, er-
weitert um die Anfangsregel -pv-a-ap. Einen Uberblick iiber
diese sogenannten "intermedidren Logiken" gibt RAUTENBERG
(1979), S. 288ff.

2) Wie schon in der Einleitung (S. 25f. ) vermerkt, geben wir
keine Argumente fiir oder gegen einen solchen Begriindungs-
und Widerlegungsbegriff an, sondern entwickeln ein logisches
System unter der Annahme elnes derartigen Begrundungs- und
Widerlegungsbegriffes.
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sagen A, B sbleitbar sind. Wir sagen dann auch, daB das
Prinzip der symmetrischen "reductio ad absurdum" in den
Kalkiilen gilt. Solche Kalkiile seien durchgéngig mit

R bezeichnet.

Da wir jetzt die symmetrische "reductio ad absurdum" als
Addquatheitsbedingung fiir den Widerlegungsbegriff ver-
stehen, miissen entsprechende nichtatomare Grundregeln
sauch in den operatorenlogisch erweiterten Kalkiilen ﬁJL
vorkommen. Dies seien die Regeln

(RA) P =Q;P=>~q=>n~D
(RR) ~p =Qq; ~P=>~QqQ=>D .
ﬁJL habe also an nichtatomaren Grundregeln Operator-Grund-

regelsysteme der in § 12 angegebenen Gestalt, auBerdem
RA und RA .

DaB die Hinzunshme von RA gegeniiber § 14 eine Verschér-
fung darstellt, obwohl doch ECQ nicht mehr auftritt, liegt
daran, daB ECQ aus RA ableitbar ist, aber nicht umgekehrt.

Fiir beliebige Kalkiile ﬁil das Kriterium der Nichtkreativi-
tdt nachzuweisen,scheitert jedoch. Nachweisen kdnnen wir es
erstnur fiir solche Kalkiile ﬁﬂ_, deren Operator-Grund-
regelsysteme jeweils nur eine einzige E-Regel haben.

D.h. die Operatoren aus () miissen explizit definierbar

sein, ihre Grundregeln kann mann nach Satz 12.1 ansetzen

mit:
2)
S(p"!"'!pn)® A(qu°--1pn) .

Sei im folgenden Q! System Sq...Sz von Operatoren, die
in diesem Sinne explizit definierbar und deren Grundre-
gelsysteme fiir Q' methodisch zuldssig sind. Dann wollen
wir fir ﬁﬂj das Kriterium der Nichtkreativitat nach-
weisen. Warum sich der Nachweis filir Kalkiile ﬁJL mit
beliebigem Q. wund flir ._methodisch zuladssigen Opera-
tor-Grundregelsystemen nicht filhren 1aRt, zeigt sich un-
ten daran, daB das wichtige Lemma 16.2 nicht flir Opera-
tor-Grundregelsysteme mit mehr als einer E-Regel beweis-
bar ist.

1) Vgl. dazu jedoch den Anhang.

2) DaB man in diesem Falle von "expliziter Definierbarkeit"
sprechen kann, ist durch die Bemerkungen zu Beginn von § 15,
insbesondere Satz 15.1, gerechtfertigt.

vor-—
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Lemma 16.1 Flir jeden Operator S aus o', der durch das

Grundregelsystem

S8(PqyeeesDy) ESRLDPysev=sPplyecesRy(Dyyeeeyp)

gegeben ist, ist in I/{‘_Q_, ohne Benutzung von RA ableitbar:

(Ri(p/]!"'!pn)) 1 L (Ri(‘pq!"‘?pn))2 —%’Ns(pqﬁ"'!pn)

fir alle i mit 1£1i<y.
(Das Zeichen =~ wurde oben S.
153 erkliart.)
Beweis Aufgrund der S-B-Regeln gilt fiir beliebige Aus-
sagen Aqs"‘?An‘
S(A/I,...’A-n)’ (Ri(A/l’-.-,A.n)),l k—' (Ri(Aq,...'An))e
Da triviaslerweise gilt:

\—'_(_Ri(Aq p BEt QAn))z

folgt mit RA:

(Ri(A’]"“’An))" ’ (Ri(ﬁ'l".."&n))a }‘NS(Aqv"'aﬂ-n)

d.h. die Behauptung.

QED

Im Nachweis des Kriteriums der Nichtkreativitat schlieBen
wir uns an § 14 an, da wir unsere Regel RA 3hnlich behan-
deln konnen wie dort ECQ. Demgem&B beweisen wir analog

zu Lemmza 14.1:

Lemma 16.2 Jede Ki-Ableitung || von U aus /M 1#8t sich
in eine solche Ableitung von U aus [° umformen, in der
alle Konklusionen von Anwendungen von RA atomar sind.

Beweis Ahnlich zum Beweis von Lemma 14.4 verstehen wir
unter dem Rang einer RA-Anwendung in || den Rang der
Konklusion dieser RA-Anwendung. Wir fiihren Paarinduktion
iiber <¥1éf>,wobei ¥ der maximale Rang von RA-Anwendungen
in T ist und & die Zahl der RA-Anwendungen dieses maxi-
malen Ranges in T . Palls Y=0 » ist die Behauptung erfillt.
Falls y>0 , wahlen wir in T eine solche RA-Anwendung

vom Rang 5) , so daB {iber dieser RA-Anwendung keine weitere
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RA-Anwendung vom Rang )y sich befindet. Eine solche RA-
Anwendung hat folgende Gestalt:

4y [~ SCAy.., AYY M~ SCAy Loy AY] —————
NSLAM““AQ hdaﬁv”1kg
R ~3

) RE
5{"\‘11 o 1 AMJ

wobei der Rang von S(Aq,...,An) gerade y ist. Sei nun

S(qu---apn)C-"—?R/Fqu“*'Pn) gy e=ey Ry(qu"-spn)
das S-Grundregelsystem. Sei R{ (1<i<»y ) eine Abkiirzung
fir Ri(Aﬂ""’An)' Dann ersetzen wir obiges Ableitungs-

stiick durch:

+ + 4 ¥

v g b o@D ] ]

e[, ]+ R ] D1 ew]

U)[['R:)z} X Al &) ] $ M[(Ry&]i 0}[('2‘-”)’-] i

4 + +

+ + : +

NS(P’M vy A-—) N_S(P!,“..,!h*} HS(AAT...-,A_) MS(&M. . ‘Q_.,,}
A ) ~3 7 B ~ R

(4) bawu. . 0 @ .(‘t’)bi\t
RA : RA

+a) S E
bkhnu.}km\
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Dabei seien ® (14 i< v) die nach Lemma 16.1

*
~S(Ry..ciAL)
existierenden und von RA-Anwendungen freien Ableitungen
von qu(Aq,...,An) ems(liii),I und iRiJ . Da fiir alle i
(1¢1i2y) (Ri)2 von kleinerem Range als S(Aq,...,An) ist,

~ SLA‘,.,.,A_)
weiterhin nach Voraussetzung in ~Sthy.. AW und

NSCA“---;A’.JHSLA k‘) ) ) _ 3 )
soolyon vornherein keine RA-Anwendungen maxi-

malen Rangégﬁvorkamen, kommt in dem umgeformten Stiick eine
RA-Anwendung vom Rang Y weniger vor. Falls 8=1 war, sinkt

also p , sonst bleibt Y gleich und § sinkt.
QED

Dieses Lemma 18Bt sich nicht filir Operatoren mit einem

mehrzeiligen System von E-Regeln beweisen, wieman am

Beispiel von Vv veranschaulichen kann. Fiir den Junktor
V kann man analog zu Lemma 16.1 beweisen, dal

1) NPy~ QAP VQ

ableitbar ist (vgl. den Beweis von Lemma 15.4). Sei Jjedoch
A, VA, Konklusion einer RA-Anwendung:

ML~ A & e =
L AN Lj ~h ,brl (A\{N #\A v h'l.] ~ AA\;HL
s i N.
(1 RA ®
hovh,

Bei einer Umformung analog zu der im Beweis von Lemma 16.2
erhielte man:

. +
3
wl~A1 . wi~Ad
+
r~ A}_ i NAL *
5 +
+
Lt hg\\fh" i~ P.“ th-
3 3
(4 A s
A
V-E
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oder
- +
+ +
NA»\ + NA‘\ +
4 +
Gl g wival o
4 I
v At‘ N Al s A‘\ VAL
- 3 ~ R
(1) RA
A
v-E 2
A,\ v P*z,
wobei wieder R r die aufgrund (1) existierende
A
~A
o
~ A A
Ableitung von ~VALYV A, aus ~A, und ~A, sei.

Im ersten Fall erhalten wir eine Ableitung von Aﬂ~fA2 aus

der Annahme ~A,, im zweiten Fall eine aus der Annahme ~A L,
in keinem Fall also eine Ableitung von A,v A, ohne zusdtz-
liche Annshme. Dies liegt daran, daB in der mit

+ 4+

markierten Ableitung zwei mit - beginnende konkrete Re-
geln Gqu und NAE) als Annahmen auftreten, von denen nur
eine bei RA-Anwendung zu ldschen ist. Allgemein kdnnen so
bei mehreren S-E-Regeln asuch mehrere konkrete Regeln der

Gestalt ~A als Annahmen in T  auftreten, wdhrend im

1
+

Falle einzeiliger E-Regeln hdchstens eine Regel der Ge-
stalt ~ A (ndmlich (R]), , falls (R${)»  Aussage ist)

in ¥  auftreten kann, die bei Anwendung von RA

.F,
o

wieder geldscht wird.

DaB die Nichtbeweisbarkeit von Lemma 16.2 fiir Kalkiile ﬁJL,
deren Operatoren mehrzeilige Systeme von E-Regeln haben,
nicht nur an unserer Unfdhigkeit liegt, wird am SchluB
dieses §en gezeigt, wo wir ein Gegenbeispiel angeben.
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Statt von RA-Anwendungen mit atomarer Konklusion sprechen
wir wieder von atomaren RA-Anwendungen.

Analog zu § 14 nennen wir ein Segment in folgenden Fédllen
maximal:

1. Es beginnt mit der Konklusion einer Anwendung einer E-Regel
oder der Konklusion einer Anwendung von RA, und es endet

mit der Hauptprémisse einer Anwendung einer B-Regel.

2. Es beginnt mit der Konklusion einer Anwendung von RA

und endet mit einer Pramisse einer Anwendung von RA oder RI.q)

Lemma 16.3 Jede Ri-Ableitung von U aus I 148t sich in
eine solche ﬁ;&ﬂbleitung von U aus [ ' umformen, die keine
maximalen Segmente enthalt.

Beweis (analog zum Beweis von Lemma 14.2) '

Wegen Lemma 16.2 konnen wir voraussetzen, daB eine ﬁé—Ablei—
tung T~ nur atomare RA-Anwendungen enthdlt. Dsher enthalt
T keine maximalen Segmente erster Art, die mit Konklusio-
nen von RA-Anwendungen beginnexn. In—ﬂ“treten also an
maximalen Segmenten erster Art nur solche im Sinne von § 12
auf. Wir fiilhren den Beweis wie den von Lemma 12.2, miissen
jetzt nur die zusdtzlichen Fdlle beriicksichtigen, in denen
RE-Anwendungen bei maximalen Segmenten zweiter Art ins
Spiel kommen.

Zu Fall a) Zu behandeln ist noch: Das im Beweis von Lemma
12.2 gewdhlte Segment O hat Linge 1 und ist ein maximales
Segment zweiter Art, das mit der Konklusion einer RA-Anwen-
dung beginnt und der rechten Primisse einer RA-Anwendung
endet. © ©besteht also aus einem einzigen R-Aussagenvor-
kommen ~B und tritt in 1| in folgender Form auf:

1) Wie schon in § 14, so ist auch hier eine erweiterte
Definition von "maximal" nicht notig, da es uns nur um

den Beweis von Normalisierungssatz und Subaussagenprinzip
geht, obwohl sie flir die Charakterisierung von Beweisen, die
"keine Umwege" machen, natirlich sinnvoll ware.
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(D[ ~A]— NI RF—  f~Al— L R]— B
4 ? .
4
+

G s
‘g @ RA
s ey
(0RA

Dieses Ableitungsstiick formen wir um zu:

() [’“ A) :'_ﬁ; Q) [N A}—‘—

maly
e S
+ 4
x +
ik 3
U~ N —— L -
— o C
1) RA ~C
A
Dabei verschwindet ¢ . Da nach Wahl von & in i
+
+
kein maximales Segment vom Rang ¢(]) auftreten kann,
dndert ein mehrfaches Auftreten von j nichts an der
4
+

Zahl der maximalen Segmente vom Rang p(T). Da fermer
rg(B)< rg(~B), sinkt die Anzahl der maximalen Segmente
vom Rang fU@, so dal man die Induktionsvoraussetzung an-
wenden kann.

Zu Fall b) Hier ist noch zu behandeln, daB o- maximales
Segment zweiter Art der Ldnge >1 ist, das mit der Kon-
klusion einer (nichtidentischen) RA-Anwendung beginnt

und der rechten Pridmisse einer RA-Anwendung endet. & kann
dabei b1) mit der Konklusion einer Anwendung einer B-Regel
enden, oder b2) mit der Konklusion einer identischen RA-
Anwendung enden.

Ad b1) ¢ tritt in folgender Form auf, wobei o aus Vor-
kommen von ~F besteht (die Anwendung der S-B-Regel ist
dabeil von einfacherer Gestalt als sonst, da S nur eine
E-Regel hat):
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- +
ok = abey @l6] L
_ @B, A 4
_ 4 s
— ' 4
-~ (5B T S LA
. T ol
(RA
G-
Dies formen wir um =zu:
o ! it
el el 61 GA
= ok, 8 !
s ‘ +
: +
(RA i S +
i G Gg Ay
) AL ..., A
[ - ~6
X
» GF

Bei dieser Umformung wird ¢~ gekirzt. Welterhin kommt
nach Wahl von ¢ in der mit

REERL

bezeichneten Ableitung kein maximales Segment vom Rang
f(ﬁ7vor; auBerdem ist das neu entstehende zweigliedrige
Segment aus Vorkommen von G nicht maximael, da es mit der

Konklusion einer RA-Anwendung beginnt. Also 1#Bt sich die
Induktionsvoraussetzung anwenden.

Ad b2) 6 tritt in folgender Form auf, wobei ' aus Vorkommen
von ~ A besteht:

@~ B)

&l [A]T G}[N {-gl ‘:"B'—‘ & [A] T @A ):N B] "T\V;—

;p-unihfo]

M RA ~hA
gy ~h
(21RA
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Dies formen wir um 2zu:

o8 B
- : - ],Mg
o RA B

¥

Da dadurch & gekiirzt wird, ferner nach Wahl von & in
der mit =

—-

markierten Ableitung kein maximales Segment vom
Rang p () suftreten kann, weiterhin rg(A)<rg(~4) ist,
kann man die Induktionsvoraussetzung anwenden.

QED

Wir nennen eine Ableitung normal, wenn sie keine maximalen
Segmente, keine redundanten Anwendungen von B-Regeln und
keine nichtatomaren RA-Anwendungen enthdlt.

Satz 16.4 Jede Ri-Ableitung von U aus A 14Bt sich in eine
normale ﬁ;-Ableitung von U aus A umformen.

Beweis Lemma 16.2, Lemma 16.3, Lemma 7.5.
QED

Hieraus 1aBt sich ebenso wie in § 14 beweisen, daR jede
normale Ableitung eines Operats sich in eine solche umformen
1laBt, die im letzten Schritt eine E-Regel verwendet. Satz
14.4 ist also kein Charakteristikum der intuitionistischen
Logik. Allerdings haben wir auch jetzt nur eine eingeschrink-
te klassische Logik zur Verfiigung, in der Junktoren wie vy ,
die mehrere E-Regeln haben, fehlen. In einer vollen klas-
sischen Logik gilt Satz 14.4 bekanntlich nicht. (Vgl. auch
unten Satz 16.12 und die daran anschlieBenden Bemerkungen,
sowie § 17.)
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Aus dem Normalisierungssatz 148t sich wie in § 14 das
Subaussagenprinzip gewinnen, indem man RA so behandelt
wie dort ECQ. Der Beweis soll nicht in Einzelheiten
durchgefiihrt werden, da er fast nur Wiederholung wére.
Der Fall, daB bei RA-Anwendungen Annshmen der Gestalt

~A geldscht werden kdnnen, spielt keine wesentliche Rol-
le, weil wir ja nach Lemma 16.2 normale Ableitungen kon-
struieren konnen, in denen A atomar istq Als Endresultat
erhalten wir Nichtkreativitdt und Konservativitat:

Satz 16.5 Seil R konkrete ﬁ;—Regel, in der 5 nicht vor-
kommt. Fslls +—R, denn | .5—R .
K_{tl K _.0_.!

QED
Satz 16.6 ©Sei R konkrete atomare ﬁm-Regel. Falls }?{_“_R'
__Q!
dann FT:*~R. QED

Das Kriterium der Eindeutigkeit gilt fiir K, , da es
schon fiir die Systeme Ka_und Kn. galt.

Geht man nochmals den Beweis der Definierbarkeit belie-
biger Operatoren durch die Standardjunktoren A v, —» —
(Satz 8.1 bzw. 1%.1) durch, so sieht man, daB der Junktor
v nur dann bendtigt wird, wenn ein Operator mit mehr
als einer einzigen E-Regel vorliegt. Da solche Operato-
ren jetzt gar nicht in Betracht kommen, kommt man mit
den Junktoren A -»— aus. Weiterhin 1aBt sich wegen der
Ableitbarkeit wvon

~Pp &P

auf den formeslen Widerlegungsbegriff verzichten, wie in

1)Ubrigens gilt auch hier die oben S. 193 Anm. angedeutete

Verschérfﬁgg des Bubaussagenprinzips, wonach im Falle einer
normalen Ky-Ableitung T von U aus A , die keine Anwen-

dungen atomarer Grundregeln enthédlt, alle in [ auftre-

tenden R-Aussagen Subaussagen von U oder von Regeln saus
A sind. Die Loschung einer atomaren R-Aussage ~A bei
RE-Anwendung fiihrt ja immer zu einer Aussage A, und ~A
zghlt nach unseren Definitionen als Subaussage von A.
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§ 13 gezeigt (Satz 13.5); somit erhalten wir einen Kalkiil
R%% , der ein Kalkiil im Sinne von § 2 ohne formslen Wi-
derlegungsbegriff ist und an Grundregeln besitzt:

1. A" = Xx* flir jede K-Grundregel A=>X,

2. die Regelsysteme gh und %Ei (in der Version von S. 175),
3. die Regeln:

(RA-) P=5>Q3iD =>4 =P
(RA-) —P=>Q;1P=>—4 =>D .

Fir ﬁx; gilt analog zu Satz 13.4 und 14.9:

Satz 16.7
(i) Seien Rqy++-4R konkrete ﬁ;;Regeln, U Ky-R-Aussage.
Dann gilt:
[=]
Rq,..',Rn!—_EE—U g.d.w. ﬁ/l*,...’Rn*l'A%—ﬁ* -
_n_l

o
KA-;»

(ii) Seien Ajyeceyh yA ﬁ;;-Aussagen. Dann gilt:

Aq’o..‘AanA g-d.w- Aq’.--,An!-R’_‘A -
A= A=z !
QED
ﬁ:;,heiﬁe der Kalkiil der klassischen a»—-Logik iliber ﬁ.q)
Einen entsprechenden Kalkiil der formalen Iogik erhalten
wir, wenn wir den Kalkiil I aus § 13 erweitern um die
‘Grundregel

~a =D va=>~b =38 -

Dieser Kalkiil, den wir mit L bezeichnen, hat also als
einzige Grundregeln

a =>bja=~b =>~a
(2)
~8 =b; ~a=>n~b <na .

Aufgrund dieser Grundregeln ist er trivialerweise ein
Kalkil, in dem die symmetrische "reductio ad absurdum"

1) Wir sprechen von a>—-Logik, da der Junktor — zu den
Grundzeichen gehdrt. Trotzdem kommt — bei ﬁ;; nicht
als Index vor, da die — -Rege¥n RA-, und RA— keine
Operator-Grundregeln sind.
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gilt, also ein Kalkiil der in diesem §Sen betrachteten
Art. Den Kalkil ij;, , abgekiirzt durch C', bezeichnen
wie als Kalkiil der formalen klassischen a>~-Logik. Da
in C' RA- und RA— als Regeln vorkommen, kdnnen wir

wieder die von (2) herriihrenden C'-Grundregeln
(a=b)a(a>-b)=>a
(ﬂa-—bb)h(ﬂa —“P—'.b) = a

weglassen. C' ist damit identisch mit den iliblichen Kal-
kiilen des natiirlichen SchlieRens fiir die auf den Junk-
toren A,-» -~ aufbauende klassische Logik. In GENTZENscher
Notation hat C' die auf S. 183 angegebenen Regeln mit
Ausnahme der v-Regeln, jedoch erweitert um:

pl [=p]

q -9

1)
o) .

Wie gewohnt bilden wir den Begriff der ClAllgemeingiltig-
keit:

Eine konkrete C'-Regel A, ,...,A =»A  fiir C'-Aussagen
Aq,...,An,A heiBt C'-allgemeingiiltig, wenn fiir jedes R
und jede Interpretation k iiber K gilt: A 5...,A ¥ l—a¥.

n &
A=y

1) Es ist nicht so, daB sich die oben fiir ﬁnj bewiesenen
Satze ohne weiteres auf das System der formalen Logik
C'-ubert;agen. Da — jetzt die Rolle des Widerlegungsbe-
griffes uUbernimmt, jedoch = A im Gegensatz zu ~ A bei ato-
marem A nicht als atomar z#hlt, gilt z.B. statt des un-
eingeschrénkten Subaussagenprinzips fiir C' nur: Jede
C'-Ableitung von A aus Aq,...,A 1laBt sich in eine Ableitung
von A aus A,,...,A umformen, d¥e neben Teilaussagen von
AyA,y.u0yA ‘nur Augsagen der Gestalt — B mit atomarem B
entHilt, wbbei B Teilaussage von AyA y...,A . Fiir die for-
male Minimallogik und intuitionistische Logfk M bzw. I
gelten dagegen uneingeschridnkte Teilformelprinzipien. Vgl.
dazu PRAWITZ 1965.
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Satz 16.8 Fir alle C'-Aussagen Aq,...,An,A gilt
Aq,...,AanTA genau dann, wenn die Regel Aq,...,An=>A
C'-allgemeingiltig ist. QED

C' 1dBt sich noch reduzieren, wie der folgende Satz zeigt:
Satz 16.9 Fiur jedes K ist

P>q<>—(pr—a)
in ﬁh¢_\ableitbar.

Beweis Seien A,B beliebige ﬁkaﬁ-Aussagen.
(i) Wir Zeigen: A-2Bl— <(Aa—B) :

(“[A A _13-}__— €N [A A ﬂj’)l ——
AJ‘\"\B A!\*\:B
By A—3 —— Ay ———
A A>3 3
55 —-%
% ~ X
@WRA
o U’U\*\B)
—1-f
A (ArnR)

(ii) Wir zeigen: —(4A-B)I-A—>B :

A~ —
(0 A] E = . e
_— S o e — -
A n3 ! AR
£ - ———
MRA
( E =
oy~
3] A3
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Wegen Satz 16.9 1lalt sich eine ﬁwﬁﬁ~Ableitung I von U
aus [\ durch eine Ableitung TT' von U*' aus A ersetzen, wo-
bei in U', A' nur noch A~ an Operatoren vorkommen.

Wegen der Nichtkreativitat konnen 1sn.'i3:-T\‘l in eine Ableitung

von U' aus N umformen, in der keine ->-Regeln angewandt
A : % 5 fa

werden. Also kann man Kké_jals gleichwertig mit K,\_1 auf-

fassen.

Sei nun ﬁ:* das den Junktor —> nicht enthaltende System,
das aus %x; dadurch entsteht, daf man

1. die —>-E- und-B-Regeln wegldBt und

2. in den Grundregeln der Gestalt A¥=>X*, die Jja noch das
Zeichen —> enthalten kdnnen, —> gemdfl Satz 16.9 suk-
zessive eliminiert.

Dann ist auch ﬁ:; mit ﬁﬁ* gleichwertig:

Satz 16.10  Fiir alle Kit-Aussagen A,,...,A ,A gilt:

+ + +
Aﬂ,...,ﬂn}iS;—A‘ gedow. AT .0 0A) \Q:;AL ,

A2

wobei A1+,...,An+,A+ das Ergebnis der sukzessiven Elimi-
nation von —> aus Aq,...,An,A gema Satz 16.9 bedeute.

Beweils
Die Richtung von rechts nach links ergibt sich daraus,
daB fiir beliebige Aussagen B gilt: B —{}—B" .

ks
Die Richtung von links nach rechts ergibt sich durch
leichte Induktion liber der Lange von ﬁ;;-Ableitungen.
Durch Modifikation des Beweises von Satz 16.9 folgt nam-
lich, daB die Regeln p=gq=>-(pa—q) und
—1(PA—1dsP =>q in K}* ableitbar sind und so die —>-
Grundregeln ersetzen konnen.

QED

Das mit K%*, gleichwertige System K#* heiBe klassische
An -Logik iiber K. I%**, auch C'' genannt, heiBe formale
klassische A1 -Logik.
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Wieder konnen wir einen Begriff der C''-Allgemeingiltig-
keit definieren: Eine konkrete C''-Regel Aq,...,AnzéA
fir C''-Aussagen A, ,...,A ,A heiBt C''-allgemeingiiltig,

wenn fiir jedes K und jede Interpretation k iiber e gile:
e
A.,]H‘,...‘.Ank }-_—A -

Re»
Satz 16.11 Fir alle C''-Aussagen Aq,...,An,A gilt
Aq,...,AnFETTA genau dann, wenn die Regel A,,...,A =A
C''-allgemeingililtig ist. QED

Analog zu Satz 16.9 188t sich auch A durch -> definie-
ren, d.h. DPAgeS—(P—=>q) in ﬁhﬂaj ableiten.
Dementsprechend kann man Systeme ﬁﬁ; der klassischen
->+-Logik iiber K und i:; der formalen klassischen —s—-Logik
definieren.

Zum AbschluB dieses §en wollen wir noch zeigen, daB sich
Lemma 16.2 prinzipiell nicht fiir beliebige Kalkiile ﬁgl,
die auch mehrzeilige Systeme von Operator-Einfiihrungs-

regeln enthalten, beweisen 1&8R%.

Satz 16.12 Falls fiir jedes Operatorensystem L mit fiir

L2 methodisch zuldssigen Grundregelsystemen gilt:

(i) Die Folge der Grundregelsysteme ist nichtkreativ,

(ii) Fiir jedes R 14Bt sich jede ﬁérAbleitung eines Operats
S(A y--+,A ) in eine ﬁi7Ableitung von S(Aq,...,An) umformen,

die im letzten Schritt eine S-E-Regel verwendet,
dann gilt:

Jedes ﬁ ist formal entscheidbar.

Bewelis Sel A beliebige ﬁ—Aussage. Es gilt:
(3) ~AvaAbE— ~A
) Kv-r
(4) ~ AV —tA\'ﬁ‘— r~=1A
G5 ~=A—A
L -

Wie sich leicht mithilfe von RA, RA ableiten 1l&B8t. Wir
betrachten folgende sich daraus ergebende ﬁvj—Ableitung
von Av—A:
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(4)["-' Av*w\]
~ AvA A
4) ——— o bl
~MA ~ A vy A
(53 ———— (%)
A -
) RA
Av~ A

Wegen (ii) kann man hieraus wie im Beweis von I.emma
15.% folgern, daB8 |——A oder [TNA .
Daraus mit (i):}E~A ""oder F§~~AT1(Denn A war als atomar

gewdhlt.)
QED

Wirde nun Lemma 16.2 fiir beliebige ﬁn_gelten, dann
konnte man (i) und (ii) (letzteres analog zu Satz
14.4) beweisen. Also wire jeder Grundkalkiil K formal
entscheidbar. Dies ist jedoch nicht der Fall. Z.B. gilt
in unserem Kalkiil ﬁ, der nur die Grundregeln

a =>bja=>~vb = ~a
~a =bjva=> ~b =>g

hat, offenbar fiir eine i—Aussage A weder FETA noch
ITTNA' L ist also nicht formal entscheidbar.
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§ 17. Klassische Logik als Logik iiber formal entscheid-
baren Grundkalkiilen

Wir hatten versucht, die klassische Logik als solche

Iogik zu interpretieren, die gegeniiber der Minimallogik
hinsichtlich Begrindungs- und Widerlegungsbegriff sym-
metrisch ist, in der also RA und RA den Widerlegungs-
begriff charakterisieren. Auf diese Weise konnten wir
formale logikkalkiile C', C'' definieren, die iiblichen
klassischen ILogikkalkiilen ohne Vv entsprechen. Wir konn-
ten jedoch nur operatorenlogische Erweiterungen von Grund-
kalkiilen um explizit definierbare Operatoren zulassen,
insbesondere gab es bei uns keine v-Regeln. Man konnte

sich damit zufrieden geben, indem man etwa sagt: Die
klassische Togik ist eben nur die Logik explizit defi-
nierbarer Operatoren; in der klassischen Logik gibt es
kein 'echtes' v ; wenn man in der klassischen Logik von
AVv3B spricht, dann meint man immer —(AsA—B).

Nun wollen wir jedoch versuchen, auch Operatoren mit
mehreren E-Regeln und damit insbesondere Vv 1innerhalbd
einer klassischen Logik zuzulassen. Es wird sich dann

zwar nachher zeigen, daB Av B durch 3 (qAAs~B) definier-
bar ist; dies ist aber dann ein beweisbares Resultat

im Gegensatz zum obigen Verstdndnis des klassischen v ,
das Av B von vornherein als - (A v 1 B) versteht. Da dies
im Rahmen von § 16 nicht mdglich warq), und wir weiter-
hin auf die durch RA und RA beschriebene Symmetrie von Be-
weis- und Widerlegungsbegriff nicht verzichten wollen,
werden wir eine VerschiZrfung von RA und entsprechende
Grundkalkiile 4 suchen derart, dag dann fir beliebige opera-
torenlogisch erweiterte Kalkilile K, das Kriterium der
Nichtkreativitatgilt. Als solche Verschirfung schlagen

wir die formale Entscheidbarkeit vor.

1) Vgl. dazu jedoch den Anhang.
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Wir wollen also jetzt nur soleche Grundkalkiile R
betrachten, die formal entscheidbar sind, die wir dann
auch ﬁ nennen. Dazu reicht es auch schon sus, Grundkalkiile
K aus § 14 zu behandeln, da in solchen Grundkalkiilen -
falls sie formal entscheidbar sind - die symmetrische
"reductio ad absurdum" gilt:

Satz 17.1 Sei K ein Kalkiil im Sinne von § 14, der zu-
dem formal entscheidbar ist. Dann gilt fiir beliebige
K-Aussagen A, B: ~A=B; ~A=>~B TA.

Beweis Wenn hfﬂk, dann ist die Behauptung trivialerweise
erfiillt; wenn IT~A, dann ergibt sich die Behauptung

daraus, daB in K das "ex contradictione quodlibet" gilt.
QED

Der Unterschied von % zu bisher betrachteten Grundkalkiilen
K, ﬁ, R liegt darin, daB dort die Giiltigkeit von "ex contra-
dictione quodlibet" und "reductio ad sbsurdum" durch
Regeln beschrieben werden konnte, die in den entsprechen-
den Grundkalkiilen ableitbar sein sollten. Wegen Lemma

15.2 ist die formale Entscheidbarkeit jedoch keine Ei-
genschaft eines Kalkiils, die man ausdriicken kdnnte durch
die Ableitbarkeit eines Regelsystems in diesem Kalkiil.
Insbesondere 188t sich die formale Entscheidbarkeit

nicht erzwingen, indem man einfach ein gewisses Regel-
system zu den Grundregeln eines Kalkiils % hinzunimmt,

im Unterschied zu "ex contradictione quodlibet" und
"reductio ad absurdum", deren Gliltigkeit man durch Hin-
zunahme von

a, ~a =>b
a=>b;a=>~b >~ a
~a =2b; ~a=>n~nb=>3
zu den Grundregeln eines Kalkiils garantieren kann.
Einen vorgegebenen Kalkiil in geeigneter Weise so zu er-

weitern, daB er formal entscheidbar wird, ist kein tri-
viales Unterfangen, In vielen Fdllen ist dies auch un-
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méglich, wie sich mithilfe des GOdelschen Unvollstan-
digkeitssatzes zeigen 1aBt. Dies hat seine Vor- und
Nachteile: Vorteile beim Beweis der Nichtkreativitat,
Nachteile beim Nachweis der Allgemeingiiltigkeit formal
ableitbarer Aussagen und Regeln.

Zundchst konnen wir bei der operatorenlogischen Erwei-
terung von % zu ﬁﬂ_ - bei der jetzt mnatiirlich im Ge-
gensatz zu § 16 wieder beliebige Operatoren zugelassen
sind, also z.B. auch v - darauf verzichten, auBler RA

uxd ECQ neue nichtatomare Grundregeln hinzuzufligen,

die der Jjetzt zusidtzlich geforderten formalen Entscheid-
barkeit entsprechen. Denn nach Lemma 15.%4 und der Ope-
ratorenvollstandigkeit von AV—>— 1ist EJL dann for-

mal entscheldbar, wenn K formal entscheidbar ist. Ferner
ist RA 1n.KqL ableitbar, wenn ¥ formal entscheidbar

ist (vgl. Satz 17.1). Fir ﬁJLkonnen wir also denjenigen
Kalkiil wdhlen, der an nichtatomaren Grundregdn neben

den Operator-Grundregelsystemen nur RA und ECQ hat.

Kn, ist also mit einem in § 14 betrachteten Kalkiil K
identisch, nur daB der Grundkalkiil K die zusatzliche
Eigenschaft der formalen Entscheidbarkeit hat. Dies be-
deutet insbesondere, daf wir den ganzen Nachweis der
Nichtkreativitat aus § 14 iibernehmen konnen, da die K
nur spezielle intuitionistische Kalkiile sind. Ebenso gel-

ten die S&tze zur Operatorenvollstidndigkeit aus § 14.
Wir haben also:

))

Satz 17.2 ©Sei R konkrete K -Regel, in der Si nicht vor-

kommt. Falls }—ﬁjwa, dann Fﬁf;:R‘
s s QED

Satz 17.5 ©Sei R konkrete atomare KQ:Regel. Falls _#ﬁ—~R,

dann |5—R.
" SED
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Die Blldung des Kalkuls Kﬁwﬁ sei so verstanden wie in

§ 14 K:ﬁa enthdlt keinen formalen Widerlegungsbegriff,

statt RA und ECQ sind RA— und ECQ— Grundregeln,

ferner nehmen alle Grundregeln R von ¥ in Khv) die Ge-
stalt (R),* =(R),* an. In R*%_
hung und Loschung von Aussagen erlaubt, nicht von kon-

ist nur die Heranzie-

kreten Regeln hoherer Stufe.

Kii} heiBe der Kalkiil der klassischen av>--TLogik iiber K.

>

Satz 17.4
————e— R N
(1) Seien Ry9.-.,R  konkrete K,-Regeln, U K,-R-Aussage.

Dann gilt:
R’I‘...,RDTU g-dUW¢ R’!*’.’.’Rn* J—R*‘TU* -
Y AV-2
A

(ii) Seien AgseceyA A KXV -Aussagen. Dann gilt:

1’000,A E’—A gonWC Aq,l..’An‘A_ﬁ—‘A -

,vw—p m.'-)—u‘}_

QED

o
Nun lassen sich v und - innerhalb von ﬁNW$_1 defi-

nieren:

Satz 17.5 Fir jedes % ist in %Avﬂﬂ ableitbar:
(i) P—>q <> ~(pr—q)

(ii) Pv a &> (=pamg) .

Beweis (i) Nach Satz 17.1 ist in ﬁAW%~1
also ist (i) mit Satz 16.9 bewiesen.

A
(ii) Seien A, B K \vo-—Aussagen:

RE ableitbar,

n —_E " '
WAl —
O B s
R — R e
(@] —_—
i3 R
(1) ->-E =-£ AvR
(Wv-% AP TR Avi
A >R

Dersus mit (i) die Behauptung.
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"&":; Zundchst erhdlt man mit den v-Grundregeln und RA:
(1) ~Av B f~A
(2) ~Av Bl ~B.

Damit ergibt sich die Ableitung:

@[~ AVR) ————— v Av )
~AB ~AvD
1 r—- (28—
n-E
—A “"E-—“—i,;-' —(AAAY) ———
A-E - (AR
A A m} S
Ld)ﬁ ~ \AAAS
Av®

QED

Mit diesem Satz 128t sich analog zu Satz 16.10 zeigen,
daB der Kalkiil %;:> der klassischen AvV—>— -Logik iber K
gleichwertig ist mlt dem Kalkul K** der klassischen
A~ -Logik iiber K. Dabeil sei K** als der oben S. 219
definierte Kalkiil verstanden, indem man % als Grundkalkil
im Sinne von § 16 auffaBt, was wegen Satz 17.1 berechtigt

Eabs

1) K** ist ein Kalkiil mit RA— als Grundregel. Wiirde man
%:* aus %Lﬁa hervorgehen lassen wie in § 16 ﬁ:* aus
ﬁ;;, indem man die V- und->-Grundregeln wegliefe

und ferner in jeder Grundregel der Gestalt AF = X*

das Zeichen —> mithilfe von Satz 17.5 (i) ersetzen wiirde
durch A und -1 , denn hdtte K2* nur ECQ — statt RA—
als Grundregel. RA— lieBe sich dabei auch nicht aus
einer formalen Entscheidbarkeit von ﬁ;‘ herleiten,

dann letztere ergibt sich erst aus Satz 17.6, zu dessen
Beweis man schon RA- bendtigt.
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Satz 17.6 Sei K** der Kalkiil der klassischen A -Togik

iber %. Sei ' aie wegen Satz 17. 5 und den Ersetzungstheoremen
existierende Funktlon, die allen K waﬂ—Aussagen B eine
ﬁkj—ﬂussage B" zuordnet, so daB gilt: B—+—B" .

AN ST

Dann gilt fiir alle Khw%—Aussagen Aq,...,An,A:

- + +

A,l,.-.’A \-K:‘:_‘A god-w. A,] ,ooo,An }FA -
A\f—) N

Insbesondere 1st K** formal entscheidbar in dem Sinne,

daB fir alle K**uAussagen A gilt:

Fase—— A oder |=——A .
R¥e Ree
Beweis Ahnlich wie Beweis von Satz 16.10.

QED

Mit C bezeichnen wir den Kalkil C' aus § 16, erweitert um
die v-Grundregeln. C heiBe Kalkiil der formalen klassi-

schen w->-Logik. C ist nach Satz 17.5 gleichstark wie
die in § 16 angegebenen Kalkiile C' und C''. Denn da der
Beweis von Satz 17.5 nur RA Dbenutzt, nicht jedoch expli-
zit die formale Entscheidbarkeit, und da C RA als Grund-
regel hat, 18dBt sich Satz 17.5 auch fiir C beweisen.

Wir definieren nun den Begriff der C-Allgemeingiiltigkeit:
Eine konkrete C-Regel A ,...,A =4A fiir C—Aussagenﬂ
Aq,...,An,A heiflt C—allgemelngultlg, wenn fir jedes K
und jede Interpretation &  {iber K gilt:

K
Aqk;...,Ank' ﬁrA .

K!\\‘—P
Wir wollen zeigen:
Satz 17.7 Fir C-Aussagen Aq,...,An)A gilt
Ajseeesh F5A genau dann, wenn die Regel A, ,...,A =>A
C-allgemeingiiltig ist.

Dazu genligt es zu zeigen:
Satz 17.8 fiir C''-Aussagen Aqgeesyh ,A gilt

Aq,...,AnkaTqA genau dann, wenn die Regel A, ,...,A =>A
C~allgemeingiiltig ist.
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Beweis von Satz 17.7 aus Satz 17.8 Sei & die in Satz

17.6 genannte Funktion +, die fhwaj—Aussagen ﬁNj~Aussagen
- A
zuordnet, so daB fir alle ﬁhwaj-Aussagen B gilt:
B—j——B" . Dann gilt mit Satz 17.4 (ii):
Kay-5-

(%) B-—%:JB+ . (Man beachte, daR ﬁhweﬁ—ﬂussagen und

ﬁ:ﬁ§—Auss§§En dieselben Aussagen sind.) Weiterhin gilt

nach der Bemerkung von S. 227 (Mitte), wonach sich
Satz 17.5 auch fir C beweisen 1dBt, fir C-Aussagen
Aq,...,An,A entsprechend Satz 17.6:

(4) Agpeevsd boh BBaWe  MgTyesesA Thsre AT &

AuBerdem gilt fiir beliebige C-Aussagen A und Inter-
pretationen « {iber R:

(5) Ak—+—i~A+K g

da kK sich nur suf die atomaren Aussagen bezieht.
Daher gilt fiir C-Aussagen Agyeceyh yA

Ayseeevhy oA
g.d.w. A1+,...,AH+FETTA+ (wegen (4))
g.d.w. Aq+,...,An+ =k C-allgemeingiiltig ist

(nach Satz 17.8)
g.d.w. fiir jedes K und Jjede Interpretation K :
+K

p ,...,An+k }1;::~—A+K (Definition vo@
s C-Allgemeingiiltigkeit)

A

6\\ "
g.d.w. fiir jedes K und jede Interpretation Kk

A1K+,...,An%+ }iF::*'AK+ (wegen (5))
AND
A
g.d.w. fiir jedes KX und jede Interpretation X
K K "
T P W kﬁ;:““'ﬂ (mit (3))
AN 2

g.d.w. Aq""!An = A C-allgemeingiiltig ist.
| QED

Beim nun folgenden Beweis von Satz 17.8 miissen wir
beachten, daB die Behsuptung des Satzes nicht mit der
von Satz 16.11 zusammenfdllt. Der Begriff der C''-Al11-
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gemeingliltigkeit aus § 16 ist von der C-Allgemeingiil-
tigkeit streng zu unterscheiden, selbst wenn letztere
auf C''-Aussagen bezogen wird. In der Definition der
C''-Allgemeingliltigkeit bezogen wir uns auf alle Grund-
kalkiile ﬁ in der Deflnltlon der C-Allgemeingiiltigkeit
auf alle Grundkalkiile K, d.h. auf die Grundkalkiile ﬁ,
die zudem formal entscheidbar sind. Es ist zwar trivial,
daB alle C''-allgemeingililtigen Regeln auch C-allgemein-
gliltig sind, da die formale Entscheidbarkeit eine zusidtz-
lich von Grundkalkiilen verlangte Eigenschaft ist. Des-
halb folgt die Richtung von links nach rechts von Satz
17.8 sofort aus Satz 16.1M . Dagegen ist umgekehrt nicht
unmittelbar einsichtig, daB alle C-zllgemeingiiltigen Re-
geln Aq,..., =A auch C"~allgeme1ngult1g sind, da
die Klasse der Grundkalkiile K eine echte Teilklasse der
Klasse der Grundkalkiile K ist. Erst wenn wir Satz 17. 8
bewiesen heben, werden wir mit Satz 16.11 nachtrdglich
schlieBen konnen, daB C- und C''-Allgemeingililtigkeit zu-
sammenfallen.

Der folgende Beweis der Richtung von rechts nach links
von Satz 178 ist relativ aufwendig. Wir werden ihn mit
Hilfe eines Tableauverfahrens beweisen, das eine enge
Verwandtschaft zu Vollstdndigkeitssdtzen fiir die klassi-
sche Junktorenlogik, z.B. bei SMULLYAN 1968,hat. Das
Problem des Beweises liegt darin: Bei allen entsprechen-
den Sdtzen bisher (Satz 9.1, 13.7, 14.10, 16.8, 16.11)
war der formale Logikkalkﬁ% selbst ein Kalkiil, dessen
Grundkalkiil L bzw. I bzw. L bzw. L zu den Kalkiilen
gehdorte, auf die sich der Begriff der Allgemeingiiltig-
keit bezog. So war z.B. der Kalkiil I der formalen intui-
thﬂlStlSChen Logik selbst ein Kalkiil Lhwﬁ iber einem
Grundkalkil L, in dem "reductio ad absurdum" und "ex
contradictione quodlibet" galten. C ist jedoch nicht
formal entscheidbar, also kein Kalkiil der klassischen
mv>-Togik lUiber formal entscheidbarem Grundkalkiil. Man kann
demnach den verlangten Beweis nicht (wie z.B. den Beweis
von Satz 9.1) einfach fiihren, indem man auf C-Ableitun-
gen die identische Interpretation anwendet.
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Lemma 17.9 Fir beliebige ﬁ:*—Aussagen A, B gilt in Rx*:
i) vhib—A
(ii) Wemn F—(AAB) , denn}-A oder B .

Beweis (1)6ﬁ3“Q -
“1A

e i
() RA
i A
(ii) Wenn IW‘ —(A A B)
M
dann Fﬁi:"‘j(ﬁ‘1AATﬁB) mit (i)
dann Fa;:—~ﬁﬁw/ﬁB mit Satz 17.6
AN
dann Fﬁfﬁ——ﬂﬂv'ﬂB mit Satz 17.4 (ii)
AN-2—
dann A oder Fa——"-ﬂB mit Setz 14.4
K;\\r-a—\ AV S
denn  f——— 4 oder }z—— —B mit Satz 17.4 (ii)
Rx* K= und Satz 17.6.

QED

Wir geben nun Regeln an zur Konstruktion von Tableaus
T zu %:*—Aussagen oder auch zu C''-Aussagen. Fir

die exakte Definition eines Tableaus verweisen wir

auf SMULLYAN 1968 S. 24. Anschaulich gesprochen, ist
ein Tableau filir eine Aussage A ein sich nach unten ver-
zweigender Baum, an dessen Spitze A steht und an dessen

Knotenpunkten weitere Aussagen stehen. Man entwickelt

ein Tableau fir A, indem man A hinschreibt und nach
folgenden Entwicklungsregeln einen Baum konstruiert:

AAB *:? AAB

I)

11)

(& pB) = (& xB)
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II1T) . :
~(A x B) — ~(A 4 B)
é <;:
—B
v)

= e

C

by

Diese Regeln sind so zu lesen:

I) Hat men einen mit C endenden Zweig konstruiert, in

dem an einer Stelle A A B vorkommt, dann darf man ihn ver-
zweigen in einen Zweig, in dem A auf C folgt, und in einen
Zweig, in dem B auf C folgt. Wir sagen auch, daB A umi B
durch Anwendung eines Entwicklungssehrittes auf A A B zu-
standekommen.

ITI) Hat man einen mit C endenden Zweig konstruiert, in
dem an einer Stelle —(A »B) vorkommt, so darf man ihn
um A verldngern. Wir sagen auch, daB —A durch Anwendung
eines Entwicklungsschrittes auf —(A A B) zustandekommt.
ITT), IV) analog.

Flir stomare Aussagen werden keine Entwicklungsschritte
definiert.

Ein Tablesu § fiir A besteht entweder aus A selber oder ist
das Resultat der sukzessiven Anwendung beliebig vieler
Entwicklungsschritte, 2zusgehend von A.

Daf eine Aussage A in einem Tableau(itgggg bzw. unter B
steht, bedeutet, daB es einen Zweig in 'T’gibt, in dem

A und B (nicht notwendigerweise unmittelbar) iiber- bzw.
untereinander stehen.

Ein Zweig eines Tableaus £ heilt geschlossen, wenn er

A und — A enthdlt fiir atomares A.
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Ein Zweig heiBt vollstdndig,
1. wenn er geschlossen ist, oder

2. wenn er zu jedem seiner Aussagenvorkommen A A B auch

ein darunterstehendes Aussagenvorkommen A oder B enthilt,
zu jedem seiner Aussagenvorkommen =—(A A B) auch darunter-
stehende Aussagenvorkommen —A und —B und zu jedem seiner
Aussagenvorkommen —— A auch ein darunterstehendes Vorkom-
men A enthdlt.

Ein vollst&ndiger, aber nichtgeschlossener Zweig heiBt

offen.

Ein Tableau heiBt geschlossen bzw. Vollstdndig, wenn

alle seine Zweige geschlossen bzw. vollstindig sind. Ein
Tableau heiBt offen, wenn es vollstdndig ist, jedoch einen
offenen Zweig besitzt.

Offensichtlich kann man in endlich vielen Schritten zu
einer Aussage A ein vollstdndiges Tableau konstruieren.

Beispiel fiir ein vollstdndiges geschlossenes Tablesu fiir
—(—~(AAB)A (AAB)) bei atomeren A, B:

|
R T) ok B A —2= 17 (A

!
R%E)MQ— .7 Ty AnR

£ %

Regt TV onf 2.3 —2> A )
‘ \
Rogt Mk T4 == TWAB) S (ARD) & Rugg ) ok 3.4

|
Rpg TY ol 2.5 —> A -1l35 &— R W) ol T.5

Lemma 17.710 Sei T ein vollstdndiges Tableau fiir eine
ﬁ;‘—Aussage A mit }%;*—A. Dann enthalt jeder Zweig von

" mindestens eine ﬁ;*—ableitbare Aussage der Gestalt
B oder +B, wobei B atomar.
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Beweis Sei E vollstandiger Zweig von ’?'. Falls 3' ge—
schlossen ist, enthalt er Aussagen B und B fiir eine atoma-
re Aussage B.Nach Satz 17.6 gilt nun: };ﬁ—*B oder F-—ﬂB.
Damit ist in diesem Fall die Behauptung bewiesen.

Sei § offen. Wir nennen ein Stiick ' von § auch Anfang
von { , wenn {' mit einer Aussage C von { auch alle in

¢ unter C stehenden Aussagen enthilt.

Wir zeigen durch Induktion {iber der Idnge von Anfingen

3" von 3
(*) Falls A an der Spitze von S' steht und es gllt}~———A

dann enthilt $' eine K**—ableltbare Aussage der Gestalt
B oder —1B fir atomares B.

Daraus folgt fiir { =3' die Behauptung des Satzes.
Beweis von (*):
Besteht S' nur sus A, denn ist (*) erfiillt, da A dann we-
gen der Offenheit wvon 3 von der Gestalt B oder — B sein
muf3 fiir atomares B.
$' habe Idnge >1. An der Spitze von S! stehe eine Aussage
CyACy. Dann steht unter C, AC, ein ¢; (i=1,2), wobei
mit }—C, ~C, auch =C; gilt. Da C, an der Spitze eines
Anfanges §" von ¢ von kleinerer Linge als ' steht, er-
gibt die Induktionsvoraussetzung die Rehauptung.
Falls an der Spitze von '§ ﬁ(qu\CE) steht, steht an der
Spitze eines Anfanges 3" von 3'--10,f und an der Spitze eines
anderen Anfanges 3" wvon § —C,, wobei 3", 3" von klei-
nerer Lange als 3" sind. Da nach Lemma 17.9 mit}ﬂﬁ(ch 02)
auch}“ﬁcq oder }—-102 gilt, ergibt sich die Behauptung
durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf 3“ bzw.gnl ,
je nachdem ob -—C, oder ~C, gilt.
Analog der Fall, wo an der Spitze von }' <4C steht.

QED
Eine Art Umkehrung von Lemma 17.10 stellt Lemma 17.411 dar,

das wir allerdings fiir C'' formulieren:

Lemma 17.11 Sei T Tableau fiir eine C''-Aussage A. Die Zwei-
ge von 7 seien von links nach rechts durchnummeriert, ihre

Anzahl sei +« . PFir jedes i (14 i sT) sei B,

Aussage des i-ten Zweiges von 7" . Dann gilt: Bq,...,BT

eine beliebige

C!lA -
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Beweis Sei 7T Tableau fiir A. Die Tableaus

B bzw. B und D

heiBfen unmittelbare Teiltableaus von 3", wenn J~

die Gestalt A bzw. A
l P
B B D

o L L

-

hat. Als Teiltablesus von 3 definieren wir 7T selber

und die Teiltableaus von unmittelbaren Teiltableaus von
T .

Wir beweisen die Behauptung des Lemmas, indem wir induk-
tiv fiir alle Teiltableaus J' wvon 73 =zeigen:

(*) ©Sei T+ die Zahl der Zweige eines Teiltableaus T'von 3
mit B als oberster Aussage. B; sei eine beliebige Aus-

sage des i-ten Zweiges von T' (1<1i <t'). Dann gilt
Bq,...,BT, ol B', wobei B' mit B identisch oder B' in

T {iber B steht.

Aus (*) ergibt sich sofort die Behauptung, wenn man fir
7' 5 selbst einsetzt.

Nachweis von (*): 7' bestehe nur aus der Aussage B,

hat also nur einen einzigen Zweig, der nur aus B besteht.
Dann ist nur B}ETTB zu zeigen. (trivial)

Ebenso trivial ist der Fall, in dem B zu Bpsee-s By
gehort.

T habe nun die Gestalt: B

RN
n F

1

wobei B nicht zu Bq,...,Br,gehﬁrt. Dann kommen D und E
durch Anwendung eines Entwicklungsschrittes auf eine
Aussage D AE zustande, die mit B identisch ist oder iiber
B steht. Gehoren D und E zu B1,...,Brl, dann gilt wegen
D,EFD nE auch B,,...,B,FDAE.
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Gehort D nicht zu Bq,...,Br., und ist T die Anzahl der
Zweige des Teiltableaus D

so ist B, (1£1i<7") eine Aussage des i-ten Zweiges die-
ses Teiltableaus. Nehmen wir an, wir hdtten (*) fiir un-
mittelbare Teiltableaus von T’ schon bewiesen, so ergibt
sich: Bq,...,Br"F—D' , wobei D' mit D identisch ist oder
D' in 7 iiber D steht. Argumentiert man analog fir das
Teiltableau F

so erhdlt men auch B, ,..-.4Bg F—E' , wobei E' mit
E identisch ist oder E' in 3 iiber E steht. Falls
D'=D und E'=E, ergibt sich B,I,...,BT.}—DAE .
wobei DA E mit B identisch ist oder in 7T iiber B steht.
Falls D' in 7% iiber D oder E' in 7T iiber E steht,
erhdlt man Bjy...,B;, D' bzw. B,,...,By —E', wobei
D' bzw. E' mit B identisch ist oder in 7T iiber B steht.

Ganz entsprechend argumentiert man, wenn T' die Gestalt
? hat.
D

-

QED

Lemma 17.12 Sei 5 ein geschlossenes Tableau fiir eine
C''-Aussage A. Dann gilt: A.

o
Beweis Sei T die(von links nach rechts gezdhlte) An-
zahl der Zweige von T . Im i-ten Zweig (1£iz<z)
kommt wegen der Geschlossenheit von T” sowohl Bi als
auch —B; vor fir eine atomare Aussage B;-

Nach Lemma 17.11 gilt:

ByyBpyeessBr }—CT,A und
-TB’]'Bg’...’B-C C'lA »

Daraus erhdlt man:
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(6) Bg,...,Bt}——A
(Denn aus Bﬂ,Bg,...,BTF~A und Bq,B2,...,Bt;1Ak~1A
folgt mit RA- : Zl32,...,]3',;,-'1tAl—-“[ZB,i und daraus
mit =ByyBpye-esBphmAr Boy.eoy By TARA f
Daraus mit Bg,...,BT,~1AFr1A und RA- die
Behauptung (6).)

Auf dieselbe Weise erhdlt man:
(7) -ng,BB,...,BI:P—A 4
wenn man von
Bq,"ﬂB2,B3,...,BE - A und
-7B1,~132,B5,...,Bt-F-A ausgeht.
Aus (6) und (7) erhdlt man
(8)  BzyeeeyB A4 .

Die ganze bisherige Argumentation fiir —ﬂBa statt B3
durchfithrend, erhdlt man

(9) 1Bz ByyeeeyBp A
und aus (8), (9)
Byy-eesB —A .

Iteriert man dies, so erhdlt man schlieBlich: A,

d.h. die Behauptung.
QED

Lemma 17.1% Sei A eine C-allgemeingiiltige C''-Aussage.
Dann gibt es kein offenes Tableau fiir A.

Beweis g sei ein offener Zweig eines Tableaus 3 fiir

A. Byy...,B  seien die in S vorkommenden Aussagen

der Gestalt B oder — B fiir atomares B. (Solche Aussagen
existieren, da { vollsténdig.) Wir bilden nun den Kal-

kil K, der nur DiyeseyD als Aussagen und a,b als Aus-

n
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sagenvariable hat, wobei D;=B, sei, falls B, atomar,
und DiEEB sei, falls BiE~ﬁB. R habe als Grundregeln:

a =>bja=~b =>~a
b, ~b =a

sowie fiir jedes i (1<€i<n):

2Dy , falls D; = B.

i e und

D, , falls —D; =B, .

Damit ist K offensichtlich formal entscheidbar, fermer
ist K konsistent, d.h. es gilt nicht: Fﬁ-Di und
Fﬁ—vai fiir ein i. (Dies folgt aus der Offenheit von § s )

Damit gilt fur kein Bi: B;.

x5
Das steht im Widerspruch zu Lemma 17.10 wenn man A statt
als C''-Aussage als ﬁ}*aAussage und dementsprechend I~
als Tableau iliber ﬁx*-Aussagen auffallt. Denn es gilt

}7q:ﬂ~A wegen der C-Allgemeingiiltigkeit von A.
¥+
g QED

Satz 17.14 Alle C-allgemeingiiltigen C''-Aussagen
sind C''-ableitbar.

Beweis Sei A eine C-allgemeingililtige C''-Aussage.

Dann gibt es nach Lemma 17.15 kein offenes Tableau

fiir A. D.h. (nach Definition): es gibt kein Tableau

fir A, das vollsténdig ist, aber einen offenen Zweig
besitzt. Also besitzen alle vollstdndigen Tableaus fir
A keinen offenen Zweig, sind also geschlossen. Also gilt

nach Lemma 17.12: h;rA.

QED
Die Richtung von rechts nach links von Satz 17.8 ergibt

sich dann sofort aus dem folgenden Lemma:

Lemma 17.15 Seien Aqseseyh yA C''-Aussagen.
(i) Aq,...,AnFETXA g.4.W. fETT-ﬂ(AqA...;\AnA—WA) g

(ii) Die Regel Agyeseyh =>A 1ist C-allgemeingiiltig
genau denn, wenn die Aussage (AjA...AA ATA) C-

allgemeingiiltig ist.
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Beweis
(i) Von links nach rechts:

Aqh...A.AnA*mA}aTT“*1A mit A-Regeln
A Neoe ANA_ A=Al A mit A-Regeln und
3 " < A A A
ERERE T

Daraus mit RA-—:

I-C‘T ﬁl(-A.,I Ne o a A AnA_—TA)

Von rechts nach links:

Daraus mit der Vorsussetzung F*-ﬂ(Aqh...fonA—WA)
und EA-, die Behauptung
Aq,o-.,A \—'A -

(ii) Nach Definition von C-Allgemeingililtigkeit geniigt
es zu zeigen: Fiir jedes K und jede Interpretation X iiber
K gilt:

A,I ,o--, |_-_—_‘A g-d-w- ] '_'\(A:;JAOOOI\ AII:'A H—|AKJ)

:\\f‘i’ AN =
Dazu kann man den Beweis von (i) ubernehmen, denn die
dort benutzte Regel RA- kommt in jedem KJ,W —> Vvor und

RE— 1ist in jedem KAV$ ableitbar (vgl. Satz 17.1).
QED

Satz 17.16 FEine konkrete C''-Regel Apyeeeyh) =>4 ist
C-allgemeingiiltig g.d.w. sie C''-allgemeingiiltig ist.

Beweis Satz 16.11 und Satz 17.8 .
QED

Damit haben wir in § 16 und § 17 zwei verschiedene Deu-
tungen desselben a— -Formalismus C'' der klassischen
'Junktorenlogik geliefert. In § 16 haben wir C'' charak-
terisiert als Formalismus zur Erfassung der C''-allgemein-
gultigen C''-Regeln A,,...,A =>A, in § 17 als Formalismus
zur Erfassung der C-allgemeingiiltigen C''-Regédn. Beide
Begriffe der Allgemeingliltigkeit sind nach Satz 17.16

im Hinblick eauf C''-Regeln gleichwertig. Der Begriff der
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C-Allgemeingliltigkeit 148t sich jedoch im Gegensatz zu
dem der C''-Allgemeingiiltigkeit auch auf C-Aussagen be-
ziehen. Dementsprechend haben wir mit Satz 17.7 Jjetzt
eine Deutung der vollen klassischen Av>—-ILogik, im Ge-
gensatz zu § 16, wo wir nur die a>-und A -Logik deu-
ten konnten. Der Begriff der C-Allgemeingliltigkeit hat
einen weiteren Anwendungsbereich als der der C'- oder
C''-Allgemeingiiltigkeit, insofern er auch fiir Aussagen
definiert ist, die v enthalten. In der Deutung des
klassischen Vv unterscheiden sich die Ans8tze von § 16
und § 17; man kdnnte sie etwa so schlagwortartig zusam-
menfassen:
§ 16: In der klassischen ILogik gibt es keine Operatoren
mit mehrzeiligen E-Regeln. Alle Operatoren sind explizit
definierbar. Insbesondere ist Av B von vornherein (d.h.
intensional) mit — (-~ AA—B) gleichwertig. Dementspre-
chend geniigt es, die klassische Logik als Logik iiber
solchen Grundkalkiilen zu charakterisieren, die bezliglich
Begrindung und Widerlegung symmetrisch sind, in denen
also die symmetrische "reductio ad absurdum" gilt.
§ 17: In der klassischen Logik lassen sich Operatoren
genauso durch Regelsysteme festlegen wie z.B. in der
intuitionistischen Logik. Deshalb ist zundchst (d.h.
intensional) v ein eigenstindiger Junktor. A v B
148t sich nur nachtréglich (d.h. extensional) als mit
— (—1AA—1B) gleichwertig erweisen. Dementsprechend
mul mAnﬂ) aber die klassische Logik auch schirfer als
Logik iiber solchen Grundkalkiilen charakterisieren, die
sogar formal entscheidbar sind.

Gegen die in diesem §en vorgetragene Auffassung der
klassischen Logik als einer Logik liber formal entscheid-
barenAGrundkalkﬁlen § kénnte man einwenden: DaB fiir

Jede ﬁ—Aussage A gilt: h€A. oder lﬁT’WA’ kann man auch

formulieren als: Jede Aussage ist wahr oder falsch. Dann
kann man aber auch Junktoren sofort als Wahrheitsfunk-
tionen suffassen, so wie es in der liblichen Wahrheitsta-
fel-Semantik der Junktorenlogik geschieht.

1) Vgl. allerdings dazu den Anhang.
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Dies ist jedoch fiir uns kein Einwand: DaB Junktoren iiber
einem formal entscheidbaren Bereich von Grundaussagen
auch als Wahrheitsfunktionen deutbar sind, ist unbestrit-
ten. Doch dies ist ein ganz anderer semantischer Ansatz.
Worum es uns in § 16 - § 17 dagegen ging, war ein Ver-
gleich von klassischer und nichtklasssischer (d.h. posi-
tiver, Minimal- und intuitionistischer) Logik im Rahmen
desselben Ansatzes. Nur auf solche Weise ist ein echter
Vergleich verschiedener Logiken mdglich, nicht durch das
Nebeneinanderstellen verschiedener semantischer Konzep-
tionen zu verschiedenen Logiken.

Einen gewissen Vorteil hat auBerdem die in § 16 und § 17
vorgetragene Deutung der klassischen Logik gegeniiber der
wahrheitsfunktionalen Interpretation. Der Junktor —> wird
bei uns weiterhin so verstanden, daB A—>B soviel besagt
wie: B ist aus der Annahme A ableitbar. In der klassi-
schen Logik ist diese "ErschlieBSungsdeutung" von A->B
gleichwertig mit -—1(Aa - B) (Satz 16.9). Dies ist bei
uns ein beweisbares Resultat. In der Wahrheitstafelin-
terpretation setzt man dagegen von vornherein —> als
bestimmte Wshrheitsfunktion an mit nur recht schwacher
inhaltlicher Motivation. DaB A->B und —(Arn— B)
dieselben Wahrheitstafeln haben, erscheint daher nur
als Konsequenz einer willkiirlichen Festsetzung. H&lt
men die "ErschlieBungsdeutung" von —> fiir plausib-
ler als die wahrheitsfunktionale Deutung, so erscheint
unsere Interpretation - zumindest was die Auffassung
der Subjunktion angeht - einen Pluspunkt zu haben.
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§ 18. Absurditét als Grundbegriff

Aufgrund unseres Ansatzes war es nicht mdglich, Operato-
ren ganz ohne E-Regeln zuzulasssen und so etwa einen Junk-
tor A zu charakterisieren, auf den sich dann die Negation
— zuriickfiihren 188t. (Vgl. Einleitung und § 11). Des-
halb hatten wir einen formalen Widerlegungsbegriff ~
eingefiihrt und die Negation gedeutet durch die Regeln

1 p<& ~p. ~gehorte debei nicht zum Vokabular eines Grund-
kalkiils, sondern ging in den Regelbegriff mit ein, indem
wir definierten: Filir jede Formel X ist ~X eine Regel O.
Stufe.

Entsprechend hatten wir statt ~s auch den Begriff einer
Absurditat als Grundlage - etwa notiert durch %’—ein—
fiihren und dann einen O-stelligen Junktor A deuten kénnen
durch die Regeln A&>4k. In diesem Falle hitte A eine
E-Regel gehabt, nimlich #=>A. %# hatte man dabei wieder

als Zeichen auffassen miissen, das in die Definition des
Regelbegriffs, nicht jedoch des Aussagenbegriffs, eingeht.

Die Klauseln 1) und 2) der Definition von S. 152 hatten
dann lauten miissen:

1) Jede Formel ist eine Regel 0. Stufe.

2) # ist eine Regel 0. Stufe.

Wir wollen kurz skizzieren, was sich in diesem Falle erge-
ben wiirde.

Vom Technischen her wiirde alles erheblich einfacher werden.
Im Falle der Minimallogik hatten wir fiir #ﬁ keine Addquat-

heitsbedingung angeben miissen. Das Prinzip der "reductio

ad absurdum" miften wir jetzt - falls wir einen Widerspruch
B, ~B durch # interpretieren und ansonsten ~A durch A=%
deuten - notieren durch

A=DH A =%,

Dies ist jedoch fiir beliebige Aussagen A ableitbar. Damit
widren die gegeniiber § 7 erheblich komplizierteren Begriffs-
bildungen von § 12 (2.B. die erweiterte Definition von
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"Segment") tiberfliissig, der Beweis des Normalisierungs-
satzes lieBe sich fast wlrtlich aus § 7 iibernehmen. Wie
in § 13 lieBe sich zeigen, daB av—=A ein vollstindiges

System von Junktoren ist.

Ebenso leicht wdren die Normalisierungssitze aus § 14
und § 16 zu beweisen. An die Stelle von ECQ und RA wiir-
den jetzt die Regeln treten:

# =7

und

p=>i =% op .

Im Gegensatz zu ECQ und RA reicht es bei diesen Regeln
aus, wenn sie in den Grundkalkiilen ableitbar sind; sie
brauchen nicht eigens als nichtestomare Grundregeln formu-
liert werden. Denn entsprechend ILemma 14.1 und Lemma 16.2
kann men sich auf Anwendungen solcher Regeln mit atomarer
Konklusion beschrdnken. Nur daB jetzt - im Gegensatz zu
ECQ und RA - gar keine nichtatomaren Priamissen mehr vorkom-
men kdnnen. Die Ableitbarkeit dieser Regeln im Grundkalkiil
ibertrdgt sich also auf den operatoreniogisch erweiterten
Kalkil. Dementsprechend widren in § 14 und § 16 gar keine
neuen Normalisierungsbeweise mehr zu fithren, da keine
neuen nichtatomaren Grundregeln hinzukamen.

Auch § 17 wiirde nicht komplizierter. Den Begriff der forma-
len Entscheidbarkeit miiBte man fassen als |-A oder A|—{ .
Weiterhin wire zu beachten, daB man nicht mit ~ und A
sondern nur mit - und A als Standardjunktoren eine voll-
stdndige klassische ILogik erh#lt.

DaB wir trotzdem den wesentlich komplizierter zu handhaben-
den Widerlegungsbegriff ~ statt :# als Grundbegriff gewdhlt
haben, hat seinen Grund darin, daB es uns fiir ﬁ: an in-
tuitiver Plsusibilitdt fehlt. Wenn wir sagen "A ist wider-
legt", so erscheint es als sehr gekiinstelt, dies zu iiber-
setzen als "Aus A kann man die Absurditit ableiten". Umge-
kehrt erscheint uns vielmehr die Absurditit als ein ab-
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geleiteter Begriff, insofern man "A ist absurd" deuten
kann als "aus A ergibt sich ein Widerspruch, d.h. 13a8t
sich eine Aussage sowohl begriinden als auch widerlegen".
Auch wenn man die Widerlegung einer Aussage A als Schei-
tern von Begrﬁndungsversuchen fiir A auffalt, ist es nicht
sehr plausibel, dieses Scheitern mit dem Zeichen # zu
symbolisieren und von der Ableitbarkeit des "Scheiterns"
aus A zu reden. Denn damit wlirde man den Begriff des Schei-
terns verselbstdndigen; Regeln wie # == p wirden jetzt
aufgrund der formalen Fassung des Widerlegungsbegriffes
ableitbar, ohne daBl klar wiare, was das "Scheitern"
bedeutet, wenn keine Aussage genannt wird, auf die es be-
zogen ist.

Nichtsdestoweniger benutzen die meisten Intuitionisten
die Absurditdt als Grundbegriff, was jedoch nicht verwun-
dert: Denn da fur ﬂ: keine RA entsprechende Bedingung
vonndten ist, kann man (wie oben S. 153) fragen, was
gerade {: auszeichnet vor irgendwelchen anderen Zeichen,
die man in die Definition des Regelbegriffs aufnehmen
konnte. Und wenn man dann die Angabe von Regeln als Ad-
dquatheitsbedingungen fir #‘ verlangt, wird man leicht
auf die Regel #=%>p als einzig sinnvolle Adaquatheits-
bedingung gefiihrt, da die klassische Absurditatsregel in
der Formulierung

p =l >#=p
(im Gegensatz zur klassischen Widerlegungsregel FIS die man
als symmetrisches Gegenstiick zu RA auffassen ls:aa:m:t’I )
nicht sehr plausibel ist. Man hitte so von vornherein die

intuitionistische Logik als einzig verniinftiges System
der Logik gerechtfertigt.

Da aber Zweifel an der Voraussetzung berechtigt sind, da8
der Widerlegungsbegriff sich addquat auf den Absurditdts-
begriff zuriickfiihren 138t, ist es sinnvoller, den Wider-
legungsbegriff als Grundbegriff zu widhlen und damit auch

1) Jedenfalls, wenn man Begriindungs- und Widerlegungsbegriff
flir unabhangig halt.
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andere logische Systeme als das intuitionistische in die
Uberlegungen miteinzubeziehen. Nur so wird ein angemesse-
ner Vergleich der verschiedenen logischen Systeme mdg-

lich.
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Anhang. Konsequenzen eines mdglichen Resultats von N. TENNANT

PRAWITZ (1965) bezieht sich in seinem Normalisierungssatsz
fiir die klassische Quantorenlogik 1. Stufe auf ein einge-
schranktes System der klassischen Logik, das weder v
noch J als Grundzeichen hat und damit auch keine v-
und J-Grundregeln. Dies auf die Logik n-stelliger Aussagen-
operatoren iibertragend, haben wir in § 16 den Normalisie-
rungssatz fiir Kalkiile KA. bewiesen, wobei die Junktoren
aus ' explizit definierbar sein, also jeweils nur eine
einzige E-Regel enthalten sollten. Um einen Normalisie-
rungssatz flir die klassische Logik mit beliebigen Opera-
toren zur Verfiigung zu haben, setzten wir in § 17 die

formale Entscheidbarkeit der betrachteten Grundkalkiile
vorsus.

TENNANT (1980) hat nun den Versuch gemacht, einen Norma-
lisierungssatz und daraus ein Teilformelprinzip fiir die
volle klassische Quantorenlogik 1. Stufe einschliéBlich der
V- und 3J-Regeln zu beweisen. Dieser Versuch ist nicht
ganz gegliuckt. TENNANTs Beweis enth#lt eine Unkorrektheit,
die bis Jjetzt nicht behoben ist. Da aber nicht unwahr-
scheinlich ist, daB sich TENNANTs Beweis reparieren 1i8t,
ist es sinnvoll, kurz die Konsequenzen zu erliutern, die
sich daraus fiir die Resultate aus § 16 und § 17 dieser
Arbeit ergiaben.

Ein Beweis des Normalisierungssatzes fiir die volle klassi-
sche Quantorenlogik wiirde sich leicht auf Kalkiile K, mit
beliebigen Systemen L von Operatoren libertragen lassen,
wobei ﬁ;a RA als Grundregel hdtte und nicht formal
entscheidbar sein brauchte. Daraus wiirde sich Subaussagen-
prinzip und damit Nichtkreativitdt ergeben. § 16 wire
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also in diesem Sinne umzuschreiben.q) Entgegen der Be-
merkung von S. 214 (unten) wiirde das Analogon von Satz 14.4
nicht mehr gelten, es wiirde also z.B. nicht aus

hzfxfB folgen: }=—A oder ?*—-B. Dies ergibt sich durch
Ko Ko

Kontraposition aus Satz 16.12.

Bezeichnet man eine konkrete C-Regel ﬁqs'°'$Anf%>A fir
C—Aussggen AjyecayA A als 5;allgemeingﬁ}tig, wenn fiir
jedes K und jede Interpretation x 1iber K gilt:

Aq“{...,An“ };:;A“’ , S0 erhielte man - stirker als Satz
16.8: v

(*) Fir alle C-Aussagen A y..-yA ,A gilt Aj,...,A |zA
genau dann, wenn die Regel Aqg...,An=§>A C-allge-
meingiltig ist.

Die Untersuchungen des § 17 hatten wir dadurch motiviert,
daB wir in § 16 den Normalisierungssatz nur fiir einge-
schrankte Systeme von Operatoren beweisen konnten. Diese
Motivation wiirde Jetzt wegfallen. Damit wiirden die Unter-
suchungen dieses §en jedoch nicht iiberfliissig. Denn aus
Satz 17.7 und dem neuen Resultat (*) wiirde sich ergeben:
Eine konkrete C-Regel Ayy---yA =>A ist genau dann C-
allgemeingiiltig, wenn sie C-allgemeingiiltig ist.

Dieses Resultat widre bemerkenswert. Denn es wiirde zeigen,
daBB es beziliglich der Allgemeingiiltigkeit von Regeln des
formalen Logikkalkiils C keinen Unterschied macht, ob man
sie Uber formal entscheidbaren Grundkalkiilen oder iiber dem

1) Wirde man statt RA die Regeln DIL: p=>q;~p=>q =xq
und ECQ, die zusammen mit RA gleichwertig sind, als Grund-
regeln wdahlen, konnte man schon leicht einen Normalisie-
rungssatz fiir die volle klassische Logik beweisen. (Vgl.
TENNANT 1978, S. 94-98) Da sich aus diesem Beweis jedoch
ein Teilformelprinzip nur filir die Junktorenlogik und nicht
auch filir die Quantorenlogik ergibt und wir bei unseren
Untersuchungen die mdgliche quantorenlogische Verallgemei-
nerung der Resultate im Auge haben, gehen wir darauf nicht
weiter ein.
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(sehr viel grbReren) Bereich der Kalkiile, in denen

die symmetrische "reductio ad absurdum" gilt, interpre-
tiert. Es wiirde sich - jedenfalls fir die Junktorenlogik -
zeigen, daB die sich hdufig findende Charakterisierung
der klassischen Logik als Logik liber entscheidbaren Be-
reichen (Stichwort: "Wahrheitsdefinitheit") unnotig stark
ist, dal man vielmehr die klassische Logik schwacher deu-
ten kann als Logik, deren Widerlegungsbegriff die symme-
trische "reductio ad absurdum" zugrundeliegt.

Zusatz (Mai 1981): Inzwischen hat mir Prof. PRAWITZ einen
auf Vorschldgen seines Schiilers L. C. PEREIRA basierenden
Beweis des Normalisierungssatzes filir die volle klassische
Quantorenlogik 1. Stufe mitgeteilt. Die Beweisidee ist
einfacher als die von TENNANT und beruht wesentlich darauf,
permutative Reduktionen auf alle mehrgliedrigen Segmente

anzuwenden, die mit Hauptprdmissen von Anwendungen von
B-Regeln enden, nicht nur auf solche, die maximal sind
(vgl. PRAWITZ 1971, S. 253f.). PRAWITZ/MALMNAS hatten
1968 schon als Resultat benutzt, daB man aus normalen
Ableitungen der eingeschré@nkten klassischen Logik nor-
male Ableitungen der vollen klassischen Logik gewinnen
kann ("by an obvious transformation", wie sie sagten
[dort S. 222]), gaben jedoch keinen direkten Beweis des
Normalisierungssatzes flir die volle klassische Logik an.
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§ 1. Introduction. This work grew out of the attempt

to use semantical considerstions im—emdex to develop

a general schema for introduction and elimination

rules for arbitrary n-ary sentential 0perators,including
the usual basic inference rules for the standard in-
tuitionistic connectives na, v,—},Jk. It seems to be clear
that such a schema cannot include sentential operators

of %ig kindg, since e.g. modal operators, infinite con-
Junctions and disjunctions, sentential quantifiers

are so ;;E% different from each other and from the
above-mentioned standard connectives that it would be

a hopeless task to attempt to treat them in a uniform
manner. Hence the special semantic framework we :§55§
employ to motivate our schema for operator-rules must

not be understood as determlnlng what an (intuitionistic)
sentential operator t§:¥€2:$3 Rather it shall fit for

a characterizastion of the class of standard sentential
operators and their rules from a uniform semantic

point of wview by showing them to be instances of a

general schema.

It is found that the few standard intuitionistic connec-
tives are complete with respect to this schema, viz.
that each operator falling under the schemaq is de-
finable by use of A,v ,—>,A only. This is complete-
ness not in an absolute, But in a relative sense

(just as in classical sentential logic A and — are

complete relative to a truth functional interpreta-



tion of the connectives which does not include

modal operstors, for instance). So this completeness
result ought rather to be considered ;; demarcatéﬂ%
the strength of previously given connectives than
ig Justifg em by means of a preconceived semantic
approach. This view, as emphasized by Prawitz [15]
(p. 34), svoids Kreisel's [6] rigorous criticism of
the completeness-results of McCullough [10] and

Zucker end Tragesser [18].

On the other hand, the special semantic framework
may not, aside from its aim of giving an interpreta-
tion of the usual connectives, be arbitrary. It has

to be imbedded in a general semantic framework which

fixes the limits of what can be counted as meaning-
determination for logical signs. (We might say that
the specisl semantic framework represents the
des¥iptive aspect, whereas the general semantic
framework represents the normative aspect of a
theory of meaning for signs which are already in
use in argumentatigg practice - the two aspects
being equally important.) As such a general semantic
framework we choose the view that logic is based on
rules: The meaning of s logical constant is deter-
mined by certain rules conteining this constant
where meaning-giving rules are already at our
disposal for the other constants occuring in these
rules (cf. 4.4.1). Furthermore the rules shall be non-

creative, i.e. rules for an operator S must not
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create new deducibility-relations between sentences

not containing S (cf. 5.1).

Our special semantic framework is formed by the re-

quirement that sentential operators express the

'common content' of systems of variable-free rules

(cf. 4.2). This epproach requires the admission of such

rules as assumptions which can be introduced and dis-

charged and on which therefore deductions can depend, and
thus leads to an extension of Gentzen's [ 3] and Jatkowski's

[ 5] concept of natural deduction in which only sen-

tences areadmitted as assumptions. Hence in § 2 the

concept of a calculus for n-ary sentential operators

with higher-level-rules is defined. § 3 formulates

some basic lemmas for such calculi. § 4 states and

motivates the general schema for the introduction and

elimination rules of an operator. In § 5 the noncrea-

tivity principle is proved to hold by means of a norma-

lization result, and in § 6 the completeness of <A,V,%TA>

with the usual intuitionistic inference rules is

established. § 7 takes a short loock at sentential

logics different from the intuitionistic system.

NB: In the following = means equality between signs.
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§ 2. Calculi with rules of arbitrary levels and n-ary

sentential operators

2.1. Basic definitions. Let Q. be an g-tuple ( 2=1)

{8,y---+5> of symbols, called sentential operators,

where with each Si (141i<¢) a natural number 20 is asso-

ciated as the number of its arguments. Then the alphabet

of the language K, consists of (i) denumerably many
sgntence—letters, denoted by 8498599 (ii) denumerably many

sententiel wvariables, denoted by PyPqsPoseces

(iii) the £ sentential operators from L. , denoted

by 8,S8', (iv) the rule-arrow, denoted by = , and

(v) dot, comma and parentheses, denoted by themselves.

Atomic formulas are sentence letters and sentential

variables. Formulas are atomic formulas and expressions
s(xq,...,xn) for n-ary operators S from Q. (n>0) and
formules X ,.--,%. (If 8 is O-ary it is itself
a formula.) Sentences are formulas without sentential

variables.

Rules and their levels are defined by: Each formula

is a rule of level 0. R;}... R =X (n21) is a
rule of level m+1 iff ¥ is a formula, Rq,...,Rn are
rules of level <€ m, for at least one i (1<4i4n)
Ry is of level m, and x is a string of m dots.

Rq?""Rn are called the antecedent rules, X the

succedent formula of that rule. (Infcase of a rule

*9
X of level O X isMéuccedent formula of itself.)

A closed rule is a rule without sentential variables,
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A system of rules is a list Rq”"’Rn of rules which
are separated by commas. We also admit

the empty system of rules.

A substitution (3 is defined to be a function

which assigns a sentence to each sententialvariable.
R’G then denotes the result of simultaneously sub-
stituting?%ﬂe sentential variables in R-%y their
values under £ . For systems of rules A, &ﬁis to be

seamilarly understood.

2.2.Conventions for notation. Sentences are denoted

by A,B,C, formulas by X, rules by R, systems of rules
by A, [ . They may have superscripts and subscripts.-
When mentioning a rule we use only as many dots as
necessary to avoid misunderstandings. 'For example, in
Ry =X, 3Ryy Ry U545 =X, R;,R5,Ry may be of arbi-
trary level.- R(pq,...,pn) indicates that R contains
at most Pqy=+=yP, @S variables; R(Aq,...,ﬂ%) denotes
R”? for a substitution 3 which assigns A
to p; (14i4n). Similarly for systems of rules
ﬁ(pq,...,pn) and Q(Aq,...,An).— When we speak sbout
rules of the form ‘&11>X1;"';An;>xné;x we include

the case where one or more ﬁi (144 4n) is empty.
In that case Aiﬁ;Xi is to be understood as Xi.—
Let A be a system of rules. Then {&E means the finite
set whose elements are exactly the elements of A .-
We often use 'formula', 'sentence', 'rule' when occufzﬁces

(or applications) of these objects are meant.




usual

o 6 m

The system of sntecedent rules of a rule R we call
(R)q,  the succedent formula (3)2’ 1f (R)q
'. : . k" i
is nonempty and consists of n ruleéfffﬁ)q i (14£1i<n)
]
denotes the i-th rule of (R),I (i.e. the i-th sntecedent
rule of R). Thus (R),Iu's(R)4 4 for n=1. If (R),I is
]
empty, (3)4 4 is defined to be empty. (R),i ; 4 denotes
y ? ]
the system of antecedent rules of (B)ﬂ,i’ (R)q,i,g

the succedent formula of (R),1 T
7

2.%. The intended mesning of a rule. The meaning we

attribute to a rule can informally be stated as follows:

X means: For each substitution /3 we may take X? as having
been deduced. Rq,...,Rn=éX means: If we have deduc-
tions of (R1ﬁ)2,...,(Rﬁé)2 in which , (Rqﬁ)q,...,(Rnﬁ)1
(respectively) and other closed rules may occur 8s assump-
tions, then we may infer X@, whereby the resulting de-
duétion-depends only on the assumptions in

the deductions of a (Ri’G)2 that do not belong

to (8;?), t1£ign).

For rules of level <2 this obviously includes the rules
of the sentential logical part of Jatkowski's [5] and
Gentzen's [3] natural deduction systems. For example, the
v—-elimination rule can be written as P4V Ps;D4=>D;
pet;p-g;p. The generalizetion we undertake lies in

the fact that not only sentences but closed rules

of arbitrary levels can be introduced as assumptions

and discharged by application of other rules.



At first sight our concept of rules of arbitrary
levels seems to have close similarity to Lorenzen's
operative implication [9 ]. But in contrast with Loren-
zen we (i) allow only iteration to the left of =-symbols,
and (ii) choose 'deducibility from assumptions' instead
of 'admissibility' as our basic concept. So we will
avoid the difficulties arising in Lorenzen's program
insofar as he adopts a strictly operative view dealing
only with elementary operations with symbols on the

one hand, but on the other hand nas to consider nested
'elimination procedures' leading to a functional

interpretation of implicational sentences.

2.4, Deductions. The description of the intended

meaning of a rule hes to be explicated by a definition
of what a deduction looks like. For that purpose we
assume a finite set of rules(still to be specified)

to be given which we call 'basic rules'. In § 4 we
will provide such basic rules as meaning-giving rules

for operators.

We write deductions as trees. Occurrences of basic
rules and of discharged assumptions are put into
square brackets; discharged assumptions are further-
more marked by a numeral referring to the application
of that rule by which the assumption is discharged.
So the rules which occur at least once without
brackets are the assumptions on which the deduction

depends.
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2.4.1. Definition. For each basic rule X of level O

and each substution /A

[x1]

XB

is a deduction of X7 depending on @.
For each closed rule A of level O

e oy
A

is a deduction of A depending on {A} .
For each basic rule &,If‘—)}{,];... ;&mﬁ}{]ﬁé?}{ of level

21, each substitution 3 and deductions

of }{j_"3 depending on M, (141i<n),

(x)08,P1: (x)0a A1

M A Y

Py ees

bdsaas

D (%)

x » 5 q
(A, =X 50« ;A =X =3X]
x°

. . . n

is a deduction of X2 depending on H(Mi\{ﬁi’g}),

where x is 2 numeral which has not yet been used in
gc'ven.

tbefﬁuction} and [)_'}.1./‘3] denotes the bracketing of

all occur'gnces of elements of Aiﬁ.

For each closed rule A=A 500050,

21 and deductions

of A; depending on M, (14 1i4n),

A =A of level



1
Xo]
I

Gl 8,32 (=)L A,]

- " 8 88 s

b R N R

e e
A
fw

ﬁqéﬁﬂ;...;anéAn;bA
A

is a deduction of A depending on gﬁ)(ﬂ -{A E)

u{& 4R e A SA _9.% where x lS a numeral which
WVen.

has not yet been used in thqfﬁfguctlonsand L Al

denotes the bracketing of sll occufﬁnces of elements

of &i.

Deductions are denoted by 1, TI'.

2.4.2. Remarks. (i) The first clause of the definition

deals with the application of what is usually called an
'axiom' ', the second clause with the introduction of
sentences as assumptions (which we treat as an applica-
tion of that sentence considered to be & closed rule of
level 0), the third with the application of basic

rules of level 21 by which assumptions may be dis-
charged and the fourth with the introduction of

assumed closed: rules of level >1 by which

assumptions may also be discharged. Contrary to what
happens in systems of natural deduction, assumptions
introduced according to the last clause do not occur at
the +ops of

% branch/{; the deduction. Since assumptions

are always rules we will often speak of assumption

rules (in contrast to basic rules).

(ii) It is important that the applied rules

to the left of the line of inference are part of the

T
x
o
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deduction itself and not notes belonging to the
metalanguage. For a discussion of that point see

Schroeder-Heister [17].

(iii) Considering (ii) it is possible to conceive what
we have called & 'closed rule' as a kind of
implication iterated to the left. So one can describe
our purpose as a development of a basic concept of
implicetion. (This was pointed out to me by Professor
D. Prawitz;cf, also Schroeder-Heister [16], pp. 52-53
and remark 6.15 below.)

2.4.%. Purther definitions. The sentence occuf@nces

above a line of inference are called premisses, the

sentence occufénce below a line of inference is
\the, . s

called'conclusion of the application of the rule

to the left of that line. A top-sentence

of a deduction T is a conclusion of a rule of level

a.
0, the end-sentence the sentence which is not“premiss

of a rule. A thread in Il is a sequence of consecutive
sentence occurénces of T beginning with a top-sentence,
ending with the end-sentence and each of whose mem-
bers  are in T immediately below the preceding
occurénce. Occufgnces of nondischarged assumptions

are called open.

T is deduction of A from M iff there is a set M with
a.

Me{ny such that T is¥deduction of A depending on

M. We write " }-A iff & deduction of A from I can

effectively be given.
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A closea rule R is called deducible iff there is
2 deduction of (R)2 from (R),‘. A rule R(Pq""’Pn)
is called deducible iff R(A,I,...,An) is deducible
for all sentences A,I,...,An.
For closed. rules R and systems of closed : rules
A ,T; we use AR as\uﬂeébbreviation for ﬁ,(R)q}—(R)g,
DI for AFRys---,AFR, where M=R, ,...,R, ,
M4-A for MEA , AT . For nonclosed rules
and systems of rules these abbreviations are to be under-
stood in the sense of 'deducibility for all sub-
stitutioﬁs'. For arbitrary rules R and systems A, N
of rules A&=R 1is an abbreviation for A,(R),=(R),
and A= for the system ﬁ::‘pR,l,..., &%-Rn where
=R

=Rqs---»R N&>A for the system N=>A , A=D .

n?
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§ 3, Basic lemmss

5.1. Lemma. Let " be a system of closed rules, R a
closed rule, A 8 sentence. If ("}-R and MNRJ-A,
then MEA.

Proof by induction on {y,d> where y is the level of

R and & the number of open occurknces of R in the
deduction T of A from [,R being considered. The case when
R belongs to I is trivial. If R does not belong to

M we show that each open occuﬁ%nce of R in M is
eliminable. If y=0 we simply have to join together

two deductions whereby & decreases. If p>0 we

choose an arbitrary open occurence of R in T :

CIYEREY, o, 428 (DR, 41
*) (331,1 > (R.)’I,n,E
R : (1)
(R),

where n is the number of antecedent rules of R. Thus
we have [T {_'(R)q,i for each i (14i4n), where [V
may contain open assumptions not in [ which are dis-
charged in T . Prom that and PR we get rﬂp—(RJZ

by an n-fold application of the induction hypothesis.
Replacing (*) by the deduction of (R)2 from ' we
obtain a deduction containing one open occur®nce of R

less than T .
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3.2. lemma. R{f~R for closed rules R.

Proof by induction on the level of R. The case for level
0 is trivial. If R is of level >0 and n is the number
of antecedent rules of R we have by induction hypo-
thesis for all i (M<£i<n): (R)ﬂ,i’(R)ﬂ,i,ﬂ F“(R)q‘i,g'
Application of R leads to 2 deduction of (R), from

(R),1 1,...,(R)q qr i-e. a deduction of R.
? ?

3.3. Corrollaries. Let A, A'y ', M be systems of

closed rules, A, A' Dbeing nonempty.
(1) If MEA snd P, AR A , then [, P A" .
(ii) Pz A, A |

3.4. Remark. From %.1, 3.2.and 3.3% we can infer that

for all closed rules R: (R)qk—(R)g REf for @il
systems of closed rules [':if 'H(R), , then M-(R)5-
That means that the explanation of the intended meaning
of a rule (2.3) which corresponds to the right-hand side
of this equivalégggﬁg%%thhe definition of deducibility

of a rule (2.4.3).

2.5, Definition. Let A be a system of rules. Themn each

member of A is a subrule of degree O of A . Each

antecedent rule of a subrule of degree n is a subrule

of degree n+1.

A sentence being itself subrule (of any degree) or
succedent formula of a subrule (of any degree) of a

closed rule R is called immediate component of R.
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3.6. Theorem (Replacement of subrules) Let a closed

rule R and a system of closed rules [ be given. Let
ALR] be e system of closed rules containing an
occurénce of R as subrule. Let ALI] be the result
of replacing this occurbnce of R in A[R] by .

If R4 then AMRIA-ALM].

Proof by induction on the degree & of R as a subrule

of AILR]. AIR] has the form R ,...,Ri[RJ,...,R

1
(vhere n may be 1). If &=0 then R;[RI=R, and we

n

can simply apply lemms 3.2. If §>0 then the degree“
of R as a subrule of (Ri[R]),‘ is & -1 and we have

by induction hypothesis (RiERJ),‘—H——- (RiEf"]),].

This, together with R, [RI], (R, [R] ),]}—(R:.LIIR])2 and
Ri[r‘],(Ri[F]),lf'—(Ri[F])g which are obtained from
lemma 3.2, snd with the fact that (R;[R1),=(r;(M1),,

vields the theorem.

%.7. Theorem(Replacement of immediate components)

Let a sentence A and a system of closed rules [ be
given. Let A[A] be a system of closed rules containing
en occurknce of A as an immediate component. Let ALT™]
be the result of replacing this occurénce of A in

ALATl by ™ (where if A occurs as succedent formula

of a subrule A'=A of AlA] then A'=[" is defined
by 2.4.3). If A-{F™ then A[AIH-ALIM]. (Especislly,
for a sentence B: If A-4FB then A[AI-—ALB] .)



i G cae
Proof. If A is itself Aubrule of A[A] the theorem
follows from 5.6. If A iscysuccedent formula of a sub-
rule A'=>A of Af[Al, we have A'AA'=D by
3.5, Now we can apply 3.6 to A[A] considered as

AL A =4].
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§ 4. Basic rules for operators

The main idea underlying the rules we propose as
basic rules for sentential operators (also called

operator-rules) is that they shall express the

common content of systems of rules.

4.14. Definition. Given m systems r;,...,rh of closed

rules. The common content of FH""’Pm is the set of

all closed ruks R such that PiF-R for all i
(1€i<€m). As a limit case we allow m to be O. In
that case the common content consists of all closed
rules R. This is importsnt since it will lead us to
intuitionistic logic with its characteristic absurdity

rule.

4.2. Adequacy conditions for operator-rules. We assume

systems Aq(Pq""'Pn)""’ Am(p1,...,pn) of rules
(m20) to be associated with each n-ary operator S
from Q. , and requirﬂthat for all sentences Aq!"'sAn
the sentence S(A,,...,A ) express the common content
of ﬁﬁ(Aq,...,An),..., O (Agyeeayd ), i.e. that

for 2ll closed rules R: S(Aq,...,An)P~R iff for

all i (1£1i4m) Ai(.&,l,...,An) —R.

4.%. The scheme. for operator-rules. Condition 4.2

leads to the system of the following rules:

By(DgseeesP  )D8(Pga--3P))

&m(pq, - e 03D )=>8(Pgy vy D)

Bi(DgsyevesPp)>Pseeei Bp(DayereyDy)>P38(Dgy0-20y) D -
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The first m rules are called introduction rules (I-rules

or S-I-rules), the last rule is calledYelimination

rule (E-rule or S-E-rule). If one of the systems of
antecedent rules of the I-rules is empty the other
I-rules and the E-rule can obviously be omitted since
they are deducible. Such an operator is called @

T -operator. If m=0, S has no I-rules. Such an

a
operator is called\/_L—operator. E-rules of | -operators

are called L -rules. The choice of the stated rules

is justified by the following theorem.

4.%.1. Theorem. Condition 4.2 is fulfilled iff rules

4.3 are deducible.

Proof. Let A,],...,An,A be arbitrary sentences. From 4.2

we obtain , substituting S(A’l"“’ﬁ‘n-) for R,

Ai(A,I,...,ILn) \—S(A,‘,...,.&n)‘? i.e. the deducibility

of the S-I-rules.Substitutdng B (A 1,34 JDA5,,.;
Am(A,],...,An)#Aé}A for R, we obtain:

S(A,l’ . & a ’.A.n); ﬁ,l(ﬂ,“..t,ﬂn)%.g.;oo- ; &m(-ﬁ-q'. - I'An.)éA‘“"A

iff for 211 i (1M£i<m)

Ai(A,I,...,An); Aq(Agy ey A )50 00y Ap(Agseeeyd )=DA A .
By A (Aqy-e-sh ) A (AL yA )AFA  (Corollery

%.3 (ii)) the deducibility of the S-E-rule follows
immediately. -~ Conversely, from Ai(‘o"l""'An)I—S(Aﬂ’“"‘A‘n)
and S(A,,,...,An)%-R we get Ai(Aq,...,An)‘r—R, and from
Aq(ﬁq,...,An):xR)g;...;am(A,],...,An)%(R)yS(A,],...,An)
}—(R)2 (S-E-rule) and A (A y-.-,4 )R

(= R FA;(A ... ,8 )=(R), ) for all i (14i<m),

we get S(A4,...,A )R by lemma 3.1.
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4.%.2. Remark. Theorem 4.3.1 is a justification of

scheme. 4.% within our special semantic framework.

A different framework may of course lead to the same
schema. I assume, for example, that it can be justified
within a framework which takes I-rules as the basic
meaning-giving rules and regards E-rules as derived
in some sense. Such conceptions underlie the intui-
tionistic definition of the logical constants as well
as Gentzen's explanation of his natural deduction
rules ([3],p. 189) and Prewitz's 'inversion principle’
([12],pp. 32-%4; see also his further development of
thet principle involved in the notion of 'validity'

La3], [ %3,

4,4, Restrictions imposed on the operator-rules

4.4.1. Restrictions for philosophical reasons.

We consider the rules 4.% to be meaning—fiving rules
& *

2 Waniv o
for an operator S. Therefore we require thabi$ex &pe-

rators occiring in &i(p,l,...,pn) (1 4£1i<m) She—meening
be already given. Hence: All operators occibing

in Ai(pﬂ""’pn) (14i<m) must precede S in .. In
particular, A (p,;,---,P,) must not contain S. (In

the terminology of Prawitz [15] we could say that we
have explicit schemeatic I-rules for a sequence of
operators each of which is dependent only on operators
preoedinéﬁﬁin the sequence. For a more detailed justi-
fication of this condition see Schroeder-Heister [16].)
Furthermore, operator-rules must not contain sentence-

letters. Thaﬂis because we want to leave open the
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possibility of replacing sentence letters of pure

formel logic by sentences of a basic cal-
culus for atomic sentences (e.g. of a Post system);
and the operator-rules should be independent of the

choice of such a basic calculus.

These restrictions do ndfdepend on our special se-
mantic framework based on the concept of 'common
content'. They could be motivated in the same way

for a different semantic framework, e.g. that of

Prawitz [15]. Hence, they belong to what was called the

'general semantic framework' in the introduction.

4.4.2,. Restrictions for technical reasons

We permit z system Ai(pﬂ""’pn) (14i4m) to be
empty only if m=1 (i.ef@%here is only one I-rule)
eand S is O-ary. Therefore, T -operators S are always O-ary
and have S as single I-rule. Moreover, each sententizal
variable P (14 j4n) must occur in at least one
system &i(Pﬂ""'pn) (141i<m). These restrictions
can be made since if &i(pﬂ""'pn) is empty,all
I-rules aj(pq,...,pn)=$>S(pq,...,pn) with j#1i are
deducible. Furthermore, if S is n-—ary with n>0 we
can replace each such empty syétem by P4 =>P4 without
weakening the resulting I-rule. Equally,
for 2 sententiesl variable pj not oceWring in any
&jﬁpq,...,pn) we can adjoin pjﬁppj,e.g.,to
DA(DyyeeesDy)e
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The description of Kn 1is now completed. K, is
assumed +to have basic rules for each operator S
of (L according to schema 4.% and satisfying the

stated restrictions.
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§ 5. Normalization for Kq .

5.1. Principle of noncreativity. Insofar as we consider

our operator-rules to be meaning-determining, we
require them to be noncreative in the following sense:
Let Q. consist of £ operators. Let K_jf',__ (0&eigg) be
the calculus with the vocabulary of K, , but with
operator-rules only for the first i operators of () .
{K%ﬁhaving no operator-rules). Then for all such i:

if 8 is the i-th operator of L and 1| is s
K%;deduction of A from I' , where A and [ do not
contain S, then T can (effectively) be transformed

to a K};q—deduction T'of A from M.

Like 4.4.1 this principle is part of our genersl
semantic framework and is also necessary for
certain other special approaches different from the
one given here. For a more detailed description of
this general semantic framework, including as s
further principle the uniqueness of operators having
equal systems AJCpq,.-.,pn) as premisses of E-rules,

see Schroeder-Heister [16], § 5.

5.2. Parts, subsentences and renk. A further replacement

theorem. The noncreativity result we obtain from a

subsentence-principle which is itéZglf a result of a

normalization proof. For this purpose we define |,
lh.SuLL,q_hm%

subsentences, and the rank of sentences and closed rules\

that

(immediate components of substitution instances of

antecedent rules of I-rules are called subsentences
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of substitution instances of the corresponding succedent
formula, snd that the rank of sentences increases by

application of I-rules.

- - a’“‘ 3
5.2.1. Definitions. B igYiﬁmediate part of A iff

AEES(Aq,...,An) for an operator S and sentences A s y--,

A and B=A; for at least one i (1<£i<n). B is a

n’
part of A iff B=A or B iéeﬁart of an immediate part

of A. B ié%5r0per part of A iff B iégﬁart of A different

from A. B is%art of a closed rule R iff B i8%art

of an immediate component of R.

A
B isVimmediate subsentence of A iff AZS(A;y---,4.)

for an operator 5 and sentences Aq,...,A and B is an

n'.l
immediate component of a system of rules £KA4,...,AH)
such that b(pq,-..,pn)=;S(p1,...,pn) is one of the

8-I-rules. If S is @ T~ or |{-operator, S hes

no immediate subsentence. B isVhubsentence of A iff
B=A or B isV4ubsentence of an immediate subsentence
of A. B is\Bubsentence of a closed rule R or of
a system of closed =rules [ iff B is%ubsentence

of an immediate component of R or [' respectively.

Ban il .
B isVimmediate Knzsubsentence of A iff A=S(hseeeshy)

for sentences Aq,...,An and an operator S belonging

.@z

to the first i 0perafors of ., and B isYimmediate

a’ L)
subsentence of A. B iévgi_wsubsentence of A iff B=A

G, = -
or B ié“ﬁl—subsentence of an immediate Kﬁ:subsentence

of A. B iéeﬁfOper K%_—subsentence of A iff B is e

Ki-subsentence of A not identical with A. B $8VKL
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subsentence of a c¢losed rule R or a system of
closed rules |' iff B iéskéfsubsentence of an immediate

component of R or [ respectively.

The rank of sentences A, closed rules R and systems

of closed rules ™ is defined as follows:

rk(A) = O iff A is a sentence-letter.

rk(A) = 1 iff A igyT;or _|-operator.

rk(A) = max&Erk(B)lB is immediate subsentence of A} + 1
otherwise.

rk(R) = max {rk(B)\B is immediate component of Rl.

rk(i) = max'{rk(B)\B is immediate component of P} .

5.2.2. Remark. The relation 'i§%§ﬁmediate K,-subsentence

of' is wellfounded. The procf by induction up to * i;
essentially based on 4.4.1 and the fact that the system
of antecedent rules of an S-I-rule é(p1""'pn)
:;S(pq,...,pn) must not contain variasbles not occifring
at argument places of S (according to the notational
conventions 2.2). Thus, 'rank' is correctly defined,
and 'subsentence', 'Ki:subsentence‘ and 'rank' are

decidsble.

5.2.3. Lemma. Let S be the i-th operator of (L. Let

A be a system of concrete rules in which S does not

occur. Then S occurs in no Kirsubsentence of A.

Proof. It is sufficient to prove the lemma for sentences
dhe,

by induction on their renk. AsYmain case we have to

consider proper Ki-subsentences B of a sentence

S'(Aq,...,ﬂn) where S' belongs to the first i-1 operators
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of X and Aq,...,An do not contain S. In that case
B i§$k$;subsentence of an immediate K%:subsentence C
of S'(Aq,...,An). By condition 4.4.1 C contains,besides
operators aﬂ:?eady occﬁ&ing in Aq,...,An,at most
some Iof the first i-2 operators of Q.
Hence S does not occur in C, and we€ can apply the

induction hypothesis to C.

5.2.4. Theorem (Replacement of parts). Let sentences A, B

be given. Let CLA] be a sentence containing an occurknce
of A asYpart. Let CIB] be the result of replacing

this occurénce of A in C[AJ by B. If A-{B, then
¢[Al-+—cC[B]. The same holds if we replace the sen-
tence CLA] by 2 closed rule R[AJ.

Proof by induction on rk(C[A]). The most important case is
clA)=S(A,4y.+-,DlA] ..., ) where DIA] contains A as @
part. ngfﬁduction hypothesds D[AJ-4DIB]. Now consider
the premisses &i(p,“...,pn) (142i4m) of the S-I-rules.
We prove that &i(ﬁq,...,Dfﬁ],...,An) -

A;(A y---,DLBl,...,A ). From that we immediately obtain
S(A,‘,...,D[A],...,An)—[k- S(Aq,...,D[B],...,An) by the
S-operator-rules. If DLA] occurs a§$?hmediate component
of A;(A4,...,D0Ad, .. A ) we can apply theorem 3.7.
Otherwise D[A] occurs as a proper part of an immediate
component E[A] of Ai(A,I,...,D[A],...,An). B%duction
hypothesis we have E[A]J-t—E[B] and can apply

theorem 3.7.
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5.%. Normalization. We follow Prawitz [12].

5.3.1. Definitions. The rightmost premiss of an appli-

cation of an E-rule is called'major premiss of that

application. All other premisses are called minor

premisses.

An application of an S-E-rule is said to be redundant
iff 8 is notf%iroperator and the deduction of one of
its minor premisses does not depend on an assumption
discharged by this application of the E-rule. (E.g.,

applications of B-rules of T-operators are redundant.)

subseuence couseculive _&e\‘[;zucf, oceuences of
Segment is a‘_p-[ Agyeaaih (nz;ﬁjﬂgfvﬁ_thread such

th
that (i) A is not/éanclusion of an application of

an E-rule except for an 1-rule, (ii) for.sll J (1< d<n),

Aj iéﬁﬁinor premiss of an applicetion.of an E-rule,

and (iii)_An is not?ﬁinor premiss of an application

of an E-rule. n is called the length of the segment.
Obviously, A1’f"'An are occuﬁ%nces of the same sentence.
The rank of that sentence is also called the rank of

the segment.

A segment is called a maximum segment iff it ends

with the major premiss of an application of an E-rule

and begins (i) with the conclusion of an spplication

- h a;p_p&'m{:iow_f_g:)
of an I-rule or (ii) with the comnclusion ofYan _J-rule.

[ﬁgggLsponding to this distinction we shall speak of segments

=

of the first and of the second kind.

A deduction is seid to be normal iff it contains no maxi-

mum segments and no redundent applications of E-rules.
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Segments are denoted by G%{], G‘é,... «

5.%.2. Lemma. Each Kp-deduction of A from A can be

transformed to a K}L-deduction which contains no redun-

dant applications of E-rules.

5.%3.%5. Theorem Each K_,];_—deduction of A from A can be

transformed to a normal Kji_—deduc’cion of A from A .

Proof. By lemma 5.3.2 we can suppose that the ‘deduction T
under consideration contains no redundant applications of
E-rules. We show that maximum segments can be eliminated
from | by induction on <g,2>

where 57 ’ is the
highest rank of & maximum segment in T and A is
the sum of the lengths of the maximal segments of
of rank ¢ . ¢ (end 2. ) is defined to be
0 if T contains no maximum segment. (Cf. Préwitz f12],
p- 50). Thus the induction basis is trivial. Let 2>0.
We choose in 1| a meximum segment o of rank ¢ .
such that (i) there is no maximum segment of ramnk ¢ |
sbove & in T 2nd (ii) there is no sentence occurknce
nextxto the lowest formula of ¢ which belongs to

or above which stands a maximum segment of renk ¢ .

Case A) ¢ is a maximum segment of the first kind of

length 1. Then it consists of a sentence S(A,I,...,An)

which is/conclusion of an I-rule R,I(p,l,...,pn),...,
d the

Rk(P’I'”'"pn) ‘-%>S(p,.l,...,pn) and.fn'fajor premiss of

an E-rule. This situation may be described as follows:
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-

()R (hyysenyh D) (DURA Ay n b))} A ST e -vogis T30
...... €]5: RO UO T s '
ko n :, (R,](Anls"ﬂAn))g seeee (Rk(A’f""’An))2
: S5-I 53
.......... B iceisansn s e
5-E o - (2)
B

(This shall include the case where S is O-ary.)}
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a,
By‘&—fold application of lemma 3.1 to the deductions
sbove S{A4,...,An) and above the indicated minQF premiss
we obtain a deduction which does not contain this occurrenc
S(Aq,...,An) and which therefore has an induction
value less than T . This is obvious from the choice
of ¢ and from the fact that the construction described
in the proof of lemma %.1 does "not create new maximum
segments of rank equal or greater than ¢ , &s

can easily be seen by an inspection of that proof.

Case B) ¢ is a maximum segment of the second kind

of length 1. Replace

1

>R RN

for a _l.-operator §' (where S(A y-.-,A))

S(Aywe vy

is the maximum segment) by

a
(Rg(Aqyeeesh))n cnvenee (R(h ye0008 )5
S-E ’

1 T

LR R

1

JDasse

where Rq(pq,...,pn),...,Rk(pq,...,pn)=§6(pq,...,pn)
ig one of the S-I-rules, and apply the reduction of

-
case A. If S is Klroperator replace

él él
S A . S cannot be /"T-operator
A

because I is assumed not to contain redundant applications
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of E-rules.

Case C) G‘isgﬁeximum segment of length >“1. Then we
apply a permutative reduction step as described

in Prawitz [12], p. 51.

No reduction step ereates redundant applications

of E-rules.

5.4. Subsentence-theorem. Again, we follow Prawitz [12].

Nevertheless, some complications seem to be necessary
because of the appearance of closed rules of higher

levels as assumptions.

5.4.1. Definitions. A path in a normal deduction T is

a sequence A,,...,A of sentence occurbnces of T iff
(i) A, is a top-sentence of T which is not%"c)mclusion
of an application of en assumption-rule which is
discharged by an application of an E-rule.

(ii) Por all i (1€ i<n), Ai is not?ﬁremiss of an
application of an assumptioﬁ rule which is discharged
by an application of en E-rule and either z) A, is
noéﬁ%;jor premiss of an application of an E-rule and
A;,4 is the sentence immediatgyfelow Asy or b) A;
is%ﬁhjor premiss of an application of an E-rule,and

o ' 7 . R
A is one of the sentence occurénces which areigbn-

i+1

clusion of an assumption rule that is discharged by the
application of the I=rule considered (since_ﬂ is assumed
to be normal such sentence occuf%nces do exist).

(iii) An is?iremiss of an application of an assumption
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rule which is discharged by an applicstion of an
I-rule, or A is the end-sentence of T.

Paths are denoted by w, «'.

A main path or path of order O in a normal deduction
il

T is & path ending with the end-sentence of . A

path that ends with a sentence occurrence placed
immediately above & sentence occurrence which belongs

to a path of order m is of order m+1.

&bseﬂumq;r__) Comseewbive Seulince DCEATTCRS of-
A Aq""’ﬂn (n>1) ofYa peth o in T is called a

minor section of o iff

(1) if A, ié%%%nclusion of an application of an assump-
tion rule, then that rule is of level O (i.e. A, is the
top-sentence of T and « begins with 4,) or that rule

is discharged in W by application of an E-rule;

(i) 4f Al isgéremiss of an application of an assumption
rule, then m ends with AL

(iii) if n>1, then for all i (14€1i<n) Aj is%remiss
of an'application of an assumption rule;

(iv) if n = 1, then ® begins or ends with Aq.

cousecutive seubevee odc“"‘%&&é.ﬁLJ

subsequeuce,
b-'q IA/l'i""lAn (n>‘1) o] a path o in Tr is called a

major section of w iff (i) some minor section of .

ends with A,, (ii) some minor section of 4 begins
with A, and (idi) 90 A (1< i<n) belongs to a

minor section of 7.

An application of an assumption rule R is said to be

immediately absorbed in an application of an assumption

rule R' iff the application of R is discharged by



- 31 =

the application of R'. An application R is absorbed
in an application of R' iff there are applications

of assumption rules Rq,...,R

- such that the appli-

cation of R is immediately absorbed in R4, that of
By 30 Byg

1 for all i<n, that of R, in R'.

5.4,2. Remark. A path 7 containing k major sections

contains k+1 minor sections. So it can be divided up
in the following way where Ni denote minor sections

and H; major sections:

A,I,..‘,A,j,]’..l’qul’..‘,Ajz’II.’Ajé“....’Ajk’I..’Aa‘&,...,An
- H1 R H2 Hk
e — —_—
N N Nesa
N

1 and Nk+1 may have only one member, all other

sections have at least two members.

5.4.3. Lemma. If an application of R is absorbed in

an application of R', then all Ki;subsentences of

R are Ki:subsentences of R'.

5.4.4. Lemma.If an application of an assumption rule

R is discharged by application of a (not necessarily

closed ) rule R', then for each premiss of the appli-
cation of R there is a thread containing that premiss
as well as the conclusion of the application of R and

the conclusion of the application of R'.
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5.4.5. Lemma. Let Ajy...,A De a thread of T . Then

for all i,j . (1<€i< j<n), A; and AJ belong to the same
path or AJ belongs to a path of lower order than

Ai does.

Proof. Define the index of a thread by numbering its
top-formulas in T from left to right. We.prove by in-
duction on {s,j-i» where s is the index of the thread
being consideredf this value is {1,1)> and Aj, A
do not belong to the same path, then Ai is the last

member of a path (since B=1, A, cannot be the major premiss
of an E-rule) and Aj belongs, as it is ; immediately below
such a member, to a path of lower order. If the

induction velue is higher . and if Ajiq and Ay belong

to the same path one cen apply the induction hypothe-

sis to A; ., Aj. If A; is the last member of a path,

Ai+1 belongs to a path of lower order; application

i1 Aj yields the

of the induction hypothesis to A

proposition. If Ay ié%%éjor premiss of an E-rule,

then A; is followed by & sentence A in & path through

Ay such that A belongs to a thread with lower index.
Thus we can apply the induction hypothesis to A, Aj >
considered as members of a thread of lower index.

S5.4.6. Lemma. Let H béeﬁajor section of a2 path in a

normal Kﬁfdeduction T. Let 0%,...,U£ be the sequence
of segments of which H consists. Then there is & ‘'‘minimal‘

segment ' G‘i (14£i<n), such that
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(i) for each § (1£Jj<1i), Gh ié%%ﬁjor premiss of an
B-rule diffevent from L-rules, and 03, 1&¥Kh-sub-
sentence of 03;

(ii) if i#n, O; isfremiss of an I-rule or a l-rule;
(iii) for each j (i< j< n), Gs is&ﬁremiss of an I-rule
and Gﬁ ié?ké;subsentence of GE+1.

. & ; 3
(That a segment 1S/§remlss or conclusion of a rule

means that its last or first member resp. is of that kind.

Proof. By the normalization result, all o which sre
major premisses of E-rules different from._L:rules
precede in H all ' which ere premisses of an I-rule or

a _-rule. Take G}fﬁinthe first ¢° in H which is not a
premiss of an E-rule different from _|-rules; it ful-
fills (i) and (ii). A 0y with i< j<n camnot be & premiss
of a .-rule, since _|-operators have no I-rules and

the,

o’. . cannot bevmajor premiss of an E-rule (because of

J-1
the choice of o) and the normality of ).

6;,...,6& is called the E-part, O, 4y-..,0, the
I-part of H.

5.4.7. Theorem.Let || be a normal Kﬁ;deduction of A

from A . Then each sentence occlring in [ is a

Kj;_—-subsentence of A or A.

Proof. We show that the theorem holds for all paths
in M. Let % be a path as described in 5.4.2. By
Lemma 5.4.6 a8ll sentences of the major sections are

K;:subsentences of Aj or Aj, which are st the same
5 s
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time elements of minor sections. So it suffices to
show: Each sentence occﬁ%ing in a minor section of

T isﬁk%:subsentence of A or A. This is implied by:
(*) Each sentence occifring as?ﬁremiss or conclusion
of an application of an assumption rule R isﬁk%:
subsentence of A or A.

For sentences belonging to a minor section with at
least 2 elements,this follows immediately from clause
(iii) of the definition of 'minor section'. If N,

AL s ol ¥omclusion of aw assumpkion tale Haen
has only one element A, aﬁEYK;'is a T-operator

belonging to the I-part of H, and therefore is a

i
Eq-subsentence of a sentence of N,. If N, , has only
one element A , then A =A or A isﬁﬁremiss of an
application of an assumption rule discharged by an

application of en E-rule.

To prove (*) we have (by lemma 5.4.3) only to consider
the case when an application of R is discharged by an
application of an operator-rule. Furthermore we do
not need to consider the case where R is dis-
charged bj%%bplication of an E-rule and (R)2 belongs
to 9. (For in that case the premisses of the appli-
cation of R end the premisses and conclusions of
applications of rules which are absorbed in the
application of R do not belong to 7 , and (R)2 belongs
to a minor section of T only if (R)2 is%@remisa of

an application of a further assumption rule.) So it

suffices to prove:
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(**) Let R be an assumption rule for which the premisses
and conclusion of an application belong to a minor

section of % and which is discharged by “an application

of an I-rule, or for which the premisses of an application
belong to a minor section of % and which is discharged

by application of an E-rule. Then all K%:subsentences

of R are Kﬁ;subsentences of & end A.

Proof by induction on {o,(k+1)-s> where o is the order
of a, k+1 the number of minor sections of m and Ns
that minor section 10 which the premisses or conclusion
of the application of R belong: - LI iégﬁain path
(i.e. 0=0), then R can be discharged only bgegﬁpli—
cation 0§$f—rule . The case (k+1)-s=0 cannot occur,
for Ny, ,, is the last section of 7, whereas the conclusion
of the I-rule by which R is discharged should,by

lemmas 5.4.4 end 5.4.5,belong to o . If (k+1)-s5>0,

all K%:subsentences of R are Ki:subsentences of the
conclusion B of an application of an I-rule. By lemmas
5.4.4, 5.4,5 and 5.4.6, B belongs to the I-part of

a major section of 7 and is, thererorefbkg:subsentence
of a sentence belonging to a minor section N: Wwith
s'>8. So we can apply the induction hypothesis.

If 7 is of order o>0 and R is discharged bﬁeziplicatien
of an I-rule, we .can argue as above, sadding

that if the I-rule by which R is discharged does not
belong to o it.belongs to a path of lower order. If

R is discharged by\a%i)plication of an E-rule, the con-
clusionL(R)2 of this application belongs to a path

7' of order o-1 and succeeds in 7' a major premiss
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B of that E-rule, such that all Eﬁ;subsentences
of R are Kﬁ:subsentences of B. So We can apply

the induction hypothesis.

5.4.8. Corollary (Principle of noncreativity) For all

i>0: Each K_J{,;-deduction T of A from A ,where A and
A do not contain the i-th operator S .Of .,can

i-1

be transformed to a K -deduction T' of A from A .

Proof. Let T' be a normal Kai-deduction. By theorem
5.4.7 Tr' contains only K&:subsenﬁences of A and A .
By lemma 5.2.% 8 does not occur in Tf'. Thus, T ' can be

considered to be =a K};qwdeduction.

5.4.9. Remark. If we take basic calculi for atomic

sentences into consideration, theorem 5.4.7 would
hold when 'atomic sentence' is substituted for '
‘sentence’'. 5.4.8 would then yield in particular
the conservativeness of operator rules over arbi-

trary basic calculi.
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§ 6. Completeness of {A,v ,—>,AS.

Now we consider the standerd operators of intuitionistic
sentential logic: A,v ,->, A . As usual we write
(p4AaDPs)y (PyVvPy)y (Dy—>D,) instead of A(p,yDy),
v(p,],pe), -—)(pq,pg) and omit outer brackets. Let K‘i’

be the calculus in the sense of § 2 whose formulas

are built up by use of a,v ,~», A and whose operator
rules are as described in 6.1. Let Ky o Dbe the
calculus basedon the sequence of operators beginning
with AsVY y=>,A and continuing with the opera-
tors of X} . The operator-rules for aA,v,->,A

satisfy the restrictions 4.4.

6.1. Operator-rules for the standard operators. The

I-rules for aA,v ,~> are as usual: p,],pa,-.%(p,I .«\pz).

Pq '—'>(P-1 A Pg) end Ps "—'}(Pq Vpe)- Pqépeé(]?q "3P2)-

The corresponding E-rules determined by our schema.

4.3 are: P ,Po=>D;(PgAPo)SP- P4=>P3D,=P3(D4 v D,) 3D,

p1=->pz-_'g>p;(p1—a>p2)§‘—7‘>p. The v-i—-rule is as usual. The

A= and. ->-E-rules can easily\%/een to be equivalent

to  the usual E-rules (p,a Py)=%p, and (pya Dy)=>DoH,

pq,(pq-apz):}pa. Therefore, when we speak of A-E or

~>-E we will often mean these usual rules. A is

a _L-operator without I-rules and the absurdity rule
A the

A =p-asVE-rule. Sincévéssociative laws can easily be

proved we will omit brackets in iterated conjunctions

and disjunctions.
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6.2. Definition. With each system A of K‘f_ﬂ_ ~rules

we associate a K.i,n_-i‘ormula A*:

A*:= A if A is enmpty.

NELEX if A is a formulsas X.

A*: = ((R,l“n ...ern*)-—H{) if AN is a rule R,l,....Rn:}X.
A¥: = (R,]* A & ARH*) if A is a system R'l""’Rn'
6.%3. Lemma. For each K\i,_n_-rule R and each substitu-

tion S R*P = RP*,

6.4, Temma. Let A be a nonempty system of closed

K o -rules. Then A?}-— A%
Yo

Proof by induction on the complexity of A.

6.5. Definition.A YW-formula is a formula containing

no sentence letters and no operators besides A,v ,~», A .

6.6. Lemma. Let S be a n-ary operator of £ the

premisses of whose I-rules do not contain any operator.

Then there is a Y ~formula F(Pq""ﬂpn) such that
S(Phy=-=sDy) &> F(pgyr---sPp)

is deducible in K¢ -

Proof. If S is e .~-operator, let ¥ be A. Obviously
A= s. If 8 is @ T-operator, let F be A—>A.
Obviously A-> A - S. In sll other cases the ante-
cedent rules Ai(P’I""’pn) (141i4m) of I-rules of
S are nonempty. Define F(P’i"‘°'Pn) to be
(Bg(DaserssDg))* Varev (Dy(DysesesDy))*. By using
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lemmas 6.3, 6.4, and operator-rules for S and v it
is easy to show that for all Ky g-sentences Agyecns
An:
S(ﬂq*"'sﬁn)“#*' (ﬁq(ﬂq,-..,An))*~e...v (Am(Aﬂ""'An))*'
g 401

6.7. Theorem. For each n-ary operator S of QO there

is a Y-formula F(p,‘,...,pn) such that

S(qu"-spn) <=>F(an---,1)n)
is deducible in Kﬁkn:

Proof. Since lemma 6.6 can be applied if S is the

first operator of . , it suffices to prove:

If for each operator S' preceding S in (). the state-
ment is valid, then it is valid for S. Let A;(pqy---3Pp)
(1<idm) be the premisses of I-rules of S. By our hypo-
theses and by successive application of our replacement
theorems (beginning with innermost formulas) we obtain
systems &i(p1,...,pn) (141i4m) which contain at most
A,v,>,A as operators. As in the proof of lemms

6.6 we then can show that we cen choose

(AJI(Pqi"*ﬁpn))*V'--V(Aﬁl(pt]g-'-gpn>)* to be our
F(pqa'°-1pn)v
6.8. Corollary. Let R be a closed KYJL‘rU1e' Then

there is a2 Xy =-rule R' such that R} RY
LS

Proof. Theorem 6.7 and replacement theorems.

6.9. Lemma. Let R,,...,R, be closed Kq-rules, A s

K,-sentence. Then there are Kﬂfmrules R&,...,Rﬁ



and Kﬁf—santence A' such that

Rq,...,Rn}E A iff R,'],.-.,R]HI—{— AY .

<L : d

Proof. By corollaries 6.8 and 5.4.8 we have (since
Ryy---3R yA do not contain Ay =>4 A )

Rq,...,Rn[E;LA %% e R%'...’RB}E;SL A'. By corollary 5.4.8
we obtain the desired result, since Rﬁ,...,Rﬁ,A'

contain at most A,v ,>,.A as operators.

6.10. Definition. Let I be the calculus K% with the

following restrictions: (i) the —>-E-rule has the
usual form of modus ponens, (ii) only closed rules

of level O (i.e. sentences) may be used as assumptions.
We can think of I as the sentential logical part of
intuitionistic natural deduction systems as stated

e.g. in Gentzen [3] and Prawitz [12].

6.11. Theorem. For ell closed Ky -rules Rq""an

and Kﬂf—sentences Az
Rq,...,Rn}k A iff Hq*,...,Rn*fE A*,

Y
(* as in definition 6.2.)

Proof.(i) 'only if': Induction on the length of
K&fdeductions'ﬁ (i.e. the number of its sentence
occuggnces). The case where 11 has length 1 is obvious.
If T is of length >1 and ends with an application of

an operator rule, then by a remark in 6.1 we can

assume that Kgf uses modus ponens as ->-E-rule. Hence

by our induction hypothesis we immediatelytébtain a corres-—

ponding deduction in. I since I then has the same
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operator rules as Ky . If T ends with the application
of an assumption rule R; (1<2i4n) of level 21, then
we have for each antecedent rule Ri of R; a deduction
of (Ri)2 from (Ri)ﬂ (and perhaps further premisses).
By the induction hypothesis and A-E we have deductions
in I of (Ri)z* from (Ri)q* snd therefore of
(Ri)q*—}(ﬁi)g* , that is Ri*. From the Ri* and Ri‘ we
obtain by A-I and ->-E the desired deduction in I.
(ii) 'if': From remark 6.1 on the equivalence of the

>-E-rule with modus ponens and lemma 6.4.

6.12. Corollary. For all I-sentences A,I,...,An,A:

.A - .A. i - A A-
1, 1 n}:_I‘A lff A’l’ L] nfg\j:

6.13. Theorem. Let R'I'“"Hn be closed Kg-rules, A 8

Kn-sentence. Then there are I-sentences Rf;,...,Rg,Ao
such that

. o} o 0
Rq’-‘.’RnF_' A. lff Rq’-.-’RnFA -
- I

Proof. Lemma 6.9 and theorem 6.11.

Since 8ll our existence claims are effective, we have
an imbedding C of Ky, in I. Thus, I is strong enough

to express everything that can be expressed in Kj .

6.14. Remark. {A,v ,>,A> is not the only complete

system of operators, but the most usual one. (And it
has been the rules for these special operators that
we wanted to treat in a uniform semantic framework;see §1.)
For instance, the system <o, ADwith the 3-place ope-

rator o having as I-rules p,=$D,;Po=P4 ':-—;‘-‘>0(P1a92$P3)
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and p3=§o(p1,p2,p5) is complete. For we can define
p,¢>p,V18 o(p,,Pp, A) and p v p, via o( Ae> A,p,q505).
Vie y and <> we can define A and —> . (See Hendry (4 ]

who shows that there does not exist a single binary operato:

which is complete.)

6.15. Comparison with similsr conceptions.Zucker and

Tragesser [18] propose a so-called 'inferential

logic' based on the thesis of the primacy of I-rules
for a theory of mesning. Concerning the E-rules

(which is the most important case), they give a

schema for operators ha;ing at most one I-rule. Operators
with more than one E-rule (e.g. the operator o from
6.14) are treated by the remark that they are defi-
nable from {A,V ,-»,AS. This definability cleim is
not quite clear since it is hasedbnly on the implicit
assumption that when an operator is given by more
than one I-rule we obtain the meaning of the operator
in terms of A,v ,~,A by forming the disjunction

of the mesnings of the antecedents of I-rules in
terms of A,V ,~>,N. A theorem of the kind 6.7

is not provable within Zucker and Tragesser's

framework.

In contrast to Zucker and Tragesser, Prawitz [15] provides
a schema for E-rules which is also for operators with more
then one I-rule. Thus he is sble to prove formally

a result similar to 6.7. His special semantic framework

developed within a theory of argumentation differs



- -

from that of Zucker and Tragesser, and from the one
given here , particularly in his justification of
E-rules (ef. 4.%.2). Prawitz uses ~> as ‘&~ basic sign
in his general scheme for E-rules, thus presupposing

a concept of implication. Due to the fact that our
closéd rules can be considered to be a kind of
implications (cf. 2.4.2), our definition of caleculi
with closed rules zs assumptions can be understood
as an explication of a basic concept of implication.
By this interpretation our scheme 4.3 is closely

related to Prawitz' one.

Kutschera [ 7] uses a kind of calculus of sequents
instead of a natural deéuction formulation. Further-
more he allows iteration to the right of rule errows,
thus permitting (in our terminology) closed rules

as conclusions of applications of rules. In spite of
these differences in the explanation of the =>-con-
éept, it can be shown that a sequent A =R is
provable in Kutschera's system iff (R)2 is deducible
from & end (R), in our system, where all iterations
to the right of = within A and R are understood as
abbreviations in the sense of definition 2.4.3.

From this point of view Kutschera's scheme for opera-
tor rules is essentially the same as ours. Apart from
the fact that he takes negation ~— as a basic opera-
tor and has a thinning-rule for sequents with empty
succedent formula, his completeness proof has nearly

the strength of lemma 6.6.
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§ 7. Other logical systems. The proposedspecial semantic

framework based on the concept of 'common content’
and the scheme 4.% for operator rules leads (accor-
ding to our intention) immediately to intuitionistic
sentential logic. If one has philosophical difficul-
ties in admifting Jl~operators or equivalently

in. applying the concept of common content to an
empty sequence of systems of rules, one obtains
only positive logic, i.e. I without A as Yprimitive
sign and without A=>p a§¢ﬁasic rule (cf. Schroeder-
Heister (416]). There is no hope of ebtaining minimal
logic within thaet fremework, i.e. I without A=p
asagasic rule but with A as?ﬁrimitive sign, because
an operator without any rules has to be considered to
be a meaningless operator and is therefore not

permitted.

The only way we see to develop a2 special semantic
framework (within the same general framework
according to which logic is based on rules)

for other logical systems such as minimal and
classical logic is to introduce the denial ~A of
a sentence A besides its assertion and to construct
calculi with refutation-rules, i.e. rules which
govern the denials of sentences. ~ would then be
a sign occi%ing always in outermost position and
must therefore not be iterated. The negation —A
of a sentence as a sengé%a operator would be reduced

to the denial ~vA. But this method (carried out e.g. in
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Carnap [ 1], Curry [ 2], Kutschera [ 8], Schroeder-
Heister [16]) brings with it a lot of difficulties,
at least for an interpretetion of classical logic:

On the one hand, the known systems of operator-rules
containing refutation rules for operators lead to
systems like that of constructible falsity (Nelson
£11]), but not to classical logic. On the other hand,
refutation rules which are not.part of operator rules
(such as classical reductio rquf;p2;rvp1ﬁ;~p2:$>pq)
modify the general semantic framework and require
philosophical justification. No argument in favour
of a classical concept of refutation offered for
discussion up to now seems to be as convincing

as the simple and evident intuitionistic way, which
does not deal with the concept of refutation at all.
and considers _|~operators having the 'ex falso
quodlibet' agggingle basic rule. From the standpoint
that rules are the basis for the interpretation of
the logical connectives in the sense indicated here,

ave to

preference seem?ﬁzgkgglgiven to intuitionistic logiec.
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