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Résumé vii

ETUDE DU COMPROMIS PRECISION STATISTIQUE-TEMPS DE CALCUL
Résumé

Dans le contexte actuel, il est nécessaire de concevoir des algorithmes capables de traiter des données
volumineuses en un minimum de temps de calcul. Par exemple, la programmation dynamique appliquée
au probléme de détection de ruptures ne permet pas de traiter rapidement des données ayant une taille
d’échantillon supérieure a 10® pour des modéles complexes. Les algorithmes itératifs fournissent une
famille ordonnée d’estimateurs indexée par le nombre d’itérations. Dans cette thése, nous avons étudié
statistiquement cette famille d’estimateurs afin de sélectionner un estimateur ayant de bonnes performances
statistiques et peu colteux en temps de calcul. Pour cela, nous avons suivi 'approche utilisant les régles
d’arrét pour proposer un tel estimateur dans le cadre du probléme de détection de ruptures dans la
distribution et le probléme de régression linéaire. Il est d’usage de faire un grand nombre d’itérations pour
calculer un estimateur usuel. Une régle d’arrét est l’itération a laquelle nous stoppons l’algorithme afin de
limiter le phénomeéne de surapprentissage dont souffre ces estimateurs usuels. En stoppant l’algorithme
plus tot, les regles d’arrét permettent aussi d’économiser du temps de calcul. Lorsque le budget de temps est
limité, il se peut que nous n’ayons pas le temps d’itérer jusqu’a la régle d’arrét. Dans ce contexte, nous avons
étudié le choix optimal du nombre d’itérations et de la taille d’échantillon pour atteindre une précision
statistique optimale. Des simulations ont mis en évidence un compromis entre le nombre d’itérations et la
taille d’échantillon pour atteindre une précision statistique optimale & budget de temps limité.

Mots clés : algorithme itératif, regle d’arrét, détection de ruptures, régression linéaire, estimateur sous
contrainte de temps

Abstract

In the current context, we need to develop algorithms which are able to treat voluminous data with a short
computation time. For instance, the dynamic programming applied to the change-point detection problem
in the distribution can not treat quickly data with a sample size greater than 10° for complex models.
The iterative algorithms provide an ordered family of estimators indexed by the number of iterations. In
this thesis, we have studied statistically this family of estimators in oder to select one of them with good
statistics performance and a low computation cost. To this end, we have followed the approach using the
stopping rules to suggest an estimator within the framework of the change-point detection problem in
the distribution and the linear regression problem. We use to do a lot of iterations to compute an usual
estimator. A stopping rule is the iteration to which we stop the algorithm in oder to limit overfitting whose
some usual estimators suffer from. By stopping the algorithm earlier, the stopping rules enable also to save
computation time. Under time constraint, we may have no time to iterate until the stopping rule. In this
context, we have studied the optimal choice of the number of iterations and the sample size to reach an
optimal accuracy. Simulations highlight the trade-off between the number of iterations and the sample size
in order to reach an optimal accuracy under time constraint.

Keywords: iterative algorithm, stopping rule, change-point detection, linear regression, estimate under
time constraint

Laboratoire Paul Painlevé
CNRS UM.R. 8524 — 59655 Villeneuve d’Ascq Cedex — France
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Introduction

Grace a la capacité de calcul grandissante des ordinateurs, les données sont de plus en plus
volumineuses. Par exemple, en biologie, dans I’étude des variations du nombre de copies d’ADN
le long du génome, la taille des échantillons est typiquement de 7 = 10°-10° (BLEAKLEY et VERT
2011). Dans ce contexte, il est nécessaire de concevoir des algorithmes itératifs capables de
traiter des données volumineuses en un minimum de temps de calcul. Pour 'exemple cité ci -
dessus, la programmation dynamique appliquée au probléme de détection de ruptures dans la
distribution permet de traiter des échantillons de taille 7 = 10° car elle a une complexité en temps
quadratique en n (CeLrissk et al.|2016). Ce probléme souléve la question de mieux comprendre
le lien entre précision statistique et temps de calcul des estimateurs issus de ces algorithmes.
En statistique, les algorithmes itératifs sont souvent appliqués au risque empirique, critére qui
posseéde des propriétés asymptotiques. Ces algorithmes itératifs fournissent ainsi une famille
ordonnée d’estimateurs qui sont des bons candidats parmi I'ensemble des estimateurs possibles.
Dans cette thése, on étudie statistiquement ces estimateurs afin d’obtenir un estimateur ayant a
la fois de bonnes performances statistiques et peu cotiteux en temps de calcul. Pour étudier le
lien entre précision statistique et temps de calcul, la problématique est de savoir :

1. Quel temps de calcul est-il nécessaire pour obtenir une précision prescrite a distance finie
(i.e. lorsque la taille des échantillons # est finie) ? Il s’agit de sélectionner un estimateur
parmi cette famille d’estimateurs ayant une précision statistique prescrite si nous dispo-
sons d’un budget de temps illimité. Nous proposons un tel estimateur dans les chapitres
et 3] dans le probléme de détection de ruptures dans la distribution et le probléeme
de régression linéaire respectivement. Il est a noter que I’on réalise de la sélection de
modele dans le cadre du probléme de détection de ruptures dans la distribution car la
vraie segmentation est un ensemble discret tandis que, pour le probléme de régression
linéaire, on estime un parameétre continu.

2. Quelle taille d’échantillon n garantit une précision prescrite a budget de temps fixé ? Il
s’agit de déterminer la taille d’échantillon 7 a utiliser pour obtenir le meilleur estimateur
parmi une famille d’estimateurs a budget de temps fixé. Nous n’avons pas abordé cette
question dans cette thése. Nous avons choisi de nous concentrer sur la troisieme question
ou nous cherchons, en plus du choix de n, a déterminer le nombre d’itérations ¢ de
l'algorithme afin de controler a la fois la complexité en mémoire (quantifiée par n) et la
complexité en temps (quantifiée par ¢ et n).

3. Quel est le choix du couple (t,71) garantissant une précision optimale a budget de temps
fixé? Le but est de fournir des recommandations a ’utilisateur pour obtenir le meilleur
estimateur d’une quantité d’intérét 0" a budget temps fixé. Il est donc notamment utile de
connaitre le nombre d’itérations ¢ et la longueur des échantillons 1’ optimaux garantissant
une précision statistique optimale a budget de temps fixé. Nous avons abordé cette
question dans le chapitre[4|dans le cas simple du probléme de régression linéaire.

© 2018 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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2 Introduction

Concernant la premiére question, il est d’usage de faire un grand nombre d’itérations d’un algo-
rithme itératif pour obtenir un estimateur ayant de bonnes propriétés statistiques. Néanmoins,
si on réalise un trop grand nombre d’itérations, on engendre un cotit en temps de calcul plus
important. De plus, cela détériore parfois la précision statistique a cause du phénomene de
surapprentissage. Par exemple, ce phénomene est illustré dans le cas de la régression (Raskurr,
WAaINWRIGHT et YU |2014); BLancHARD, HOFFMANN et RE1ss|2016). Il est donc utile de stopper plus
tot I'algorithme pour réduire le temps de calcul et améliorer la précision statistique de l’esti-
mateur obtenu. Ceci peut étre fait grace a des regles d’arréts. En plus de limiter le phénomeéne
de surapprentissage, les régles d’arréts permettent de controler le biais de I'estimateur car elles
traduisent un compromis biais-variance. En effet, les regles d’arrét ont souvent pour but de
stopper des algorithmes minimisant le risque empirique : si on stoppe trop tot ’algorithme, le
biais de l'estimateur est élevé, si on stoppe trop tard l’algorithme, la variance de l'estimateur
est trop grande. La figure[T]illustre la remarque précédente pour un algorithme de descente de
gradient a pas fixe @ appliqué aux moindres carrés dans le cadre du probleme de régression
linéaire. Cet algorithme de descente de gradient fournit une famille d’estimateur {é(t)}teN dela
quantité d’intérét 6* définie par

Y =X0"+e¢,

ou Y € R" est la variable a expliquer, X € M, ;(R) a pour i¢ligne les réalisations des d variables ex-
plicatives associées au i¢ individu, € € R" est un terme d’erreur. La figure [I|représente I’évolution
de l'erreur de prédiction en fonction du nombre d’itérations . On observe que l'estimateur le plus
proche de Y = X6" ne se situe ni lorsque le nombre d’itérations t est grand ni lorsque t est petit.
Cette observation a suggéré d’utiliser les régles d’arrét pour estimer +* = argminteN%HY(t) - Y*”%,n
(Y =x61; ||||%n est la norme Euclidienne sur R"). De plus, la propriété montre que, avec
grande probabilité, pour n suffisamment grand, t* est de 'ordre de log(n) car t* est encadré par
deux fonctions équivalentes a log(rn) & une constante pres lorsque # tend vers +co. Ainsi, la regle
d’arrét qui estime t* aura tendance a étre de l'ordre de log(rn). Donc lorsque n augmente, le temps
de calcul de 'estimateur obtenu par la regle d’arrét augmentera lentement.

D’autres méthodes statistiques telles que la régularisation (e.g. la régression ridge) permettent
de limiter le phénomeéne de surapprentissage. Raskurrti, WAINWRIGHT et YU 2014 ont illustré un
lien entre le parameétre de régularisation A et l'itération t de ’algorithme de descente de gradient
présenté ci-dessus. De plus, ils ont montré que le choix du paramétre de régularisation A peut se
faire au moyen d’une regle d’arrét et que ce choix posséde des propriétés caractéristiques des
regles d’arrét (cf. proposition 5 Raskurri, WAINWRIGHT et Yu|2014).

Le plan du manuscrit est le suivant :
Le chapitre[T]est consacré a I’état de l'art sur les algorithmes d’optimisation itératifs et des regles
d’arréts associées. Leurs performances statistiques et leurs complexités en temps sont détaillées
en vue de les comparer aux algorithmes étudiés pendant cette thése.

Le chapitre[2]et le chapitre 3| présentent les algorithmes d’optimisation itératifs associés a
des regles d’arrét étudiées pendant cette thése. Le chapitre 2| traite d’'une méthode basée sur
la segmentation binaire a noyau avec régle d’arrét dans le cadre du probleme de détection de
ruptures dans la distribution. Le chapitre [3]expose une méthode basée sur un algorithme de
descente de gradient dans le cadre du probleme de régression linéaire.

Le chapitre |4 présente, sur des résultats numériques, ’évolution de t et n" en fonction
du budget de temps pour un algorithme de descente de gradient dans le cas du probléeme de
régression linéaire.

© 2018 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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Introduction 3

Pourd= 20,n= 30, a= 0.01
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Ficure 1 — Erreur de prédiction %HY“) - Y*||§,n en fonction de l'itération t pour n = 30, d = 20.
”'”%,n est la norme Euclidienne sur R"; Y() = X0 et Y* = X6*; t* = argminteN{%HY(t) - Y*||§’n};
a =0.01.

Finalement, on termine par un chapitre de conclusion ouvrant les perspectives au travail
effectué pendant cette these.
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Chapitre

Etat de l’art

Dans ce chapitre, nous présentons des algorithmes itératifs utilisant des regles d’arréts dans
le cadre des problémes étudiés dans cette thése : le probléeme de détection de ruptures dans la
distribution et le probléeme de régression linéaire. Ces probléemes se distinguent notamment du
point de vue de 'estimation de la quantité d’intérét qui est discréte pour le probléme de détection
de ruptures (liste de vrais instants de ruptures) et continue dans le cadre de la régression. Puis,
nous détaillons les performances statistiques et en temps de calcul des estimateurs issus de ces
algorithmes.

1.1 Algorithmes d’optimisation itératifs

Dans cette partie, nous présentons dans un premier temps les notations utilisées pour dési-
gner la quantité d’intérét 6" que l'on cherche a estimer, l’estimateur pour une taille d’échantillon
;A4 5 5 . ,
nnoté 6;, " = fo) = 0 obtenu grace a 'algorithme A a I'itération ¢ (si il n’y a pas d’ambiguité
concernant la dépendance de I'estimateur en # et en l’algorithme A) et I'estimateur du risque
empirique 0,,.

Nous cherchons a estimer une quantité d’intérét notée 6* définie comme le point de minimum
global d’une fonction C(0) sur un ensemble O :

0" = argmin C(0).
0€0

Par exemple, dans le cadre du modéle linéaire , © =4, 1a fonction a optimiser C(0) est la
perte définie par C(6) = E.[(v — xT6)?] (on intégre par rapport a la loi de probabilité de €) ot
xeRY, Y= xTO* + € avec € € R est un terme d’erreur centré et de variance 2.

Pour estimer 6%, nous cherchons a optimiser le risque empirique C,, plutot que C car la fonc-
tion C dépend souvent de lois de probabilités qui sont inconnues. Nous définissons l’estimateur
du risque empirique 6, comme le point de minimum global du risque empirique C,(6) sur
I'ensemble © :

0, = arg min C,,(0).
0cO

© 2018 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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Deux cas peuvent se produire. Dans le premier cas, le point de minimum global de C, a
une formule explicite. Par exemple, pour le modéle linéaire (1.9), pour le risque empirique
C,(0)= % (Y —XiTG)z, l’estimateur 6,, a une formule explicite si rg(X) = d. Dans le deuxieme
cas, nous ne disposons pas de formules explicites de 0, et nous utilisons un algorithme itératif
pour l'approcher. Nous définissons une famille d’estimateurs {é(t)}teN ot ) est I'estimateur
obtenu par l'algorithme itératif a l’itération ¢ appliqué au risque empirique C,(60). Il s’agit
ensuite de choisir l'itération a laquelle stopper I’algorithme itératif : ce choix peut étre fait au
moyen de regles d’arrét. Une regle d’arrét correspond a l'itération a laquelle il faut stopper
un algorithme itératif. Les régles d’arréts peuvent dépendre uniquement des données ou de
constantes a calibrer. Nous verrons, au chapitre[2} que la calibration de ces constantes influence
la performance statistique de l’estimateur obtenu.

1.2 Détection de ruptures dans la distribution

1.2.1 Rappels sur les espaces a noyau

Dans cette partie, nous faisons quelques rappels de résultats sur espaces a noyau reproduisant.
Ces résultats sont utilisés dans les chapitres[I]|et[2| qui abordent le probléme de détection de
ruptures dans la distribution en utilisant les noyaux. Ces résultats sont aussi utilisés dans le
chapitre [3|dans 'approche étudiée (Raskurti, WAINWRIGHT et YU |2014) pour fournir une régle
d’arrét associée a un algorithme de descente de gradient.

Espaces a noyau reproduisant

Nous donnons la définition d’un espace a noyau reproduisant (RKHS en anglais) utilisé
notamment dans le probléme de détection de ruptures dans la distribution pour recoder les
observations initiales.

Definition 1.2.1 (RKHS). Soit X’ un ensemble quelconque et k: X x X — R.

Soit (H,{.,.)y) un espace de Hilbert de fonctions (H cRY ), k est appelé un noyau reproduisant si :
(a) YVx € X, ky = k(x,.) appartient a H.
(b) VfeH, Vxe X,

f(x) =(f, ky)y (propriété de reproduisance) .

Si un noyau reproduisant k existe, alors H est appelé un Espace de Hilbert d Noyau Reproduisant
(RKHS en anglais) de noyau reproduisant k (ScHoLkoOPF et Alexander J. Smora [2001; Tsupa et
ScHOLKOPF |2004).

Pour vérifier qu’un espace de Hilbert H c RY est un RKHS, nous disposons de la caractérisa-
tion fournie par le théoreme suivant.

Théoréme 1.2.1. Lespace de Hilbert H C RY est un RKHS de noyau reproduisant k si et seulement si
Vxe X,

R

F, : H -
fo= f®

est continue sur H.
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Démonstration. Si 'H est un RKHS de noyau reproduisant k, alors, d’apres la propriété de repro-
duisance, Vf e H,Vxe X,

|Ex ()1 =1f ()]

=[(f kol
<l Ilkxllyy (d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz)

< f Ml Vk (x, x).

Dong, Vx € X, F, est continue sur H.

SiVx € X, F, est continue sur H. Comme (H,(.,.)3;) est un espace de Hilbert et F, est une
forme linéaire continue sur H donc d’apres le théoréme de Représentation de Riesz, 3!g, €
H, Vf eH, Fu(f)=(f, g )n- Ainsila fonction k définie par Vx,v € X, k(x,v) = g,(y) est un noyau
reproduisant. Donc H est un RKHS de noyau reproduisant k.

O

Existence de RKHS

Apres avoir défini les RKHS, nous présentons le théoreme de Moore - Aronszajn (ARONSZAJN
1950) utilisé dans la pratique pour montrer I'existence d'un RKHS H de noyau k a la condition
que k est un noyau semi - défini positif.

Definition 1.2.2 (noyau symétrique et semi - défini positif). Soit k: X x X — R. k est un noyau
symeétrique et semi - défini positif si

(a) Vx,y e X, k(x,v) =k(y, x).

(b) Y(ay,...,a,) €eR", Y(xq,...,x,) € X",

non
aia]-k(xi,x]-) > 0.

i=1 j=1

Exemple 1.2.1. Les noyaux suivants sont symétriques et semi - définis positifs :
— X =R%. Le noyau linéaire kg” est défini par Vx,y € R, kg”(x,y) = (X, V)pd.
— X = R% Le noyau polynomial d’ordre p > 1 kgﬁy est défini par Vx,p € RY, kgiﬁy(x,y) =

(144X, )pra)P.

— X =R Le noyau gaussien k}fd de paramétre h > 0 est défini par Vx,p € RY, k}?(x,y) =
exp(—||x—y||§'d/(2h2)) avec Vx € RY, ||x||§d = Z?:l xl-z.

— X =R" Le noyau de Laplace khL!d de paramétre h > 0 est défini par Vx,p € RY, kﬁ(x,y) =
exp(—{lx = pllz,a/(21?)).

Nous rappelons le théoréeme de Moore - Aronszajn et nous donnons des éléments de la preuve
de ce théoreme.

Théoreme 1.2.2 (Théoréeme de Moore - Aronszajn). Si k est noyau symétrique et défini positif alors
il existe un unique RKHS H de noyau reproduisant k.

Démonstration. La preuve se décompose en plusieurs étapes. Il s’agit de démontrer que H, =
vect({k(x,.)}xex) est un espace préhilbertien muni du produit scalaire (.,.)3;,. On montre en-
suite que tout suite de Cauchy de H; converge simplement. Nous rappellerons la preuve des
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propositions énoncées ci-dessus. On définit ensuite H par :
H= {f € RY : A{f,},.eny suite de Cauchy convergeant simplement vers f}

Le reste de la preuve consiste a montrer que H est un RKHS de noyau reproduisant k. Des
éléments de preuves des propositions énoncées ci-dessous sont disponibles dans (BERLINET et
THOMAS-AGNAN |2004). Pour cela, on montre que l'on peut définir sur H le produit scalaire (.,.)3
par,Vf,geH,

8= Tim (g,

ou {f}nen € HISI et {9} nen € HISI sont les suites de Cauchy associées a f et g. On peut ensuite

montrer que H, est dense dans M (i.e. Hy = H). Puis, on peut montrer que M est complet.
(H,{.,.)n) est donc un espace de Hilbert car (H,(.,.)3;) est un espace préhilbertien complet. Enfin,
on peut montrer que H vérifie la propriété de reproduisance et Vx € X, k, = k(x,.) € H (car
k. € Hy C Hy = H). Donc H est un RKHS de noyau reproduisant k.

On montre d’abord que H, est un espace préhilbertien muni du produit scalaire, ¥ f, g € H,,

(fr8m, = ii“ibjk(xif}’j)r

i=1 j=1

ou f =) ak,etg=)", bjky..

On montre tout d’abord que (.,.)3;, est un produit scalaire. Comme k est un noyau symétrique
et semi - défini positif, il est clair que (.,.)y, est une forme bilinéaire symétrique dont la forme
quadratique est positive. Il reste a montrer que (f, f ), = 0 = f = 0. Comme (.,.)3;, est une
forme bilinéaire symétrique dont la forme quadratique est positive donc, d’aprés l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, Vx € X,

LF) 1= |<F ok, |
< Vk(xx)Jf fr, = 0

=>Vxedk, f(x)=0.

Ainsi (.,.)y, est un produit scalaire.

Soit {f,,} ey une suite de Cauchy de H, on montre que Vx € X, {f,(x)},en est une suite de
Cauchy de (R,|.|). En effet, d’apres la propriété de reproduisance, Vx € X :

| fu(%) = fin () = | = o ki) |
<lfu = fullyg, VE(x, ).

Donc Vx € X, {f,(x)},en est une suite de Cauchy de (R,|.|) qui est complet donc If € RY, Vx €
X, Tim_f,(x) = f(x) O

Intérét pratique des noyaux

Astuce du noyau Si H est un RKHS de noyau reproduisant k alors, d’aprés la propriété
de reproduisance et le fait que Vx € X, k, € H, on obtient Y(x,v) € X2, k(x,v) = (kx,ky)H.
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Cette derniére est souvent appelée “kernel trick” ou “astuce du noyau”. Si nous disposons de
n observations xy,...,x, € X alors toute procédure ne dépendant que de la connaissance des
<kx,-ikx]->H peut s’écrire avec la matrice de Gram K définie par

K= X .
[k(x1,x]) ](i,j)elll,n]]z
Par exemple, dans le Chapitre nous utilisons Yslfe € H pour déterminer si un instant de ruptures

candidats est un instant de ruptures estimé ou non. Yslfe € H est définie, pour b € [[s,e— 1]
(1<s<e<mn),

Y= —s+1 Z S+1 ZY”

=b+1

ou Vi€ [s,e]l, Y; = kx,; Xy, = {Xy,..., X} un échantillon de variables aléatoires i.i.d. (indépen-
dantes et identiquement distribuées); T = e—s+ 1. Ainsi, ||Yslfe||H peut étre calculé uniquement
grace a la matrice de Gram K.

Noyaux caractéristiques Nous présentons dans cette partie les noyaux caractéristiques
R 7’ 7’ . . . 7 . 4 A . e, 7
utilisés pour déterminer si deux variables aléatoires X et X ont méme loi de probabilité.

Definition 1.2.3 (élément moyen d’une variable aléatoire). Soit (X, B) un espace mesurable et X
une variable aléatoire définie sur (X, B). Si Ex._p[k(X, X)] < +oo, alors I'élément moyen de X (noté my)
est défini comme 'unique élément de H tel que ¥V f € H, (mx, f )3 = E[f(X)] = E[{f, kx )] (Fukumizu
et al.[2007).

Definition 1.2.4 (Noyau caractéristique). Soit (X, B) un espace mesurable, P l'ensemble des mesures
de probabilités définies sur (X,B) et H C RY un RKHS de noyau reproduisant k. Soit X une variable
aléatoire de loi de probabilité P. Nous notons mp pour désigner I’élément moyen de X. On suppose
sup,.y k(x,x) <+oo. k est un noyau caractéristique si : Mg =P = R

xeXx M4 “ 1 P — mp

est injective (Fukumizu et al.|2007); GRETTON et al.|2012)).

De maniére équivalente My est injective si et seulement si pour deux mesures de probabilité
PetQ,VfeH, Ex p[f(X)]=Ex q[f(X)] = P = Q. Lexistence de Ex_p[f (X)] est garantie grace a
la propriété de reproduisance et I'hypothése sup,y k(x,x) < +oco. En effet, Vf € H,

Ex-p[If(X)I]=Ex-p [I{f kx)nl]
<|IfllyEx~p [ vk (X,X)] d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz

<IIfllx Su}?k(x,x) < +00
X€

Ainsi les noyaux caractéristiques peuvent étre utilisés pour déterminer si deux variables aléa-
toires X et X  ont méme distributions. En effet, pour des ‘noyaux caractéristiques, les éléments
moyens de X et X  sont égaux si et seulement si X et X  sont identiquement distribuées. Par
exemple, on peut utiliser les noyaux caractéristiques, dans le cadre du probleme de détection
de ruptures dans la distribution étudié au chapitre 2} pour détecter des changements dans la
distribution car Py = Py’ & mp, = mp, -
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11 existe des conditions suffisantes pour que le noyau k soit caractéristique (Fukumizu et al.
2007|; SRIPERUMBUDUR et al.|2010). Par exemple, les noyaux gaussien et de Laplace sur R sont
des noyaux caractéristiques. SRIPERUMBUDUR et al.[2010|ont noté que ces conditions sont difficiles
a vérifier car elles sont basées sur des résultats de densité difficile a démontrer. De plus, une
condition pour que k soit caractéristique suppose que X est compact : ce qui est une hypothese
restrictive.

1.2.2 Probleme de détection de ruptures dans la distribution

Apres des rappels sur les RKHS, nous présentons le probléme de détection de ruptures dans
la distribution. Puis, nous réalisons un état de I’art sur les algorithmes utilisés pour résoudre ce
probleme. Ces algorithmes sont soit basés sur la méthode de programmation dynamique (AUGER
et LAWRENCE |1989) soit basés I’heuristique de segmentation binaire (Scort et KnotT|[1974).

Notations

Dans le cadre du probleme de détection de ruptures dans la distribution, nous disposons
d’un échantillon de variables aléatoires i.i.d. (indépendantes et identiquement distribuées)
X1 ={Xy,...,X,} avaleurs dans X' (X est un ensemble quelconque), recueillies au cours du temps
entre les instants 1,...,n, ayant des changements dans leurs lois de probabilité Px,,Px,,...,Px,
a des instants de ruptures inconnus appelés vrais instants de ruptures notés {t;};cjo,p+] avec la
convention 7 = 0 et 7j,. = n (Zou et al.2014; Biau, BLEAKLEY et MasoN |2015[; ARLoT, CELISSE et
HarcHaour|2016). Ces vrais instants de ruptures vérifient :

O=15<1]<...<7Tp:. = 1.

La vraie segmentation ©° = {7} };e[1,p] est la quantité que l'on cherche a estimer. La suite des
distributions de {X;};e[1,,] vérifie

PX16+1 =... :PXTI iPXrI-H =... :PXT; ¢...¢Px,

=...=P
1 sz),,’

+1

ou, ¥i € [1,n]], Px, estlaloi de probabilité de la variable aléatoire X;.

Détection de ruptures dans la moyenne d’un signal réel Dans le cas ou seule la moyenne
des {Px,}ief1,n] change, le modele s’écrit :

Vie[[l,n]], Xi:fi+€ir (11)

ol {fi}ie[1,n] est la fonction de régression et Vi € [1,n]], €; est un terme d’erreur centré et de
variance o2. La fonction de régression est supposée constante par morceaux avec des disconti-
nuités a chaque vrai instant de ruptures {t;};c[o,p-]- Ainsi, le signal Xy, = {Xy,..., X,} présente
des changements dans la moyenne.

La figure[I.T]est un exemple de signal X; , ayant des changements dans la moyenne.

Reformulation des ruptures dans la distribution a I’aide des noyaux Dans le cas de chan-
gement dans la distribution, on peut utiliser les noyaux pour faire, a I'instar de la détection
de ruptures dans la moyenne d’un signal réel, de la détection de ruptures dans les éléments
moyens d'un RKHS H. La figure[I.2]est un exemple de signal X , ayant des changements dans
la distribution.
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Ficure 1.1 — Graphique du signal X; , = {X,...,X,;} pour n = 600 ayant uniquement des change-
ments dans la moyenne. Le terme d’erreur vérifie e ~ N'(0,I,,). Les vrais instants de ruptures 7}
et 7; sont matérialisés par des lignes verticales bleues.

-2

T T T T T
0 100 200 300 400 500 600

instants

Ficure 1.2 - Graphique du signal X; ,, = {xy,...,x,} pour n = 600 ayant des changements dans la
distribution. Le signal X; ,, a la moyenne et la variance égales sur chaque segment : le premier et
le dernier segment contiennent des réalisations d’une loi Gaussienne de moyenne et de variance
égales a 1; le deuxiéme segment contient des réalisations d’une loi de Poisson de paramétre 1.
Les vrais instants de ruptures 7] et 7; sont matérialisés par des lignes verticales bleues.

Noyau symétrique défini positif On recode les observations initiales {Xy,...,X,,} par de
nouvelles “observations” {Y7,..., Y, }. Elles sont définies par Vi € [1,n]], Y; = k(X;,.) € H, ou k est
un noyau symétrique semi - défini positif. Le théoreme de Moore - Aronszajn (cf. théoreme|1.2.2)
assure l'existence d’un RKHS H de noyau reproduisant k si k est un noyau symétrique semi -
défini positif.
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Détection de ruptures dans les éléments moyens d’'un RKHS H Nous donnons dans un
premier temps les éléments permettant de définir le modele de régression. Si E[k(X;, X;)] < +o0,
alors g € H — E[(Y, g)x] est une forme linéaire et continue sur H (Arrot, CELISSE et HARCHAOUI
2016). En effet, Vg e H,

E[(Y;, €11 < E[IVil13 )18l = VETKCX: X) Tl

d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Comme g — E[(Y, g)x] est une forme linéaire continue sur 'espace de Hilbert H, d’apres le
théoreme de Représentation de Riesz, 3!y; € H, tel que, Yge H :

E[(Y, ©)n ] =E[g(Xi)] = (pi» ) (1.2)

ou, avec les notations de la section|1.2.1} y; = mp, est1’élément moyen de la mesure de probabilité
Px,. Le résultat donné par I’équation (1.2) est valable si on fait I’hypothese classique IM €
R*, Vie[1,n], ||Y,<||%1 =k(X;, X;) £ M presque stirement.

Avec cette derniere hypotheése, on obtient le modele de régression :
ViE[[l,i’l]], Yiz]li-i-é‘i, (13)
en posant Vi € [1,n],e; =Y; — ;.

Pour des noyaux caractéristiques (par exemple le noyau gaussien ou le noyau de laplace),
d’apres I’équation (1.2), un changement entre les éléments moyens de Py, et Px; entraine que les

mesures de probabilités Py, et PX], sont différentes (Fukumizu et al.|2007) :
Py, # PX]. S i # Y.

Ainsi, pour les noyaux caractéristiques, faire de la détection de ruptures dans la distribution est
équivalente a faire de la détection de ruptures dans les éléments moyens d’'un RKHS H.

1.2.3 Modéles

Nous avons choisi de noter 7 l'estimateur de T* obtenu par l’algorithme A pour un nombre
de segments D. Dans cette partie, nous définissons les modeles associés a une segmentation T,
l'estimateur du risque empirique et le risque empirique associés a la segmentation T pour un
signal ou seule la moyenne change. Le risque empirique associé a la segmentation t est noté
Cy(7). Ces définitions seront utilisés dans la section[1.2.4]

Nous notons M., ’ensemble des segmentations de {1,...,n} et M;.,(D) l'’ensemble des
segmentations T = {t4}4e[o,p] de {1,...,n} en D segments avec la convention 7y = 0 et 7p = n.
Pour T € M;.,,, nous définissons {S;, T € M;.,,} la famille des modéles avec S, I’ensemble des
(u1,...u,) € R" défini par :

up=... =uT1 iMT1+1 =...=14T2 ¢-~¢”r0_1+1 = = Uy

Pour T € M;.,,, nous construisons un estimateur de y = (y1,..., 4,), noté ji, € S.. fi, est le vecteur
u € S; qui minimise la distance dans R" a X; , = (Xy,...,X,,) : jip est Vestimateur du risque
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empirique. Formellement, ji, est défini par :

fip = arg min ”X]yn—u”;n (1.4)

ueS,

Il a été montré que (Arror, CeLissk et HarcHAOUT 2016), comme X; , € R", Vi € [0,D - 1],
Vile[r;+1,7i41], alors
1 Tit1
(he)y=——— ) _ X;

i+1 lj:Ti+l

Nous pouvons ainsi définir le risque empirique noté C,(t) associé a la segmentation 7 € M;.,, :

|2
2,n’

Cu(t)= % “XLn — fe

ouVf eR", ||f||§n =Y | f*. En particulier, le risque empirique C,(t) est “segment additif”, ot
Ve Ml:n(D)'

”Xl,n - ﬁ'r

D-1 T’
1
|]§§,n = ZCTderH CT,T' = Z Xiz_ T/ - Z Xi ’ (1.5)
d=0

i=t+1 i=t+1

si0<t<TtT <n.

1.2.4 Algorithmes pour le probleme de détection de ruptures
Méthodes basées sur la programmation dynamique

Dans cette partie, nous présentons la méthode de programmation dynamique (AUGER et
Lawrence |1989) appliquée au probléeme de détection de ruptures dans la moyenne d’un signal
réel. En remarque, nous indiquons comment utiliser la méthode de programmation dynamique
pour un signal ayant des changements dans la distribution. Puis, nous présentons deux méthodes
de programmation dynamique qui utilisent la stratégie d’élagage dans le but de réduire le temps
de calcul.

programmation dynamique Nous détaillons la méthode basée sur le principe de program-
mation dynamique pour un signal ou seule la moyenne change (LEBARBIER [2003).

La programmation dynamique appliquée au probléeme de détection de ruptures dans la dis-
tribution permet de récupérer la meilleure segmentation en D segments notée Tp qui minimise
le risque empirique pour T € M;.,,(D). Etant donné que le cardinal de I'ensemble M., (D) est
égale a (g:ll ), le calcul de %p est prohibitif en temps de calcul lorsque # et D sont élevés. La
programmation dynamique appliquée au probléme de détection de ruptures permet de réduire
la complexité en temps de {Tp}pei,p,,,, ] (CELISSE et al.|2016).

Une implémentation naive de la méthode basée sur la programmation dynamique est donnée
par l'algorithme [T} Dans cet algorithme, Lp ; est défini comme le minimum du risque empirique
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Algorithme 1 programmation dynamique

Entrée : donnée (xq,...,x,) € X", nombre de segments Dy ,.
Pour D =2...,Dpax
Pour 7 =D,...,n
Faire Lp v =min /{Lp_1,.+C_}.
Faire mp » =argmin _/{Lp 1+ C, '}
Fin Pour
Fin Pour

’i’D =mp yu-

sur 'ensemble M. (D). Lp , est défini par VD € [[1,Dpui]l, YT € [D,n] :

D-1
Lp,= i C . 1.6
D,t Teﬂl{?@) { Z T4, Tael } (1.6)

d=0

Pour calculer les segmentations {Zp}pe[1,p

L algorithmeutilise le principe d’optimalité de
Bellman : toute solution optimale s’appuie elle-méme sur des sous - problémes résolus localement
de facon optimale (BELLMaN|1954). En effet, le minimum et le point de minimum global du risque
empirique sur M, /(D) (i.e. Ly ,» et mp, » respectivement) peuvent étre calculés a partir des
minimums et des points de minimum globaux du risque empirique sur M; (D —1) (i.e. Lp_ , et
mp_1 . respectivement). Dans I'algorithme [T} v désigne le dernier instants de ruptures candidats
d’une segmentation appartenant a M, /(D). Ainsi, on peut calculer la meilleure segmentation
en D segments a partir des calculs réalisés pour déterminer la meilleure segmentation en D — 1
segments. Il est a noter que les instants de ruptures estimés de ©p_; sont remis en cause lorsque
l’on calcule 7p.

L’algorithmepermet de récupérer les meilleurs segmentations {Zp}pe[1,p,,,] €N D segments
avec une complexité en temps de O(Dmaxnz) siles {C, ./} pour1 <7< 7 <nont déja été calculés.

Remarque 1.2.1 (détection de ruptures dans la distribution). Les résultats énoncés dans cette
partie concernant la détection de ruptures dans la moyenne pour un signal réel sont valables dans le
cas de la détection de ruptures dans la distribution a condition que I'on remplace :
1. Xy, ={Xy,... X} par Yy, ={Yy,..., Y, ou Vi e [1,n], Y; = kx, € H et H est un RKHS de
noyau reproduisant k.

2. Lanorme euclidienne sur R" ||.||5,,, par la norme dans le RKHS H" définie par V f € H", ||f||${ =
= il
’ _[/ 2 1 T; 2 T’
3. Pour0<t<t <n C =) 1Xi~— Z( [ Xi) par Cpv = Yoo k(xixi) -
1 T, r/
- —i=T+1 Zj:r+1 k(xilxj)-

Il est d noter que la premiére étape de la méthode kernel-change point (KCP) utilise la programmation
dynamique dans ce cadre (ArLoT, CELISSE et HarRCHAOUT|2016).

Méthode pDPA  Nous présentons la méthode pruned dynamic programming algorithm (pDPA)
développée par (RicarLr |2010). Dans la détection de ruptures dans la moyenne d’un signal réel,
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la méthode pDPA permet de récupérer les meilleures segmentations notées 7p en D segments
pour 1 < D < Dy, minimisant le risque empirique :

Tp = arg min ”Xl,n - ﬁ,[Hin
TeMy., (D)

pDPA permet donc de récupérer les mémes segmentations que la méthode basée sur la pro-
grammation dynamique. L'apport principal de pDPA est de réduire le temps de calcul des
segmentations 7 grace a une stratégie d’élagage détaillée ci-dessous. Nous introduisons des
notations avant d’expliquer cette stratégie d’élagage.

pDPA est une méthode s’appuyant sur un risque empirique fonctionnel C, (7, y) associé a la
segmentation T € My.,(D). Le risque empirique fonctionnel dépend du parameétre p € R et est
défini par :

o]

-2
Cn (T’ ,”l) = CTd,TdH + CTD,l,TD (l’l)’
d

Il
o

oupour 1 <t<7T <n, C,,. est défini par I’équation (1.5) et gr,r’(i‘) est défini, quant a lui, par :

E‘[,T’(V) =) (Xi— p)%si 7' > 7 et 0 sinon. La fonction de perte y utilisée dans ce cas est la

fonction de perte quadratique définie par VY, ue R, (Y, ) = (Y — u)°.

Le parameétre y € R correspond au dernier palier potentiel de la fonction de régression
{fi}ieq1,n)- En particulier, le risque empirique C,(7) est égal a C,(, /i) pour i = agminyeRCTD_l'TD (m).

Pour 7 € M;.4(D), nous définissons aussi Lp ;(7, y#) le risque empirique fonctionnel optimal si
le dernier instant de ruptures est t

Lp; (T, ]/l) =Lp_1, (}4) + ET,t (,M)

La méthode pDPA repose sur 1’élimination des derniers instants de ruptures 7 de segmen-
tations candidates afin de réduire le temps de calcul par rapport a la méthode basée sur la
programmation dynamique. Pour une valeur de p tel que le minimum de C,(t, ) pour des
segmentations T € M;.,(D) (e.g. les segmentations 7! et 72) soit égal a Lps(T,p) (ou T est le
dernier instant de ruptures estimé de 7), si les deux derniers instants de ruptures ! et 72 des
segmentations t! et 72 vérifient a I'instant ¢ :

{LD—l,Tl + E:wrl,if(/l) < LD—l,Tz + arz,t(ﬂ)}
:>{LD—1,11 +Cuy(W<Lpy2+Cay (#)}:

alors, pour cette valeur de p donnée, si le risque empirique fonctionnel optimal d’'une segmen-
tation en D segments avec pour dernier instant de ruptures 7! < t est plus petit que celui de
72 < t, alors il en sera de méme pour n’importe quel instant t > t. Alors la segmentation 72 est
éliminée car elle ne peut pas correspondre a une segmentation minimisant le risque empirique
C,(t) pour T € My.,(D).

Méthode PELT Nous présentons la méthode pruned exact linear time (PELT) développée
par (Kirrick, FEARNHEAD et EckLeY |2012)).

© 2018 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Maxime Brunin, Université de Lille, 2018

16 CHAPITRE 1. Etat de l’art

La méthode PELT est une méthode cherchant a déterminer 7 défini comme le point de
maximum global d’un critére pénalisé pour T € M., :

Dy-1

Z CTd,Td+1 + ADy, (1.7)

d=0

\ 4 . A .7 ’
ou, pour 7 >, C_ - est une fonction de colt associé au segment [T + 1, 7 ]|. Par exemple, dans le

cas de la détection de ruptures dans la moyenne d’un signal réel, pour 0 <t <7 <, C,, est
défini par I’équation (1.5)). A > 0 est le parameétre de régularisation. D, est le nombre de segments
de la segmentation 7.

Ce critére pénalisé réalise un compromis entre I’ajustement au modele traduit par le terme
D,-1 iy X . D,-1

2il0 C%ﬂm etla corr}plexne d.u.modele trad\ult par /}DT : plus.DT est gr%nd,/plus 2il0 CTd,.Td+1

est petit devant AD,. Si l'on choisit un parametre de régularisation A > 0 élevé, 75 aura un faible

nombre de segments. A I'inverse, si on choisit un parametre de régularisation A petit, T aura
un grand nombre de segments.

Comme la méthode pDPA, la méthode PELT repose sur 1’élimination des segmentations
candidates qui ne sont pas des points de minimum global de (1.7). De maniére analogue a la
méthode de programmation dynamique (cf. algorithme 1), PELT cherche & minimiser pour
Te My, (uel2,n]):

D,-1
F(u)= Tg}\}(?u{ dZ' [CTderH + /\]}

=0

D,-2
= min { min Z[C +/\] +Ciy+ A
0<t<u {TEMH { = T4, Td+1 t,u

= min {F(t)+C;, + A},

0<t<u
ot F(0) = —A.

A la condition qu’il existe une constante K € R telle que pour tous 0 <t <s <u < n,
Cis+Csy + K < Gy, le théoreme 3.1 (Kirrick, FEARNHEAD et Eckiey 2012) montre que la
segmentation T € Mj., ayant pour dernier instant de ruptures candidat ¢ n’est pas un point de
minimum global de si couple (t,s) vérifie la condition F(t) + C; s + K > F(s).

F(t)+Cis+ K 2 F(s)
Cis+Csy +tK<Cyy
segmentation T € M., ayant son dernier instant de ruptures candidat en s.

En effet, si { = F(s)+Cs, + A < F(t) + C;, + A. Ainsi, on gardera la

Dans le cas de la détection de ruptures dans la moyenne d’un signal réel, la condition
Cis+Csy + K < Cyyy est vérifiée avec K = 0.

PELT ne permet pas de récupérer facilement {Zp}pef1,p,,,, ] : PELT (cf algorithme (?2)) renvoie
directement 7. C'est pourquoi, nous ne présenterons pas de régles d’arrét pour PELT.

PELT a une complexité en temps de O(n) si le nombre de vrais instants de ruptures augmente
linéairement avec n (KiLLick, FEARNHEAD et EckLeY|2012). Dans le pire des cas, la complexité

en temps de PELT est en O(nz) donc la complexité en temps de PELT est inférieure a celle de
l'algorithme
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Algorithme 2 méthode PELT
Entrée: donnée (x,...,x,) € R"; Ry ={0}; cp(0) =0; F(0) = —A.
Pour v =1,...,n
Faire F(7")=mingeg . [F(T)+Cqrp +A].
Faire t! =argmin g, [F(7)+ Cpr +A].

Faire cp(t*)= [cp(rl),r1 ]

Faire Ry, ={t € Rp-U{T"}: F(1)+ Cy« + K < F(77)}.
Fin Pour
Tp =cp(n).

Du point de vue des performances statistiques, PELT permet de récupérer le point de
minimum global du critére Cependant, I'inconvénient de PELT est qu’il faut calibrer le
parameétre de régularisation A pour récupérer 7.

Méthode basée sur I’heuristique de segmentation binaire

Nous présentons la premiere étape de la procédure de classification and regression trees (CART)
et la premiere étape de ECP qui sont basées sur I’heuristique de segmentation binaire (Scotr et
Knott|1974). Pour ces deux procédures, nous avons choisi de les présenter séparément, bien que
seul le critére differe, car le critéere de ECP est spécifique.

Méthode CART Gey et LEBarBIER 2008 ont étudié CART avec ordonnancement dans le
probléme de détection de ruptures dans la moyenne d’un signal réel (cf. modele (1.1)).

CART calcule des segmentations candidates en D segments 7 par dichotomie. CART cherche
initialement a déterminer 'instant de ruptures candidat j; défini par :

j1 = arg min {Cn('r]-)},
jell1,n-1]

N _ . _ A 2 . o . 7N .
out;=(0,j,n) et Cyltj) =Xy, VTj”lR,n est le risque empirique associé a la segmentation ;. On
note 7; = j; le premier instant de ruptures estimé. Puis, on définit T, = (0, T, n).

On cherche ensuite j, et j3 dont les segmentations t;, = (0,j,71,n) et Tj, = (0,7y,j3,1)
minimisent le risque empirique sur chacun des segments [[1,7; — 1] et [?; + 1,n—1]]. On choisit
parmi les instants de ruptures candidats j, et j3 celui dont la segmentation 7;, et 7;, minimise
le plus le risque empirique et on le note 7,. On définit ainsi 73 = (0, 71, 7, #). Nous continuons
ensuite de maniere récursive cette procédure jusqu’a récupérer les segmentations candidates
jusqu’a un nombre de segments Dp,y. Il est a noter que contrairement a l'algorithme[I]et pDPA,
CART ne remet pas en cause un instant de ruptures estimé : les instants de ruptures qui sont
des faux positifs pour un nombre de segments D = D; seront présents dans les segmentations
estimées ¥ pour D > D,. La figure[1.3]illustre la méthode CART jusqu’a la dimension D = 3.
Pour D = 3, on choisira I'instant de ruptures 73 celui qui minimise le plus le risque empirique
parmi les instants de ruptures candidats.

Méthode ECP La méthode ECP est basée sur 'heuristique de segmentation binaire ap-
pliquée au critére energy-based distance empirique afin d’estimer les vrais instants de ruptures
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D=1 t t |
1 jl n
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Ficure 1.3 — Illustration de la premiére étape de CART pour D € [1, 3].

{7/ }icfo,0] (MAaTTESON et James |2014). Nous détaillons comment on récupere les segmentations
{TD}De[1,D,p,, ] PAT la méthode ECP.

Pour L, L' i.i.d. et M, M i.i.d. telles que L, L', M, M sont mutuellement indépendantes et

E[||L||§yd + ”M”I;d] < +oo (pour g €]0,2[), le critére energy-based distance noté e(L, M; B) est défini
par:

(i) =26 [~ Mif, | [ [L-L [, |- B[ -n [, .

e(L,M; B) sert a déterminer si les variables aléatoires L et M sont de méme loi. En effet, pour
deux variables aléatoires L, M indépendantes a valeurs dans R, le critére energy-based distance
e(L,M;B) vaut O si et seulement si L et M sont identiquement distribuées. La loi de L et de
M étant inconnues, ECP utilise le critere empirique associé a (L, M; ) noté &(L; ,, My ,,; f) ou
Liy=1{L1,....,L,} et My ,,, = {M3,...,M,,} sont des échantillons de variables aléatoires i.i.d. ayant
pour distributions respectives celle de L et M. Formellement, £(L; ,,, M1 ,,; B) est défini par :

) 2 nom -1 -1
elaMi®) = o) Y Il =(5) 3 Ba-tla-(5) X Imml,
i=1 j=1 1<i<j<n 1<i<j<m

Ainsi, ECP utilise le critére (L, ,,, My ,,; f) pour déterminer si les échantillons L, ,, et My ,, sont
issus de distributions différentes. En effet, sous I’hypothese nulle Hj : L et M ont la méme
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distribution (i.e &(L, M;B) = 0), ;2% &(Ly ,,, My ,,; B) converge vers la distribution d’une loi non

dégénérée (i.e. une distribution différente d’'une masse de Dirac) lorsque min(m, n) tend vers
+00. Sous | hypothése alternative, les variables aléatoires L et M sont issues de distributions
différentes (i.e. £(L,M;p) > 0), ;== &(Ly », My 15 B) converge presque sirement vers +co lorsque
min(m, n) tend vers +oo.

Appliqué au probléme de détection de ruptures dans la distribution, ce résultat permet
de déterminer des instants de ruptures estimés. En effet, soit I’échantillon X1,..., X, € RY,
Li={X1,.... X} et Mpy1,p = {Xp41,-.., X} (1 £ T <v < 1), on cherche a savoir si les échantillons
Ly, et My, sont issus de distributions différentes (i.e. si T est un instant de ruptures candidat).
Ty est un instant de ruptures candidat si le couple (7g,v() maximise &(Ly ;, Mr,1,,; ) parmi
I’ensemble des valeurs possibles de T et v (1 < T < v < n). Formellement, on obtient

(7o, vg) = arg max H(Ll,TerH,v;Ig)'

1<t<v<n

ou H(Ll,T:MTH,v;ﬁ) = T(UT_T)é(Ll,r’MTH,v;/g)-

ECP utilise I'heuristique de segmentation binaire pour déterminer les instants de ruptures
estimés. Supposons que D — 1 instants de ruptures aient été estimés 0 < 7; <...<7p_; <mn, sur
les D segments délimités par ces instants de ruptures, on détermine le couple (7(i), 9(i)) qui
maximise H'(LLT,MHLU;ﬁ) pour 7;+1 <7 <v < 7;,;. Puis on calcule

i* = arg max H(Ll,f(i):Mf(i)+l,ﬁ(i);ﬁ)'
ie[0,D-1]

On définit ainsi le D¢ instant de ruptures estimé T = 7(i*) et Op = 0(i*). §p est défini par :

dp = H(Ll,foMT‘D+1,1>D;ﬁ)' (1.8)

Ainsi, on récupere {Zp}pe[1,p,,,] Par la premiere étape de la méthode ECP.

max

1.2.5 Regles d’arrét pour le probleme de détection de ruptures

Dans cette partie, nous présentons les régles d’arrét associées aux méthodes KCP, pDPA,
CART et ECP. 1l est a noter que 'on peut utiliser I’heuristique de pente, pour les méthodes KCP,
pDPA et CART, afin de déterminer la regle d’arrét D.

Regles d’arrét basées sur ’heuristique de pente La deuxieme étape des méthodes KCP,
pDPA et CART utilisent le formalisme de la sélection de modeéles : chaque segmentation candi-
date (liste d’instants de ruptures candidats) est reliée a un modeéle qu’il faut choisir. Ces trois
méthodes ont permis de récupérer des segmentations candidates dont le nombre de segments
est inférieur a Dy, noté {Tp}pef1,p,

max]] :
La deuxiéme étape de ces 3 méthodes réalise la sélection de modeéle en sélectionnant le modéle
Tp parmi {Tp}pef1,p,,,] OU D est un estimateur du vrai nombre de segments D*. Formellement,
D est défini par :
D= argmin {C,(Tp)+pen(ip)},
De[[1,Dnax]
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ou ¥t € My, Cp(t) = [|Yy,5— ficllF, ,, pour KCP et VT € My, Cy(t) = X1, — ficll3,, pour pDPA et
CART.

D minimise un critére pénalisé pour D € [1, Dp,y]]- Ce critére pénalisé est un compromis
entre l'ajustement au modele My.,(D) traduit par C,(Zp) et la complexité du modele M., (D)
traduite par la pénalité pen(Zp).

Pour ces 3 méthodes, il est nécessaire de calibrer les constantes de la pénalité pen(ip). Dans
les cas que nous étudions, la pénalité pen(7p) ne dépend que du nombre de segments D de Tp :
nous noterons désormais cette pénalité pen(D). Il existe deux approches de I'heuristique de
pente pour calibrer les constantes de la pénalité que nous allons détailler ci - dessous.

La premiére approche est adaptée aux méthodes KCP, pDPA et CART. La pénalités de ces 3
méthodes s’écrit sous la forme suivante
(D),

pen(D) =Cx PeNghape

ou pengy,ne (D) = %(cl log(%) + ¢3) pour KCP et pDPA (on suppose dans cette premiere approche

quec; =2etcy=5)et penshape(D) = %. C est la constante a calibrer.

Le but de cette premiére approche est de calibrer la constante C grace a I’heuristique de
pente (BIrGE et MassarT|2007); GEY et LEBARBIER 2008). La méthode consiste a calculer D¢ pour
différentes valeurs de C appartenant a un ensemble N avec D¢ défini tel que :

D¢ = argmin {C,(tp)+ penc(D)}
De[[1,Dmax]

GEY et LEBARBIER [2008|calculent D¢ en augmentant lentement les valeurs de C a partir de 0. On
détermine C la valeur de C pour laquelle {Dc}cen,. a le plus grand saut. La pénalité retenue est
alors pen, (D).

Pour la deuxiéme approche, ArrLor, CeLissk et Harcraout 2016 utilise une variante de
I'heuristique de pente (LEBARBIER [2002) pour éviter de fixer les constantes c; et ¢,. Cette variante
de '’heuristique de pente consiste a faire la régression linéaire de C, (%) en fonction des variables
explicatives % et (1';_]1) pour D € [[0.6 X Dyax, Diax - I1 pose ensuite Vi € [[1,2], ¢; = —25; ou
{Sitie[1,2 sont les coefficients de régression obtenus par la régression linéaire.

Finalement, on récupere l'estimateur de la vraie segmentation 7" noté 7p.

Nous détaillons maintenant les performances statistiques de 7 pour les méthodes KCP,
pDPA et CART.

Méthode KCP Concernant les performances en temps de calcul, ’heuristique de pente
nécessite le calcul de 7p pour D € [1, Dpax]] qui est prohibitif en temps de calcul lorsque Dy,
et n sont élevés. En effet, une implémentation naive de I’étape 1 (cf. algorithmel[I) est colteuse
en complexité en temps et en complexité en mémoire : elles sont respectivement O(Dy,%)
et O(n?). En effet, cet algorithme nécessite le calcul C_ .~ pour (t,7’) € [0,1n]?. Or le calcul de

C,,’ a une complexité en temps de O(n?) et le stockage de (C |2 @ une complexité en

T,T,)(T,T,)Eﬂo,n
mémoire de O(n?). Ainsi les deux boucles for de l’algorithme entraine que cet algorithme a une
complexité en temps de O(Dpac11%). Il est & noter qu’une optimisation de l'algorithmea une
complexité en temps de O(Dp,,11%) et une complexité en mémoire de O(Dp,a 1) (CELISSE et al.

2016).
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Concernant les performances statistiques, une inégalité oracle (Arror, CeLisse et HARCHAOUI
2016) garantit que le risque quadratique de fi; pour T = 75 est du méme ordre de grandeur
que le plus petit risque quadratique associé a fi, pour T parcourant M;.,. Cette inégalité oracle
est un résultat non-asymptotique et donc garantissant des performances statistiques de KCP a
distance finie (i.e. lorsque la taille de I’échantillon est finie).

Méthode pDPA La méthode pDPA renvoie les mémes estimateurs que la méthode KCP
donc les performances statistiques des estimateurs obtenus par pDPA sont les mémes que celles
de KCP. Nous détaillons donc les différences en matiere de performances en temps de calcul.
Pour des fonctions de perte avec un parametre y € R unidimensionnel, pDPA a une complexité
en temps de O(Dmaxnz) et en mémoire de O(Dy,,x#) dans le pire des cas (RigarLr|2010). Des
résultats numériques montrent que, en moyenne, pDPA est moins coliteux en temps de calcul
que la premiere étape de KCP : des segmentations candidates ne pouvant pas étre des meilleures
segmentations en D segments sont éliminées par la stratégie d’élagage de pDPA. Pour la deuxiéme
étape de sélection de modele, pDPA utilise ’heuristique de pente comme KCP. Donc ces 2
méthodes ont la méme complexité en temps et en mémoire pour cette étape de sélection de
modele.

pDPA a 'inconvénient de traiter uniquement le cas ou p est un parametre unidimensionnel
(# € R) qui correspond au cas de la détection de ruptures dans la moyenne d’un signal réel. pDPA
ne traite pas, par exemple, le cas X = R?. De plus, pDPA peut étre uniquement utilisée sous
certaines hypotheses sur la fonction de perte y vérifiées par la fonction de perte quadratique
(RicarLr|2010).

méthode CART La complexité de la premiére étape de CART est de O(D,., 1) dans le pire
des cas et de O(log(Dp,ax)1) dans le cas favorable. Donc, dans tous les cas, la complexité de la
premiére étape de CART est inférieure a celle de ’algorithme([I]et a pDPA.

La premiére étape de CART permet de récupérer des points de minimum local du risque
empirique alors que pDPA et I’algorithme [I| permettent de récupérer des points de minimum
global du risque empirique. Ainsi, la premiere étape de CART fournit des estimateurs ayant de
moins bonnes performances statistiques que pDPA et ’algorithme

De plus, un autre inconvénient de CART est de ne proposer une solution que pour le probleme
de détection de ruptures dans la moyenne d’un signal réel.

Regle d’arrét pour la méthode ECP

A la suite de la premiére étape de ECP décrite dans la section [1.2.4, ECP utilise un test d’hy-
pothése pour déterminer si le nouvel instant de ruptures estimé 7 appartient a la segmentation
75 conditionnellement au fait que les instants de ruptures estimés 7y,...,7p_; appartiennent a
la segmentation 7. Ce test d’hypotheses a pour hypothese nulle Hy : il n’y a pas d’autres vrais
instants de ruptures dans les segments courants contre I’hypothése alternative H; : 7p est un
instant de ruptures estimé appartenant a la segmentation .

Un réarrangement des observations a I'intérieur de chacun des D segments courants a l'aide

de permutations construit une suite de longueur n. Pour la r¢ permutation, on calcule qg)
la valeur de la statistique de test associée a 7p a l’aide d’une équation semblable a (1.8). On

réalise R permutations et on calcule une p-valeur égale a |[{r € [1,R] : cjg) > gpJl/(R+ 1) (pour
un ensemble A, |A| désigne le cardinal de A). Une valeur élevée de cette p-valeur signifie que,
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pour un certain nombre de permutations, les segments délimités par ces instants de ruptures
estimés contiennent des observations ayant des changements dans la distribution plus nets que
Tp. On fixe classiquement un risque de premiére espéce pg égal a 5% et si la p-valeur est plus
grande que p, on ne rejette pas I’hypothese nulle Hy. Cela signifie que 7p n'appartient pas a la
segmentation 7p et la recherche d’instants de ruptures estimés appartenant a 7p s’arréte. Dans
le cas contraire, on rejette I’hypothése nulle au profit de I’hypothése alternative et 7p appartient
a Tp et on réitére le processus.

Nous détaillons maintenant les performances statistiques et en temps de calcul de ECP. ECP
a une complexité en temps de O(RD#n?) o R est le nombre de permutations utilisés dans le
test d’hypothéses (cf. section [1.2.5). La complexité en temps de ECP est donc supérieure aux
méthodes KCP, pDPA, PELT lorsque R est élevé (e.g. RD > Dy, ).
Sous I'hypothése restrictive que le nombre de vrais instants de ruptures reste constant lorsque
n augmente, les instants de ruptures estimés sont fortement consistants (i.e. les instants de
ruptures estimés convergent presque siirement vers les vrais instants de ruptures) (MATTESON et
JamEes|2014).

En comparaison aux méthodes KCP et pDPA, la méthode ECP ne peut pas faire de la détection
de ruptures dans distribution pour un ensemble X" quelconque car les observations xy,...,x,
appartiennent & RY.

1.3 Reégression lineaire

Nous définissons le modele linéaire et les hypothéses faites sur ce modele. Puis, nous présen-
tons des algorithmes qui peuvent étre utilisés dans le cadre du probleme de régression linéaire.
Enfin, nous présentons des reégles d’arrét associées a ’algorithme de descente de gradient.

1.3.1 Modéle linéaire

Dans le probléeme de régression linéaire, on suppose une relation linéaire entre la variable
a expliquer Y et les variables explicatives regroupées dans la matrice d’incidence X (SEBER et
Lee|2012). Le but de la régression linéaire est d’estimer la fonction de régression f*(x) = xT 6*
(x € RY). Le modéle linéaire s’écrit

Y =X0"+e, (1.9)

ou 0" est le parametre a estimer; X € M, ;(R) dont la i¢ ligne est XIT eR?, la i coordonnée du
vecteur Y € R" est Y;, ou (Xy,Y7),...,(X,,Y,) sont des variables aléatoires i.i.d. . Nous faisons
les hypothéses suivantes : la matrice X est supposée de rang plein (rg(X) = d) et le terme
d’erreur € € R" vérifie € ~ N(0,0°I,). Avec ces hypothéses, I'estimateur usuel est I’estimateur
des moindres carrés (EMC) 9, = (XTX) 1 xTy.

1.3.2 Algorithmes pour le probleme de régression linéaire

Descente de gradient L'algorithme de descente de gradient (steepest descent algorithm en
anglais) a pour but de minimiser une fonction f : R? — R qui est différentiable sur R? (Yuan
1999;; Snyman 2009). On note {é(t)}te[[l’tmax]] la suite obtenue par l'algorithme de descente de
gradient (GD). A chaque itération de I’algorithme de descente de gradient (cf. algorithme[3), le
point courant est déplacé dans la direction opposée au gradient (le gradient est noté Vf) afin de
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Algorithme 3 Algorithme de descente de gradient

Entrée : Initialisation (%), fonction f différentiable.
Pour t=1,...,tnax

Faire Calcul de a;.

Faire 6(+1) =0 — atVf(é(t)).
Fin Pour

Algorithme 4 Algorithme de descente de sous - gradient

Entrée : Initialisation 09, fonction f convexe.
Pour t=1,...,tnax

Faire Calcul de a;.

Faire 6(+1) =00 _ q,¢("),
Fin Pour

faire décroitre la fonction f. En effet, comme f est différentiable sur R alors, VO € R?,
(0 +h) = F(0)+(VF(0), )z +0(|ll]4)

Donc, pour minimiser f, il est naturel de rechercher v = argmin,, e {{Vf(0), h)}. De plus, v =
—Vf(6) d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On retrouve la relation entre 8(*1) et () donnée
par l'algorithme GD (cf. algorithme 3). GD nécessite le choix ou le calcul du pas a; > 0 a chaque
itération. Celui-ci peut étre choisi par I'utilisateur. a; peut étre aussi calculé par la méthode de
la recherche linéaire (Yuan|1999|; NesteroOV |2004) :

a; = arg min {f (é(t) - an(é(t)))}

aeR}

a; est dans ce cas la valeur du pas « qui fera le plus décroitre f. GD permet d’approcher un point
stationnaire de la fonction f (i.e. un point qui annule le gradient de f). Etant donné qu’un point
de minimum local est un point stationnaire, GD recherche les éventuels points de minimum
local. Si de plus f est deux fois différentiable et GD approche un point stationnaire dont la
matrice Hessienne évaluée en ce point est positive, alors ce point stationnaire est un point de
minimum local de f. Si la fonction f est convexe, on sait que les points stationnaires coincident
avec les points de minimums globaux. Ainsi, si f est convexe, GD permet d’approcher les points
de minimums globaux.

descente de sous gradient L'algorithme de descente de sous gradient (subGD) permet de
minimiser une fonction f : RY — R qui est convexe non différentiable. subGD (cf. algorithme
utilise la notion de sous gradient au point 6 défini par :

£(6')2f(0)+(2,0" -0,

ou g est un sous gradient de f au point 6. Le sous gradient de f au point O existe si f est
convexe. On remarque que, si f est différentiable, le sous gradient de f au point 6 coincide
avec le gradient de f au point 6. L'avantage de subGD est qu’il peut s’appliquer a des fonctions
convexes non différentiables. On peut donc appliquer subGD au critére lasso, i.e. 6 € RY
1Y = X613, + AllOllq (YO € R, [10]l; 4 = Y%, 10;]) pour obtenir une approximation de 6" défini
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Algorithme 5 Algorithme de descente de gradient stochastique

Entrée : Initialisation (%), fonction j différentiable par rapport a 6.
Pour t=1,...,thax

Faire Calcul de «;.

Faire 0(+1) =9 — ath(é(t)).
Fin Pour

par

0L = arg min {||Y ~X0|3,+ A ||9||1}.
OcR4

Nous comparons maintenant GD et subGD en matiére de performance statistique. Sous I’hypo-
theése que f est convexe, f(6(")) converge vers le minimum de f a la vitesse 1//f pour l’algorithme
subGD (Gorpon et TiBsHIRANI [2012[; AsPREMONT [2016)). Sous I’hypothése que f est différen-
tiable, on dispose de la méme vitesse de convergence de f(6*) vers le minimum de f pour GD.
Néanmoins, si on rajoute I’hypothése que la gradient de f est Lipschitzien alors f(6(*) converge
vers le minimum de f a la vitesse 1/t> pour GD (AsprREmMONT 2016). Ainsi, avec des hypothéses
supplémentaires, GD a des vitesses de convergence plus rapides que subGD.

Descente de gradient stochastique L’algorithme de descente de gradient stochastique
(SGD) a pour but de minimiser la fonction C(8) =E[j(8, W)] pour 6 € ©® = R? ot W est
une variable aléatoire et j est une fonction différentiable sur R (CarpENTIER [2014). On note
{é(t)}te[[l’tmax]] la suite obtenue par I'algorithme de descente de gradient stochastique : I'algorithme

donne la relation entre O*1) et (). Nous expliquons le fonctionnement de SGD dans le cas
du modeéle linéaire : on pose j(O,W) = (Y -XT0)> ou W = (X,Y). La fonction C que l'on
cherche & minimiser sur © est donc définie par C(0) = Ey[(Y — XT0)?] (on intégre par rapport a
la loi de W).

Nous comparons maintenant GD et SGD en matiére de performance statistique et en
temps de calcul dans le cas de la régression linéaire. GD est appliqué a la fonction objectif
C,(0) = %Z?zl(Yi - XiTQ)2 et donc a un cott de n fois le calcul du gradient de j par itération.
Comparativement a GD, ’avantage de SGD est d’avoir un cotit d’un gradient de j par itération.
Sous des hypotheses restrictives (notamment le gradient de j est uniformément borné en 6 et

w), 1) obtenu par SGD converge en moyenne quadratique vers 6* a la vitesse % (CARPENTIER
2014) alors que ") obtenu par GD converge en exp(—t) vers 'estimateur des moindres carrés

0, Ainsi, en raison de ces hypotheéses restrictives et aussi pour sa simplicité, nous avons choisi
d’étudier GD.

Newton-Raphson Lalgorithme de Newton-Raphson (NR) a pour but de minimiser une
fonction f : RY - R qui est deux fois différentiable sur RY (Buseck 2014). On note {é(t)}te[[l,tmax]]
la suite obtenue par l'algorithme de Newton Raphson (NR). NR (cf. algorithme [6) nécessite que
la matrice Hessienne de f au point 6 notée V2 f(0) soit inversible pour tout 6 € R?. La relation
entre 0(*1) et (") provient du fait que NR cherche & minimiser les termes d’ordre 1 et 2 issus
d’un développement de limité de f au point 6. En effet, comme f est deux fois différentiable sur
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Algorithme 6 Algorithme Newton-Raphson

Entrée : Initialisation (%), fonction f deux fois différentiable.
Pour t=1,...,t5ax

Faire 6(+1) =g _ (sz(é(t)))_l Vf(é(t))'
Fin Pour

R? donc, d’apres la formule de Taylor Young, V6 € RY,
1
f(O+1)= £(0)+ (VS (8), hyga + h"V>f (O)n+o([IH]3 ;)

NR cherche, a partir du point courant 6 a minimiser f. Donc NR cherche a minimiser les termes
d’ordre 1 et 2 du développement ci-dessus, a savoir h € RY > (Vf(O),hyga + %hTVZf (O)h. La
solution de ce probléme de minimisation est h = —(V?f(6))"' V£(6). On retrouve la relation entre
0+ et () donnée par I'algorithme NR (cf. algorithme%}.

NR permet d’approcher des points stationnaires de la fonction f. Donc, comme pour GD, si
f est convexe, NR permet d’approcher un point de minimum global de f.

Le fait que NR impose que la matrice Hessienne de f soit inversible en tout point 6 € R? est
une hypotheése restrictive. De plus, la complexité en temps du calcul de I'inverse de la matrice
Hessienne de f au point () V2 () est de O(d3) : ce qui est coliteux en temps de calcul lorsque
d est grand. C’est pourquoi, nous avons choisi d’étudier GD plutot que NR car GD ne requiert

pas ’hypothése d’inversibilité de la matrice V2f(6")) et a une complexité en temps inférieure a
celle de NR.

1.3.3 Regles d’arrét pour le probleme de régression linéaire

Dans cette partie, nous présentons 3 régles d’arrét associées a un algorithme étudié dans
cette these, i.e I'algorithme de descente de gradient.

Premiére régle d’arrét En régression, Raskurri, WAINWRIGHT et YU 2014/ ont utilisé une
regle d’arrét associée a un algorithme de descente de gradient. Cet algorithme de descente de
gradient est appliqué au risque empirique défini sur un RKHS H de noyau reproduisant k.

Dans le cadre du modéle linéaire , si on utilise le noyau linéaire en dimension d k};n,
le risque empirique est égal a VO € ® (O = RY),C,(0) = 21_11 ||Y—X9||§,n. On note 6 I’estima-
teur de 0* obtenu par l'algorithme de descente de gradient a litération t et Y = X0(*). La
précision de 0(*) est mesurée par l'erreur de prédiction A(Y")) = Liy® - Y*||%’11 (avec Y* = X0%).
RaskuTtti, WAINWRIGHT et YU [2014| ont défini une régle d’arrét fiy dont le but est d’estimer
t = argminteN%HY(t) - Y*||§,n. La régle d’arrét fyy a pour but de minimiser l’erreur de prédiction
en minimisant 'un de ses majorants avec grande probabilité. Un majorant de I'erreur de pré-
diction est Ef +V, ou Etz et V, sont respectivement des majorants du biais au carré de et de la
variance de Y*) avec grande probabilité. La régle d’arrét fyy réalise donc un compromis entre le
biais et la variance de Y(") :

) —  5_
tW:min{teN:Vt>4—eBt2}—l. (1.10)
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X , ’ T 52 7 52 = . dee s g
La ﬁgurerepresente l'erreur de prédiction, B;, V; et B, + V; en fonction de l'itération t. Nous
avons positionné sur cette figure t*, f}y. La régle d’arrét fy est l'itération a partir de laquelle
. - . 5 . =2 -
le majorant V, de la variance de Y(?) est 4—5; ~ 0.45 plus grand que le majorant B, du biais au
carré de Y*), Nous observons que fyy, se situe lorsque t — A(Y*)) décroit, i.e. lorsque le biais de
Y(®) est grand. Cette figure est donc une illustration de I’assertion (a) du théoréme 1 (RaskurTr,
WAINWRIGHT et YU |2014) qui affirme que I’erreur de prédiction tend a décroitre avant la regle
Ay P . , . 5 .52 = e
d’arrét fyy. Finalement, nous observons qu’un majorant de A(Y") (i.e. B; + V) est éloigné de
A(Y®). Nous proposerons dans le chapitreun majorant plus précis de A(Y?)).

Pourd= 20,n= 30, a= 0.01
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FiGure 1.4 — Erreur de prédiction %HY“) - Y*“%,n en fonction de l'itération ¢ pour n =30, d = 20,

a =0.01. Tracé de Ef, V, et Etz +V, en fonction de t.

Le colit en temps de calcul de 6'w) obtenu par 'algorithme GD associé a la régle d’arrét fyy
(cf. équation (T-10)) est la somme du cotit du calcul de fyy et du calcul de O'W) par I'algorithme
fw nécessite une décomposition en valeurs singuliéres de la matrice XT X. o) est, quant a
lui, calculé grace a 'algorithme (3| La complexité en temps de 6w est donc de O(fwndz). La

complexité en mémoire de 0('w) est de O(dn) a cause du stockage de matrice X.

Concernant les performances statistiques, le théoréme 1 (Raskurri, WaiNwrIGHT et Yu|2014)
montre que l'erreur de prédiction est majorée par une fonction décroissante en t pour tout
t € [1,f]-. Ainsi, I'erreur de prédiction en t = fjy tend a étre minimale. De plus, pour ¢ > fy
I’'espérance de l'erreur de prédiction ou Uerreur moyenne quadratique de Y*) (notée EQM(Y (")) est
majorée par une fonction croissante de t donc suggere que la précision statistique de l’estimateur
0 se détériore si on effectue trop d’itérations. Ces deux résultats théoriques sont illustrés par la
figure et justifient d’utiliser une régle d’arrét pour améliorer la précision de 1’estimateur ().

Deuxiéme regle d’arrét En régression, BLancHARD, HoFFMANN et Re1ss [2016/ont proposé
une regle d’arrét associée a un algorithme de descente de gradient a pas fixe a > 0. Cet algorithme
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Pourd= 20,n= 30, a= 0.01
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2 . g
, , en fonction de I'itération ¢ pour n = 30, d = 20

FiGure 1.5 - Erreur de prédiction ,ll ||Y'(t) -Y*
et un pas constant « égal a 0.01.

de descente de gradient a pour fonction objectif la fonction des moindres carrés dans le cadre du
modele linéaire : cet algorithme calcule donc les mémes estimateurs 0) que ceux obtenus
par Raskurtr, WAINWRIGHT et YU|2014 au paragraphe précédent. La précision de l’estimateur 6(*)
est mesurée par ||0) - 9*”5,(1'

La régle d’arrét f3 est définie par :
iy = inf{t € [to, +oo[: R} <1}, (1.11)

ou Rf =Y - Xé(t)llg , représente les résidus; f( et 1 sont des constantes a calibrer.

fp est donc l'itération a partir de laquelle les résidus R, deviennent petit. Cela signifie que,
pour t > fp, le phénomeéne de surapprentissage se produit. La régle d’arrét fz a donc pour but de
limiter le phénomeéne de surapprentissage en stoppant I’algorithme avant qu’il se produise. On
remarque aussi que, a la différence de la régle d’arrét fyy, fg n’a pas été batie sur des majorants. La
régle d’arrét fz a pour but d’imiter le comportement de la régle d’arrét t3 (BLaNcHARD, HOFFMANN
et Re1ss[2016) définie par :

tg = inf{t € [tg,+ool: b(?(t))z < Var(Y(t))}, (1.12)

ot1 b(Y")? et var(Y")) sont respectivement le biais au carré et la variance de Y(*).

Le colt en temps de calcul de 0Us) obtenu par l'algorithme GD avec la régle d’arrét fp
(cf. équation est la somme du calcul de fg et du calcul de () par l'algorithme 3| 5
nécessite une décomposition en valeurs singuliéres de la matrice X” X a cause de la calibration
du parameétre t;. (s est, quant a lui, calculé par l’algorithme La complexité en temps de o(fs)
est donc de O(andz). La complexité en mémoire de 0Ub) est de O(dn) a cause du stockage de la
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matrice X.

Une inégalité oracle a été obtenue pour l’estimateur o(fs) (BLANCHARD, HOFFMANN et REiss
2016). Cette inégalité oracle est un résultat a distance finie garantissant que l’erreur moyenne
quadratique (dans ce cas, 'erreur moyenne quadratique est définie par EQM(6")) = E_[||0) -
9*“3,{1]) (Ec[.] est calculée en intégrant par rapport a la loi de probabilité de €) de 0) est proche

de I’ erreur moyenne quadratique optimale parmi I’ensemble des estimateurs {6(!)},cy.

La régle d’arrét fg présente au moins deux inconvénients. fg a été défini pour imiter le
comportement de la regle d’arrét tp (cf. équation (1.12)). tg est I'itération ¢ pour laquelle le
biais au carré de Y*) est environ égal a la variance de Y. Or, la figure|1.6/montre, dans un cas
particulier, que f = argmin, {EQM(Y "))} (EQM(Y (")) est I'erreur moyenne quadratique de Y()
ne se situe pas a I'itération a laquelle b(Y(*))? = var(Y(").

De plus, fg dépend de constantes que l'utilisateur doit choisir : ce qui pose le probléme délicat

Pourd= 20,n= 30
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Figure 1.6 — Erreur moyenne quadratique de Y® ou E[%HY“) - Y*||%’n] (Y* = X6*) en fonction de
l'itération t pour n=30,d =20 et @ = 0.01.

de leur calibration pour obtenir un estimateur ofs) ayant de bonnes performances statistiques.
Troisieme regle d’arrét

En régression non - paramétrique utilisant les noyaux, Yao, Rosasco et CAPONNETTO 2007

ont utilisé une régle d’arrét associée a un algorithme de descente de gradient de pas a; = m

ouac0,1] et x := max(sup,cy Vk(x,x),1). Cet algorithme de descente de gradient est appliqué
au risque empirique définie par, pour tout f € H, C,(f) = % " (Y; = f(X;))? ot H est un RKHS
de noyau reproduisant k et (Xy,Y;),..., (X, Y,) sont des variables aléatoires indépendantes de loi
de probabilité p définie sur X’ xR.

Dans le cas du modéle linéaire (1.9)), pour le noyau linéaire en dimension d k};n, X =R%,H
est 'ensemble des formes linéaire définies sur R?. Donc f(t) définie par, Vx e RY, f(t)(x) =xTHW,
est l'estimateur obtenu par ’algorithme de descente de gradient a l'itération ¢.

© 2018 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Maxime Brunin, Université de Lille, 2018

1.4. Conclusion 29

La regle d’arrét est définie par (Yao, Rosasco et CaronNETTO(|2007)) :

D S,
fr = n@0 | 41, (1.13)

ou r est un parametre de régularité dépendant de la fonction de régression f* définie par,
VxeRY, f*(x)=xT0*. Vx € R, | x] est la partie entiére inférieure de x.

Il est a noter que la régle d’arrét f traduit un compromis biais - variance et est construite de
sorte a majorer le risque minimax.

Comme fg a une formule close (cf. équation , donc la régle d’arrét fz n'engendre pas
un colit en temps de calcul supplémentaire. Comme O est obtenu par l'algorithme GD (cf.
algorithme[3) appliqué aux moindres carrés dans le cadre du modéle linéaire (1.9), la complexité
en temps de (%) est O(fRndz).

Nous détaillons les performances statistiques de 1’estimateur OUr). Sous des hypotheses
restrictives sur la fonction de régression f* € H, k¥ < +oo et le support de p est inclus dans
X X [-M,M] (M > 0), la norme dans lIgX (px est la mesure marginale de p) de la différence

entre f(fR) et f* est majorée par ns (Yao, Rosasco et CaponNETTO |2007). En effet, f* € H vérifie
les hypotheses du théoréeme principal avec r = % (Yao, Rosasco et CAPONNETTO |2007|; BAUER,
PereVERZEV et Rosasco|2007). Yao, Rosasco et CaponNeTTO Ont défini la regle d’arrétaﬁn
d’obtenir une majoration du risque minimax, i.e. une majoration de la norme dans £;, de la

différence entre fA(fR) et f* pour f* appartenant a une certaine classe de fonctions dans le pire
des cas.

La régle d’arrét f; présente les inconvénients suivants dans le cadre du modéle linéaire (cf.
modéle (1.9)). Certaines hypothéses du théoréme principal (Yao, Rosasco et CapoNNETTO[2007)
ne sont pas vérifiées lorsque X = R? et pour le noyau linéaire k};n. En effet, pour X = R? et pour
le noyau k{lii“, K = 4o0. De plus, ils supposent que Vi € [1,#n], Y; € [-M, M] presque sirement.
Ces deux hypothéses restrictives nous empéchent d’utiliser la régle d’arrét fz dans le cadre du
modéle linéaire (1.9)).

1.4 Conclusion

Les algorithmes d’optimisation itératifs et les régles d’arrét associées f et D permettent de
fournir des estimateurs 67 et Tp respectivement pour le probléme de régression linéaire et pour
le probléme de détection de ruptures ayant de bonnes performances statistiques et peu cotiteux
en temps de calcul.

Par exemple, dans le cadre du probléeme de détection de ruptures, I’heuristique de segmen-
tation binaire utilisée par la méthode ECP ou BinSeg (FryzLewicz|2014) que nous étudierons
au chapitre suivant permet d’obtenir des estimateurs ayant a la fois de bonnes performances
statistiques (consistance forte et consistance) en stoppant I’algorithme a l'itération D. Dans le
cadre du probleme de détection de ruptures dans la distribution, nous avons développé au
chapitre2]1a méthode kernel stopping rule binary segmentation (KSRBS) basée sur I’heuristique
de segmentation binaire pour répondre au besoin de concevoir des algorithmes ayant une plus
faible complexité en temps que la méthode KCP. En effet, la méthode KCP nécessite de calcu-
ler toutes les meilleures segmentations en D segments jusqu’a un nombre de segments Dy,
potentiellement élevé : ce qui engendre un colt important en temps de calcul.
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Il est a noter qu’il est a priori plus facile d’obtenir des estimateurs construits a ’aide de
régles d’arrét ayant de bonnes performances statistiques lorsque la quantité a estimer est discrete
(e.g. pour le probléme de détection de ruptures dans la distribution) plutdt que continu (e.g.
la régression linéaire). Nous avons exploré au chapitre 3} dans le cadre simple de la régression
linéaire, le fonctionnement d’une régle d’arrét pour estimer le parametre continu 6* et obtenu
un estimateur ayant de bonnes performances statistiques et peu coliteux en temps de calcul.
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Chapitre

Regle d’arrét et segmentation binaire
a noyau

Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme itératif avec une regle d’arrét dans le cadre
du probléme de détection de ruptures dans la distribution. Cette méthode appelée kernel stopping
rule binary segmentation (KSRBS) est basée sur ’heuristique de segmentation binaire (Scorr et
Knotr|1974). Les méthodes basées sur la segmentation binaire sont particulierement pertinentes
dans le cadre de données volumineuses car elles ont une complexité en temps inférieure aux
méthodes basées sur la programmation dynamique vues au chapitre précédent. De plus, KSRBS
utilise une régle d’arrét D pour choisir le nombre de segments. Nous présentons, dans un
premier temps, la méthode de segmentation binaire dans la moyenne d’un signal réel. Puis, nous
détaillons le fonctionnement de KSRBS qui est une version “a noyau” de I’algorithme BinSeg
(FryzLEwicz|2014). Nous avons aussi transposé le théoreme 3.1 de FryzLeEwicz|2014 assurant
la consistance des estimateurs 7p ou D estla regle d’arrét de KSRBS. Enfin, des simulations
permettent de comparer les performances statistiques et en temps de calcul de KSRBS a la
méthode KCP.

2.1 Segmentation binaire

Dans cette partie, nous faisons tout d’abord un état de l'art spécifique a I’algorithme BinSeg
(FryzrLEwicz 2014) proposé dans le cadre de la détection de ruptures dans la moyenne d’un
signal réel. Puis, nous expliquons 'algorithme KSRBS adapté au cadre de la détection de ruptures
dans la distribution. Nous rappelons le modéle

Vie[l,n], Y;=p;+e€;, (2.1)

ou Vi€ [1,n]l, u; = mp, est I’élément moyen de la variable aléatoire X; (cf. partie|1.2.1).

Nous détaillons uniquement dans la partie traitant de BinSeg les remarques que 1’on peut
faire sur le fonctionnement de BinSeg. En effet, utiliser BinSeg revient a utiliser KSRBS avec le
noyau linéaire en dimension 1 kim.

31
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2.1.1 Segmentation binaire dans la moyenne d’un signal réel

Nous expliquons comment l’algorithme BinSeg récupére des instants de ruptures estimés
grace a la segmentation binaire et une reégle d’arrét.

Pour déterminer ces instants de ruptures estimés sur un segment [[s,e] ou 1 <s<e<mn,
BinSeg utilise la statistique X’, définie par :

Xie= —s+1 Z SH ZX“ (2.2)

ot {X;}je[1,n] est définie par le modéle (L1, b € [[s,e — 1] est un instant de ruptures candidat et
T =e—-s+1 estlalongueur du segment [s, e].

Pour déterminer un instant de ruptures estimé, BinSeg procéde en deux étapes. Pour la
premiére étape, BinSeg recherche, comme pour la méthode CART, I'instant de ruptures candidat
qui minimise le plus le risque empirique sur le segment [[s,e]]. La détermination de cet instant de
ruptures candidat est faite par la recherche du point de maximum global de |X£e| noté by pour
b e[s,e—1] grace a la propriété suivante (FrRyzLewicz [2014) :

(2.3)

bo = arg max |X5be | =arg min HXs,e - ﬁ’l’b H; T’
b:s<b<e ’

bis<b<e
ourt,={s-1,be} X;o ={X,...,X}. Testégalae—s+1. iy, € RT est défini par I’équation
(1.4) (e pig, = argminuesib I1Xs,e — u||% T) On peut montrer que fi, peut s’exprimer de la fagon
suivante : Vi € [s,b]], (fir,)i = Xsp = o7 iy Xi €t Vi€ [b+ Lell, (Ag,)i = Xps1e = 75 Licpir Xi

Une réécriture [X2,| montre que |X?,| est d’autant plus grand que la différence en valeur
absolue entre la moyenne empirique de X; , = {Xy,..., X,,} sur le segment [[s, b]] et la moyenne
empirique de X , sur le segment [[b + 1, e] est grande. En effet, Xﬁe peut s’écrire :

/e b)( —s+1 Z s+1 ZX
[(b- b)
:>Xh S+1 - [ —5+1Z e—b in

i=b+1

De plus, comme w = T(l - b_sT“)(h_s—”) et x — x(1 —x) a un maximum en x = % alors

(e— b)(b s+1) _ T(l _ b-s+1

le facteur T)(b_-}“ ) présent dans l'expression de X?,, favorise b loin des

bords de IIs,e]]. Une illustration de X'sb % (cf. figure i confirme la remarque faite ci-dessus.

La récupération des instants de ruptures candidats grace a la segmentation binaire est
expliquée dans la section suivante car utiliser BinSeg revient a utiliser KSRBS avec le noyau
linéaire en dimension 1 k%m.

s,e’

De méme, la deuxiéme étape de l'algorithme BinSeg est I’étape de sélection de modele. Cette
deuxiéme étape est détaillée dans la partie traitant de KSRBS pour les raisons citées dans le
paragraphe précédent.

Grace a l'algorithme BinSeg, Fryzrewicz|2014]a obtenu un résultat de consistance de 7} =

{To,...,Tp), i.e. YO > 0, P(| | >8) —> 0. Nous avons étudié une version “a noyau” de
n—+oo
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FiGure 2.1 — Illustration de Xs e pour n = 200. YS,;,O et Ybo+l,e sont respectivement les moyennes
empiriques de X; , = {X3,..., X,,} sur les segments [[s, by]| et [y +1,e].

l'algorithme BinSeg appelé KSRBS et transposé le résultat de consistance 7 au cadre de la
détection de ruptures dans la distribution.

2.1.2 Ruptures dans la distribution et segmentation binaire

Pour réaliser de la détection de ruptures dans la distribution, nous avons vu au chapitre
précédent que nous pouvions utiliser les noyaux semi - définis positifs. Les nouvelles variables
aléatoires étudiées {Y;}ic[1,, sont définies par le modele . Etant donné que, pour des noyaux
caractéristiques, faire de la détection de ruptures dans la distribution est équivalente a faire
de la détection de ruptures dans les éléments moyens d’'un RKHS H, nous avons transposé a
l'aide des noyaux semi - definis positifs I’algorithme BinSeg réalisant de la détection de ruptures
dans la moyenne d’un signal réel. Il est a noter qu’il peut étre utile de détecter des changements
dans certains moments de X; (i € [1,n]]) a ’'aide de noyaux qui ne sont pas caractéristiques. Par
exemple, le noyau polynomial d’ordre p > 1 (cf partie[1.2.1) n’est pas caractéristique et permet
de détecter des changements dans les p premiers moments de X; (i € [1,#n]]) (GARREAU et ARLOT
2016).

Nous avons défini le vecteur Y, € H de maniére analogue a X?, (cf. équation (2.2)) :

Yslje: _S+1 Z S+1 ZYH

pourbe[s,e—1]etT=e—s+1.

KSRBS procede comme BinSeg en deux étapes. La premiere étape consiste a chercher I'instant
de ruptures candidat by qui minimise le plus le risque empirique sur le segment [s, e]]. De la
méme maniére que pour Xsl{e (cf. équation (2.3)), d’aprés la propriété|2.1.1} nous savons que by
est le point de maximum global de ||Ys}fe||H pour b € [[s,e—1]:
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Propriété 2.1.1.

b . N 2
by = arg max ||Y5’e||H =arg min HYs,e - '”Th”H,T , (2.4)
b:s<b<e b:s<b<e

out,={s-1,be} Y, ={Y,..., Y,}. T est égal a e~ s+ 1. fiy, est défini de maniere analogue
a I’équation (1.4) (i.e. fiy, = argminuesrb 1Y — U||§,T)- Pour rappel, on peut montrer que fi,, a
I'expression suivante : Vi € [[s,b], (fir,); = ﬁi?zs YietVie[[b+1,e], (fig,)i = b_lﬁzihsti
(Arrort, CeLIssE et HarcHAOUI|2012). La preuve de la propriété est disponible a la partie
252

La deuxieme étape de 'algorithme KSRBS consiste a définir le seuil ,, tel que b, est retenu

comme un instant de ruptures estimé a la condition que |IY:S||H soit plus grand que C,. Par
exemple, dans le cas de la détection de ruptures dans la moyenne d’un signal réel, pour le noyau
b

b .. .
| = |Xs2|- Ainsi, compte tenu des remarques de la section

o . . in b
linéaire en dimension 1 k%‘n, IYse

cela signifie que |X£2 doit étre suffisamment grand, i.e. by est situé loin des bords de [[s,e] et le
changement dans la moyenne du signal X, , est suffisamment important en b, pour que by soit
un instant de ruptures estimé. KSRBS poursuit ensuite récursivement la recherche d’instants de
ruptures estimés potentiels sur chacun des deux sous segments délimités par by (i.e. [[s, by et
[bo +1,e])). Il est a noter que, comme pour la méthode CART et ECP décrite dans la section

les instants de ruptures estimés ne sont pas remis en cause. Si IXffél est plus petit que le seuil C,,,
by n’est pas défini comme un instant de ruptures estimé et plus aucun instant de ruptures ne
sera estimé sur le segment [[s, e]]. L'algorithme KSRBS s’arréte lorsque tous les segments de [[1, 7]
délimités par les instants de ruptures estimés ne contiennent plus d’instants de ruptures estimés
potentiels.

Pour plus de clarté, nous expliquons les 2 premiéres itérations de I'algorithme KSRBS. KSRBS
est exécuté par KSRBS(1,,C,) (cf. algorithme[7).

Premiere itération On cherche j; I'instant de ruptures candidat minimisant le plus le
risque empirique sur [1,n—1]. Compte tenu de I’équation (2.4), j; est défini par :

. . lgi 2

j1 =arg min ”Yl n_1|| .

1<j<n ’ H

Si ||Y1“n_1||H > (,, alors j; est un instant de ruptures estimé et on note 7; = j;. Sinon l’algorithme
KSRBS stoppe (D =1).

Deuxieme itération On cherche ensuite les instants de ruptures candidats j,, j3 minimisant
le plus le risque empirique sur les segments [[1,7; — 1] et [T, — 1] respectivement. j; et j3 sont
définis par :

Y]

52,62

2 ) e 112
et j3 =arg min ‘ Y505
H #<j<n H

j» = arg min |
1Sj<'fl

’
OflSzzl, 62:f18t53:’f1+1, ez = n.

Sidle{2,3}, ”Ys]ll,el |l > C,,, alors j; est un instant de ruptures estimé. Si j, et j3 sont des instants
de ruptures estimés, on ordonne j, et j3, i.e. on choisit parmi les instants j, et j3 celui qui
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Algorithme 7 algorithme KSRBS

Entrée : donnée (xq,...,x,) € X"
KSRBS(s, e, C,,)
Si (e—-s<1)
KSRBS stoppe.
Sinon
Faire by = arg max || Y2, |l
bel[s,e-1]
Si [I%2lh > T,
Faire bj est un instant de ruptures estimé.
Faire KSRBS(s, by, C,,)-
Faire KSRBS(by+1, e, Cy)).
Sinon
KSRBS stoppe.
Fin Si
Fin Si

minimise le plus le risque empirique. Si VI € {2,3}, ||YS];',6,||H < ¢, alors KSRBS stoppe (D = 2).

Ainsi KSRBS permet de récupérer les segmentations {Tp}pepy,py ou Tp et D sont définis par :

(2.5)

ip= argmin “Y—ﬁT |§{n

teMp(ty,.., Tp-2)
D:min{DeN*:Vie[[O,D—l]], vl

Tivl

A C"}

ou Mp (ty,...,Tp_p) est 'ensemble des segmentations en D segments ayant D instants de ruptures
déja fixés. Formellement, Mp (7y,...,Tp_p) est défini par Mp (ty,...,Tp_) ={t € M1,(D): TN
. . . . S

tp-1 =tpa}.Yie[0,D-1], ()= argmaxje[[f,-ﬂ,f,-ﬂ_1]]{||Yfi+1,fi+l ll7¢}-

Ainsi, ’équation (2.5) montre que KSRBS fournit un point de minimum local du risque
empirique ||Y — /:‘1”72-1 , sur I'espace des segmentations en D segments. En effet, I’équation (2.5)

montre que KSRBS fournit un point de minimum sur le voisinage Mp (7y,...,Tp_p) C My.,(D).

La méthode exacte de programmation dynamique fournit quant a elle un point de minimum
global du risque empirique.

A des fins d’illustration, on peut aussi exécuter KSRBS jusqu’a un nombre de segments égal a
Dpax par minimisation du risque empirique. La figure[2.2] montre que la distance de Frobenius
entre la segmentation 7p et T* en fonction du nombre de segments D. La distance de Frobenius
entre T et T est définie par (Lajucte, Arror et Bacu|2014) :

dF(’c,*c/) = HMT ~MT .

V-0

i=1

(2.6)

]l{i,j appartiennent au méme segment de t}

card (segment de T contenant i et j)’

CoarT o
ouMij_

La figure[2.2lmontre que si le nombre de segments D de la segmentation 7 est trop grand alors la
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Pour le noyau gaussien

*

-- D
: DminF

distance de Frobenius

T T T T T T
0 20 40 60 80 100

nombre de segments D

FiGure 2.2 — Distance de Frobenius entre 7p et T° pour 1 <D < Dy, 00 Doy = 100, n=1000 et
le noyau Gaussien k}?d en dimension 1 pour h = 0,1. D,,;,,r est le nombre de segments minimisant
la distance de Frobenius entre 7p et t*.

distance de Frobenius de T a " est trop grande. Ceci illustre le phénomene de surapprentissage
car lorsque D tend vers n—1, fi, pour T = T tend vers Y. Ce phénomeéne de surapprentissage
justifie d’utiliser une régle d’arrét D pour stopper KBS afin de ne pas détériorer la qualité de la
segmentation Tp.

2.2 Consistance de l’estimateur

Dans cette partie, nous présentons notre résultat principal et les hypotheses garantissant
celui-ci. Il s’agit d’un résultat de consistance de l'estimateur 7 obtenu par KSRBS. Ce théoréme
est issu d’une transposition du théoréme 3.1 de (FryzLEwicz|2014) au cadre des noyaux.

2.2.1 Hypotheses

Nous présentons dans cette section les hypothéses que I'on doit faire sur les termes d’erreur
{€ilie[1,n] et les “nouvelles” observations {Yi}ie[1,,) définies par (2.1) puis celle sur les vrais
instants de ruptures {7;};c[o,p+] et les éléments moyens de {X;}ic1,n] {i}ic1,n]-

On fait les hypotheses suivantes :

(Bd) AM e R, Vie[1,n], ||Y,-||721 = k(X;, X;) < M? presque stirement.

(G) {€ilief1,ny sontii.d et Vi € [[1,n]], €; € H est une variable aléatoire gaussienne centrée (i.e.
VheH, E[(ei,hm,] = 0) et d’opérateur de covariance ¥ défini par Vh, ' € H, (Sh,h')y =
cov({€;, h)y,{€;, h )p). On suppose que X vérifie Tr(X) = 1.

(Sep) H est un espace séparable (i.e. H admet un sous ensemble dense dénombrable).

(tau) L'espace minimum entre deux vrais instants de ruptures vérifie Vi € [1,D*]), |7/ -7/, >
5,006, >Cn®, 0 <1 etC; estune constante ne dépendant pas de n.

(mu) {pi}ieq1,ny vérifie Vi € [1,D" - 1], /,t; =llpes1 = pelly = p, 2 Con™ ouw > 0 et C, est

une constante ne dépendant pas de 7. Les parametres © et w vérifient @ — 4 > %

© 2018 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Maxime Brunin, Université de Lille, 2018

2.2. Consistance de 'estimateur 37

L’hypothese (Bd) est classique dans le cadre du probleme de détection de ruptures dans la
distribution (Arror, CeLIsSE et HarcHAOUI |2016[; GARREAU et ArRLOT [2016) : cette hypothése
permet de justifier I'existence de I’élément moyen de la variable aléatoire X;. L’hypothese (G)
est utilisée dans la preuve du théoreme[2.2.1|pour montrer que des événements se produisent
avec grande probabilité. L’hypothése (Sep) est classique dans le cadre des méthodes a noyaux
(BAUER, PEREVERZEV et Rosasco|2007|; ArLort, CeLissE et HarcHAOUI|2016). I1 est a noter qu'un
RKHS H est séparable si, par exemple, k est continue sur X2 et X’ est séparable. Le noyau
gaussien kﬁd sur l'espace séparable X = R est continue sur X2, donc le RKHS H associé a kgd est
séparable. Les hypotheses (tau) et (mu) sont les versions “a noyau” des hypotheéses du théoréme
3.1 (FryzLewicz|2014). Elles supposent notamment que la distance minimale entre deux vrais
instants de ruptures est assez grande. Ici cette distance est minorée par n%%. Une hypothése
analogue est faite par GARREAU et ARLOT [2016|et sera discuté dans les commentaires du résultat
principal suivant.

2.2.2 Résultat principal

Théoreme 2.2.1. {Y;}ic[1,u] vérifie le modele et on suppose les hypothéses (Bd), (G), (Sep), (tau),
(mu). On suppose © — 4 > %. Le parameétre de seuil C,, vérifie

1. Si© e]%,l[, pour 0 €]l -0,0 —1/2-w[, { = c;n?
2. Si@® =1, pour 6 <1/2—w, c,(log(n))P <, <c3n? (p>1/2),

pour des constantes strictement positives c1 ,¢;, c3. Alors, il existe des constantes strictement positives
cy, C5 et un événement C,, tels que P(C,) > 1—cyn™!, ont

C,={D=D*, max |¢ - T;| < c5ep),
i€[[1,D-1]

ou &, = /\gnzégzygz (A, doit étre supérieur a \/6log(n)).

Le théoreme est un résultat de consistance du nombre et de la position des instants
de ruptures estimés. Comme, compte tenu des hypothéses (tau) et (mu), “* tend vers 0 lorsque
n tend vers +oo, alors ce résultat de consistance signifie que Vi € [[1,D -1], IT‘—;T'I converge en
probabilité vers 0,1i.e. Y6 > 0, P(@ > 0) ”:)oo 0. Ce résultat garantit aussi que, a distance finie,
avec une probabilité supérieure a 1 —c4n~!, chaque instant de ruptures estimé 7; est dans un

voisinage des ;.

Nous faisons I’hypothése que la distance minimale entre deux vrais instants de ruptures est
minorée par n%4. GarreAU et ArroT 2016/ont étudié la méthode KCP et, dans le théoréme 1,
supposent que la distance minimale entre deux vrais instants de ruptures est minorée par log(n) :
ce qui est une hypothése moins restrictive que la notre. GARREAU et Arror |2016|obtiennent
également que 7 converge vers T° a la vitesse log(n)/n : ce qui est une vitesse de convergence
plus rapide que la notre. Néanmoins, pour choisir la constante de la pénalité et ainsi obtenir 7p,
GARREAU et Arror 2016|utilisent ’heuristique de pente pour la calibration de la constante de la
pénalité. Or, nous avons vu, au chapitre|[l|que I’heuristique de pente est une méthode cotiteuse
en temps de calcul.

Un schéma de la preuve regroupant les idées de la preuve est donnée dans la partie La
preuve du théoréme est disponible en section
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2.3 Résultats numeriques

Nous définissons, dans un premier temps, les objectifs de ces simulations et le cadre de
simulations. Puis, nous interprétons les résultats numériques obtenus.

2.3.1 Objectifs

L'objectif de ces simulations est d’illustrer la performance statistique de la méthode KSRBS
mesurée par la distance de Frobenius (cf. équation |2.6) et la distance de Haussdorf (cf équation
(2.7)) entre les segmentations {Tp}pe[1,p,,, ] Obtenues par KSRBS et la vraie segmentation t*. La

distance de Haussdorf entre les segmentations T = {t,...,7p} et T = {Té,..., T;),} est définie par :

7 7
dH(T,'r):max{ max  min |Ti—’(«

I , max min |Ti—’(«| . (2.7)
1<i<D-1 1S]'SD/*1

1S]'SD/*1 1<i<D-1

Nous évaluons I'influence du choix du noyau sur la précision des segmentations {Zp}pe[1,0,,,]
en réalisant ces simulations pour le noyau gaussien et le noyau linéaire en dimension 1. Nous
n’avons pas comparé en temps de calcul KSRBS a la principale méthode concurrente KCP. En
effet, la complexité en temps de KSRBS est de O(Dn?) dans le pire des cas et est donc inférieure
a celle KCP (O(Dyax1?)) tant que D est plus petit que Dp,y. Nous avons vu, au chapitreque
la méthode KCP utilise I'heuristique de pente. L’heuristique de pente nécessite de calculer 7p
jusqu’a un nombre de segments D, potentiellement élevé : ce qui engendre un cotit important
en temps de calcul. Nous comparons KSRBS et KCP en calculant la distance de Haussdorf entre
T et T° pour différentes valeurs de n. Pour KCP, nous avons utilisé la variante de I'heuristique
de pente utilisant la régression linéaire pour éviter de fixer les constantes c; et ¢, de la pénalité

(cf partie|1.2.5).

2.3.2 Cadre de simulations

Pour évaluer la performance de KSRBS, nous fixons la taille de ’échantillon égale a n = 1000.
La vraie segmentation 7* a pour dimension D* = 11 et les vrais instants de ruptures sont :
7, =100, 7 = 130, 73 = 220, 7, = 320, 75 = 370, 7z = 520, 7; = 620, 75 = 740, 75 = 790, 17, = 870.
Diay est choisi égale a 100. Pour comparer la précision statistique de KSRBS et KCP, pour chaque
valeur de n € {200,500,1000,1500,2000,3000}, nous fixons les vrais instants de ruptures écartés
d’une distance constante égale a 100.

Le noyau gaussien en dimension d = 1 kgd a pour parameétre h = 0.1. Le parameétre C,, est
choisi égal a C+/210og(1)6 ol 6 est un estimateur du terme d’erreur (62 = % Y ||Y,-—% ;7:1 Y]-||721).
La constante C a été calibrée empiriquement telles que |D — D*| est minimale pour différentes
tailles d’échantillons n € {100,200, 500}, pour B = 100 répétitions et pour le noyau gaussien et le
noyau linéaire en dimension 1. Nous avons obtenu C = 0.4 pour le noyau gaussien et C = 0.3
pour le noyau linéaire.

On considere deux scénarios (Arrot, CeLisse et HarcHAOUI2016). Pour le scénario 1, le signal
présente des changements dans la paire (moyenne, variance), tandis que pour le scénario 2, le
signal a une moyenne et une variance constante. Un exemple des scénarios 1 et 2 est illustré sur

la figure

Scénario 1 : La loi de probabilité de X; est soit : une loi binomiale de paramétre N = 10
et p = 0.2 (B(10,0.2)), une loi binomiale négative de paramétres N =3 et p = 0.7 (N B(3,0.7)),
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une loi hypergéométrique de parametres N =10, b =5 et r =2 (H(10,5,2)), une loi normale de
parameétre m = 2.5 et 0 = 0.25 (N(2.5,0.25)), une loi gamma de parameétres k = 0.5 et 6 = 5
(7(0.5,5)), une loi de Weibull de parametres k =5 et A =2 (WW(5,2)), une loi de Pareto de para-
metres a = 1.5 et k =3 (P(1.5,3)).

Scénario 2 : La loi de probabilité de X; est soit : une loi de Bernoulli de parameétre p = 0.5
(B(0.5)), une loi normale de parametres m = 0.5 et o> = 0.25 (A(0.5,0.25)), une loi exponentielle
de parametre A = 2 (£(2)).

Pour les scénarios 1 et 2, la distribution a l'intérieur d’un segment est choisie différente de
celle du segment précédent. Le scénario 1 est un cadre de simulations plus facile que le scénario
2 pour détecter des changements dans la distribution. En effet, la paire (moyenne, variance) est
différente pour deux segments consécutifs pour le scénario 1 alors que cette paire est égale pour
deux segments consécutifs pour le scénario 2. Pour le scénario 2, seule la loi de probabilité des
variables aléatoires X; change entre deux segments consécutifs.

scénario 1 scénario 2

10
|

T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

instants instants

F1Gure 2.3 - Signaux du scénario 1 et 2. La position des vrais instants de ruptures est matérialisée
par des lignes verticales rouges.

2.3.3 Interprétation

Nous étudions 'influence du choix du nombre de segments D sur la performance statistique
de 7p. Nous étudions aussi I'influence du choix du noyau sur la qualité des segmentations
{TD}Def1,D,p,, ] L2 figure montre que, excepté pour le cas du noyau linéaire et le scénario 2,
les distances de Frobenius et de Haussdorf entre 7 et T° décroissent puis croissent en fonction
du nombre de segments D. De plus, la croissance de la distance de Frobenius entre 7p et T*
est plus marquée que pour la distance de Haussdorf entre 7p et ©*. Excepté pour le cas du
noyau linéaire et le scénario 2, nous observons que la segmentation la plus proche de 7* parmi
{Tp}pe1,D,,,,] @ un nombre de segments D proche de D : ainsi, une segmentation dont le nombre
de segments estime D* aura tendance & avoir de bonnes performances statistiques. La figure [2.4]
confirme que le noyau gaussien est plus adapté que le noyau linéaire pour faire de la détection
dans la distribution. En effet, le noyau linéaire est performant pour faire de la détection de
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ruptures dans la moyenne d’un signal réel. De plus, KSRBS est performant pour des noyaux
caractéristiques qui permettent de faire de la détection de ruptures dans les éléments moyens
d’un RKHS. Or, on sait que le noyau gaussien est un noyau caractéristique alors que le noyau
linéaire ne l’est pas. Cette derniere remarque explique les différences en matiere de performance
statistique entre le noyau gaussien et le noyau linéaire, en particulier pour le scénario 2.

Nous étudions la qualité des instants de ruptures de la segmentation 7 en les comparant
a ceux de la vraie segmentation t*. La figure montre, pour chaque position i € [1,7], la
probabilité d’obtenir un instant de ruptures estimé de la segmentation 7. Dans le cas facile
(scénario 1), nous observons que la probabilité que I'un des instants de ruptures estimé de 7p
soit un vrai instant de ruptures de la segmentation 7" est comprise entre 0.5 et 0.6 pour le noyau
gaussien et est comprise entre 0.4 et 0.5 pour le noyau linéaire avec un bruit de fond important.
Dans le cas plus difficile (scénario 2), cette probabilité est plus faible : elle est respectivement
comprise entre 0.4 et 0.5, et de l'ordre de 0.1 pour le noyau gaussien et le noyau linéaire. La
ﬁguremontre les histogrammes de D pour les scénarios 1 et 2. On observe, sur chacun de ces
histogrammes, que la moyenne de D est plus grande que D*. Cela signifie que KSRBS a tendance
a surestimer le vrai nombre de segments. Néanmoins, pour le noyau gaussien, la probabilité de
récupérer exactement les vrais instants de ruptures est satisfaisante pour les scénarios 1 et 2
bien que KSRBS surestime le vrai nombre de segments.

Nous comparons maintenant la précision statistique de KSRBS et KCP évaluée par %dH(%ﬁ, T")
ou dy(Tp, ") est la distance de Haussdorf entre 7 et 7. Nous nous sommes placés dans le cas
ol la distance entre deux vrais instants de ruptures est constante. On observe sur la figure
que KSRBS a une meilleure précision statistique que KCP pour certaines valeurs de n pour le
scénario 2.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un algorithme itératif avec une régle d’arrét qui
assure que 1p soit précis et peu cotiteux en temps de calcul. En effet, le théoreme [2.2.1] garantit
la consistance des instants de ruptures estimés et les résultats numériques démontrent la
performance statistique de KSRBS. En particulier, les simulations montrent, pour le scénario
2, que KSRBS a une meilleur précision statistique que KCP pour certaines valeurs de n. De
plus, KSRBS a une complexité en temps inférieure aux méthodes vues au chapitre précédent
traitant de la détection de ruptures dans la distribution (KCP, PELT, ECP). La méthode PELT
a une complexité inférieure a celle de KSRBS si le parameétre de régularisation de la méthode
PELT est connu, ce qui n’est pas le cas. Ainsi, on doit ajouter la complexité en temps associée a
la calibration du parametre de régularisation pour obtenir la complexité de la méthode PELT.
La faible complexité en temps de KSRBS est particuliérement pertinente dans le contexte de
données volumineuses. KSRBS est donc une méthode alternative a la méthode basée sur la
programmation dynamique qui est colteuse en temps de calcul.

2.5 Preuves

Dans cette partie, nous donnons le schéma de la preuve du théoreme ainsi que les
preuves des lemmes et des propriétés de ce théoreme (VENKATRAMAN [1992); CHO et FRYZLEWICZ
2012[; FryzLEwicz [2014).
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Pour le noyau gaussien et le scénario 1 Pour le noyau gaussien et le scénario 2
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Pour le noyau linéaire et le scénario 1 Pour le noyau linéaire et le scénario 2
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FiGURE 2.4 — Tracé de la distance de Frobenius et de Haussdorf entre Tp (Tp est calculée par
KSRBS) et * pour 1 < D < D, pour le noyau gaussien et le noyau linéaire et pour les scénarios
1 et 2. Les parameétres sont n = 1000, D,,, = 100, B = 500 répétitions et h = 0.1 pour le noyau
gaussien k' ;.

Nous définissons, tout d’abord, Yv = (vs,...,v,) € HT, pour b € [[s,e—1]], le vecteur ﬁse par

e—b b b-s+1
=y Y e [l Y,
e T\ Tl—s+1) YT\ Tle—b) £ "7 (2.8)

i=b+1

ouT =e—-s+1.

2.5.1 Schéma de la preuve du théoréeme[2.2.1]

Initialement, pour s = 1 et e = n, deux cas peuvent se produire : il n’y a pas de vrais instants
de ruptures dans le segment [1,n]] ou il y a des vrais instants de ruptures dans le segment [[1, n]].
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Pour le noyau gaussien et le scénario 1 Pour le noyau gaussien et le scénario 2
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Pour le noyau linéaire et le scénario 1 Pour le noyau linéaire et le scénario 2
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Ficure 2.5 — Probabilité d’obtenir a la position i € [1,#] un instant de ruptures estimés de la
segmentation 7 (Tp est calculée par KSRBS), pour le noyau gaussien et le noyau linéaire, et
pour les scénarios 1 et 2. Les parametres sont # = 1000, Dy,,,, = 100, B = 500 répétitions et h = 0.1
pour le noyau gaussien k}(id' La position des vrais instants de ruptures est matérialisée par des
lignes verticales rouges.

Pour le premier cas, siil n'y a pas de vrais instants de ruptures dans le segment [[1, n]], alors
d’apres le lemme 6} sur I’événement A, N B, (les événements B, et A, sont définis par les

lemmes et

KSRBS stoppe (D =1).

Pour le deuxiéme cas, si il y a de vrais instants de ruptures dans le segments [[1,#] alors,
comme s =75+ 1 ete=1p:, Jig €[[0,D"-q-1]] (0<g<D*-1),

* *
T <S<T L << e<t (2.9)

* *
ig+q ig+g+1
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Pour le noyau gaussien et le scénario 1 Pour le noyau gaussien et le scénario 2
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F1GURE 2.6 — Histogramme de D obtenu par KSRBS pour les scénarios 1 et 2. Les paramétres sont
n =1000, B = 500 répétitions et 1 = 0.1 pour le noyau gaussien kffd. La valeur de D* =11 est
matérialisée par une ligne verticale rouge.

Pour le noyau gaussien et le scénario 1 Pour le noyau gaussien et le scénario 2
0
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FIGURE 2.7 — Figureset 2.7b|: %dH(%D,T*) ou dy(Tp, ") désigne la distance de Haussdorf
entre Tp et T°. Tp est calculé par les méthodes KSRBS et KCP. Les parametres sont B = 100

répétitions et h = 0.1 pour le noyau gaussien k,?d.

il existe r € [[1,4],

S< T4y C3On<rlo+r+C36n<e. (2.10)
max(min(rfo+1 —s,s—T;O),min(T;0+q+1 —ee— T;ow)) < Cyéeye (2.11)
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En effet, comme 0, est la plus petite distance entre deux vrais instants de ruptures et, s = 7, + 1
et e = 1p- alors ’hypothése (2.10) est vérifiée. Comme ¢, tend vers +oo lorsque # tend vers +oco
et,s=71y+1ete=1p-alorsl’ hypothese est vérifiée.

Sur I'événement A, N5, comme s et e vérifient les hypotheses u 10|et[2.11]alors, par

le lemme |2.5.4} by = arg Znax ” est a une distance Cy¢,, de T10+r et par le lemme 2.5.5
s<v<e

el

I1Y; ||H > C,. Par conséquent, b, est un estimateur de TZ oy
un estlmateur d’un autre vrai instant de ruptures car bo est éloigné du vrai instant de ruptures le
plus proche d’une distance supérieure a 6,,— Ce,,, quantité qui est supérieure a Ce,, car ¢, = 0(9,,).

On remarque que by ne peut pas étre

Par conséquent, KSRBS recherche d’autres vrais instants de ruptures sur [[s, by]| et [bg + 1, €]
Supposons qu’il y a des vrais instants de ruptures non détectés sur [[s, bg]|, nous allons démontrer
que s et by vérifient les hypothéses et IE Comme |by - 7; , | < Cyé, alors pour tout
vrai instant de ruptures non détectés Tlf‘l € [Is, boll, b — Tll >0, - C4sn. La quantité o, — Cye,
est supérieure a Co,, pour une certaine constante C > 0 car ¢, = 0(9,). De plus, -* -s+1=
-t 47 —s+1>(1+C3)d,. Ainsi, s et by vérifient I’hypothese [2.10] s et bo vérifient

i ig+r ig+r

l’hypothésecar lbo -} ,,| < Caép.

Ainsi, KSRBS continue sur chaque [[s,e]] qui contient des vrais instants de ruptures non

détectés. KSRBS s’arréte lorsque ||Ysb3||H <, i.e.d’apres le lemme lorsqu’il n’y a plus de
vrais instants de ruptures non détectés sur le segment [[s, e]].

Dans la suite de cette partie, nous donnons les preuves des lemmes et des propriétés permet-
tant de démontrer le théoréme [2.2.11

2.5.2 Résultats principaux

Propriété 2.5.1. Un instant de ruptures candidat by est défini comme le point de minimum du risque
empirique sur le segment [[s,e—1] :

by = b |12
o = arg max (Al

=arg min mm ”Ys e—

{]EHHT’
b:s<b<e fsee}'” ’

o Yy, =(Ys,...,Y,) € HT; T=e-s+1; ]-—sbe est l'espace des vecteurs u € HT dont les coordonnées
sont constantes sur chaque segment de la segmentation (s —1,b,e).

Démonstration.

On remarque que, Vb € [s,e—1],

_ 2
:||Ysg 2 b

Yse -V, : ”H,T B |

s,e HT

min ¥, - fShE”HT | (2.12)

e ’
fse ]:ee nT

. <b L b :
ou Y, est la projection orthogonale de Y, sur fsf’e. Y, . a pour expression (ArRLoT, CELISSE et
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HarcHaoU12016) :

_ 2 _ _
| Y., = (bs D[[Tosll2, + (0 =s+ D[],
1 P N
ab st DR IS DERY I
i=s H i=b+1 H

ou Y, et Yy, , sont les moyennes empiriques de Y;, sur [[s,b] et [+ 1,¢] respectivement.

Nous calculons ”YSZ”H :

YSIT@: —s+1 Z

e—b
fhe=7

= 1%elhe = 751

Nous remarquons que

s+1

1=s

b 2
Z b—
T(e-b
L TE=h)

i=s i=s i=b+1 i=s
b 2 e
Z 3 PR
i=b+1
Par conséquent,
b
7205 -
H™ T(b-s+1) — -b)
_ b —s+1
—s+1 - -b)
2 1
7 ZYf 7
i=b+1 H
b 2
1 1
= Y: + —
b-s+1 ZZ e—b Z
i=s H i=b+1
—b
:)Yse H,T__
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s+1

i
)l
- b) i=b+1

e b
Zi Z i;ZYHZYi)H

Ei'ﬁ (Z:KIEZ'YMf

i=b+1 i=s i=b+1
e
i=b+1
+2<ZYU Z Y.
i=s i=b+1

ZY,- ——<ZYZ, ZY>H
i=b+1 i=s i=b+1

. 2

)Y
i=b+1 H

z
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D’apreés I’équation (2.12)), nous obtenons

—=b
Ys,e -

min HYS e fsbeHH =

e
fse H,T

=¥l - 72

“lln,r
2 b 2 ]. - ?
= HYW“H,T - “YS»’”H T ZYi
i=s H
Ainsi,

wrgmax [Tl =argmin i, e~

Lemme 2.5.1. {Y}ic1,n] vérifie le modéle (1.3) et nous supposons vérifier les hypothéses du théoréme
Alors, nous avons P(B,) >1—Csn™", ol

B, = {s,b,ezlrgsas)idsﬂ H — fls, e”H = };

ot Ay > +/8log(n), Cs est une constante strictement positive et ﬁ?,e est défini par I'équation (2.8).

Démonstration. On remarque

<\

~b
&l
> weB, o(s,b,e)e1,n],

é?'CHH > /\1

Alors,

P(B}) < Z P([[eell, > 1)

s,e,b=1

On remarque que €2, € H est une variable aléatoire Gaussienne centrée et d’opérateur de

. ’ . 7 . . .. 7 z
covariance X car {€;}ie[1,,] sont des variables aléatoires Gaussiennes i.i.d. centrée et d’opérateur
. ’
de covariance ¥. Nous montrons que X =X .
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En effet, Vh,h € H,
(I h Yy
=E[(&he mp(ele h |

[Z(¢53) (111)53) <61:h>H<€],h >H

i,j=s

Ouese_Z lPSE

i=s

car {€;}ie[1,] sont i.i.d.

| ) (0l e s

i=s

= (Sh, 'Yy car i(gbfe)lz =1

i=s

=>y=y

On a supposé que H est séparable donc H admet une base Hilbertienne {ej}rcn+. On montre
maintenant que X est un opérateur de Hilbert Schmidt sur H. En effet,

+00 +00 +00

2
D IIZerlly, = ZZ@:ek, e’
k=1 =1 I=1

(Zeen)F = (B [(esenlen e )’
< E[(ei,ek)%_t ]E[(ei, 61)72_{] d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

+00 +00

= 55 < ¥ lensor] e

=1 I=1
< Z(Eek,ekm Z(Eebelm
k=1 =1

(Trx)?

<
<1< +oo,

car on a supposé Tr(X) = 1.

Donc X est un opérateur de Hilbert-Schmidt : en particulier, ¥ est un opérateur compact. Comme
H est un espace de Hilbert séparable et ¥ est un opérateur compact auto-adjoint alors, d’apres
le théoreme spectral, nous savons que X admet des vecteurs propres {¢,},en+ avec des valeurs
propres {v, },en+. Alors,

lebellr = > (ele g

reN*

Ainsi, (és o Or)H ~ N(0,v,) car var((é] e,(p,)H) (¢, ¢y = v,. De plus, pour r s,
cov <€5 o br Y20 (€L cer D)) = (EPr, ps) = 0 car {¢,},cn- est une base Hilbertienne. Donc
comme cov((es’e,cpr)H, <€E,e’ ¢s)n) =0 pourr#set <€§e, ¢, )y est une variable Gaussienne pour
reN*=VreN, (éf’e, ¢, )y sont des variables aléatoires indépendantes.

cas1:vy =sup, v, = 1.

ComeTr(£)=1=Vr>1, v, =0= (&%, ¢, )% ~N(0,0) :E[( Se,qir)%{] = 0. Alors,

éxelly
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‘<€26'¢1>H| =|Z| presque siirement ou Z ~ A (0,1). Nous prouvons que P(”éf’eH > /\1) <

C est une constante positive.

P([l&8e]l,, > M) =P(Z1= )
_LJ
CVa2r Jy,
= 2 f+oo/\ 7%dx
TV

1
— car A 8log(n)
V2T(/\1 1 8

2

: V2m+[8log(2) nt

carn>2

cas 2: vy =sup,n Vr < 1.

Nous prouvons que P(”ésb’e”H > /\1) < % ou C est une constante positive.

P(llezell >A1)
= P(5lleteli > 343)

E[efllés.ellu]
ez M

1 =b 2
E I:ei Y e <€s,e’(/’r>H ]

d’apres I'inégalité de Markov

<

car Ay > +/8log(n)

n4

ou

Afin de prouver P(”éf’eHH) > /\1) < n%, il est suffisant de prouver E [e%ZTGN*<éZe’¢Y>%t < C. Soit
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I={r e N*: v, # 0}. Nous remarquons que, si r €I, < éf,e,qb, >= 0 presque stirement.

E e% ZrEN*(éger(Pr)%—( :| - I_I E Iie%<ég‘},el¢r>72-( ]

reN*
b 2
v ( (€edr)n )
2 r
el
rel
-1/2
=[ Ja-»
rel

_ oI Ealog(rd)

1 1
<ezlral=r ) cap vy > 1,log(x)<x-1

1
eerEI(ltig/r)

<
1 Tr(%)
<e?™™ ouvy =supv,<l.
reN*
O
Lemme 2.5.2. Nous définissons A,
1 e
A, =ll———=) €|l <Ay Vi<b<e<n},
’ {| ‘e_b+1;l7-¢ }
o1l Ay > +/6log(n). Alors, P(A,) > 1 - Cgn~! ot C4 est une constante positive.
Démonstration. Nous remarquons que :
1 e
weA, & pourl<b<e<n, || ——— €ll <A,
" Ve-b+1 ;' 1 "
1 e
swedA,oIdbec|L,n], |—— ) €| =As.
" Ve-b+1 ;’ l "
Ainsi,
n 1 e
P(A%) < Pll——) €il =]
e= =0 lln
Soit V = \/e—lhﬁ Y ¢ ,€i. Comme {€i}ie[1,n] sont des variables aléatoires i.i.d. Gaussiennes centrées

d’opérateur de covariance ¥ alors V est une variable aléatoire Gaussienne centrée d’opérateur de
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covariance Y. On montre que ¥ =¥, Vh, h' € H,
(kW g
= E[(V, )V, 1 ]

1 e e ,
- e_b+1E[<;ei,h>H<;e,-,h )
i= j=

e
= ) B[ mdenh ]
i,j=b

1\ : . .
=TI ;E[(e;,h)H(ei,h )H] car {€;}ic[1,,] sont i.i.d et centréees
i=

= (Sh 1 Yy
>y=Y.

D’apres le lemme on sait que ¥ admet une base hilbertienne de vecteurs propres {¢,},cn
associés aux valeurs propres {v,},cn+. Ainsi, ||V||72{ s’écrit

VI = ) (V.3

reN*

On remarque que (V, ¢, )y ~ N (0,v,) car var({V, ¢, 1) = (¢, ¢r)3 = v». De plus, pour r =,
cov({V, ¢ yn(V, Ps)n) = (Xd,, ¢s)1 = 0. Donc, comme pour r =5, cov({V, P, yn(V,Ps)n) =0 et
Vr e N, (V, ¢, )y sont des variables aléatoires Gaussiennes = {{V, ¢, )y },en+ sont indépendantes.
Deux cas peuvent se produire :

Cas1:v) =sup,gnvr=1

Comme Tr(X)=1=Vr>1,v,=0=> E[(V,(p,)?z{] =0=(V,¢,)y = 0 presque sirement. Donc
VIl = KV, ¢1)n| = |Z| presque strement ou Z ~ N/(0,1). De la méme maniére qu’au lemme
on aboutit au résultat.

Cas 2: vy =sup, g vr <1

D’apres I'inégalité de Markov,

E[e%nvni] E[e%nvni,]
<

A% - nd

e 2

’

1 1
P(IVlle > ) = P(5IVIE > 513) <

1 2
car A, > +/6log(n). Il suffit de montrer que E [efllVHH] est majoré par une constante pour aboutir

au résultat. On pose I = {r e N*: v, # 0}. On majore E [e%”V”%] :

ve (Vg |2
1 2 1 2 1 2 -5
E[efHVHH] = ]—[E[e7<v’¢’>H] = ]_[E[efw"p’)?f] =[ ]&le” (55 | - [ Ja-v
reN* rel rel rel
On procede ensuite comme dans le lemme pour aboutir au résultat. O
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Lemme 2.5.3. {Y;}c[1,n] vérifie le modeéle (1.3). On suppose les hypotheses du théoréme vérifiées.

De plus, on suppose que (2.9), (2.10), (2.11) sont vraies. Sur 'événement B,, du lemme pour

by = arg max ||YS},’€||H, il existe r € [[1,q]] tel que pour n au voisinage de +oco, |by — 7 _ | < Cgy, oui
b:s<b<e

VY = nl/zk\l/],t;-OJrr. De plus, b +— ||ﬂsbe||H atteint un maximum local au point b =t; . et nous avons

*
i0+T

*
~Ti0+‘r
s,e

H
maXp.s<p<e ”ﬂgellH

2 C9r

ott Cg, Cq sont des constantes positives.

Démonstration.
Pour le premier point

Nous définissons by = arg max ”ﬁ?,e”H' D’apres le lemme|2.5.1} nous obtenons
b:s<b<e
]|, <7, A< [T+ A <]l + 20 (2.13)
"lH iy " llH "R
Nous supposons par l'absurde que b E]T;0+i +Cg ¥V T;0+i+1 —Cgyul pourie[1,q—1]. D’apres le

lemme|2.5.8

on sait que Vb € [s,e—1], ﬂf’e = \/LTg( b‘;“) (g est défini dans le lemme et la

propriété(2.5.2). D’apres les propriétés X ||g(x)||721 est strictement convexe sur [4;,4;,1]
pourie[l,g—1].

4 ~h T 4 A b A * %
Par conséquent, b — ||fi] .||, est strictement monotone ou décroit puis croit sur [TiOJri, Ti0+i+1]
pourie[l,qg-1].

Deux cas peuvent se produire :

Cas1:
Sib— ||ﬁfe||H décroit dans un voisinage de b,. Nous définissons b tel que b,—T;0+i = Cgyy- En
Tig+i Y .
tenant compte des variations de b — IIﬁf,ellH et T;OH < b’ < by, alors ||jise " Iy > ||],té”e| H> ||],t§,%||H.
D’aprés le lemme comme |b’ - T;0+i| = Cgy, (ou Cg est aussi grand que l'on veut car
¥u = 0(9,)), nous obtenons
’ %
Tigei ”ﬁb’ ” S |b T Vg ||| T
s,e - 3 = =_ s,e
yo R V26, M
’ | b - T;0+i
>C ——
V2n
) A Aivn
> C Cg—nt car|b'—TfO+i|—C8 1,\/_
\/El’liOJrz i0+r
CsC’
>33,
2V2M

T / - N
car ||ﬁs,§+r||H >C 3—’:7 en utilisant des arguments similaires au lemme 1 (Cro et FrRyzLEwicz|2012).

© 2018 Tous droits réservés.
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2C8\/§CM peut étre pris plus grand que 2 car Cg peut étre pris aussi grand que 'on veut.

Ainsi, ||,us’§”||H > IIﬁf,/e . Cette derniére inégalité contredit
I'inégalité (2.13). On obtient le résultat avecr=ic [[1, g-1].

Cas 2:

Sibm ||ys c|l3 croit dans un voisinage de by. Nous définissons Tl siel -b = Cgy,. En tenant
compte des variations de b > [|fil [l et by < b’ < T; 4is10 alors ||;45’°+'+1||H > 1Ay > ||ﬁ§fﬂf||H.

D’apres le lemme comme |b’ - T10+Z+1| Cg¥y), nous obtenons :

’

b _T;0+i+1

" ”1’15,6“7-[Z \/Eén
Cg c’
" VoM

*
~Ti0+i+1
s,e

.
_Tig+i+l
s,e

H

A car |b’ - 10+1+1| Cgvy-

10+z+1

Ainsi, [Is0 ™" e = LIl + 24 . Cette derniére inégalité contredit
I'inégalité (2.13). On obtient le résultat avec r =i+ 1€ [2,4].

Ainsi |b - Ti0+r| < Cg¥y.
Pour le deuxieme point

Sib— ||ﬁ£’,e||H n‘admet pas de maximum local en b = 7; .. D'apres la propriété et les

~ 0+r 1 zo+r+1

.. . T
variations de x - ||g(x)||3, sur [a;,a;.1] pour i € [0,q]], lIfis,¢ |l = maX(IIﬂse I lliise " lle) >

T
l|fis." |l Sans perte de généralité, T; =1

for—1 - Comme b — Hﬁsb,f?”n admet un maximum en

t= Tb sur [Tz +r—1’ zo+r+1] donc ||l45e “
premier point, on aboutit a une contradiction avec 1'inégalité (2.13).

b, T C8¥u- Comme pour le

Pour le troisieme point

T
a1 A . . ~ 10+
En utilisant la méme argumentation si ||fs,¢

by sera situé dans un voisinage du point de maximum de b — ||ﬁ§,e||H- Ce qui aboutit a une
contradiction avec le fait que by est situé¢ dans un voisinage de 7; . O
Lemme 2.5.4. On suppose les hypotheses du lemme vraies. Alors, avec les notations du lemme
sur I'événement B, Ay, nous obtenons pour n appartenant a un voisinage de +oo, |bg —7; . | <
Cye,, avec €, = /\gnzégzy;?

Démonstration.
D’apres la propriété[2.5.1}

arg max ||V || —argmln mln ||V f,e”')z-{n
b:s<b<e b:s<b<e Vse ]:58
b 2
= arg min ||'V S ellpn
b:s<b<e
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ou ?Ze est la projection orthogonal de v¢ = (v, ...,v,) sur };f’e.
Alors,

2
— 10+r
Z:W’ Vel E:H Foc
i=

Le reste de la preuve a pour but de prouver l'inégalité

e
_d —_— ZO+I’
Z‘|Yi_y5'e" ZHY THsei ||, (2.14)
i=s
e . P . . . .
sous la condition ¢, < |d — Ti0+r| < Cgyy- On en déduira nécessairement que |by — Tio+r| < &

L'inégalité (2.14) est équivalente a 'inégalité (2.15) :

YT
@ZHY Hi+pi— SEZH>Z
) et 2

— 10+T’
SEZ

2
10+r

Yi—pi+pi = Vsez

ZH% >zz<el,( i~ Fol P (2.15)

L'inégalité (2.15) est une conséquence de l'inégalité (2.16) :

e e 2 e
—d 2 _ —d _
Z”I’ll - ”ls,e,i”H - ZHI”I #slg,:r >2 Z(ei' (Ys,ez ﬂslg;r ))H’ (2'16)
i=s i=s i=s
—d 2 —d
car Zf:s ||,"{Z - }'IS,E,i”H < - Ys,e,i H'

Nous avons a déterminer pour quelles valeurs de ¢, ’équation (2.16) est valide pour prouver
I'inégalité (2.14). Un calcul donne

e
D s = el = =l

i=s

=l = Il

2
1 e
S e [ ety
i=s H

© 2018 Tous droits réservés.
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ou l’/ls = (”lSI"'Iﬂe) S HT- De plus,

> -l -,

e
=(w -l (] )
(ﬂs‘f:” ||ﬂse||H) (2.17)

Comme |d — ’l’l ] S Cgyp et ||;45€ [l est un maximum local de b — ””756”7—( d’aprés le lemme
, nous pouvons utiliser le lemme[2.5.7]et nous obtenons

*
' d - Ti0+r

||Ad
Ll

De plus, d’apres le lemme[2.5.8]et la derniére assertion du lemme 2 nous obtenons

*
.,Ti0+r
s,e

,(.
._Ti0+r
s,e

.
~Ti0+r
Hs,e

H

> Cy max Hﬁ?ellu

s Cog 1
2 a n 10+T

Par conséquent,

10+Y

Hse

C * ’
) ”ﬁge”H - 2_\/95 | d- Tig+r |1 | 1/2Pl10+r

Ainsi, d’apres 'inégalité (2.17)), nous obtenons
’ 2
Cs Hi
9 * |6 ( 10+r) .

Z,”f‘l /"sez”H Z”l‘l _5127 H>4_\/§d_7io+’ "o

Nous décomposons le terme de droite de 'inégalité (2.16).
ZZ@:,( ei— _5127)>H
_ZZ<€Z’( SEZ ysez)>H+ZZ<€l’(ysel _slg;rr)> . (218)

Sans perte de généralité, nous supposons d > 7; . Le second terme de I'équation (2.18) peut se

© 2018 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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décomposer de la maniére suivante

e

—d _T;0+r
Z<Ei' (Vs,e,i - :us,e,i ) >H

i=s
IO‘H/
- Z<€l’(:usez ﬁsg,; )> (2'19)
+ Z <ez,(ym—ﬁ;2f’)> (2.20)
10+71
e o
£ ) (e[ Tl P (2.21)
i=d+1

Le terme (2.19) peut étre majoré de la maniere suivante. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

10+r
— 10+r
§ <€l'(”lsez se,l )>

*

1 TiO“ 10+r
1| ——Y & > e Lo
ig+r ! _ ! !

T;o+r_5+1 — d—s+1 T —s+1
H
<\/71/\ 'd Tzo+r :uzo+r
S LT —S+
fo+? 2 Tlo+r—5+1

<C10/\2)d Tzo+r|ﬂzo+r(6 ) 12

172,
Les termes et 1) peuvent étre majorés de la méme maniere par Cy; A, |d Tiar|  Higer
et Cipy | d- T10+r ”10+r(5 )~1/2 respectivement.
Le premier terme de 1’équation (2.18) peut se décomposer de la maniére suivante
‘ d
v —d
Z<€i? (YS,E,i - ”ls,g,i ))H
i=s
d d
v —d
=Y Cen( Voo = P (2.2
i=s
4
—d —d
b ) en( Vo= (2.23)
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Le terme est égal a
d i d
Vs —d —d
Y e Vees —Floi o= )_(eirelo
i=s i=s
2

A,

d—s+1

<AL

Le terme (2.23) est majoré par A3 de la méme maniére. Ainsi, 'inégalité (2.16) est valide si
I'inégalité (2.24]) est vraie

C92 * “1(,/ 1/2 1/2 ’
NG | d - Tig+r | Ot (”li0+r) >Ci3 max(/lz ‘ d- Tz +r | Oy ”l10+r'/\2 |d T10+T Higerr A )
4V2
1 2 1/2 1/2 ’ 2
|d T10+r | b‘ﬂn (I’li0+r) 2 C14max(/\2 ‘ d— Tzo+r | 6 / ”l10+r’ /\2 |d T10+r ”‘zo+r’ /\2)’
(2.24)
ou Cy3 est défini par C;3 = max{Cyg, C11,Cq3,1}; Ciga = 4\FC13 . L’équation (2.24) entraine
- , 2/3
o 2 (Cradan/py ) (2.25)
;-2
|d (4 +r| > C14/\%”2(5nﬂi0+7) (2.26)
o ’ -2
|d=7; .| = Craddns; (., ) (2.27)

L'inégalité (2.27) est une conséquence de l'inégalité (2.26) car :

(:124/\3112 (571”;‘0#)_2 2 C14/\%n5;1 (”‘;OH)_Z

2 o1
& Ciynd, 2Cy

2
© Ciyn > Crg0,,.

C124n > Cq49,, est vraie si Cy4 > 1.

L'inégalité (2.25) est une conséquence de l'inégalité (2.26) et de I'hypothése |d — 7} | | < Cgy,

© 2018 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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car :

’

12 ~=1/2 ¢ —1/2. 3/4 -1/2 ’
CI2Cs 2 A A 2™ () L) 2 (Cradan/p .,

1/3,-1/2(.’ \¥/3-1/2 1/6 ~1/2, 2/3-3/4
< A4 (I/‘i0+r) 2CyC'n

1/3,-1/2(." \V/6 1/6 ~1/2, ~1/12
A4 (Vi0+r) 2Cy G

)2/3

1/6 11/3y-1/2 -w/6 1/6 ~1/2,-1/12 ’ —
=GP A AT (n) >Ci Cg'n car p; ., > Cyn v
P (log(n))_l/lz > Clliﬁcé/znw/6fl/12’ (228)

car, si A et A, sont égaux a y/log(n). Pour n au voisinage de +oo, I'inégalité (2.28)) est vraie car
0<w< 3.

Par conséquent, le second terme de I'inégalité donne ¢, = A3n25,%p;2. O
Lemme 2.5.5. {Yi}je[1,u vérifie le modéle (1.3) . On suppose que les hypothéses du théoréme [2.2.1]
sont vérifiées. Sous les hypotheéses (2.9), (2.10), (2.11), sur 'événement B,,, nous avons :

~b C 17—
vho|| > &15 01720
H 2

oil by = arg max ”Y;’EHH
s<b<e

Démonstration. D’aprés le lemme[2.5.8}

b ~ Tosr
Yool >1|Yse
| s,e H s,e "
Tig+r
> ~s,f(z) - /\1
H
Cy. _
> 75,111 1/2]4n — /\1
C
Z _9n®—1/2—w _ /\1
s C15 e-1/2-w,
comme, pour A; = +/8log(n), A = o(ne)‘l/z‘w) car®-1/2-w>0. O

Lemme 2.5.6. {Y;}ic[1,u] vérifie le modele (1.3). On suppose les hypothéses du théoréme vraies.

Pour des constantes strictement positives C, C,, si s et e vérifient 'une des conditions :
(i) AN <i<D*-1telques <t <eetmin{t; —s+1,e-1;} < Ce,.

(i) A1 <i<D*-1tel ques<t; <7, <eetmax{t —s+1Le-7/,} < Ce,
(i) A1 <i<D*—1tel queT; <s<e<T},,.

b
Yo

Alors, sur U'événement 3, N A,,

o < C16/\2n1_® + /\1; ot bO =arg max ”YSl?e”H'

s<b<e

Démonstration. Cas (i)

© 2018 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr
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On remarque que

~bo _bo

”YS,E H S ’ l/lsrg H + /\1
Smax{”ﬂ?e” }+/\1,
s<b<e ClTH
d’apres le lemme on obtient :
|Y£3 Smax{”ﬁi’e” }+/\1
H  s<b<e ClH
1.7
S = ~S‘lg+r +/\1
Co H
- 1\/(7:“ s+1)(e—Ti*0+,) 1 f - 1
= * Hi— * Hi + A1
Cy T T —Sst1 €= Tor . 5,

’ _1 ’
< \/—6/\2116;1 (yl-ow) Hiy+r + A1 d'apres le lemme(2.5.4

< Ve
C,Co

/\21’[17@ + Al,

ou, pour le passage de la troisieme ligne a la quatriéme ligne, on a utilisé le fait qu’il y a unique
vrai instant de ruptures entre s et e.

Cas (ii)

D’apres le lemme|2.5.3} on obtient :

~bo _bo

| Yse H§|l45,e H+/\1
..T* ~T*+1
Smax{ fshll || fisk }+/\1
H H
1 T
~ 10+T
< C_ Hs,e + /\1
9 H
~T;{-0+r .
fse a pour expression :
T*
~ 10+7
Hs,e
H

(T, —s+1)(e-7; ) 1w 1 :
— ot+7 19+r L .
T T —s+lz S Z Hi
1=s

ig+r igtr j=rr 41
0+r H

< \/(T;O+, —sel)e-ti,,)

T I’li0+r’

en utilisant des arguments similaires que dans la preuve du lemme A.5 (FryzrLEwicz 2014).
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Finalement, nous obtenons :

(t7, —s+1)e-7._.) ,
172, < \/ " iy T A

(TCE,,) !

= C_9 T Higsr T A
VC

< Aon'€ 4+ A

= C1C9 n + A1

Cas (iii)

Dans ce cas, il n’y a plus de vrais instants de ruptures entre s et e donc on obtient, Vb € [[s,e— 1],

by (b—s+1)e— .
Hse = T —s+lzﬂl e— bzﬂl

i=b+1

=0.
Ainsi,
75l < A

< /\1 + /\2711_@.

2.5.3 Résultats secondaires

Lemme 2.5.7. Si TZ 4, vérifie 'hypotheése - ). Alors, si ||l45e||H < ||y518+r||H et |b— T;o+7| < Cyyy

1/2
(Yn=— 2l ), nous obtenons pour n suffisamment grand :

Hpo+r

*
’ b - Ti0+1’

b
H HIMS,EHH Z \/Eén

N
NTiO-v»r
S,e

*
~Ti0+r
s,e

Démonstration. Cas b > Tl oy

Nous allons prouver que pour n au voisinage de +co,

" (Tpar =5+ De=0)) =
HP‘s,e”HS (e— Ti0+r)(b_s+1) ¥

s,e
H
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* *

T. b—'[.
On remarque que =5 = 0(1) et ——*= = 0(1) pour 1 au voisinage de +co. En effet,

ig+r ig+r
*
b-7 0 a2
* - ’
Tiger — ST 1 Higsr©

< 1/2+w-© 1
< C.G,C5 n vlog(n),

pour A; =+/8log(n).

s 1/24+w-0© w3 1
Or, pour n appartenant au voisinage de +co, 1 log(n) ol Ocar®@-5 >3 = 5+w-0<
0.

De méme,
‘b Totr n/2 ),
* —_ 7 ’
€ Ti0+r l'li0+r n

< C7—\/§n1/2+w—® llog(n)
GGG

. 1/2+w-© w3 1
Or, pour n appartenant au voisinage de +co, 1 +v/log(n) ol Ocar®@-% > 3 = 5+w-0 <0.
Ainsi, on obtient, pour n appartenant a un voisinage de +co :

(G =5 T =) Tisr =41 fle=Ti)=(b-7i,)
(b=s+1)e-7,,) \/e T, \/(Tl oS-,

1 b- Ti0+r
- *

e_.[i0+7
b1}

1+ - 10+
Ti0+r—s+1
1_lb_ 1:0+r +0(b 10+r)
_ 2 e- T10+r ¢ ig+r
- b-t; b1}
1+l _ 10+r +0( ,( ig+r )
21i0+r—s+1 Tiger —s+1
1_1; :0
10+r
2 h—o =: un
1+ Tlo+7
io+r—‘9+1

Ainsi, comme u,, tend vers 1 lorsque n tend vers +oo alors, pour n appartenant a un voisinage de
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+00,
~b ~T;0+r
”Vs,e”H <||Hs,e
* *
- ”ﬁb ” < (Tpp—s+D)e=b) | =,
s,e — * s,e
H (e—7i0+r)(b—s+1)
. . _Tig+r b . . .
Nous minorons ensuite ||fis,¢ - || ys'e” ,, bour n appartenant a un voisinage de +co :
H

~T;0+‘r (T

*
i0+r

—-s+1)(e-b)

s,e
# e

k14

-7 )Wb-s+1)

10+71

\%

[ * *
1+ b_Ti0+7 1 b_Ti0+r
* - I —
Tio+r_s+1 E_Tio+r

(1+l

b—

0T
2 ri0+y—s+1

b-t}
n+r
L+ T —s+1

ig+r

. .

Tig+r ) ( 1 6-Tiger
- - *

2 e_Ti0+r

H

%
~ 10+
S,e

)

*
b - Ti0+r

>
V26,

*
Cas b < Tiotr

V2

"
~ig+r
S,e

H

Nous allons prouver que pour n appartenant a un voisinage de +oo,

(b—s+1)e—1:_ )| =
~b 19+71 ~ligHr
“P‘s,e”H s (e—b)(T; —sil) se "

© 2018 Tous droits réservés.
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H

.,Ti0+r
s,e

*
~Ti0+r
s,e
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On remarque que, pour n appartenant a un voisinage de +oo :

\/(b—s+1)(e—rl’f0+r)_ \/e—T?OH \/(T§O+r—5+1)+(b—ff0+r))
(7}, —s+1)(e-b) \/T;0+r—s+1 \/(e—rfo+r)+(rfo+r—b)

"
1 Ti0+r_b
- *
T,.0+r—s+1
"
Ti0+r_b
1+ o
€ Ti0+r
" "
1_1 Tigerb +O( Tiger 0 )
- 7 * *
B 2 Ti0+r—5+1 Ti0+r_5+1
- * *
1 Ti0+r_b Ti0+r_b
I+5 25— +o| 2=
e Ti0+r e Ti0+r
N
1 Ti0+r7b
- *
Ti0+r_5+1
lo+l’
1+ e
€ ig+r

Nous procédons ensuite de la méme maniére que pour le cas b > T;o+r pour obtenir le

résultat. O

Lemme 2.5.8. Sous I’hypothése (2.10), nous avons

On

max [l > 2

émonstration. Dans un premier temps, nous cherchons a montrer que Vb € [[s,e—1], i, =
Dé trat D ) temp herch trer que Vb 1 ptf,,_,
\/LTg(b_sT“) ou la fonction g est définie dans la propriété et {ai}iefo,g+1] » {Aiticfo,q SONt
définis par :

a; = Tll°2+l_ llll _ Do+ TS+1 pour i €[[1,4]
Ai = pa; 41 pour i €[[0,4]
LIl b-s+1
LoL T

ou My =Y! pi;li=s—1;L,=e; 1, <I<l;1=b.
Pour cela, nous montrons tout d’abord que Vb € [[s,e — 1],
~b 1
Hs,e = _@)11,12
-1

\/(1—11)(1—(%))[12—11
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En effet,
el = ! [l_llM—M —M—M]
S = A

[ a-n) VR TN
- (12—11)(12—1)(Mlz M )=\ T i, =1

b-s+1) e—s+1)
( —s+1 Z —s+1 Z

b-s+1) b-s+1) e—s+1)
(—s+1 Z [\/ (e—s+1)(e b)_\/(b—s+1 }Z”l

(Ml _Mll)

=b+1
<_;i” P =1
- _S:Lsi+1 Zﬂl _esjrsl-)k(i_b)[(b—s+el_)s—£el—s+1) i//li
<_s;i“ P e =

’ N T 1
Sous I’hypothese M;, — M; = Y {_ p; = 0, nous pouvons écrire G)lll, mg(l—) Ainsi,

Vbe[se-1], Pse = \/‘g(
En effet, on remarque que :

b- s+1)

i Tt _ll
Z:@j—%q)Af1+W—ﬂﬂAﬁ:—Ejﬂ—ﬂ%+1

j=1
1 * _ *
N Tig+j ~ Tig+j-1
12 _ ll :u’(i0+j71+1
T

j=2
l *
10+Z
* l2_ll "0”-‘—1
1
=—— (M;—-M; ).
(12—11)( =My
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Ainsi,
( ~4j- 1) a) Ai
g(x)= Vr———
1 ( M’l)

ta=t) \/(lz—ll)(l‘(zlz_—llll )
=-0] | Nh-1.

On remarque

%

Tio+7
HM 10+r _MT;OH_‘S”_lHH = ) Z 3 Hi
l:Ti0+r_b” H
= 6” #T;0+r H,

*

car il n'y a pas de vrais instants de ruptures dans le segment [[Tzo+r O Ti0+r]]'

De meme, MT;0+7+6" M :0+r H #T1O+r+1 7‘1.
Par conséquent,
©;, ;, = max |G)l
RECTR Nt | g Y | P
I
On remarque
”M Tiger " Tigr—On1 ” ”M Tig+r _Mll H * ”Mll _MT;0+775”71HH
<2. max [|M;-M, .
1 <I<l, ” ! h ”H
De méme, MT;()+Y+5” - MT;0+1- IH < ZI'I'IaXl1 <l<l, ||Ml _Mll HH
Ainsi,
6” max{| }/lTFOJrr H)| }41;0+r+1 H}
= max{| M :0+7 _MT;OM_&”_I ||H’ MT:0+7+6” - MT;OH H}
< 2. max |M;-M
I<I<ly ” M ”H
0 max{ Mz ’|I’l’cv* +1 }
+r H n+r H
= max ”Ml_Mll”H— 2 .

ll<l<lz
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2
Comme, pour Iy <I <y, (I-1})(I,-1) < (1274[1) = bh 5 4 , on en déduit que

(I-I)(I,=1) = I, —l
"

Kz

10+r

i 01

|
H

0
01,1, 2 7 max{|
> 671 /
= 2\/%’41'0+1”

’ 2 N e 7 . 7’ . .
car 2max{||y1;0+r||7.¢,||ptT;0+r+1||H} > IIyT;WIIH + ||P‘T,-*0+,+1||H > i sy d’apres I'inégalité triangulaire.
O

Propriété 2.5.2. Nous définissons pour i € [[0,q]], pour x € [a;,a;,1]

Z;’:l (“j —ﬂj—l)/\j—1 +(x—a;) A
x(1-x)

g(x) =

ax+b
x(1-x)
h(x) = lIg(x)ll7-
avec les notations

— {ailicfo,g+1] sont définis tels que ag:= 0 <ay <...<ay <agy = 1.
— Agy--., Ag € H sont déﬁnis tels que ¥i € [0,g— 1], A; = Aisq.

— Pourie[0,gq],a=A

—siie[l,q], b= Z] 1( —aj1)Aj1—a;jA;. Sii=0,b=0.

Alors, pour i € [1,q9— 1], h est strictement convexe sur [a;,a;,1]. De plus, h est strictement convexe
sur]0,a;] et [ag, 1[.

Démonstration. Pour prouver que h est strictement convexe sur [a;,4;.1], 11 suffit de montrer
que VYx € [al,aHl] h (x) > 0. Dans un premier temps, nous calculons h". Nous définissons
VyeH, r(y) = ”y| i alors Vx € [a;,a;,1], h(x) = r(g(x)).

Nous calculons la différentielle de r, Vx, k € H,

r(x+k) = |lx+ k|17,
= |Ixll7, + kI3, + 2¢x, k)
= dr(k) = 2(x, k)3.

Nous calculons ensuite la dérivée de h, Vx € [4;,4;,1] Yk eR

dhy (k) = drg(y) (dgy(K))
= 2<g(x),dg (k)
= 2(g(x), kg (x))x

= I (x) = 2(g(x), § (X))
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Nous calculons la dérivée de g, Vx € [a;,4;,1],

ax(1-x) - 2&% (1-2x)
x(1-x)

x)]- @(1 —2x)
)]3/2

g (x)=

AN
=
PN
—
|

[x(1-x
a[x—xZ]—[%—axz—bx]

[x(1-x)]*?

Pe . . 4
Nous en déduisons 'expression de h , Vx € [a;,a;,1],

1 (x) = 2(g(x), g (X))

= %(ax +b,ax+2bx—b)y

[x(1-x)]
- m [laxlB, + 206, axyy - (b ax)r
(b, ax) -+ (b, 20x)5 1011
= m [lali?, > = 11b13, + 2(a, bypx® + 2x1b][3, |
- m [(I|a||,21 + Z(u,b)H)x2 +2|bl[3, x — ||b||,21]

On en déduit 'expression de W, Vxe [9;,ai41],

” 1
h <x>=m{[(uuua+z<a,b>H)2x+z||b||%1][x<1—x>12

=2x(1 = x)(1 = 22) [ (Ilall3, + 2(a, b ) x> + 21BI13, x - 11b113, |}
1
- w{[(|lﬂ”%{+2<ﬂ;b>}{)2x+2||b||%¢][x(1 -x)]
=2(1 = 2x)[ (Ilall3; + 2@, by ) x* + 21[bll3, x 16113, |}
R(x)

e (2.29)
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ouVx € [a;ai1),

x) = [ (llall3, + 248, bye) 2x + 2 |bll3, | (1 = x) ]
= 2(1 = 2)[(llall3, + 2(a, bz ) +2||b||Hx—||b||H]
= [(llall3, + 2¢a, b)) 2+ 21[Bl3, ] (x - x*
— (2= 4%)[(llall7, + 2(a, by ) < +2||b||Hx—||b||;]
= [(llall3, + 2¢a, b)) 227 + 2[1bl13,x = (Ilall3, + 2, by ) 2x° = 2||b]l3,° |
—{(Nall3; + 2@, byy) 257 + 411bl[3,x = 21[Bl13, — (llall3, + 2(a, by ) 43
~8]1bl[7x” + 41bl13, x}
= (llall3; + 2(a, b)) 25 + 6 [1bI[7, x> — 6 |1bII7, x + 21[b]l3,
> (llall3; = 2llally 1Blly¢ ) 2x° + 611Bl13, x* = 6 11bll3,x + 2 [1bII7,
> ((llally; = N1Blly)* = 11Bl3;) 25> + 611BlI3, x> = 6 [1BII7, x + 2 1BII3,
> ([lallyg = 1bll3) 2% = 227 [1BII5, + 61[BI13, %% = 6 [1BII7, x + 2 |b]l3,
(lallz; = 1Bllz)? 25> + 2bII7, (27 + 3% = 3x + 1)
(

lallz, = I1bllz,)® 22° + 2|bl[3, (1 - x)°

v

=
>0

Siie[l,q—1], k" >0 sur [a;,a;,]. Sinon, soit j(x) = (lallz = N1bll)*2x3 + 2||b||721(1 —x)3 : pour
ie[l,q-1],siIx €[a;,a;41], j(x) =0=>a=b=0= g =0 sur [a;,a;,1]. De méme, h' >0 sur
10,a;] et [ag, 1[. Sinon, si Ax €]0,a;], j(x) = 0 = g = 0 sur ]0,a;]. On obtient le méme résultat sur
[ag, 1[. O

Propriété 2.5.3. Nous reprenons les notations définies dans la propriété et nous montrons que
si Z?ZO (a]-+1 - aj)/\j =0, alors " = maxo<x<1 |Ig(x)lly, est atteint en 'un des {a;}jc[1,q Seulement.

Démonstration. D’aprés la propriété pour i € [[1 g — 1], h est strictement convexe sur
[a;,a;41]- 11 suffit donc de montrer que h tx o ||g(x )”H est croissante sur ]0,a;] et décroissante
sur [ag, 1[ pour obtenir le résultat.

Si x €]0,a;1], a= Ag and b = 0. Dans ce cas, nous obtenons, Yx €]0,4; ],

, 1
0= TP [ (1allZ, + 2@, by ) + 2 1BI13, x — 1b117 |
_ llally,
(1-x)°
> 0.
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De plus, nous avons Yx €]0,4;],

ax+b

g(x)=m

=a car b=0.

1-x
Ainsi, si a # 0, comme lil’l’(l) g(x) =0, alors h est strictement croissante sur [0,4;]. Sia =0, alors h
X—

x>0
est identiquement nulle sur [0,a;] car 1irr(1)g(x) =0.
X—

x>0

. -1
Sixelag1[,a=A;and b= Z?zl(a]« —aj_1)Aj1—aglg = Z?zo(a]ﬂ —aj)Aj—agAg =—A,. Dans

ce cas, nous obtenons, ¥x € [ag, 1],
, 1
I (x) = ———— [ (llallf; + 2(a, b)p ) x* + 21bll3, x ~ |1bII7,
[x(1-x)]? d ) |

1
= o Ll =2l 2=l

Aalse
[x(1-x)]?

=l )
TR

[—x2+2x—1]

Ainsi, sia = A; # 0, comme comme lirrll g(x) = 0, alors h est strictement décroissante [a,, 1]. Si
X—

x<1
a=21,=0, h est identiquement nulle sur [aq, 1] car }CI_I)I} g(x)=0.

x<1
Ainsi le maximum de & sur I'intervalle [0, 1] est atteint sur I'intervalle [a;, a,]. De plus, comme

pour i € [[1,q— 1], h est strictement convexe sur [4;,4;,1] alors le maximum de h est atteint en
I'un des points {a;}ic[1,4]- O
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Chapitre

Regle d’arrét et descente de gradient
dans le modele linéaire

Dans ce chapitre, notre objectif est de comprendre le fonctionnement d’une regle d’arrét
dans le cas simple du probléme de régression linéaire. Puis, il s’agit de proposer un estimateur,
construit a partir d’une régle d’arrét, qui a de bonnes performances statistiques et peu coliteux
en temps de calcul.

Dans le cadre de la régression linéaire, lorsque la matrice d’incidence X est de rang plein, on
utilise souvent l’estimateur des moindres carrés (EMC) pour estimer 8* (nous travaillons dans le
modele linéaire (3.1)) (SEBER et LEE|2012). Dans ce cas, 'EMC est aussi l’estimateur du risque
empirique. Pour imiter un cas fréquemment rencontré en pratique ou il n’y a pas de formules
explicites de l'estimateur du risque empirique, on approche l'estimateur du risque empirique
a l'aide d’un algorithme de descente de gradient a pas fixe a appliqué aux moindres carrés.
On note 6, (6, est défini dans la partie cette approximation de 'EMC qui dépend d’un
parametre k. Cette approximation de 'EMC 0, correspond a l’estimateur usuel qui nécessite de
faire un grand nombre d’itérations de l’algorithme. Cet algorithme fournit une famille ordonnée
d’estimateurs {6'")},cn. On utilise la connaissance de ’'EMC pour étudier statistiquement cette
famille d’estimateurs et proposer une régle d’arrét f.

La figure représente 'erreur de prédiction %HY“) - Y‘“||%’11 en fonction de l'itération t
(Y = X01; Y* = X6*). Cette figure motive d’utiliser une régle d’arrét car nous y observons un
phénomene de surapprentissage lorsque le nombre d’itérations de I’algorithme de descente de
gradient augmente (RaskutTi, WAINWRIGHT et YU |2014|; BLANCHARD, HOFFMANN et RE1ss|2016).
Une regle d’arrét permet de limiter ce phénomene de surapprentissage car I'on stoppe plus tot
l'algorithme, i.e. avant que le phénomeéne de surapprentissage se produise. De plus, la regle
d’arrét f réalise un compromis biais-variance et donc permet que le biais de I’estimateur proposé
ne soit pas trop grand. Des simulations montrent que lorsque 7 est proche de d, l'erreur moyenne
quadratique de YO = x00) est plus petite que celle de Y, = X6,.

Dans la partie[3.1} nous donnons des arguments justifiant d’utiliser une régle d’arrét pour
obtenir un estimateur () ayant de bonnes performances statistiques et moins colteux en temps
de calcul que 'estimateur usuel 6,.. Dans la partie nous comparons la précision statistique
et le temps de calcul de ’estimateur proposé 0 4 ceux de O, et de ’'EMC 0, sur des simulations.

69
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Pourd= 20,n= 30, a= 0.01

0.076
« 50.074
>
- ' 0072
>
< 0.070
0.068
— t*
T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
Itération t

2 . g
, , €n fonction de I'itération ¢ pour n = 30, d = 20

et un pas a égal 4 0.01; V) = X6 et Y* = X0*.

FiGUrE 3.1 - Erreur de prédiction % ”Y(t) -Yr

La partie [3.4 contient les preuves des propriétés et des lemmes.

3.1 Regle d’arrét comme compromis biais-variance

Dans cette partie, nous définissons la famille d’estimateurs {8")},cy construite grace a un
algorithme de descente de gradient. En particulier, nous justifions l'utilisation d'une regle d’arrét
afin d’obtenir un estimateur plus précis et moins cotiteux en temps de calcul que 6,.. Puis, nous
définissons la régle d’arrét f qui traduit un compromis biais-variance.

3.1.1 Estimateurs obtenus par ’algorithme de descente de gradient

Famille d’estimateurs Nous nous inspirons d’une approche due a Raskurrti, WAINWRIGHT
et YU|2014| qui utilise une régle d’arrét pour améliorer la précision statistique et le temps de
calcul de l'estimateur construit grace a un algorithme de descente de gradient dans le cadre
des noyaux (AroNszajN|[1950). Nous étudions cette approche dans le cas simple du probléme
de régression linéaire pour comprendre le fonctionnement d’une regle d’arrét. BLANCHARD,
Horrmann et Re1ss [2016/ont proposé une autre régle d’arrét pour un algorithme de descente de
gradient appliqué aux moindres carrés. Néanmoins, cette regle d’arrét a pour but de stopper
l'algorithme de descente de gradient lorsque le biais au carré de Y(*) est égal a la variance de
Y : nous avons vu au chapitreque ce n'est pas toujours la situation désirée. Nous rappelons
le modeéle linéaire

Y =X0"+e, (3.1)

ou 0" est le parameétre a estimer; X € M,, ;(R) dont la i¢ ligne est XIT eR?, la i coordonnée du
vecteur Y € R" est Y;, ou (X4, Yy),...,(X,,, Y,,) sont des variables aléatoires i.i.d. . Nous faisons les
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hypotheses suivantes : la matrice X est supposée de rang plein (rg(X) = d) et le terme d’erreur
€ € R" vérifie e ~ N'(0,0°1,,).

Nous définissons {60!}, la famille d’estimateurs de 6* obtenue grace a l'algorithme de
descente de gradient (GD) a pas fixe a appliqué aux moindres carrés C,. Nous rappelons la
relation entre 0(+1) et () :

A

6! =6 —ave, (%), (3.2)

ot VC,,(8")) est le gradient de C,, au point 1) ; () = 9(0) est I'initialisation de 1’algorithme GD;
VO eR?, C,(0) = 2 IIY - X013,

A laide de I'équation (3.2)), nous obtenons une formule close de 6" :
) et \\ g a1\ o
6 :(Id—(ld—;X X) )9n+(1d—;X X) 00, (3.3)

ou 0, est I'estimateur des moindres carrés.

A A -1
Approximation standard de ’EMC Comme pour «a €]0, /\l[, o\ R 0, = (XTX) XTy,
1

—+00

une approximation de 'EMC 0, est égale a 0 o f. est défini par

|60 -0, }

fK:min{teN: é(t)”w <x

ol k est un seuil que I'utilisateur doit choisir; A; >... A, > 0 sont les valeurs propres de %XXT.

f, correspond a l'itération t ou 6(*) devient “proche” de 'EMC 6,. En effet, lorsque ’on
cherche a approcher un estimateur asymptotique (e.g. 0, pour l'algorithme de descente de
gradient), il est d’usage de stopper 'algorithme lorsque I’écart relatif entre 6(+1) et 6() est plus
petit qu’un seuil «.

3.1.2 Intérét de la regle d’arrét

Le point délicat est de déterminer quand stopper 'algorithme GD. Cette partie a pour but de
justifier I'utilisation de la régle d’arrét f afin d’obtenir un estimateur 8() plus précis et moins
couteux en temps de calcul que 6,..

A(Y(t)) =1
Nous évaluons la précision de 6(*) par {ou ,ou Y = X8(). On
EQM (Y1) =Ec[A(Y1)]
calcule E. en intégrant par rapport a la loi de probabilité de e.
Comme A(Y()) < A(Y,) pour #* = argmin,{A(Y "))} et ¥, = X0, alors E.[A(Y"))] < E[A(Yy)].
Ainsi 'estimateur Y, = X0, est sous optimale en matiére d’erreur moyenne quadratique. Cette
sous optimalité est expliquée par la propriété qui traduit un phénomeéne de surapprentis-

sage lorsque le nombre d’itérations t augmente (e.g. f,, augmente pour «x suffisamment petit). En
effet, E.[A(Y"))] est minorée par une fonction f avec f(t) qui tend vers o>d/(4n) lorsque t tend
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vers +o0. Par conséquent, si nous réalisons trop d’itérations, la précision statistique de (") se dé-
terlore Ce phenomene de surapprentissage se produit lorsque le nombre d’itérations t augmente
car Y = X0) — ¥ =X, et ¥ est la projection orthogonale de Y sur I'image de X. Ainsi,

t—+oo
une regle d’arrét est utile pour stopper l'algorithme avant le phénomene de surapprentissage.

Propriété 3.1.1. VieN,

d
Ec[A(Y")]> Z—Z Zmin{l,(mij)z}.
j=1

f(®

La preuve de la propriété est disponible dans la partie

Idéalement, la régle d’arrét f a pour objectif d’estimer t* = argminteN{A(Y(t))} car c’est plus
précis de minimiser la distance Euclidienne entre Y(*) et Y*. Ainsi,  est choisie telle que A(Y(?))
est minimale et I'on peut attendre que A(Y()) < A(Y,).

3.1.3 Interprétation

Dans cette partie, nous montrons que 7 = argmin,y{EQM(Y "))} peut étre interprété comme
un compromis biais-variance. La proprlete montre que lorsque 1 tend vers +co, A(Y(*))
converge en probabilité vers E.[A(Y"))]. Ainsi, la régle d’arrét £, qui estime t* = argmin,{A(Y ")},
traduit un compromis biais-variance car A(Y ")) est “proche” de E.[A(Y")] lorsque n est suffi-
samment grand.

La ﬁgure E peut etre interprétée comme un compromis biais-variance. En effet d’apres
’équation (3 , 4), EQM(Y( ) peut étre décomposée en la somme du biais au carré de Y(*) et de la
variance de Y1), notés b(Y"))2 et var(Y(")) respectivement.

EQM(Y‘W):HEE

R Lt

(Y1) var(Y(1))

]. (3.4)

La figure|3.2lmontre que ¢ »—)b(f/ ))? decr01t alors que t —var(Y®) ) croit. En effet, a l'itération
t =0, b(YD)2 est grand (b(Y Y02 =1 Y= ||2’n) alors que var(Y (") est égale a 0. Inversement,
lorsque t tend vers +oo, b(Y®)? tend vers 0 tandis que var(Y®") tend vers var(Y) = GTd ou
Y = X6,,. Ainsi f minimise la somme de ¢ —b(Y1)2 et t >var(Y ) et ces deux fonctions sont de

sens de variation contraire . Par conséquent,  traduit un compromis biais-variance.

La propriété suivante justifie que A(Y")) est “proche” de E.[A(Y))] lorsque n est suffisam-
ment grand. De plus, comme f estime t* alors f traduit un compromis biais-variance.

(t )) converge en probabilité vers
)| = 6) tend vers O lorsque n

Propriete 3.1.2. D'aprés I'inégalité de Markov, lorsque estﬁxé,
E[A(YM)] lorsque n tend vers +oco, i.e. ¥6 > 0, P(JA(Y") — E.[A(
tend vers +co.

A(Y
Y

La preuve de la propriété est disponible dans la partie[3.4.3]
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Pourd= 20,n= 30

]
0.25 !
'
020 EEEEE———— s
LN o
t
' — EQM (Y )
0.15 \ A
\ — EQM(Y)
- - At
0.10 ! b(Y )
\ /\(t)
var (Y )
\ .
0.05 \ -t
T T T T T T I
0 200 400 600 800 1000 1200

Itération t

FiGURE 3.2 — Erreur moyenne quadratique de Y¥) ou E[4(|Y(") - Y*||%’n] (Y* = X6*) en fonction de
l'itération ¢ pour n = 30, d = 20.

La figure illustre la propriété ol nous observons 3 trajectoires de t > A(Y ()
concentrées autour de son espérance t — E[A(Y(!))] lorsque # est suffisamment grand.

Dans la suite, nous proposons une majoration de t > A(Y*)) par un terme de biais et un

terme de variance. Puis, f est définie afin de minimiser cette majoration et donc de minimiser
t> A(YD).

3.1.4 Controle du biais et de la variance

La régle d’arrét f a pour but de minimiser t — A(Y*)). Comme il est difficile de minimiser
directement t > A(Y(")), nous minimisons une majoration de cette fonction. D’aprés I’équation
(3.5), nous pouvons majorer A(Y ")) par un terme de biais B? et un terme de variance V;

2

2
2n n

. 200 .
A(Y(t))SE”E[Y(t)]—Y

7o —E[Y‘“>]| (3.5)

2
’
2,n

Bf Vi

car d’aprés l'inégalité triangulaire, Ya,b € R", |la+b|[3, < 2|lall3,, + 2||blI3 -
Comme il est difficile de minimiser ¢ + B? + V;, nous majorons B? et V; grace aux lemmes
et|3.1.2

Lemme 3.1.1. Si||0"||,,<1et0® =0, YteN,
d 2
Bi<2) Ajpit =B, (3.6)
j=1

ouVjell,d], pj=1 —aij.
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Pourd= 20,n=25, a = 102, SNR = 2 Pourd= 20,n= 200, a = 10, SNR = 2
0.7 1 - EE[AWN“))] 0.12 7 — e
0 6 | : 2(&‘))1 : 2(30)1
: . AEQ(‘);Z 0.10 . AEQ“);Z
0.5
L/ 0.08 -
0.4
0.3 0.06
0.2 T T T T T 1 0.04 T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 0 100 200 300 400 500
Itération t Itération t
(a) (b)
Pourd= 20,n= 500, a = 10, SNR = 2 Pourd= 20,n= 1000, a = 102, SNR = 2
0.07
0.08 — E:[/\A‘(Q(‘))] — Et[AA(‘)(\A/(‘))]
0.07 _ — A(X(‘))l 006 T - A(r(t))l
: A(rm)z | : A(rm)z
0.06 - a3 0.05 a2y
0.05 0.04
0.04 0.03
0.03 1 0.02 -
0.02 + — 0.01
0.01 - T T T T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 60 0 100 300 500 700
Itération t Itération t

(c) (d)

FiGURE 3.3 — Figures [3.3a} [3.3b}[3.3c|et[3.3d|: Tracé de 3 trajectoires de A(Y")) et E.[A(Y"))] en
fonction de t pour d = 20 et pour n = 25, 200, 500, 1000 respectivement. Les parametres sont

a=0.01 et SNR= 2 ~ X0

llellz,n

Dans les travaux existants sur les régles d’arrét (Raskurrti, WAINWRIGHT et YU ; Yao,
Rosasco et CAPONNETTO[2007)), il est classique de faire une hypothése sur la fonction de régression
pour majorer le terme de biais. Nous supposons donc [|07||, ; < 1 pour majorer le terme de biais
B? car B? dépend de 0"

Nous établissons maintenant une majoration de V, qui est valable avec grande probabilité
jusqu’a l'itération .. fmax cOrrespond au nombre maximum d’itérations que l'utilisateur peut
réaliser en un temps prescrit donné.
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Lemme 3.1.2. 3C; > 0 telle que, Yz > 0, avec une probabilité d’au moins 1 —e™?, Vt € [[0, tmax]l,

1 1
VtSZEe[Vt]'f'CI (Z+ Og(:lmax+ ))

(3.7)

d

407 . 2 \2 sup

et 2E. [V, ] < - ;mln{l,(taAj) }:: V..
]:

Les preuves des lemmes et sont disponibles dans les parties et respecti-

vement.

D’apres les lemmes et le majorant du terme de biais Btz’sup et du terme de variance

sup . - 2 X
V, © expliquent la dynamique de ¢ — B; et t — V,. En effet, nous observons sur la figure|3.2(1a
décroissance exponentielle de t — B? et le fait que {B?};cy converge vers 0 lorsque t tend vers +oo

- 2, . N
comme la fonction t — B;*"P. De plus, nous observons sur la ﬁgureque E.[V,] = 2var(Y®)
est quadratique en t lorsque f est petit et converge vers une limite finie lorsque f tend vers +oo
comme la fonction t > VP,

3.1.5 Regle d’arrét proposée

Nous définissons dans cette partie la régle d’arrét f comme un point de minimum d’un
majorant de A(Y (") afin de minimiser t > A(Y(").

D’apreés les équations (3.6) et (3.7), nous obtenons une majoration de A(Y"), avec une
probabilité d’au moins 1 —e™%, Vt € [0, tax ],

(z+log(tmax +1))
n

A(Y0) < By + 2B [V,]+Cy (3.8)
La régle d’arrét f a pour objectif de minimiser la majoration proposée dans 1’équation (3.8) afin
de minimiser t > A(Y"). Comme le troisiéme terme de la majoration de A(Y*)) ne dépend pas
de t, f doit minimiser Bf’sup + 2E.[V}]. Comme E.[V;] dépend de la variance du terme d’erreur,
nous remplacons o2 par ’'un de ses estimateurs ¢2. Ainsi, la régle d’arrét f est la premiére

itération telle que t Btz'Sup +2E.[V,] cesse de décroitre ou E.[V,] = %‘2 Z?Zl(l -(1- aij)t)z;
E[Vi] = 2%2 27:1(1 -(1- aij)t)z. Formellement, f est définie par :

F=min{teN: B )P+ 2B [V > By P+ 2B [V, ]}.

Nous supposons que t — B?’Sup + 2E.[V,] n’admet que des points de minimimum globaux.
Nous avons fait des simulations pour justifier cette hypothése. Pour d = 20, les figures [3.4a,

|3.4bl |3.4c| et |3.4d| représentent t — Bf’Sup +2B.[V;] en fonction du nombre d’itérations t pour

n =25, 50, 100, 500 respectivement. Nous observons sur ces figures que t — Bf’sup +2B.[ V4]

admet un unique point de minimum global. Au vu de ces simulations, nous supposons donc que

t B?’Sup + 2B.[V,] n’admet que des points de minimum globaux.

2 . . .. . 2,5u
f traduit un compromis biais-variance car t - B; "7

et t — E.[V,] sont monotones de sens
de variation contraire. De plus, f est définie telle que A(YD) est minimale. Par conséquent, on
peut attendre a observer sur les simulations que Y est plus précis que Y, en matiére d’erreur
moyenne quadratique.

© 2018 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Maxime Brunin, Université de Lille, 2018

76 CHAPITRE 3. Regle d’arrét et descente de gradient dans le modeéle linéaire
Pourn=25,SNR=1, a= 0.01 Pourn=50,SNR=1, a= 0.01
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Pourn= 100,SNR =1, a= 0.01 Pourn= 500,SNR =1, a= 0.01
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(c) (d)

Ficure 3.4 — Figures |3.4a|, |3.4bl |3.4c| et |3.4d|: Graphiques de t Btz'Sup + 2E[V;] en fonction

de 'itération t pour d = 20 et pour n = 25, 50, 100, 500 respectivement. Les parametres sont
a=0.01 et SNR= 1 ~ X0,

llellz,n

3.1.6 Evolution de la régle d’arrét

Dans cette partie, nous donnons des éléments suggérant que la régle d’arrét f croit en log(n).

Propriété 3.1.3. AM;, M,, M3, My € R} tel que, sur un événement de grande probabilité, pour n
suffisamment grand,

M; + M;log(n) <t* < M3+ Mylog(n).

La preuve de la propriété est disponible dans la partie|3.4.6
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La figure 3. 1llustre la propriété ou l'on observe que log( o reste bornée lorsque n est

suffisamment grand. La propriété(3.1.3[suggére que f est de 'ordre de log(n) pour n suffisamment

grand. Donc, cela suggére que la régle d’arrét f croit lentement avec et donc 0) est peu cotiteux
en temps de calcul.

Pourd= 20, a= 0.01,SNR= 2

100 120

t flog(n)
|

40

20
|

0 200 400 600 800 1000

FiGure 3.5 — Graphique de 10 ) en fonction de n pour d =20, SNR=2~ I e ”2”” et a =0.01.

3.2 Résultats numeériques

Nous présentons dans cette partie les objectifs des simulations et le cadre de simulations.
Puis, nous interprétons les résultats des simulations obtenues.

3.2.1 Objectifs

L'objectif de ces simulations est de comparer la performance statistique de 0 et O, pour x =
107 afin de déterminer si estimateur 0() est plus précis qu'une approximation de l'estimateur
des moindres carrés 0,.. On compare également la performance statistique de I'estimateur 0 3
celle de I’estimateur des moindres carrés 0,,, ce dernier étant tres utilisé dans le cadre étudié.
Cette performance statistique est mesurée par le gain relatif GainRel(Y) défini par

EQM(Y)—EQM(Y)
EQM(Y)

GainRel(Y) =

ot Y est I'estimateur auquel on compare l'estimateur proposé. Ici, Y est égal a Y, ou Y.

Nous comparons aussi le temps de calcul de 6 () et 6, en faisant varier la valeur de x €
{1073,1077,107"1}. 1 est a noter que 0 et 6, = 6() sont calculés a I'aide de I’ equatlon (3-2)
car on souhaite se placer dans le cas o1 I'on ne dispose pas de formules explicites de 0), cas
fréequemment rencontré en pratique. Nous comparons également le temps de calcul de 0 3
celui de I'estimateur des moindres carrés 6,,.
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3.2.2 Cadre de simulations
Pour d € {20,100}, nous générons Vi € [1,x] : xiT ~ N(0,2) ou £ € My(R) est une matrice
diagonale avec sa plus grande valeur propre égale a 5 et sa plus petite valeur propre égale a 1.

. .. “Txes  IIX60%|3 .
€~ N(O,UZIH) ol o est choisie telle que SNR? = ¢ )0229 ~ ! HGHZHZ'"' Pour d = 20, n varie de 25
2,n

jusqu’a 1000. Pour d = 100, n varie de 110 a 1000. @ = 0.01 est indépendant de n et a €]0, /\l[
1
pour toutes les valeurs de n testées. Le nombre B de répétitions du terme d’erreur est égal a 100.

3.2.3 Interprétation

Dans un premier temps, nous comparons les estimateurs Y et ¥, en matiére d’erreur
moyenne quadratique. Pour d € {20,100}, pour x = 1077, nous observons sur les ﬁgures
etque le gain relatif de Y est strictement positif pour une taille d’échantillons #
proche de d lorsque la référence est Y = Y,.. Ce gain relatif est plus élevé lorsque le rapport signal
a bruit SNR est égal a 1, i.e. lorsque la variance du terme d’erreur est grande. Pour SNR =1, ce
gain relatif est de 0.2 et 0.1 pour n proche de d pour d = 20 et d = 100 respectivement. Pour
SNR = 4, ce gain relatif est de l'ordre de 0.02 pour d = 20 et d = 100. On observe aussi que
la courbe du gain relatif de Y® a la méme allure de courbe que celle du gain relatif de Y(*).
Ainsi, on observe que l'erreur moyenne quadratique de Y est inférieure a celle de Y, lorsque n
est proche de d. La situation ou # est proche de d et la variance du terme d’erreur est grande
correspond au cas ou 'EMC n’est pas un bon estimateur de 6*. Il est donc intéressant de disposer
de I'estimateur 0¥) ayant une meilleure précision statistique que 0,.

Nous avons aussi comparé 0 et I'estimateur des moindres carrés 0, en matiére de per-
formance statistique. Les figures |3.8al |3.8cl |3.9a| et |3.9c| représentent le gain relatif de Y en
fonction de n lorsque la référence est Y =Y pour d € {20,100}. Pour SNR = 1, ce gain relatif est
de 0.2 et 0.1 lorsque #n est proche de d pour d = 20 et d = 100 respectivement. De méme que
lorsque la référence est Y = Y,, on observe que le gain relatif de Y est positif lorsque n est
proche de d et que le gain relatif est d’autant plus élevé, lorsque n est proche de d, que le rapport
signal & bruit (SNR) est proche de 1. On observe aussi sur les figures[3.8aet[3.8d que la courbe
du gain relatif de Y ala méme allure de courbe que celle du gain relatif de Y(*'). On observe
également sur les ﬁgures|3.8al |3.8cl |3.9a| et |3.9C| que, lorsque Y = ¥, Vestimateur ¥(?) est meilleur
que l'estimateur des moindres carrés pour certaines valeurs élevées de n.

Dans un deuxiéme temps, nous comparons les estimateurs 0 et O, en matiére de perfor-
mance en temps de calcul. A n fixé, lorsque x diminue, f, augmente et donc le temps de calcul
de 6, augmente. Ce phénoméne est illustré pour d € {20,100} par les figures|3.7b}[3.7d|et[3.10D]
ot1 I'on observe que, pour k € {1077,107!1}, le temps de calcul de 0, est supérieur au temps de
calcul de 6. On observe aussi sur la figure|3.10d|que les temps de calcul 8, et de 6 sont du
meéme ordre de grandeur.

Nous comparons également l’estimateur 0!) et estimateur des moindres carrés 6, en matiére
de performance en temps de calcul. Les figures[3.8b} [3.8d] [3.9b|et [3.9d| représentent I’évolution
du temps de calcul de 0 et 0, en fonction de n pour d € {20,100} et SNRe {1,4}. Comme
I’estimateur des moindres carrés a une formule explicite et le calcul de 0 nécessite d’itérer

l'algorithme GD jusqu’a la régle d’arrét f, le temps de calcul de 0 est supérieur a celui de
I’estimateur des moindres carrés 6,,.
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Nous illustrons a l'aide de la ﬁgurele comportement de t*, f et f,. en fonction de n. Cette

figure représente, pour différentes valeurs de n, A(Y(t)), Btz’Sup + ZEe[V,] en fonction du nombre

d’itérations t. On a positionné également sur cette figure t*, f et f,. On observe que f, est plus
éloigné de t* que f. De plus, on observe, pour 1 € {100,500}, que t* et f augmentent lentement. La
ﬁgureillustre la propriétésuggérant que f croit en log(n) pour 1 suffisamment grand.
Ainsi, lorsque n augmente, le temps de calcul de 0 aura tendance a étre inférieur a éK. De
plus, on observe que £, se situe lorsque le phénomeéne de surapprentissage se produit et donc
lorsque la précision statistique de 0, se détériore. On aura tendance donc a avoir un estimateur
o) ayant une meilleure précision statistique et moins cotiteux en temps de calcul que 6,..

Pourn=25,SNR=2, a= 001, kK = 10~/ Pourn=50,SNR= 2, a= 001, k = 10~/
3.0 — 1.0 - —
c 25 n /:\K c %K
o oo 0.8
. 2.0 *— I
> T 06-
) 1.5 >
<> <>
el Z 0.4
T 101 T L
054 - 024V
0.0 T T T T T 0.0 - T T T T
0 2000 4000 6000 8000 0 1000 2000 3000 4000
Itération t Itération t
(a) (b)
Pourn= 100,SNR= 2, a= 0.01, k = 10’ Pourn= 500,SNR= 2, a= 0.01, kK = 10”/
1.0 . [ ] 0.30 - ]
. 08 =i < 0.25
. 0.6- B - 020+
| |
- = 015
<> 0.4 + <>
z k = 0.0 —
= 027 | = 0.05 -
0.0 - T T T T 0.00 T T T —
0 500 1000 1500 0 200 600 1000
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(c) (d)

FIGURE 3.6 — Figures|3.6a|,|3.6b”3.6c|et|3.6d|: Graphiques de A(Y(")) (en bleu foncé), B?’Sup+2E€[Vt]
(en bleu clair) en fonction de l’itération t pour d = 20, pour k = 1077, pour n =25, 50, 100, 500
respectivement.
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3.3 Conclusion

Dans le cadre du probléme de régression linéaire, nous avons proposé un estimateur, construit
a partir de la régle d’arrét #, qui a une meilleure performance statistique et est moins cofiteux
en temps de calcul que l'estimateur usuel 0, = o) pour ¥ = 1077 lorsque n est proche de
d. Nous observons également que l’estimateur 0 a une meilleure performance statistique
que l'estimateur des moindres carrés 0, lorsque n est proche de d et pour certaines valeurs
élevées de n. La situation ou n est proche de d correspond au cas ou I'EMC (et donc aussi
une approximation de ’'EMC 0,.) n’est pas un bon estimateur de 6*. Nous avons donc observé
dans un cas simple, ou 'estimateur du risque empirique est moins performant, qu’une regle
d’arrét permet d’améliorer la précision statistique de la famille {8")},oy. De plus, les simulations
montrent que, pour k = 1077, f,. est grand comparativement a f. Ainsi, le temps de calcul de o
aura tendance 4 étre inférieur a 0.

En perspective, nous pouvons chercher a étendre les résultats obtenus au cadre de la ré-

gression non-paramétrique car nous nous sommes inspirés d’une regle d’arrét dans ce contexte
(RaskuTTi, WAINWRIGHT et YU |2014).

3.4 Preuves

Dans cette partie, nous donnons les preuves des propriétés et lemmes énoncés dans ce
chapitre. Ces résultats sont valables lorsque Yi € [1,1], ¢; ~ g(az), i.e. €; suit une loi sous-
Gaussienne de paramétre 2. Ils sont donc en particulier valables si Vi € [1,1], €; ~ N (0,02).

3.4.1 Formules closes de 6() et Y(*)
Dans un premier temps, nous calculons le gradient de C,, : YV6,H € R4,
1
Cal0+H) = (Y =X (0 + H)[l3,
1 , 1 , 1
= ﬂ ||Y — XQ”Z,H + E ”XHHZ,TI — ;<XH, Y —X6>]R71

1
=C,(0)+ Z(XTXQ ~ XY, Hygn +o([[Hll5q),

car |XH|3,, = o(|[Hll5,4)-
Ainsi, YH € RY, d(C,)o(H) = 1(XTX0-XTY, H)gn =(VC,(0), Hygn = VC,(0) = 1 XTXx0-1XTY.
Puis, nous utilisons la relation entre 8 et (-1, V¢ > 1,
6!~V —avc, (61Y)
o=y _ & [XTXé(t—l) _XTY]
n

ot

I- ﬁXTX]é“*” + EXTy,
n n
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Pourd= 20, kK = 10, a = 102, SNR= 1 Pourd= 20, a = 102, SNR= 1
0.20 H .
o .
» 015 -
o
c
o
& 0.10
@ o
° )
s 0.05 g
0 £
& ... &
-“._,;0_007- - e e e e et Gt Gt e Gt Gt
]
£-0.05
O .
J—
-0.10 c ot
T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
n
(a)
Pourd= 20, kK = 107, a = 102, SNR= 4
0.10
<>
3
5 0.05
©
® o
© . Y
o 0.00 = 2= am® am® am° Gwe Gne @t @ne @mo @Wwo wo o we o w E_
(5]
3 S
5
©-0.05
£
©
] .
J—
-0.10 cc ot
T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
n n

FIGURE 3.7 - Figureset: Graphiques du gain relatif de Y et Y(*) en fonction de n pour
d =20 et SNREe {1, 4} lorsque Y =Y, Figures|3.7blet : Graphiques du temps de calcul de 6
et O, en fonction de 1 pour d = 20, SNRe {1,4} et x € {1073,1077,107!1}.

Nous remarquons que V¢ > 2,
60 =1, - ExTx]o0 4+ ExTy
! n ] n
ot = |1, - £xTx
L n ]

0
— 60 _gl-1) — »Id _ %XTX— ( A(t-1) _ént—Z))

- ’Id_%XTX" (61 -09).
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Pourd= 20, a = 102, SNR= 1 Pourd= 20, o = 1072, SNR= 1
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FiGure 3.8 — Figures|3.8alet|3.8¢|: Graphiques du gain relatif de Y@ et Y() en fonction de n pour
d =20, SNRe {1,4} et Y = Y. Figures|3.8bet|3.8d|: Graphiques du temps de calcul de 8 et § en
fonction de n pour d = 20, SNRe {1, 4}.

Par conséquent, nous obtenons Yt > 1,

t—1
600 =y (411 - 60)
i=0
t—1 a i
- (Id——XTX) (61 -00) (3.9)
i=0

Ainsi, {6)},cy converge < ”Id - %XTX“2 <lesace ]O, /\L[
1
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FiGure 3.9 - Figures|3.9alet|3.9¢|: Graphiques du gain relatif de Y et Y(*) en fonction de n pour
d =100, SNRe {1,4} et Y = Y. Figures|3.9bet [3.9d|: Graphiques du temps de calcul de 0) et 6
en fonction de n pour d = 100, SNRe {1, 4}.

Donc, d’apres ’équation (3.9)

© 2018 Tous droits réservés.

t—1

6 _ o) _ Z(Id _ EXTX)i (61— 00))
n

i=0

-1
- (ﬁXTX) [Id —(Id _dxT
n n

-1 t
- (EXTX) [Id —(Id - gXTX) ](—gXTXG(O) + gXTY)
n n n n
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Pourd= 100, k = 10, a = 10%,SNR= 1 Pourd= 100, a = 102,SNR= 1
05 |
<>—¥
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2
g
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© s
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g 014 .
@
.% 00 = = e Tt ‘et el ‘ed ced ted tems cem tem tem e
(0] N
—_
-0.1 cc ot
T T T T T T T T T T
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000
n n
(a) (b)
Pourd= 100, k = 107, a = 102, SNR= 4 Pourd= 100, a = 102, SNR = 4
0.10
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Gain relatif avec la référence Y,
o o
o o
o (5]
| !

—-0.05

-0.10

e ‘e e st C tm tm Cemn cen e te ceme Cem

>

200 400 600 800 1000

Temps (s)

Ficure 3.10 - Figures et : Graphiques du gain relatif de Y et Y(*) en fonction de
h

n pour d = 100 et SNRe (1,4} lorsque Y = Y,.. Figures|3.10b|et|3.10d|: Graphiques du temps de
calcul de 69 et O, en fonction de n pour d =100, SNRe {1,4} et x € {1073,1077,10711}.

oub, =

(XTx)"'xTy.

Comme I; et XTX commutent, d’apres la formule du bindme de Newton, nous obtenons
I'expression de Y() = X4(*) :

o (¢ a T\ o T\ (0)
Y= In—(ln—;XX ) Y+(IH—ZXX )Y . (3.10)
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3.4.2 Preuve de la propriété[3.1.1]

D’apres la propriété et le lemme 8 (Raskurti, WAINWRIGHT et YU |2014), nous avons
Vt>0,

B [A(79)] = L5z + Toref 1, - ')

> %zTr((I,, —sf)z)

2
%, (1‘5]3)2
]

[\
l‘ B

2 ) .
(1 —S;]») carVje[d+1,n], /\j =0

—
ll
—_

v
2|9,

L\S]

(min(l, taij))z.

Y
219

-
Il
—_

Propriété 3.4.1. VieN,

FQM (119) <. [a(7)]

1 2 2
=—[ls'z[, + (1 -57)’)

on K =1xXT =PAPT; Z=PTX (69 -06%); S = (I, - aA).

Démonstration. Nous calculons EQM(Y )

EQM (Y1) =E.[A(Y")]
1 :

o ro-e )

: ]
2,n

Ec[VO]-v

n 2,n

Pour le terme de biais, nous obtenons d’apres ’équation (3.10),

E[Y"]=(1,-R")Y" +R'Y©
]

=B [Y]-y =R(YO-Y)
\ 1 a2
= b(Y")? = - R (Y@ =y,
%HStPT(Y(O) s,
1 2
=-lszl,.

ouR=1,-2XXT =PSPT; S=1,-aA; Y*=X0% Z=PT (YO -Y~).
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Pour le terme de variance, d’aprés I’équation (3.10),

YO _E, [Y(t)]:(I,,—Rt)e

=l I, = e e ()
= %zTr((In—Rt)z)
= %zTr((In—St)z),

3.4.3 Preuve de la propriété[3.1.2]

Nous montrons dans cette partie que A(Y")) = %HY”) - Y*ll%/n converge en probabilité vers

E.[A(Y")] lorsque n tend vers +co.

On remarque, Yt €N,

A(F0) = e[ 1), I,
+%< [ O]= v, VO —E YO |y
~ A(9) e [a(99)] = L]p0 - [P0+ e [99] v 20— 90

[7]

1
‘Ee[;'yt -

D’apres l'inégalité de Markov, V6 > 0,

2,n:|'

2
E [1 v _g Y(t)’ ]
P(1 v A(t)]‘z >6)< L | ]2'”
n 2,n - o
2v-d t\2
Lo (1-p))
- nod
1 o%d
P - ’ ’
= (n ]Zn n) \/ﬁ

ouVvje[ld], pj=1- aij et la deuxiéme ligne provient du calcul de la variance de YO (cf.
propriété ??).

Sur I’événement {1V — EE[Y“)]H%M < \/Lﬁ}, on obtient

A<t>]|2

a5 a5l < e 0]+

SH A

(1) ]|
2,n

2,n

© 2018 Tous droits réservés. lilliad.univ-lille.fr



Thése de Maxime Brunin, Université de Lille, 2018

3.4. Preuves 87

Nous remarquons que, d’apres les propriétés et[3.4.2],

2 1 d 2 2t
n ;sz Pj

il 1o
—|EE[Y“) _y
n

-3 Y (o] 07 -0
j=
<dd [0 -e7|]; .

car Yj € [1,d]}, p; €]0,1[. On remarque que di ||6(0) -

2 N . .
07|, ; peut étre majorée presque strement

par une constante G indépendante de n. En effet, A= ||%XTX||2 converge presque slirement vers

IEx[xxT]|l, lorsque 1 tend vers +co , ol x € R est un vecteur contenant les variables explicatives.
On calcule E,[.] en intégrant par rapport a la loi de probabilité de x € R.

Ainsi, sur I'événement {1||Y() —Ee[?(t)]”%,n < \/Lﬁ},

. 2d
(t)” , L4
,n

» " 1
’A(Y())—EE[A(Y())HSW+\/E
1 2VG o2

<— 44"
\/ﬁ n1/4 n
2‘F 2°d tend

Comme P(L|[Y® —Ee[Y(t)]H%’n < #) tend vers 1 lorsque 7 tend vers +oo et \/%7 + 27+

vers 0 lorsque n tend vers +oo alors A(Y(")) converge en probabilité vers E[A(Y1)] lorsque n
tend vers +oo.

3.4.4 Preuve du lemme
Lemme 3.4.1. VteN, (rg(X) =rg(XXT) = rg(XTX) = d),

. 2 )
S R W
2 .
t
ZZl ]]]+ Zl_u P]
]:
Bt2 Vi

oit Z =PT(Y(O _y~)
Démonstration. D’aprés 1’équation (3.10), V¢ € N,

YO -y =p[(I, —sf)PTe+sfPT(Y<°) -v7)]

= a(70) = Ly -]

<_H 1,1-3)PT ’ ’

”S PT(Y©-v?)

s
2,n
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carVa,b eR", la+b|3, < 2|lall3,, + 21[bl3 -
Ainsi, nous obtenons le résultat car

2 NE
=2,
2 2
= ~ls*zf,,,
2 & o 2 &
T (St)JJZJZ+E,Z zf
j=1 j=d+1

j=1
vt_% (In—sf)PTe| ;
2 ¢ ¢ T 12
:;;(1_511) [P e]

Propriété 3.4.2. Sirg(X) = d, les coordonnées de Z = PT (YO — Y*) vérifient

7 - {w/n/\;”duiT(O(o) ~6"), pour i € [1,d]

0, pourie[d+1,n]

oit u; est le i vecteur propre de XT X et {?\?’d}ie[[l,d]] sont les valeurs propres de %XTX.

Démonstration. Soit p; le iMme yecteur propre de K. Ainsi, les vecteurs propres (py,...,p4) de

K = %XXT associés avec ses valeurs propres non nulles (i.e. {A;}ic[1,4]) forment une famille

orthonormée définie par Vi € [1,d], p; = X—”’d ou u; est le i™¢
n/\;"

vecteur propre de X' X. Nous
remarquons que Vi € [1,d], A; = A7

En effet,
Soit u un vecteur propre de 1 XTX associé a la valeur propre A # 0,

1
—XTXu=Mu
n
Lyt
= —XX" (Xu)=AXu
n
Comme u est un vecteur propre de %XTX associé a la valeur propre 1 # 0 = u ¢ ker(XTX) =
ker(X) = Xu = 0. Alors, Xu est un vecteur propre de K associé a la valeur propre 1.
De méme, si u est un vecteur propre de K associé a la valeur propre A =0,
Lyt
—XX"'u=Au
n

1
= - XTxxTu=2xTu
n
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Thése de Maxime Brunin, Université de Lille, 2018

3.4. Preuves 89

Comme u est un vecteur propre de K = %XXT associé a la valeur propre A # 0 = u gker(XXT) =ker(XT)
= XTu #0. Alors, XTu est un vecteur propre de %XTX associé a la valeur propre A.
Si uy, u, sont des vecteurs propres de X7 X associés aux valeurs propres A, A, tels que (u1, U )pa =
0, alors
(Xuy, Xug)gn = (X7 Xuy, 1p)pa

= AUy, Up)pd
=0.

De plus, ||Xu1||§rn = (XTXuy,u;)ga = A;. Le remarques précédentes assurent que (pi,...,pq)
forme une famille orthonormée de vecteurs propres de K.
Nous calculons les coordonnées de Z. Nous remarquons que Vi € [d + 1,1], p; € ker(K).

Par conséquent, nous obtenons Vi € [1,d]),
T T
(PTX). =p/ X

= (XTPi)T
1

[ nd
= \/n)\?’duiT.

TXu

De plus, Vi e [[d+1,n],

(P7x), =51
T
=(X"p)
car Vi e [d +1,n], p; € ker(K) = ker(XXT) = ker(XT). O

Lemme 3.4.2. Si[|0%||,; <1et 0 =0, alors Vt €N,

B, (3.11)

M&

j=1
Démonstration. D’aprés le lemme et la propriété nous obtenons

2 d
2_2 2 ot
By = nZZ] p]
=
d
]:

=3 ) el (af (0o

1

d
<2Z/\]p]t”6
]7

© 2018 Tous droits réservés.
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d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz. O

3.4.5 Preuve dulemme[3.1.2]

Propriété 3.4.3. Nous définissons B

402 (z+log(t 1
B:{Vtstmax,Vt<2Ee[Vt]+i(z+ 08 (fmax * ))}, (3.12)

C3 n

o1l c3 est une constante strictement positive.
Alors, la probabilité de B est d’au moins 1 —e™>.

Démonstration. Nous remarquons que,

P(BC)ZP(EItStmaX, V, > 2E [V, ]+ — +1)))

Par conséquent,

2 (z+1 1
P(BC):P(BtStmax' VtZZEe[Vk]+4i(Z+ Bl t )))

C3 n

t

N 402 (z+10g(tmax + 1))}

=P ViZ2 2B [V ]|+ —
Uo{t Vil+ = .
tmax

< ZP(Vt 2 2Ee[Vt]+4;‘2(Z+10g(tmax+1)))

C3 n
tmax

< Ze*Z*IOg(tmax+1)
t=0

tmax 1

ou la quatrieme ligne est justifiée par la propriété[3.4.4 O

Lemme 3.4.3. SiQ,=)", 7:1 a;j(T; Ty — B[ T; T;]) o1t {T;}ieq1,ny S0t des variables aléatoires i.i.d

sous Gaussiennes de parametre 1 et A = {a;;}; iye[1,u]? €t une matrice symétrique. Alors, nous obtenons,
d’apres I'inégalité de concentration (WricHT|1973), Yz > 0,

P(Qn > é[uAum Ve llAllg ﬁ]) <exp(-2),

oit ||All; et ||Allg sont respectivement la norme d’opérateur et la norme de Frobenius de A ={a;;}(; j\e[1,n)2-

Démonstration. Les hypothéses de 1’'inégalité de concentration de (WriGHT|1973)) sont vérifiées
car:

— A ={ajj}ijje[1,n)? est une matrice symétrique.
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— Comme {T}i[1,,] sont des variables aléatoires i.i.d. sous Gaussiennes de parametre 1
alors la distribution de T est symétrique et T vérifie Vx>0, P(|T|>x) < MLOO e 7t dt ou

_ 8 _1
M_\/;ety_z.

Alors, d’apres 'inégalité de concentration (WrigHT [1973)), dc3 >0, Y6 >0,

P[Q,=0d]<e ( c min{ o & })
= s ex - TATEEATNG) ’
" P\ 0AIL a2

Dans un premier temps, nous prouvons que, ¥6 >0, P[Q,, > ] < exp(—m). Nous remar-
quons que ' ?
0 < 62
Al Az
AIE _. 5
S 0> —— =1
1Al
:>exp( c min{ 0 o? }) 1 exp( c 0 )+]l exp( c o )
] AN 2 a2 (] T oo “U3an 0<9 32
Al 1A% (2>00] 4]l |~ o=e0) A
De plus, Y6 > 0,
6 8
1Al ollAll,
52
Z 2+'
Il + ollAll
Nous obtenons aussi, Yo > 0,
62 o2

Z .
IANIE ~ 1AL + S IAll

exp(—c min{ 0 o? })
AL a2

o 52
= Lys>5,) €XP —C3m + Lis<s,) €XP —Caw
F

Ainsi, V6> 0,

2

2
<Lis>s }eXP(—C3—)+ Tis<sy) exp (—63—)
’ IAIIE + S 11All ° A2 + 5 [|All

52
Sex —Cy -
p( 3||A||%+5||A||2)
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2
Nous définissons z = ||A||2Fci—()6||A||2' Alors, nous obtenons
62
e,
IAllE + o llAll,
= 302~ ||Al,z0 - ||AllZz =0 (3.13)

Nous remarquons que o > 0 qui vérifie ’équation. (3.13)) est

o WAllz+ JIAI3=7 + 45 Al =

2C3

Par conséquent, ¥z > 0,

1ALl 2+ \JIAIB 22 + 4cs JAI1 2

2C3

0= < exp(-2).

Nous remarquons

All 2 + JIAI3 22 + 4c3 Al 2

2C3

1
< 5[ 2lMAlb 2+ 2V 1Al V|
C3

1
< (1l + sl V2]

A1l z+/I1AlI32%+4c3 1Al 172
Comme {Q, > L[llAll,z+ vesllAllp V2] € {Qy = : !

35 }, nous concluons, ¥z > 0,

P(Qn > 61—3[||A||2z+ Ves ||A||Fv2]) < exp(-2).

O
Propriété 3.4.4. Il existe une constante c3 > 0 telle que Vz> 0, Vt €N,
2z 4
PV, =2E.[V;]+0 P < exp(-2). (3.14)
ncs
Nous obtenons aussi, Vz> 0, Vt € N, sur un événement de probabilité au moins 1 —exp(-z),
4 2
Vi<V 22 (3.15)
C3 hn

o V' = 4%'122?:1 min{l,(taij)z}.

Démonstration. D’apres le lemme nous avons une autre expression de V;, Vt € N,

d
b2 [ -2 )
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ol Q; = Diag((1 - s;].)z,j e [[1,n]).
Ainsi, d’apres le lemme 8 (RaskutTi, WAINWRIGHT et Yu [2014), nous pouvons majorer E.[V}],
VteN,

2 2
Ec[Vi]==-Tr(Q)

2 2
:%Z(l‘sﬁ')z

]

=1
d
< %‘2 (min{l,taij})z

j=1

202 2 d . 1 80
<=~ (ta) Z(mm{(m)z,Aj}). (3.16)

j=1

Nous utilisons une inégalité de concentration (WriGHT |1973) qui affirme, V6 > 0,

P[Q,=0]<ex (—c min{L 6—2})
n = O1= OPITSI AL a2 )

ouQ,=Y", Z;’Zl a;j(T;T; — E¢[T; Tj])avec {T;}ic[1,,) sont des variables aléatoire i.i.d. sous Gaus-

siennes de parametre 1; ||A|, et ||A||r sont respectivement la norme d’opérateur et la norme de

Srob%nius de la matrice symétrique A = {a;;}(;,jje1,a]2- D’apres le lemme nous obtenons,
z>0,

P(Qu> £ Atz VEIAL E] < expi-a) (3.17)

Nous définissons A, = 2PQ,PT = {a;;}; iieq1,np2 €t Ti = 2 (comme Vi € [1,1], €; ~ G(0?) = T; ~
G(1)). Alors, nous avons 62Q,, = V; —E[V,].
Nous majorons ||A;||, et ||At||12;

[[A¢l, = - (1 - Sfl)2 car A; est symétrique.
< % car Sf; €]0,1].
IAIE = Tr(AtTAt)
= %Tr(PQtZPT)
< %Tr(Qt) car Vj e [1,n], (Qt)j]- <1
2

< S-Ee[Vi].
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Ainsi, d’aprés I’équation (3.17), nous obtenons
1
pla. a[nAtnzzwanAtanz])
o2
= P(Vt —Ec[Vi]> a[“At“zZ"‘ Ves llA I \/E])

2

V- [vt1>—[— Ve V"‘]n}]
§+\/§(91/22E;[2Vt]+6—1/2f)]),

n

>P

0.2
ZP(Vt—Ee[Vt]ZC—

carV0 >0, ab<0a’>+ 07102 = Vab <020+ 07"2boua = % etb=12
Par conséquent, nous obtenons, Yz > 0,
o2

2z 2E [V, 1 nZ
P(Vt—Ee[Vt]z - 7+\/§(61/2%+6 1/25) )Sexp(—z)

:P(Vtz(ngﬂ) [AVi]+o E(éﬂ\g))mp(—zw

237/ +1=2= (3/12 % =012 = \/_ Alors, nous obtenons, Yz > 0,

Nous choisissons 0 tel que
VteN,

4 2
P(Vt >2E.[Vi]+ ii) < exp(-2z).
C3 n

3.4.6 Preuve de la propriété[3.1.3]

Pour montrer, avec grande probabilité, que t* est encadré par deux fonctions équivalentes
a log(n) a une constante pres lorsque n tend vers +oo, on étudie les variations de la fonction
X %HY(’“) - Y*||§ .» fonction définie sur R,.

Propriété 3.4.5. Sur I'événement D, (définie dans la preuve ci-dessous) de grande probabilité
(P(D,) =7 1), nous pouvons majorer t* = arg min {A(Y )}
n—+o0o

teN
t* <vy(n )
vy(n) = —log ) log(1+n 0”2d)
Démonstration. Nous souhaitons majorer t* = arg min {A(Y1)} avec grande probabilité. La stra-
teN
tégie de la preuve repose sur ’étude de la fonction @ définie par Vx> 0, ®(x) = L HY 2

Nous cherchons une condition suffisante pour que ®(x) > 0 afin d’obtenir une majoratlon de k*.
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Nous obtenons, Vx € N,

, 1|l 1o 21y, Ll
|-y, = B [YO]- v 4o [P0 - [ ¥]
n M 2n N 2,n
2, . , ,
+ (B Y] v, Y0 B [ Y9 |y
n

2
v Nous obtenons,

Nous calculons chacun des trois termes de la décomposition de 1 ||Y(x) Y|,

VxeN,

=P(I,-S*)PTe
= (B, [ Y@ ] —Y, YW _E, [ Y@ ])Rn = (PS*PT (YO —y*),P (I, - $*) P e}
=(s*PT (v - Y*), (I, = $*) P e)pn

d
=2 4P ele(1-¢])
pm
2 1 &
2,n - E thzfp]zx
pm

2 1 ¢ w2[pT .12
2"1:;2(1—%.) [P e]j,

=1

1

Be[ V0] -y

n

70—, [Y0)]

ou K = LxXT = PAPT;rg(K)=d; S=1,-aA; Z=PT (YO -y*);Vie[1,n], p; =S;; =1 -ad,.
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. . N~ . ’ 7 .
Ainsi, d’apres ’expression de @ et @ , ¥x > 0, nous déduisons

q)("):%z Z —0j) PT]+2ZZ PT]pJ 1-p})

J=1

>0 (x)= % 2222 xlog(pj)—Z;[PTe]jp;(l —p}‘)log(pj)
i=

*2 ZZJ' [PTe]j (o} - ZPfx)IOg(pj)]
j=1

d
(717177 ot
j=1

(Zj [PTe]j - [PTe]j)p;‘log(p]-)

xlog 0;) Z[P e] i 7 log(p; }

ou¥je[1,d], Nj=2z;-[PTe]; = [PT (YO -Y)];.

Nous cherchons une condition suffisante pour obtenir @' (x) > 0.

d
= ZNJZ 2 og( 0;) Z[P e] i0; ilog(p; ]
=1
d
= %ij(x)
=1

ot wj(x) = N7pi*log(p;) + [PT€];N;p* log(p;).
Nous cherchons une condition suffisante sur x pour que Vj € [1,d], w;(x) > 0 afin d’obtenir

.[\“‘4&

=1

j=1
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@' (x) > 0. Ainsi, ¥j € [1,d],

wj(x) >0

N].zp]?" log(p;) + [PTe]], Njp7log(pj) > 0
o N].zp]?x + [PTE]]‘ Njp7 <0 car p; €]0,1]

PT
b

i N;

PT(—:]_

C>p)-6< -
1S [PTel; - Z;
,_X>1_i
! [PTE]]'

j [pTe]].

j<0

Sp

n/\

o,
el

Nous définissons D,, = ﬂ;l:l{( (PTe)j ) > %} Nous remarquons que P(D,) > 1 - 27:1 P |

%). De plus, (PTe),...,(PTe), ont la méme distribution que L ~ G(02). Comme A,, = {|L| < %}
est une suite décroissante d’événements (au sens de I'inclusion) alors P(|L| < \/Lﬁ) o P(|L|=
0) = 0. Par conséquent, P(D,,) = 1. Nous obtenons, sur I’événement D,
n—+00
wi(x)>0
3 0
x nA; ( )Hz,d
= i >1+ T
|[PTe];]
- 0
Yo len ( >1|2 )
=x log(1+n (0)||2d)
log ’
> s 1og(1 e o0, )
O
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Propriété 3.4.6. Sur I'événement &, (P (&) — 1), nous pouvons minorer t* = arg min {A(Y(t))} :
n—-+oo teN

Aallor - 092
+—10g(2)+%10g 1+ G dH 7 ”2’d

Démonstration. Nous voulons majorer t* = arg min {A (Y(t))} avec grande probabilité. On utilise
teN
pour cela une stratégie similaire a celle utilisée pour démontrer la propriété Nous savons

que Vx € R, ®'(x) a pour expression

d d
= (D’(x) = % 2;prfxlog(pj) - 2;[PT€]j p;‘(l —p;-‘)log(p]-)
i= j=

d
+2 ZZ]- [PTe]j (pf - 2p]2x)108(9j)
=1

~

SN

d d
ZNJZp]?x log(p;)+ Z[PTe ]j Njp;log(p;)
j=1 j=1

(Dl (x) (Dz(x)

ot Vje[[1,d], N; = Z; —[PTe]j =[PT (v - Y)]j.

. ’
Nous majorons @, Vx > 0,

d
©;(x) < ) N7p¥log(p;)

=1
d

<log(pa)pi* ) N/
=T

-,

<log(pa)pi

<tog(palot x2(1ZIB,, + [P, ).

oup; <--<py.
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. ’
Nous majorons @,, Vx>0,

Z[PT | Ny} log(p))

_—<SX/2\/—log S)N, 5¥/2\[-10g(S)PT €)pa
< S"/Z\/—log(S)NHZd S"/Z\/—log(S)PTe”zd

Nous remarquons que, Yx > 0,

d
§¥2\-log(S)N|, = J )_pj(-log(py)N
a\G

’_log x/2 ZNZ
J] 1

—log(p1)p X/z ’PT y-Yy© )H

2,d

ﬁ (vl sl )
< \Flogtouei\ (128, + el

De méme, nous obtenons Yx > 0,

d
swmﬂellfJZpﬂ—logw»HPTe]?
j=1

—log(Pl)PZ/2 ||PT€||2,d'

s . . ’
Par conséquent, nous obtenons une majoration de ®,, Vx > 0,

0 < |s72og SN [[s7*V=TogS)PTe]

< (-1ogpo5 [P el 2 (1218, + [P7el, )
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. . .o, . . . ’
Ainsi, une condition suffisante pour avoir @ (x) < 0 est

Log(pa)pi2 (12113, + Il o) + (~1og(p1)p [P Tell,, \/ 21215, +[[PTel;,,) <0

& (~log(p)p}[|PTell, , \/Z(IIZH%,n + IIPTeII;d) < (—log(pd))pf’?(llzllﬁ,n + ”PTEH;,d)

1 A
i P o RN G o

log(pa)
o log(p) 3 (p_f)x

1

og(Pd) \/2(||Z||§’n+”PT€H;d) Pa

log(Pl))+10 ”PTGHM < xlog(p—%)
1
og(pa) \/2(IIZI|§,n+||PT€||§,d) 0d

|PTell,,

S log(

=t

PT
S x< 1 log(izzzpl) ) +log ” el)z’d

log(£) | \/z(nzuin +lprell) )
i

2(1Z1B,, + [P7e[,

=

e 1 ) lo
X og Tog

|

|'0

[P7ell,

=l

(1213, + |73,

[P7ell,

2
Comme ||PT<—:||§ q= Z?:l (p]Te) (ou p; estla je colonne de P) et €1,...,€4 sont i.i.d. de loi de proba-

bilité G(0?) = pjTe ~G(0?) (car [Ipjllp,, = 1) = ¥t >0, P((p]Te)z >12) = P(|p]Te| >t) = 2exp(—2f722).

log(pg)
log(p1)

1 1
—log(2)+ =1
S x< )+2og()+2og

ol

1 log(pd)) 1 1
S x< lo + —log(2)+ =log| 1+
g(logml) 7108(2)+ 7 log

w3

2
car pp S...pd:s—;Spd<1.

2R

2
12115,

[PTell,

ST
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Ainsi &, = ¢ {(pjTe)2 < \/ﬁ} vérifie P(€,) = 1-2d exp(%?). Sur I’événement &, nous obtenons

j=1
' (x)<0
1213
=x< ! log( Og(pd))+llog(2)+—log 1+( Z,n)
log [ #4 log(p1)/ 2 d\n
8\ o7
' N 2
1 niyller-e©
=x< 1 log 0g(pa) +llog(2)+llog 1+ | Hz,d
ogl24)| " \oster) |2 2 dvn
8 P
1
» N 2
1 Vnig e -0
=x< ! log 08(pa) +llog(2)+llog 1+ | Hz’d .
lo (p_d) log(p1)) 2 2 d
8\ 2
1
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Chapitre

Estimateur a budget de temps limité

Notre objectif est de déterminer le couple (t, 1) garantissant que é,(f) est le meilleur estimateur
de 0" (selon le critére Q(éi,t)) défini ci-dessous) lorsque nous disposons d’un budget de temps
T limité. Au chapitre [3} nous avons cherché le temps de calcul nécessaire pour obtenir un
estimateur O1) le plus “proche” possible de 0*. Tandis que dans ce chapitre, une contrainte
de temps de calcul est imposée et il s’agit de trouver le meilleur estimateur de 6* a budget de

. N . , . At N
temps T limité. Le probléeme du choix du couple (t,n) d’un estimateur 9:,) est un probleme
fréquemment rencontré en pratique lorsque l'utilisateur a une contrainte de temps de calcul et
souhaite obtenir un estimateur ayant de bonnes performances statistiques.

4.1 Compromis entre temps et taille de I’échantillon

Dans cette partie, nous faisons un état de I’art sur les estimateurs a budget de temps limité.

Puis, nous présentons dans un deuxiéme temps le critére Q(éif)) dans le cadre du probléeme de
régression linéaire. Puis, nous définissons le choix optimal (¢ ,# ) du nombre d’itérations et de la
taille d’échantillon garantissant une précision optimale a budget de temps limité.

4.1.1 Etat de l’art pour les estimateurs a budget de temps limité

Dans le cadre de la régression, Bortou et BousQuer|2008|cherche a déterminer les parameétres
permettant d’obtenir une précision statistique optimale d’un estimateur lorsque le budget de
temps est limité. Appliquée au cadre de la régression linéaire, il cherche a choisir le couple
(n,17) minimisant un critére mesurant la précision statistique (Borrou et Bousquet|2008; BorTou
2010). 1 est définie par 71—1||Y - Y||§,n < %HY - Y||§’n +1 et Y = X0, est une approximation de
Y* = X0~ calculée par un algorithme itératif. Formellement, ce probléme de minimisation est
défini par
minE Ex[(xTén—xTQ*)z]] (4.1)

nn
n S nmax
T(n,1) < Tax

103
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ol T(n,1) est le temps de calcul de Y. E et E, désignent respectivement I’espérance selon le choix
aléatoire de ’échantillon et I'espérance selon la loi de probabilité des covariables x € R,

On remarque que le critére du probléme de minimisationressemble au critére Ee[%llY(t) -
Y*||3 ] étudié au chapitre précédent. Lorsque il n’y a pas de limite de budget de temps, cela
suggere que le probléme de minimisation [4.1]traduit un compromis biais - variance.

Lorsque le budget de temps est limité, Borrou et BousqueT|2008|étudie le choix du couple
(n,1) afin que la précision statistique de Y soit optimale. Comme le temps de calcul de Y
dépend de n et 7 alors choisir le couple (1,1) revient a choisir le temps de calcul de Y et la
taille d’échantillon. Il s’agit donc d’une étude similaire a celle faite dans ce chapitre. Bortou et
Bousquer |2008|ont déterminé pour différents algorithmes (e.g. pour 1’ algorithme de descente
de gradient et l'algorithme de descente de gradient stochastique présentés au chapitre[l)) une
majoration de la précision statistique optimale ainsi que des valeurs approximatives de n et 1
assurant cette précision statistique optimale.

4.1.2 Critere de qualité de ’estimateur

Le critere Q(éﬁ,t)) mesure une distance entre éi,t) et 'estimateur 67 qui correspond a é,(f)
lorsque t tend vers +oo. Dans ce chapitre, nous étudions le choix du couple (t,7) dans le cadre
du modeéle linéaire (3.1). Nous utilisons l'algorithme de descente de gradient a pas fixe a (GD)

appliqué aux moindres carrés étudié dans le chapitre Nous savons que, si a €]0, /\i‘d [ (,\’11’61 est
1

la plus grande valeur propre de 1XXT), alors é,(f) tend vers l'estimateur des moindres carrés

0:A = 0, lorsque t tend vers +co. Nous définissons le critére Q(éflt)) par:

Q(éff))zEe[ jd]

ou on calcule E.[.] en intégrant par rapport la loi de probabilité du terme d’erreur €.

éilt) - én

Nous disposons d’une formule close de Q(GA,(f))

a(6r)=v'(e- 9<°))H; + 02TV (XTX) V)

d

=) o

i=1

2

w2+

1

, (4.2)

nAe

1
ou W=UT©0O0-0*);V=I,- %XTX; XTX =UDUT est obtenu par décomposition en valeurs
singuliéres; A’f’d >...2 /\Z’d > 0 sont les valeurs propres de %XTX; Vie[l,d], pi=1- a/\?’d.
4.1.3 Optimisation du critére en temps et taille de I’échantillon

Dans cette partie, nous définissons le couple (¢',#') optimisant le critére Q(é,(f)) afin de fournir
le meilleur estimateur de 6* lorsque le budget de temps T est limité.

Pour un budget de temps limité T, le couple (¢, 1) est défini par

(t’, n,) = arg min {Q (é,(f))},

(t,n)eN2
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sous la contrainte tT,, < T ou T, est le temps moyen d’exécution d’une itération de I’algorithme
de descente de gradient a pas fixe pour une taille d’échantillon n. L'estimateur proposé est donc

6",
n

Pour déterminer le couple (t, n'), nous cherchons a calculer le critere Q(GA,(f)) pour de grandes

valeurs de t et n a partir de I’estimation de Q(éi,t)) pour de faibles valeurs de ¢ et n. Une piste est,

grace a I’estimation de Q(é,(f)) pour de faibles valeurs de ¢ et n, d’estimer 0* et 02 pour capter la

dynamique de Q(é,(f)) en n et t . Une autre piste est d’utiliser des résultats asymptotiques. Par

exemple, nous avons obtenu un équivalent de loglO(Q(éff))) lorsque t tend vers +oo (cf propriété
4.1.1) qui nécessite uniquement d’estimer Q(6(?)) lorsque la taille d’échantillon 7 est fixée

Propriété 4.1.1.
log;, (Q(é,(f))) oo 2tlog(pa) +logyg (Q(Q(O)))'

ounpy;=1- a/\;”d est la plus grande valeur propre de I; — %XTX.

La preuve de la propriété[4.1.1]est disponible dans la partie[4.4.2]

La partie suivante a pour but de comprendre, a 'aide de simulations, I’évolution du couple
(t,n) en fonction du budget de temps T.

4.2 Simulations

Nous présentons dans cette partie les objectifs des simulations et le cadre de simulations.
Puis, nous interprétons les résultats des simulations obtenues.

4.2.1 Objectifs

L'objectif de ces simulations est de comprendre la dynamique de t et # en fonction du
budget de temps T. Il s’agit aussi d’illustrer, sur des simulations, le résultat asymptotique de

loglo(Q(éif))) lorsque t tend vers +oo (cf. propriété .

Il est a noter que Q(éi,t)) = E[||6A§,t)—én||§ ;] est estimé sur B = 100 répétitions du terme d’erreur

€ (cf. modele linéaire (1.9)). {éi,t)}te[[o’to]] (t = 2000) est calculé a I'aide de I’équation (3.2) pour
chaque valeur de n.

4.2.2 Cadre de simulations

Nous reprenons le cadre de simulations défini dans la partie Nous fixons SNR = 4.

4.2.3 Interprétation
Dans un premier temps, les figures [4.1a]et sont des illustrations de la propriété car

A

nous observons que loglo(Q(Q,(f))) est une fonction affine en t lorsque ¢ est suffisamment grand.
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Pour d = 20 Pour d = 100

-5

-10

-15
|

0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

Itération t Itération t

(a) (b)

FiGure 4.1 - Figureset : Graphiques de log, Q(é,(f)) en fonction de l'itération ¢ pour

différentes valeurs de n et, pour d = 20 et d = 100 respectivement.

Pour d = 20 Pour d = 100

-10
|

-15
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 5 10 15 20 25 30

Temps (s) Temps (s)

(@) (b)

FiGure 4.2 — Figureset : Graphiques de loglO(Q(éy))) en fonction du temps de calcul
de éff), pour différentes valeurs de n et, pour d = 20 et d = 100 respectivement.

Dans un second temps, nous étudions 1’évolution du couple (¢ ,7') en fonction du budget de

temps T. L'équation (4.2) montre que Q(é,(f) ) décroit exponentiellement vite avec t et en n™! en
n. Ainsi, pour un budget de temps T, pour deux tailles d’échantillon n; et n, telles que n, > ny,

— — — N
et t! et t? telsque T =t'T,, =t>T,, (t! > t* car n+—> T, est croissante), Q(Gifl )) aura “tendance”

(42
a étre inférieur Q(Qﬁfz )).
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Pourd = 20

2000

1500

8
= S
—
o
S
wn
o -
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
budget de temps T (s)
(a)
Pour d = 20
o
S y >
N
o
o _|
n
-
o
o |
= [=}
—
o
S
wn
o -
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

budget de temps T (s)
(b)

FiGure 4.3 - Figureset : Graphiques du couple (', 1) en fonction du budget de temps
T pour d = 20.

Cette remarque explique 1’évolution du couple (¢,7') en fonction du budget de temps T.

Lorsque T = 0, on sélectionne tout d’abord la plus petite tallle d’ echantlllon n =Ny, et t=0
et, lorsque T augmente, on a “tendance” a sélectionner n =g et t =t€ [1,t°] tant que
tOT”min Z T - tTnmm
— A 0 A 7 ’
Puis, lorsque T > tOT , tant que Q(@,(fml)n) < Q(G,(f;) (19 > fmin), on sélectionne n = ny;, et t =
0, Puis lorsque T augmente etl’ 1terat10n t est suffisamment grande, comme Q(6 nmm) > Q( )

alors At € [1,°], Q( nz) <Q(6 nmm) : on sélectionne n’ = ny et t =t.

En dimension d € {20,100}, les figures [4.3a} [4.3b] [4.4a] et [4.4D)] et les remarques ci-dessus

mettent en évidence le role du couple (¢, 1) dans le compromis précision statistique - temps de
(0 1

calcul. La précision est mesurée par le critéere Q(6 o\ )) et le temps de calcul est celui de 6,

© 2018 Tous droits réservés.

(t est le nombre maximum d’itérations de GD pour chaque valeur de 7).

lilliad.univ-lille.fr



Thése de Maxime Brunin, Université de Lille, 2018

108 CHAPITRE 4. Estimateur a budget de temps limité

Pour d = 100

1000 1500 2000
| | |

500
|

o -
o -
=
o
=
[
S
o
N
a1
w _|
o

budget de temps T (s)

(a)

Pour d = 100

2000

1000 1500
| |

500
|

o -
o -
[
o
=
o
S
o
N
a1
w _|
o

budget de temps T (s)
(b)

Ficure 4.4 - Figureset : Graphiques du couple (¢, 7') en fonction du budget de temps
T pour d =100.

décroissance exponentielle de Q(éff)) en t et la décroissance de Q(éi,t)) en n~! entrainent que
n est constante par morceaux et t est affine par morceaux en fonction du budget de temps T.
On remarque que lorsque n augmente de 1y a n,, t diminue car il faut moins d’itérations pour

(40
atteindre la précision Q(Qifl )).
4.3 Conclusion
Dans le cadre du probléme de régression linéaire, nous avons mis en évidence, grace a des
simulations, le compromis entre t et n a budget de temps fixé pour atteindre une précision

optimale. En effet, les simulations montrent que le choix optimal 7’ est constant par morceaux
en fonction de T et t est affine par morceaux en fonction de T. On remarque que, pour chaque
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. 4 4 . . . . . 7 . . z . .
augmentation de #n, t diminue car il faut moins d’itérations pour atteindre une précision
optimale.

Nous avons aussi obtenu un équivalent du critére Q(é,(f)) lorsque t tend vers +oco montrant

que Q(é,(f) ) décroit exponentiellement vite avec t. Nous avons aussi illustré sur des simulations

la décroissance exponentielle de Q(éy)) en t.

4.4 Preuves

Dans cette partie, nous détaillons les preuves des propriétés énoncées dans ce chapitre.

4.4.1 Formule close du critere Q(QA,(J))

Propriété 4.4.1. Nous avons une formule close du critére Q(éff)), VteN,

Q61 =E.| 9

= |[v¥(er —6(0))H2 +02Tr(Vk (xTx)" Vk),

A

éilt) - Qn

onV=I-2XTXet0,=(X"X)"'xTy.

Démonstration. D’apreés 1’équation (3.3),

oy -6,=v'(00-0,)

= |ox’-e, id:”Vf(én_e(O))”;
= [Viul  + [VIO O~ 246, VOO
Ainsi,
E[IViaulh, | =B v xTy}]

=] VXX (X0 + o),

—E, [“Vf(XTX)—lXTXG*

2 tivTyvy-1vT .||?
2,d+HV (X7 X)X e”z,d
+2VIXTX) T XTX0, VIXTX) T X €|

- |vier

2 B[V X0 Xl |

- |ver

§+02Tr(Vt(XTX)71 vf).
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Finalement, on obtient ’expression du critere Q(é,(f) ), VteN,

2
)

—E, [ ||vfén||§,d] Vo5, ~2V'6", V!0

Q6! =E [ oY -6,

2V1e*, Vio Oy,

+02Tr(vf(XTX) Vf)+||vt6<°>||§d

_ va (0" - 9(0))”; + aZTr(Vt (XTX)_l Vt). (4.3)
Expression simplifiée de Q(é,(f)) = E€[||éff) - énH%’d]
Nous avons une autre expression du critére Q(éi,t)) = E€[||9A£,t) - énH%d]
D’aprés 1’équation

oY -0, ;] - “Vf (6~ 6(0))”2 + azTr(Vf (x"x)" Vf)

= |[v* (o 0" H +—T[Vt(XZX) V]
_szr[wz

ou W =UT(O® -0%); XTX = UDUT est obtenu par décomposition en valeurs singuliéres;
/\?’d >...> /\Z’d > 0 sont les valeurs propres de %XTX; Vie[l,d], pi=1- a/\?’d. O

], (4.4)

l

4.4.2 Asymptotique de loglo(Q(é,(f))) en ¢

Propriété 4.4.2. D’aprés le théoréme des accroissements finis, nous obtenons un équivalent de

loglo(Q(éi,t))) lorsque t tend vers +oco

log, (Q(é,(f))) oo 2tlogy (pa) +1ogyg (Q(Q(O)))’

onVie[l,d], pi=1- a/\?’d; A’f’d >...> /\Z’d > 0 sont les valeurs propres de %XTX.
g: R4 - R
(x1,..0,xq) = logyo(f(x1,...,%4))

L0 e 2 N .
f est définie par Y(xy,...,x;) € RY, f(x1,...,xg) = Y (x;(W? + o)) = Y4 ajx; ou Vi e

Démonstration. Nous définissons g par . La fonction

— W2 2
[[1,d]], ai_Wl. +ni’."d'
Soit Vx > 0, j(x) =log;(x). D’aprés le théoreme des accroissements finis appliqué a la fonction g

avec b = (pft,...,pﬁt)eRd eta= (pjt,...,pflt)eRd,

8(b) =g(a)+dgy,(b—a)
=g8(a) +(V(g)(u), b - a)ga,
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ot u€la,bl={veR?:v=0b+(1-0)a, 0€]0,1[}.
Nous calculons dg, (g=jof), YheRY,

dgy(h) = djgq)(dfu(h)

_df,(h)
flu)’
car, Vhe R, djs(h )_f
Nous remarquons que Vi € [1,d]),
of
a_x,-(”)‘“"
V() (), hyga
=>VheR?, dg,(h) = 2R
gll( ) f(u>
_ Z;j 1 @i
Ainsi,
§(b)=g(a)+dgy,(b-a)
qu: a; 2t _ 2t
= gla) + = dl(pl vi). (4.5)
Z]:I a]u]
Nous remarquons que dgu(b—a)t = o(g(a)).
En effet,
L ai(ef'-p3')
dg,(b-a) Yoy aju
g(a) 2t10g(pd)+10g10(z 10(1)
rho ()" 1)
ey
2t10g10(pd)+log(zz la,)
Comme Vi € [1,d - 1], p; < ps = (p’) 2 0. De plus, Vj € [1,d], =% ](S;)zt 1[ alors
L) > Ty aj(f) Ainsi S48 — 0= dgy(b-a) = olg(a ) gt 8.
Ainsi,
A(t) A 2 d
log(Ee 0, -6, 2,d])t%~+ 2tlog(pg) +log;, (;[ ‘ ]]
= 1
O
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Conclusion

Dans ce manuscrit de these, nous avons proposé une réponse aux deux premieres questions
énoncées en introduction. Pour répondre a la premiére question, nous avons proposé d’utiliser,
dans le chapitre2|et[3} des régles d’arréts, associées a des algorithmes itératifs, qui optimisent
un critere en fonction du nombre d’itérations a distance finie. Un avantage des estimateurs
associés a ces regles d’arréts est leur faible complexité en temps par rapport aux méthodes
concurrentes. Néanmoins, nous pouvons calculer ces regles d’arréts si nous disposons d’un
budget de temps suffisant. Lorsque nous disposons d’un budget de temps T limité, nous avons
proposé un estimateur, dans le chapitre {4, qui tient compte, en plus du choix de l'itération ¢, du
choix de la taille d’échantillon # en optimisant un critere en ¢ et n.

Les régles d’arrét associées a des algorithmes itératifs, proposées au chapitre[2]et[3} permettent
de récupérer un estimateur précis parmi {0}, et {Tp}Def1,n-1] €n stoppant un algorithme
avant que le phénomeéne de surapprentissage se produise. Ce phénomene de surapprentissage
a été illustré aux chapitres [2| et [3| et justifie d’utiliser de telles régles d’arrét. En effet, pour
le chapitre |2} le théoréme est un résultat de consistance de l'estimateur 7p. De plus, ce
théoreme montre que ’événement {D = D"} est de grande probabilité et donc la regle d’arrét
stoppe l'algorithme KSRBS avant que le phénomeéne de surapprentissage se produise. De plus,
pour le chapitre (3} la régle d’arrét f réalise en plus un compromis biais - variance et donc ’esti-
mateur O(¥) aura tendance 4 avoir un biais et une variance controlés. Nous avons observé sur des
simulations que, lorsque 7 est proche de d, l'estimateur (") est meilleur qu’une approximation
de l'estimateur des moindres carrés (EMC) en matiere d’erreur moyenne quadratique. Cette
approximation de 'EMC nécessite de stopper l’algorithme a une itération élevée, itération a
laquelle le phénomene de surapprentissage se produit.

Les estimateurs 7p et 6 ont aussi l'avantage d’avoir une faible complexité en temps en
comparaison respectivement a I'estimateur de KCP et I'approximation de 'EMC 0,.. En effet, la
complexité de KSRBS est de O(Dn?) alors que celle de KCP est de O(Dp,x1?) sans compter le
calcul de D par heuristique de pente (olt Dy, est potentiellement grand). Lapproximation de
I’'EMC 6, a I'inconvénient de dépendre du seuil x qu’il faut choisir arbitrairement. Nous avons
observé, sur des simulations, que lorsque «x est assez petit, 0!) est moins coliteux en temps de
calcul que 0.

Nous rencontrons aussi en pratique une situation ou nous disposons d’un budget de temps T
limité. Cette situation est différente de celle utilisant des regles d’arréts qui suppose que l'on
assez de temps pour calculer les régles d’arréts f et D. Le chapitre montre que le choix du

couple (¢, 1) optimisant le critére Q(ég)) varie en fonction du budget de temps T : 1" est une
fonction croissante constante par morceaux en fonction de T et ¢ est affine par morceaux en
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fonction de T. Lorsque n augmente de 7 a 11, t diminue car il faut moins d’itérations pour
atteindre la précision statistique optimale.
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Perspective

Nous avons étudié, dans le chapitre la régle d’arrét D de KSRBS qui dépend du seuil C,,.
Dans le cadre de la détection de ruptures dans la moyenne d’un signal réel, , est choisi égal
a Cé+/2log(n) ou C est une constante calibrée telle que |D — D*| soit minimale pour un grand
nombre de répétitions et différentes tailles d’échantillon n (FrRyzLewicz|2014). Nous avons choisi
pour KSRBS la méme expression de C,, adaptée au cadre des noyaux. Néanmoins, en plus de
déterminer D, C, détermine si un instant de ruptures candidat est un instant de ruptures estimé
ou non. C’est pourquoi, il serait intéressant d’étudier le choix du seuil {,, garantissant de bonnes
performances statistiques de l'estimateur 7.

Nous nous sommes aussi intéressés dans le chapitre [3|a la régle d’arrét f dans le cadre du
probléme de régression linéaire. Une autre perspective serait de vérifier que nous pouvons
transposer les résultats obtenus dans le cadre de la régression linéaire au cadre de la régression
non - paramétrique en utilisant des noyaux. En effet, le théoréme du représentant (SCHOLKOPF,
HersricH et Alex J. SmMora [2001) permet de transformer un probléeme de minimisation du risque
empirique sur un RKHS H en un probléeme de minimisation sur R"” (Raskutti, WAINWRIGHT et
Yu [2014) et donc d’utiliser I'algorithme de descente de gradient.

Une perspective serait de construire des régles d’arrét pour un algorithme de descente de
gradient stochastique (SGD). L’étude des régles d’arrét pour les algorithmes de descente de
gradient (GD) est plus simple que pour celle de SGD. En effet, SGD choisit a chaque itération une
observation aléatoirement alors que ce n’est pas le cas de GD. Comme la complexité en temps de
SGD est inférieure a celle de GD, on peut attendre encore économiser du temps de calcul grace
une regle d’arrét associée a SGD.

Nous avons abordé au chapitre[4]le choix du couple (t,7) lorsque le budget de temps T est
limité. Nous avons obtenu un équivalent de loglO(Q(é,(,t))) lorsque ¢t tend vers +co. Cependant,
dans la pratique, pour déterminer le couple (t,n'), il est nécessaire de pouvoir calculer les

valeurs de Q(és)) lorsque t et n sont grands a partir de l’estimation de Q(é,(qt)) lorsque t et n
sont petits dans le but d’économiser du temps de calcul. Une piste a explorer pour résoudre ce

probléme est de déterminer des équivalents de Q(éi,t)) pour les deux cas : t est quelconque et
n tend vers +oo; t et n tendent vers +co. Une autre piste est de déterminer des estimateurs de

paramétres inconnus (02,0%) & partir de I'estimation de Q(és)) lorsque t et n sont petits afin de
capter la dynamique de Q(é,(f)).
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ETUDE DU COMPROMIS PRECISION STATISTIQUE-TEMPS DE CALCUL
Résumé

Dans le contexte actuel, il est nécessaire de concevoir des algorithmes capables de traiter des données
volumineuses en un minimum de temps de calcul. Par exemple, la programmation dynamique appliquée
au probléme de détection de ruptures ne permet pas de traiter rapidement des données ayant une taille
d’échantillon supérieure a 10® pour des modéles complexes. Les algorithmes itératifs fournissent une
famille ordonnée d’estimateurs indexée par le nombre d’itérations. Dans cette thése, nous avons étudié
statistiquement cette famille d’estimateurs afin de sélectionner un estimateur ayant de bonnes performances
statistiques et peu colteux en temps de calcul. Pour cela, nous avons suivi 'approche utilisant les regles
d’arrét pour proposer un tel estimateur dans le cadre du probléme de détection de ruptures dans la
distribution et le probléme de régression linéaire. Il est d’usage de faire un grand nombre d’itérations pour
calculer un estimateur usuel. Une régle d’arrét est l’itération a laquelle nous stoppons l’algorithme afin de
limiter le phénomeéne de surapprentissage dont souffre ces estimateurs usuels. En stoppant l’algorithme
plus tot, les regles d’arrét permettent aussi d’économiser du temps de calcul. Lorsque le budget de temps est
limité, il se peut que nous n’ayons pas le temps d’itérer jusqu’a la régle d’arrét. Dans ce contexte, nous avons
étudié le choix optimal du nombre d’itérations et de la taille d’échantillon pour atteindre une précision
statistique optimale. Des simulations ont mis en évidence un compromis entre le nombre d’itérations et la
taille d’échantillon pour atteindre une précision statistique optimale a budget de temps limité.

Mots clés : algorithme itératif, regle d’arrét, détection de ruptures, régression linéaire, estimateur sous
contrainte de temps

Abstract

In the current context, we need to develop algorithms which are able to treat voluminous data with a short
computation time. For instance, the dynamic programming applied to the change-point detection problem
in the distribution can not treat quickly data with a sample size greater than 10° for complex models.
The iterative algorithms provide an ordered family of estimators indexed by the number of iterations. In
this thesis, we have studied statistically this family of estimators in oder to select one of them with good
statistics performance and a low computation cost. To this end, we have followed the approach using the
stopping rules to suggest an estimator within the framework of the change-point detection problem in
the distribution and the linear regression problem. We use to do a lot of iterations to compute an usual
estimator. A stopping rule is the iteration to which we stop the algorithm in oder to limit overfitting whose
some usual estimators suffer from. By stopping the algorithm earlier, the stopping rules enable also to save
computation time. Under time constraint, we may have no time to iterate until the stopping rule. In this
context, we have studied the optimal choice of the number of iterations and the sample size to reach an
optimal accuracy. Simulations highlight the trade-off between the number of iterations and the sample size
in order to reach an optimal accuracy under time constraint.

Keywords: iterative algorithm, stopping rule, change-point detection, linear regression, estimate under
time constraint
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