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１．はじめに

　ピタゴラス数とは、中学校３年生で学習する「三平
方の定理（ピタゴラスの定理）」において、直角三角
形の３辺の長さが、斜辺の長さをｃ、他の２辺の長さ
をａ、ｂとしたときに、
　a２＋b２＝c２

を満たす自然数の３つ組（ａ，ｂ，ｃ）のことをい
う。
　ピタゴラス数として、よく知られているものは、

（３，４，５）や（５，12，13）がある。これ以外の例
と し て、（ ６，８，10）、（12，16，20） や（10，24，
26）があげられるが、ピタゴラス数は定数倍してもピ
タゴラス数であることから、構成法としてはこれら
は、本質的ではない。そこで、（ａ，ｂ，ｃ）の最大
公約数が１である組を『原始ピタゴラス数』と呼ぶ。
原始ピタゴラスの例を10個挙げることは、一般に自明
ではないと思われる。

　本実践では『すべての原始ピタゴラス数』を求める
公式を導くことを目標とする。
　原始ピタゴラス数を求める公式は、次節の「２．授
業の概要」の中で述べるが、その証明として少なくと
も次の３つの方法が知られている。

（Ａ）背理法を用いた初等整数論的方法。
（Ｂ）単位円周上の有理点を直線との交点として求め

る方法。
（Ｃ）ガウスの整数＝｛ａ＋bi｜ａ，ｂ整数｝を用い

た方法。

　（Ｂ）は、三角関数をパラメーターを用いて表すこ
とから、高校生が理解できる方法である。（Ｃ）は、
大学カリキュラムの代数（整数論等）の知識を必要と
することから、大学生に適した方法である。
　ここでは、生徒たちの実態として、中学校３年生で
平方根の学習時に「√₂ が無理数であること」を背理

群馬大学教育実践研究　第39号　11～17頁　2022



法を利用して証明していることから、中学校段階で方
法（Ａ）の学習が可能であり、実践を通して原始ピタ
ゴラス数についての理解を深めることができると考え
た。
　準備として「互いに素」という用語を中学校では学
習しないため、事前に生徒たちには指導した。また、
定理の証明を生徒が自分で書くことについては難易度
が高いため、予め５つのStepで証明を示したプリント
を配付し授業を始めた。
　本実践は、主に「原始ピタゴラスの定理１の証明」
と「原始ピタゴラスの定理２（定理１の逆）の証明」
及び「原始ピタゴラス数の作成」の２時間で実施し
た。対象とした生徒は、群馬大学附属中学校３年生
136名である。１時間目の授業を（コロナ禍のため）
一斉のオンライン講義形式で伊藤がパワーポイントを
使用して担当した。後日、２時間目の授業を高橋が通
常の４クラスで担当した。

２．授業の概要

　まず、授業で扱った教材とその扱いに関する手立て
について述べる。
　２時間構成で行った授業について、それぞれの時間
についての、事前の考察や実際の生徒の反応を記述す
る。

１時間目「原始ピタゴラスの定理１の証明」
　授業の導入部分では、この講義の１か月ほど前に学
習した「三平方の定理」の学習で紹介程度にとどめ
た「ピタゴラス数」についての詳しい説明を行った。

（３，４，５）や（５，12，13）、（７，24，25）など、
生徒たちも知っているピタゴラス数に興味が高まった
様子だった。
　次に、ピタゴラス数はいくつあるのかと問われ、そ
れほど多くないと考えていた生徒も、相似な直角三角
形を想像すれば先に挙げた数の組の定数倍だけでも無
限に存在することに気が付いた。そこで、ピタゴラ
ス数を定数倍する前の「a２＋b２＝c２を満たす自然数

（ａ，ｂ，ｃ）の中でも、最大公約数が１である組を
『原始ピタゴラス数』と定義し、その数の組はどの程
度あるのかを予想しながら授業を進めた。
　そして、最初に挙げた３つのピタゴラス数で気が付

いたことを確認したところ、後半の２つの数（ｂと
ｃ）について、常に差が１であることに気づき、原始
ピタゴラス数を見つけるアイデアの一つとして図１の
ような考え方で、ピタゴラス数を見つけられることが
わかった。

　次に、（２n＋１）＋n２ ＝（n＋１）２ の式におい
て、（２n＋１）に具体的な数を代入することで、そ
の規則性を再確認し、この式で原始ピタゴラス数を作
れることが理解できた様子であった。
　さらに図１に現れるkが奇数であることの証明を背
理法を用いて行った。

　ここで、原始ピタゴラス数はこの後半の２つの数
（ｂとｃ）の差が１のものしかないのだろうか、ま
た、それは有限なのか無限なのかという問いから、実
はこの法則以外にも原始ピタゴラス数を求める法則は
あり、その数は無限にあることを伝えると、多くの生
徒は驚きを感じている様子であった。
　その後、どのようにすればそれを証明できるかを考

図１　ｂとｃの差が１である場合

図２　具体的な数を代入して考察
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えた。
　原始ピタゴラス数を求めるには、次の定理を証明す
る必要がある。

　原始ピタゴラス数を求める定理の証明にあたって
は、背理法を何度も利用し、手順が複雑であるため、
５つのStepに分けて丁寧に指導を行った。
　Step１として、次の証明を行った。

　命題の否定に慣れていない生徒が多いため、今回の
命題を否定すると以下の２つになることを指導し、証
明を行った。
「a２＋b２＝c２でa，b，cの最大公約数が１のとき、a
とbは共にに偶数にはならない、また、aとbは共に奇
数にはならない」
　どちらも、奇数を２n－１、偶数を２nなどと表す
ことは中学２年生で既習のため容易に理解できた様子
がうかがえた。
　続いてStep２の証明を行った。
　この証明も命題を否定することから指導し、「c＋b、

c－bはともに奇数である」ことは理解できた生徒が多
かった様子であったが、「c＋b、c－bは互いに素であ
る」については、普段考えることのない概念だったた
め理解するのに時間がかかった様子であった。
　続いてStep３、Step４の証明を行った。

　この証明に関しては、ほとんどの生徒がその内容を
把握することができない様子であった。特に、Step３

図３　原始ピタゴラス数の定理１

図４　定理１の証明【Step１】

図５　定理１の証明【Step２】

図６　定理１の証明【Step３】

図７　定理１の証明【Step４】
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の「a２＝（c＋b）（c－b）において、自然数s、tを用い
てc＋b＝s２、c－b＝t２と表せる」こととStep４の「m
＝ s＋t

２ 、n＝ s－t
２ とおく」という部分で、生徒たちは

急に出てきた変数sやtに戸惑い、また、なぜそのよう
におくのかが理解できていなかった。この後の考察に
も示したが、オンラインではなく、現地にいて質問が
できれば、「このように変数をおくとうまく証明がで
きるから」と指導したり、具体的な数字を使ってこれ
らの意味するところを説明したりするという指導がで
きれば、生徒たちの理解はもっと深まったことであろ
うと推測される。
　最後にStep５の証明を行った。

　この証明に関しては、代入して計算をすることで結
論が得られるため、ほとんどの生徒が意欲的に取り組
み、理解できていた。
　その後、１時間目の伊藤の授業後に、分からない部
分を知りたい生徒を集めて、密にならないように配慮
して疑問解決の時間をもった。すると、そこに参加し
た生徒たちは自分の分からなかった部分を積極的に質
問し解決していった。特に、上記に示したStep３，
４が理解や把握ができなかった部分ではあるが、文字
で説明されるだけでは分かりづらそうにしていた生徒
も、具体的な数を用いて説明されることで理解した様
子がうかがえた。
　以上のように、１時間目に関しては一斉のオンライ
ン講義形式であったため、質問をしたくても質問がで
きなかったことから、授業内容に関して、「難しい」
または「非常に難しい」と答える生徒が97％（130人）
であった。また、これまでの数学の学習では、数学の
内容について、ここまで抽象的に考えることはほとん

どしてきていないので、背理法という証明方法は丁寧
に行わないと中学生には、かなり理解が難しい内容で
あると感じた。そこで、２時間目では、具体的な数を
用いて証明を説明したり、原始ピタゴラスの定理を用
いて、具体的な問題を解決したりしていくことで、理
解を深められるようにしようと考えた。

２時間目「原始ピタゴラスの定理２（定理の逆）の証明」
　２時間目は高橋が各クラスで「原始ピタゴラス数の
定理の逆」の証明をし、証明された公式を利用して自
ら原始ピタゴラス数を作るという課題で実践を行っ
た。
　定理１において、今まで学習してきた演繹法による
証明と違い、背理法による証明は想定したよりも生徒
になじみが薄かったため、１時間目終了後に行った

「疑問解決の時間」で出た個別の質問で有益なものを
全体に指導することから始め、１時間目を理解できな
かった生徒も本時のスタートラインに立たせた。

図８　定理１の証明【Step５】

図９　授業後の疑問解決時間の様子

図10　具体的な数で解説している板書
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　定理２は２つのStepに分けて証明を行った。

　Step１に関しては、代入して計算すれば中学生にも
容易に理解できるものであったため、分からない生徒
には分かった生徒が教える形をとり、全員が導けるよ
うにすることで、取り組みやすく、分かるという実感
をもたせることができた。
　続いてStep２の証明を行った。

　ただし、Step２に関しては、「奇数の約数には必ず
奇数がある」と一言で言っても、普段そのように奇数
を捉えている生徒は多くないことから、１時間目の反
省を踏まえ、例としていくつか奇数をあげさせ、それ
ら全ての奇数が奇数を約数にもつことを示したり、変
数dやk、l、pなどについても、それらをしっかりと定
義したりしてから証明を進めた。できるだけ具体的な
数を利用して「素数」「偶数」「奇数」「約数」などの
用語を丁寧に扱って１行ずつ丁寧に説明をしたため、
証明を理解できている様子がうかがえた。
　最後に、「原始ピタゴラスの定理１の証明」と「原
始ピタゴラスの定理２（定理の逆）の証明」をしたた
め、「原始ピタゴラスの定理」を証明できたことを確
認して、実際に原始ピタゴラス数を自分で作らせるこ
とで、その価値を実感させようと考えた。以下のよう
な表を作り原始ピタゴラス数を作るためのｍとｎに対
する条件を確認して、条件に当てはまるように数を選
択して自分で原始ピタゴラス数を作った。その際、条
件を無視して作るとどうなるのか考えた生徒から「条
件を無視すると原始ピタゴラス数にならない」という
発言があった。

　また、授業後のアンケートでも「理解できた」
「思ったよりも理解できた」と答える生徒が78％（105
人）であったことからも、中学生の段階では抽象的な
問題を解決するためには、具体的な数を利用して理解
しながら慣れていくことが大切であることがうかがえ
た。

３．考察

　ピタゴラス数についての理解を深めることを目的と
して行った２時間の実践であったが、授業後の生徒の
感想からもその効果を実感することができた。当たり

図11　原始ピタゴラス数の定理２

図12　定理２の証明【Step１】

図13　定理２の証明【Step２】

図14　原始ピタゴラス数を実際に求め、考察している様子
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前のように計算をしていたピタゴラスの定理につい
て、改めて考えるきっかけを得たことは、生徒たちに
とって更に学習意欲を高めたり、新しい定理を探そ
うとする生徒が現れたりする結果にもつながった（図
15）。

　ただ、図15からもわかるように、定理１の証明が困
難であったり、理解に時間がかかったりする生徒が多
かった。特に１時間目の伊藤の授業についてはオンラ
インで行ったことで、都度質問することができず、証
明の背理法以外の部分でも、なぜそうなるのかが理解
できないという意見が多かった。
　また、中学で扱う証明は演繹的に行うものがほとん

どのため、今回の証明のように、背理法を多く利用し
たり、「m＝ s＋t

２ 、n＝ s－t
２ とおくとうまく証明がで

きる」などとして証明をすすめたりすることに対して
理解に苦しむ部分が多くみられた。実際に、中学生は
具体から抽象へと思考することが多いため、授業後に
行った疑問解決の時間に、具体的な数を用いて説明を
することで多くの生徒が理解できたことからも、その
ような手順で思考することが生徒にとって理解しやす
いことが実感できた。
　ただし、生徒が今後も数学を学んでいく過程で、演
繹法以外の証明方法を利用することが増えていくこと
を考えると、今回のように何度も背理法を利用する証
明に触れておくことは中学３年生にとっては有益だっ
たと考える。実際に図17のように背理法について興味
をもった生徒がいたことからも有効であったと考えら
れる。

図15　授業後の生徒の感想Ⅰ

図16　授業後の生徒の感想Ⅱ

図17　授業後の生徒の感想Ⅲ
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（質問への回答）　図15の中の質問『a２＋b２＋c２＝d２

を成立させる整数の組（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）は存在する
のか』は、興味深い。授業後の疑問解決時間（図９、
図10）においても、同じ質問があった。時間の制限も
あり、その構成法はさらに複雑になるが、解答は『存
在する』であると説明するに留めた。参考までに、こ
れに対する解答を以下、整数の個数がｎ＋１個の一般
的な場合で与える［文献４参照］。

　a１
２＋a２

２＋…＋aｎ
２＝b２を満たす最大公約数が１

であるｎ＋１個の整数の組（a１，a２，...，aｎ，b）は
次のStep（１）～（３）で全て構成出来る。

Step（１）　最大公約数が１であるｎ個の数
x１，x２，...，xｎを任意に与える。
Step（２）　２x１xｎ，２x２xｎ，…，２xｎ－１xｎと
xｎ

２－x１
２－x２

２－…－xｎ－１
２と

xｎ
２＋x１

２＋x２
２＋…＋xｎ－１

２の最大公約数ｄを求め
る。
Step（３）
a１＝２x１xｎ÷d，a２＝２x２xｎ÷d，…，aｎ－１＝２xｎ－１xｎ÷d,
aｎ＝（xｎ

２－x１
２－x２

２－…－xｎ－１
２）÷d

b＝（xｎ
２＋x１

２＋x２
２＋…＋xｎ－１

２）÷dとおく。
　Step３で得られた（a１，a２，...，aｎ，b）が求める
ｎ＋１個の整数の組である。

　ｎ＝２の場合が、授業で行った方法と同値である。
　生徒の質問のｎ＝３の例として、例えばx１＝１， 
x２＝２，x３＝３とおくと２x１x３＝６，２x２x３＝12， 
x３

２－x１
２－x２

２＝４，x３
２＋x１

２＋x２
２＝14，ｄ＝２

であることから（a１，a２，a３，b）＝（３，６，２，７）
は３２＋６２＋２２＝７２を満たすことが確認できる。
また、簡便に例を見つける方法として３２＋４２＝５２

と５２＋12２＝13２を利用すると３２＋４２＋12２＝13２

が得られる。さらに図１、２のアイデアを用いると
３２＋４２＋12２＋84２＝85２なども見つけられる。

おわりに

　ピタゴラスの定理は、数と図形、図形と数量をつな
ぐ数学の基本となる定理の一つである。中学校の学習
指導要領でも「三平方の定理は直角三角形の３辺の長
さの関係を表しており、数学において重要な定理であ
り、測量の分野でも用いられるなど活用される範囲が
極めて広い定理である。指導に当たっては、ただ単に
様々な図形の性質を証明することの延長として三平方
の定理を扱うのではなく、直角三角形だからこそ成り
立つ関係の美しさに触れられるような工夫と配慮が望
まれる。」と書かれており、ピタゴラスの定理につい
て理解を深めることは、数学をより深く探求していく
ことにつながると考える。
　内容としては中学生にとっては難易度が高かった
が、疑問解決の時間の生徒の反応から、オンラインで
はなく対面式の講義であればもっと多くの生徒が理解
できたのではないかと考える。
　この稿が、現職の中学校、高等学校の教員の方々に
も、三平方の定理に関する内容を扱う際に、その指導
の一助となれば幸いである。
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