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1 Introduccién

En este trabajo abordaremos ciertos aspectos del desarrollo de técnicas eficientes
de simulacién numérica de flujos de fluidos incompresibles mediante el Método
de los Elementos Finitos. También nos ocuparemos del andlisis numérico de las
mismas.

El estudio tedrico de las ecuaciones relevantes que gobiernan los flujos de
fluidos incompresibles, esencialmente las de Stokes y Navier-Stokes, fue realizado
y completado en los afios 60 y primeros 70. Como es bien conocido, se han
demostrado resultados de existencia para las Ecuaciones de Navier-Stokes en dos
y tres dimensiones de espacio. Sin embargo, iinicamente se conocen resultados
de unicidad en dos dimensiones, debido a la falta de regularidad de la solucién
en el caso tridimensional. Sirvan como referencia los trabajos, hoy clésicos, de
Lions (1969) y Temam (1977).

La resolucién numérica de flujos de fluidos incompresibles presenta dos res-
tricciones de estabilidad de relevancia, bien conocidas por la comunidad de inves-
tigadores y usuarios en Mecédnica de Fluidos computacional. Por una parte, la
condicién de incompresibilidad impone condiciones de compatibilidad bastante
estrictas entre los espacios de discretizacién de velocidad y presién empleados.
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Por otra, el cardcter fuertemente convectivo de la mayoria de los flujos de in-
terés practico produce la aparicién de fendmenos de capa limite, zonas cerca
de las paredes solidas en que la velocidad presenta muy fuertes gradientes. La
simulacién de tales flujos mediante el uso directo del método de discretizacién
Galerkin - Elementos Finitos produce en general soluciones numeéricas presen-
tando fuertes oscilaciones en las zonas de capa limite. Tales oscilaciones de-
saparecen ltnicamente si la talla de la malla es suficientemente pequefia. Ello
origina discretizaciones con gran nimero de grados de libertad, resultando in-
abordables con los medios actuales en muchos casos de interés. Y ello, incluso
si los espacios de discretizacién de velocidad y presién son compatibles.

La primera técnica general para el tratamiento numérico de la condicién de
incompresibilidad fue introducida en Babugka (1973) y Brezzi (1974), para re-
solver la ecuacién de Stokes. Se trata de introducir espacios de discretizacion
diferentes para velocidad y presién, de forma que satisfagan una condicidn de
compatibilidad especifica, conocida como de Brezzi-Babuska. Posteriormente,
hubo ciertos esfuerzos tendentes a la utilizacién de bases del espacio de veloci-
dades con divergencia nula, con objeto de eliminar la presién (Cf. Griffits (1979),
Hecht (1981)). Sin embargo, la construccién de tales bases resulta una tarea
ardua, y los sistemas lineales resultantes estdn relativamente mal condicionados.
Por ello, esta técnica es poco utilizada.

Algo més recientemente, se introdujo en Brooks y Hughes (1982) el método
SUPG (Streamline Upwind / Petrov-Galerkin). Se trata de una modificacién
del método estdndar de Galerkin, en que las funciones test se afaden términos
constantes por elemento, consiguiendo estabilizar no sélo la discretizacién de la
presion, sino también el operador de conveccién “corriente arriba”. Este método
puede también ser visto como una técnica de Lagrangiano aumentado, consis-
tente en “aumentar” la formulacién Galerkin estandar con un término que trata
de minimizar una norma del residuo. Adaptaciones de tal formulacién fueron
utilizada en Hughes et al. (1986), Douglas y Wang (1989), Franca y Frey (1992)
y ofros para construir técnicas estables, utilizando virtualmente cualquier par
de espacios de Elementos Finitos para velocidad y presién. Al mismo tiempo,
cuando se aplican a la resolucidn de las ecuaciones de Navier-Stokes, estas
técnicas incorporan la difusion corriente arriba del método SUPG, con lo que
consiguen estabilizar también el cdlculo de flujos con conveccién dominante.
Curiosamente, algunos estudios recientes muestran que existe una relacion muy
estrecha entre los métodos de estabilizacién y algunos de los métodos clisicos
arriba mencionados ~hasta el punto de ser equivalentes en ciertos casos.



Bol. Soc. Esp. Mat. Apl. n°9 (1996) 5-22

En este trabajo nos ocuparemos de la descripcién y el andlisis numérico
de los métodos de estabilizacién mas utilizados. También de la relacién entre
éstos y la utilizacién de pares de espacios que satisfagan la condicién de Brezzi-
Babuska. En la Seccién 2 repasaremos la teoria cldsica sobre aproximacién de
las ecuaciones de Stokes mediante el M.E.F.. La Seccién 3 estard dedicada
al anélisis de algunos métodos de estabilizacién, aplicados a las ecuaciones de
Stokes. En la Seccién 4 estudiaremos ia equivalencia entre el método SUPG
y un método cldsico usando funciones “burbuja . Por dltimo, en la Seccién
5 veremos como esta formulacién puede ser utilizada para realizar el andlisis
numeérico del método SUPG en el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Como referencias generales sobre métodos clésicos, citemos los libros de
Temam (1977), Girault - Raviart (1986) y Brezzi y Fortin (1991). Existen
pocas referencias generales sobre métodoes de estabilizacién. Citemos, por ejem-
plo, el articulo de Franca, Hughes y Stenberg (1993), en que puede encontrarse
un enfoque bastante general y abundantes referencias.

2 Teoria clasica de aproximacién de las ecuaciones de
Stokes por el M. E. F.

En esta Seccién haremos un breve repaso sobre la teorfa referente a existencia
y unicidad de soluciones de las ecuaciones de Stokes, asi como sobre su aproxi-
macién mediante el M.E.F. En particular, recordaremos el papel de la condicién
inf - sup discreta en la convergencia de estas aproximaciones.

Consideremos un dominio acotado Q@ C R? (d = 2 o 3), con frontera I'.
Nos damos un campo de velocidades “vector” u : 2 — R?, que supondremos
con divergencia nula. Nuestro propésito es resolver numéricamente el siguiente
problema de contorno para las ecuaciones de Stokes estacionarias, incluyendo
un término convectivo :

Obtener y:Q-— R4 p:Q— R tales que
u-Vy - vAy + Vp =f, V-y=0 en 2, (1)
y=0 sobre T

Aqui, v > 0 es el coeficiente de viscosidad cinematica, y f € [H“(Q)]d es un
término fuente dado. Consideraremos el problema estacionario con condiciones
de Dirichlet homogéneas, con objeto de no introducir dificultades no esenciales
en nuestro desarrollo.

Estas ecuaciones constituyen una linealizacién de las ecuaciones de Navier-
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Stokes, que gobiernan a los flujos de fluidos incompresibles en general :
Obtener u:Q— R% p:Q— R tales que
u-Vu—vAu+ Vp = f, Vu=0 en {2,

u=20 sobre I'

(2)

Analizaremos la aproximacion de estas ecuaciones en la Seccién 5.
Definamos la forma bilineal sobre [H] (Q)]d x [H&(Q)]d,

a(v,w) = (u- Vv, w) + »(Vv,Vw), v, we [H3(Q)]’, (3)

donde denotamos por (-, ) el producto escalar L?, para funciones sea escalares,
vectoriales o tensoriales. Supondremos que u € [L? (Q)]d con V-u = 0. Entonces
a(-,-) esta bien definida, es continua y [H}(Q)] 4_coercitiva; o sea, verifica

a(v,w) <C |v|1-lwh, a(v,v)>viv[} Vv,we [H&(Q)]'i (4)

Aqui, C es una constante positiva, y |- |; denota la seminorma sobre {H ‘(Q)]d,

o= | [ 19w dx] - (5)

Podemos dar al problema (1) una formulacién variacional mixta (esto es, in-
cluyendo la presién ademas de la velocidad), como sigue :

Obtener (y,p) € Y x M tal que } (6)
B(y,p;v,q) =<fv>, V¥Y(v,g)€Y x M;
donde
Y = [HN @)Y, M=IXQ)

y B es la forma bilineal sobre el espacio producto (¥ x M) x (Y x M) definida
por

B(y,piv,q) = a(y,v) + b(v.p) + b(u,q). (7)
A su vez, b(-,-) es la forma bilineal sobre Y x M dada por b(v,q) = —(V - v,q).
Por 1ltimo, (:,-) representa la dualidad Y' - Y.

La existencia y unicidad de soluciones del problema es consecuencia del
siguiente resultado general, que enunciamos con evidente abuso de notacién:
Consideremos dos espacios de Hilbert ¥ y M. Sea b(-,-) una forma bilineal
continua sobre ¥ x M, y definamos los operadores R : Y — M’, ¥ su adjunto
R :M—Y' por

(Rv,q) = (R"q,v) =b(v,q), VveY Vge M. (8)

Sea ademés a(:,-) una forma bilineal continua sobre ¥ x Y, que supondremos
coercitiva. Se tiene entonces
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Teorema 2.1 Silm R es cerrado, entonces el problema (6) posee una solucién.
Ademds, esta solucién es inica sobre Y x M, donde M es el espacio cociente
M/Ker R*.

La prueba de este teorema estd basada esencialmente en el Teorema del Rango
Cerrado de Banach (Ver Girault - Raviart (1986)). Notemos que en el caso de las
ecuaciones de Stokes generalizadas (1), Ker R* estd formado por las funciones
constantes, de modo que

LH®) = {a € @) tal que [ qdz =0).
A su vez, Im R es cerrado, como consecuencia del resultado que enunciamos a
continuacién :
Teorema 2.2 Las siguientes proposiciones son equivalentes :
1) Im R es cerrado en M'.

i) El par de espacios (Y, M) satisface la condicién inf - sup continua : Eziste
una constante g > 0 tal que

" b{v,q)
inf sup ——— > 4.
qem vey Iviiv llallm

(9)

iit) La forma bilineal B definida por (7) sobre Y x M satisface la siguiente
condicion inf - sup : Eriste una constante v > 0 tal que
B(u,r;v,q)

inf _ sup > 9. 10)
ey xit (v cyem i T Pt 10> @)l o ¢

La condicién inf-sup (9) es satisfecha por el par de espacios ([H& (Q)]‘f , LQ(Q)),
como es bien conocido (Ver Girault y Raviart (1986)). Por otra parte, la
condicién (10) asegura la coercitividad de la forma B sobre el espacio producto
Y x M. BEsta forma B esta ligada a la formulacién como punto de silla del
problema de Stokes: Si la forma a es simétrica, la solucién (u,p) es también la
solucién del problema de optimizacion

dnf, sup (J(v.@)}, J(v.q) =a(v,v) + b(v,q) — (£,v) (11)

Las ecuaciones (6) son justamente las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas
a este problema de punto silla.
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La aproximacion clésica del problema (6) por el método de Galerkin se realiza
como sigue : Sean Y}, M dos subespacios de dimensién finita de ¥ y M,
respectivamente. Estaremos interesados en los casos en que ambos son espacios
de Elementos Finitos. El pardmetro h representard el mayor didmetro de los
elementos de la malla. Buscamos un par (y,,pn) € Y5 x M, tal que

(12)

Obtener (y,,pr) € Ya x M, tal que }
B(¥p:PriVhyan) =< £,vp >, Y(vhn,qn) € Y X Mg;

Sea Ry, el operador de Y), a valores sobre M}, definido por (8). R, es un operador
de rango cerrado, al ser lineal entre espacios de dimensién finita. Segiin el
Teorema 2.2, este problema tiene solucién tinica sobre el espacio cociente ﬂ-&'h =
M, /Ker R;,. Sin embargo, de (12) se deduce ficilmente que debe tenerse y, €
Ker Ry,. Esta condicién puede ser excesivamente restrictiva si el espacio Yj
no es suficientemente “rico ” en grados de libertad respecto al espacio M.
En Pironneaun (1991) se muestran varios ejemplos en que Ker R, se reduce al
cero. Es claro, pues, que los espacios Y, y M), deben ser compatibles de alguna
forma para poder garantizar la convergencia de la discretizacién. Una condicién
suficiente para ello es la llamada “inf - sup” discreta, o de Brezzi - Babuska :

Lema 2.1 Supongamos que las constantes 8, > 0 definidas por

Brn= inf sup —b(vh*%) (13)

anedy, vieYs IVally llanlinme
estdn acotadas inferiormente por una constante @' independiente de h. En-
tonces, existe una constante C > 0 dependiendo de ', ||a|ly||b]l tal que

- —phlly, <C{ i - inf [lp— ; (14
Iy = ¥ally +llp paIIM,,“C{Vigf“. lly = vall + inf fip thlu}, (14)

donde flgnlly, = _ inf  llan+ralla.
h

De este modo, el error en la aproximacion considerada vendra dado por el error
de interpolacién sobre los espacios Y, y M.

La condicién inf - sup (13) puede interpretarse en el sentido de que el ope-
rador R admite una prolongacién a todo Y, uniformemente continua en h.
Para significar su importancia, escribiremos el problema (6) en forma matricial.
Sean N, y N, las dimensiones de Y3 y M,,, respectivamente {Observemos que
en el caso de las ecuaciones de Stokes, My = My N L(Q)). Denotemos por
{:li=1,--- Ny} ¥y {¥;]7 =1,---,N,} una base de Y3 y otra de Mp, resp.

10



Bol. Soc. Esp. Mat. Apl. n°9 (1996) 5-22

Definamos las matrices A y R de dimensiones NV, x N, y N, x Ny, resp., y el
vector columna f de dimensién N,, por

Ay =ald,¢:), Ry =b(éi,¢¥;), &= (). (15)
N Ny

Supongamos que buscamos y, ¥ p en la forma y,; = Zy, ¢iy Dh = ij P,
=1 F=1
Entonces, el problema (6) equivale al sistema lineal

Ay +R'p=F Ry=0; (16)

donde ¥ y P son los vectores de componentes y; ¥ p;.

Puesto que la forma a es coercitiva, la matriz A es definida positiva. Por ello,
la. primera ecuacién en (16) puede ser resuelta en ¥, de modo que (12) equivale
al sistema lineal RA~1R'S = A~'f. El nimero de condicién de la matriz que
aparece en este problema resulta ser

De este modo, la condicién inf - sup discreta garantiza no solamente que este
problema admite una tnica solucién sobre M), sino que ademds el nimero de
condicién de la matriz estd uniformemente acotado en h.

La obtencién de pares de espacios que satisfagan la condicién inf - sup disc-
reta ha sido objeto de estudio de bastantes investigadores desde 1975. Esta labor
ha permitido descubrir una amplia gama de pares satisfaciendo esta condicién.
En el caso de presiones continuas, ¢l elemento mds “econémico ” (en el sen-
tido de que el espacio de velocidades resulta de afiadir un minimo de grados de
libertad al espacio de presiones) es el P;- Burbuja - P, también llamado mini-
elemento. Con objeto de recordar la definicién de este elemento, denotemos por
7), a una triangulacién de ). Suponemos que 7} esta formado por tridngulos
si d = 2 y por tetraedros si d = 3. Denotemos por A&K},- .- ,,\flﬂ las coorde-
nadas baricéntricas de un elemento K € 7;,. Denotemos por by el polinomio de
grado d + 1 dado por b = A . A0 L. Afj}ﬂ. Notemos que by € [H&(K)]d.
Suponemos by extendido por cero fuera de K. Consideraremos el siguiente
espacio de elementos finitos “burbuja ” sobre 7, :

B,(Q) = {t‘; : Q1 — R tal que 9, € Span{fug}, YK eT, }
Definamos por otra parte

Vi(m {reL?‘ Q) talque'rlx €Pm,VK€Th}, }

y,.(m) Va(m)n [HR@)?, Ma(m) = Vi(m). (17)

11
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Aqui, P,, denota el espacio de polinomios sobre R de grado menor o igual que
m. Entonces, el Mini-elemento es (Yh{l) @ [Bh(ﬂ)] , My, I})

Si se pretende trabajar con presiones discontinuas, el espacio de velocidad
debe ser maés rico en grados de libertad. En este caso, el par de espacios mds
econémico conocido que satisface la condicién inf-sup es (Y3 (d), My (0) N CO()).

3 Métodos de Estabilizacion

Segun lo dicho en la Seccién anterior, la clave para conseguir estabilizar Ele-
mentos Finitos “incompresibles” es debilitar la condicién de divergencia nula.
Ello es realizado en los métodos clasicos enriqueciendo el espacio de velocidades
en grados de libertad frente al espacio de presiones. Otra forma de lograrlo
es relajar explicitamente la condicién V - u = 0, cambidndola en V - up = gp,
siendo g, una funcién “pequeiia 7 conveniente. Un método de este tipo fue
introducido en Brezzi y Pitkéranta (1984), donde se considera la condicién re-
lajada V - up, = a h® Apy,. Con ello se consigue cierto control sobre el gradiente
de presién (y no sélo sobre la presién), impidiéndose la aparicién de modos
de presién esptreos. Como contrapartida, al tratarse de un método de penali-
zacién, un error de consistencia (de orden h para la norma L? de la presién) es
inevitable. Esta dificultad es salvada por los métodos de estabilizacién, basa-
dos esencialmente en formulaciones de tipo Lagrangiano aumentado. Cuando
la forma a(-,-) es simétrica, toda solucién del problema de punto silla (11) lo es
también de

\I,Iéf B {J(v,q) — aflAv + Vg - £]| -1}, (18)
donde Av = —rAv vy a es un coeficiente a determinar. En Hughes, Franca y

Balestra (1986) se propone discretizar este 1iltimo problema reemplazando la
norma H~! del operador por una aproximacién:

f J(vh,an) — h? s 19
vfl’éﬂ Q’Sélﬁi{ (Vi Gn) GK%. il AvE + Van HO,K} (19)

Se trata del conocido método “Galerkin - Least Squares”. El coeficiente h¥
actiia como un factor de escala que relaciona la norma L? con la norma H™1,
elemento a elemento. Las ecuaciones de Euler - Lagrange asociadas a (19) son

Obtener (y;,pr) € Y x M}, tal que } (20)
Bers(YPriVasan) = Fars(Vi,an),  Y{(Va,qn) € Y X Mp;

12
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siendo
Bors(y.pivig) = Bly.piv,g)—a Y hk(Ay+Vp, AV + Vg)k;
KeTp
Fers(via) = (fv)—a Y hk(f, A'v+ Vo).

KeT)

Aqui, A* es el operador adjunto de 4. Cuando el operador no es simétrico
(caso u # 0}, el método GLS es también (20), con Av = u . Vv — vAv, (¥
A*v = —u- Vv — vAv). Sin embargo, ahora la solucién (u,p) no es punto de
silla de ningin funcional.

En el caso de elementos finitos afines a trozos, el método GLS se conoce
como “Streamline - Upwind / Petrov - Galerkin” o, abreviadamente, SUPG.
De hecho, este método fue desarrollado en primer lugar en Brooks y Hughes
(1982), v dio lugar posteriormente a los métodos GLS. Observemos que en el
método SUPG se tiene Avy = 0 sobre cada elemento K, con la consiguiente
simplificacién de la estructura de Bars ¥ Fors.

Una interesante propiedad del método GLS es que es consistente, en el sen-
tido de que la solucién exacta verifica el problema discreto (20), al igual que
el método de Galerkin. Sin embargo, es estable tnicamente para valores del
pardmetre ¢ pequefios, por debajo de un valor critico especifico para cada Ele-
mento Finito concreto, v que resulta dificil de calcular.

Desde el punto de vista computacional, el método GLS presenta la ventaja
de proporcionar un sistema lineal con matriz simétrica si el operador A lo es.
En efecto, supongamos u = 0. Definamos las matrices A, R, €' de dimensiones
Ny x Ny, Np x Ny y N, x N, respectivamente, asi como los vectores columna
£y v f,, de dimensiones N, y N, respectivamente, por

A = (Y, Vi) +av® Y hi(Adi, Adi)x,
Keh,
Ry = ~(V-guth)~av Y hi(Viy,Ad)k,
KeT),
Cry = —a Y hi(Ve;, Vik,
KeT,
fi = (Bo)—av > hi(EA6)K, far=—a Y hi(f V).
KeT, KeT,,

Entonces, el problema (20} es equivalente al sistema lineal

Ay+Rp=1, R'§y+Cp="hh. (21)

13
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Se trata de un sistema que puede ser entendido como una perturbacién “esta-
bilizante” del sistema (15). De hecho, la matriz C es definida negativa, lo que
permite obtener p en términos de ¥:

p=C'(.-Ry), (A-RC'R")§=Hf -RC'f.

La matriz A es definida positiva si el pardmetr o es positivo y suficientemente
pequefic , como consecuencia de la estabilidad del método GLS. Entonces, ¥
resulta ser solucién de un sistema lineal con matriz simétrica definida positiva.
En la prictica, no se puede obtener p de forma explicita en términos de ¥, de
modo que es necesario resolver directamente el sistema (21) por algin método
iterativo apropiado.

Es interesante observar que la segunda ecuacién en (21) puede ser reinter-
pretada como la discretizacién de una ecuacién eliptica para p. En particular,
supongamos que los elementos de M}, son funciones continuas a las que no se
impone ninguna condicién esencial sobre 8. Supongamos también que la malla
es regular, de modo que hx = h, VK € T;. Entonces, tal ecuacién es

—ah?Ap = —V-y+ah®V.(vAy—f) en O;
s {f — vAy) - n sobre 99).

on

De este modo, estamos estabilizando efectivamente el cdlculo de la presién, a
cambio de incluir una condicién de contorno artificial sobre la misma.

La restriccién de estabilidad que presenta el método GLS fue salvada en
Douglas y Wang (1989). Aqui se propone un método proviniente de (20) con
una diferente estructura de la funcién test :

Bpw(y,piv,q) = B(y,pv,q) —
- o Y h(u-Vy—vAy+Vp, —u- Vv +vAv+ Vg);
KeT,
Fpw(v,q) = (§v)—a 3 hk(f ~u-Vy+vAv+Vg),.

KeT,

Observemos que si usamos elementos finitos afines a trozos, el método Douglas
- Wang coincide con el SUPG. Este método es estable para cualquier valor de
a, para Elementos Finitos muy generales. Como contrapartida, la matriz del
sistema lineal asociado no es simétrica, incluso si el operador lo es. Esto no
supone un gran problema, ya que en los casos de interés, u # 0, de forma que
el operador A no es simétrico.

14
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Las propiedades de estabilidad mencionadas, junto con las estimaciones de
error, se formalizan como sigue. Consideraremos Elementos Finitos triangulares,
por brevedad :

Teorema 3.1 Sean Y = Yy(m), con m > 1, definido segiin (17). Supongamos
ademds que, o bien My = My(l) y m > d (caso de presiones disconiinuas), o
bien My = Mp(1)NC(R), conl > 1. Entonces el método GLS para 0 < a < axg
y el método de Douglas - Wang para todo o > 0 verifican :

i) Son estables, en el sentido de que existe una constante v* > 0 tal que

inf ) sup B (Ym"hi"h:%) > Tx, (22)
(¥ mh}EYX My, (v, 0, )EY x M), "(yhﬂ'.ﬁ)"YxM "(th QhJ”YXM

donde B* denota, bien Bgrs, bien Bpw.

i) Siy € [H“‘“{Q)]d y p € HHYQ), se satisfacen las siguientes estima-
ciones de error :

ly = ¥l + lIp = pallo < C (R¥|¥|ms1 + A+ [plis1) (23)
donde C es una constante positiva.

Observemos que las anteriores estimaciones de error son optimales para los es-
pacios de Elementos Finitos considerados. Desde el punto de vista técnico, éstas
se obtienen con facilidad como consecuencia de la estabilidad (22) y la consisten-
cia antes mencionada (y, l6gicamente, las estimaciones de error de interpolacién
sobre los espacios Y, y M},).

4 Relacién con métodos clésicos

Bajo ciertas condiciones, los métodos de estabilizacion descritos en la Seccién an-
terior son equivalentes a determinados métodos césicos. En concreto, a métodos
que enriquecen el espacio de velocidades mediante funciones burbuja. Descri-
biremos en esta Seccién cémo el método SUPG es equivalente a la formulacién
clasica con el Mini-Elemento.

Recordemos que en el caso del Mini-Elemento, ¥j, = Y4(1)@®[Br(Q)]%, M), =
M},(1). Descompongamos ~de forma tnica~ una funcién v, € Y, como ¥, =
Vi + ¥y, con vy € Y)(1), v € [Bh(.Q.)Id. Observemos que v, = Z Vi,

KeT
con Vi g € {B;:.(K)]d (prolongada por cero a  —~ K). De (12) tenemos Vv, €
[BL()]*, Van € My,

a(yn + ¥n: Va) + b(Vi, pr) + b(¥5.an) = (£, V). (24)
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De aqui, tomando g, = 0,

a(¥n,Vn) = —a(yp.Vn) = b(Va,pn) + (£, Va) =
= (f— Ayn — Vpn, V).

Denotemos por Ry, al operador “de Riesz discreto” definido sobre [H ‘1(Q)]‘f
con valores en [B;n.(ﬂ)}‘i dado por
a(Rud, ¥n) = (6, %1), Vs € [B(Q)?, Voe [H_x(g)]d- (25)

Entonces, ¥;, = Ru(f— Ayn — Vpn). Por otra parte, de (12) tenemos igualmente
Vv, € Ya(1), Yan € M,

a(yp, va) + b(va, pn) + (yn. qn) = (£, va) = a{¥n, V) — b(¥4,an), -
Observemos ahora que
a{¥p, V) + ¥(¥4.qn) = (A"Va + Vg, ¥5)-
De estas dos tltimas identidades deducimos que y; satisface el problema
Bors(Ya PhiVhin) = Fors(Bva,an),  Y(Va,qn) € Ya(1) x My, (26)

siendo

Bgrs(y.mv,a) = Bly,pv,q) —
a(Ra(A™v + Van), Re(Ay + Vp));
Fgrs(v,g) = (£v)—a(Ra(Av + Vq), Ra(f)).

El problema (25) satisfecho por Rj¢ puede ser reducido a la resolucién de un
problema semejante sobre cada elemento K. En efecto, Ry, ¢ se puede descom-
poner como
Rup= Y Raxé, conRyxoe (Br(K))°,
KeT
siendo Ry x ¢ solucién del problema elemental

(R, k6, Oh, i) = (yOnc), Vonx € [Ba(K)]* .

Conocida una base a-ortonormal de [Bx(K )]d (espacio de dimension d), se puede
obtener Ry x¢ a mano. Este célculo es la llamada “condensacién estitica de
la burbuja” en la literatura referente a métodos de estabilizacién. Resulta no-
tablemente simplificado en el caso de elementos finitos triangulares afines, si la
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forma a(-,-) es reemplazada en (25) por ciertas formas ay(-,-) simétricas. En
concreto, ello ocurre para formas con la estructura

an(W,¥) = Y Cin(VW,V¥); (27)
KeT,
donde los C p, son coeficientes uniformemente acotados (en K y h) superior
e inferiormente por constantes positivas (Cf. Chacén (1996)). Esto permite
explicitar los términos estabilizadores en (26), como sigue,

an(Ra(A’ve + Vau), Ru(Ay, +Vpr — 1)) =

= Y (A Vi + Van, Ay, + Vpr — £k
KET,

G Kl _Z P 1/60 sid=2,
Chx b2’ donde C“mfxb"d"‘{ 1/1680 si d=3.

Mediante argumentos de cambio de escala se demuestra que el coeficiente 73,
es de orden h%. Sin embargo, se puede recuperar exactamente 7 g = h%
(método (20)) si los coeficientes Ck 5, se eligen convenientemente. Observemos
que, una vez calculados los coeficientes 73, x (que tinicamente dependen de la
triangulacién y de los Cj ), la parte “burbuja” de la formulacién (12) ha
desaparecido en la formulacién (26).

De este modo, el espacio de burbujas [Bh(fz)}d juega el papel de un espacio
test en que la norma H ! del residuo Ay}, + Vpp, —f es minimizada. Ello permite
estabilizar tanto el operador de conveccién como el gradiente de presién.

La estabilidad del método SUPG, ahora formulado por (26), estd basada
sobre el hecho de que el mini-elemento verifica la condicién inf-sup discreta. En
efecto, supongamos que u = 0, por abreviar sin eliminar dificultades esenciales.

Definamos ¢, = Rp(Ay;, + Vpr) = Ru(—vAy, + Vpp). Observemos la
propiedad de ortogonalidad

ThK =

(Vvp, V¥,) =0, Vvi €Yi(l), vp € [B,-.(Q)] (28)

De aqui, Ra(—vAy;) =0, y ¢» = Ra(Vps).
Tomando vy, = ¥}, gn = —pr en (26), se tiene de inmediato

a(yp, ¥n) + an(cn,cn) = (£y4)

Por tanto,

(LB Ifl-,

lyash £ ——, lealh £

(29)
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Tomemos ahora gy, = 0 en (26). Entonces,
(V-va,pn) = alyp, va) — (£ va) < 2{if|-1lvali,  Vva € Ya(1). (30)
Por otra parte, de la definicién de cy, se tiene

(V- ¥h,n) = (VPh, ¥a) = —an(ch, ¥a) < C1 Ifl-1[¥alt, Y9 € [Ba());
(31)
para cierta constante C; positiva. Combinando estas dos Gltimas desigualdades,

(V- (va + Vi), pn) < 2C fll-1(lvals + [¥4h) < 2v2C, |if]| -1 (fvi + ¥a]1).

Esta tltima desigualdad se debe a la propiedad de ortogonalidad (28). Usando
ahora el que el mini-elemento satisface la propiedad inf-sup (Ver Lema 2.1), se
deduce

lpallo < Cs |Ifll-1- (32)

Las estimaciones (29) y (32) formalizan la estabilidad del método. Afinando
un poco el andlisis anterior, se demuestra que existe una constante 5§ > 0 tal
que V(zp,1r5) € Yi(1) x Mj, se verifica

Ry (Azp + Vra)l

sup stupc(zh, ThiV,q)
(za, re)lly x m

(V.g)EYR (1) x M), v, @) lly xas

> [ zrra)llyxar +

Esta estimacién implica, en particular, la estimacién general de estabilidad (22).
De aqui se siguen las estimaciones de error (23) con k =1y [ =0.

5 Ecuaciones de Navier-Stokes

La formulacion (26) del método GLS resulta méds coherente con la regularidad
H~! del operador u- Vy, — vAy,; + Vpy, que la formulacién habitual (19). En
efecto, (19) requiere regularidad —al menos local- L> para u y L? para f. Sin
embargo, (26) se puede extender sin dificultad al caso general u € [L? (Q)]“I (p>
d), fe [H"(Q}]d. Ello permite extender de forma natural el método GLS a la
resolucién de las ecuaciones de Navier-Stokes (2).

Consideramos la siguiente formulacién variacional de las ecuaciones (2):

Obtener (u,p) € Y x M tal que }

Tns(u,p;v,q) =<fv>, Y(v,q)eY xM; (33)

donde

Tys(u,p;v,aq) = c(w;u,v) + v (Vu,Vv) — (p, V- v) = (V -u,q).
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Aqui, ¢(+;+,-) es una forma trilineal sobre ¥ x Y x ¥, definida por
c{u;v,w):(u-Vv,w)+%(V-u,v-w), Yu,v,weY. (34)

La forma c es continua sobre Y y satisface c(u;v,v) =0, Vu,v,w €Y.

Segun Girault y Raviart (1988), el problema (33) tiene al menos una solucién.
Ademés, esta solucién es tnica si [f]l_, /> < 7, donde 7 > 0 es una constante
dependiente de la forma c.

Nuestra discretizacién de la formulacion (33) es

Obtener (up,, p) € Yia(1) x My tal que V(vp,qy) € Yi(1) X My,
(35)
Tsupc(un, Pr; Va,an) = ®suprc(€vh,qr);

donde

Tsupc(u,p;v,q) = c(u;u,v) + v (Vu,Vv) — (p,V-v) — (V- u,q) -
—ap (Ru(u-Vu—vAu+ Vp), Ry(—u- Vv - vAv + Vyg));
@supc(f;v,q) = (£.v) — an (Ra(f), Ru(—u- Vv —rvAv + Vg)).

Mediante el Teorema del Punto Fijo de Brouwer, se puede garantizar que el
problema (35) posee al menos una solucién que verifica, para cierta constante
C >0,

sl + lipalio + lieally < Clifll-1; (36)

siendo ahora ¢; = Ry(u: Vu —vAu+ Vp). Esta estimacion permite obtener el
siguiente resultado :

Teorema 5.1 La solucidn (up,pn) de (35) que verifica (36) contiene alguna
subsucesion que converge débilmente en [H§(Q)]" x L*(Q) hacia una solucién
de las ecuaciones de Navier-Stokes (33). Ademds, si esta solucién es tnica, es
la sucesion completa la que converge.

La demostracién hace uso como elemento innovador de una interesante propie-
dad de las sucesiones de funciones burbuja : Si una sucesién {Vi}n>o tal que
Vp € [Bh{Q)]d esta acotada en [H&(Q)]d, entonces converge débilmente a cero
en [Hj} (Q)]d. Ello, junto argumentos habituales de compacidad, permite probar
que los términos estabilizadores en (35) se anulan en el limite h — 0.

Por tiltimo, la formulacién (35) permite obtener de forma natural estima-
ciones optimales de error si se dan las condiciones suficientes de unicidad de
solucién :
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Teorema 5.2 Supongamos que ||f|-,/v < 7. Supongamos que u [Hz(Q)]d,
pPE [H l(Q)]. Entonces existe una constante dependiente de u yp y un hg > 0
tales que si 0 < h < hg, entonces

[u—uply + [|p = prllo £ Ch.

Este teorema utiliza de forma esencial dos elementos : la regularidad de u y p,
v ciertas estimaciones de normas L9, 2 < ¢ < 6, de funciones burbuja :

¥allop < Ch* [Wal1, Yon € [Ba(Q)]?,

donde a verifica @/2 + (1 — a) /6 =1/4.

Queda atn la labor de determinar los coeficientes de estabilizacién, Se trata
de un problema mayor en el desarrollo de estas técnicas, que Aun estd por
resolver plenamente. La calidad de una solucién numérica concreta asociada a
una malla depende fuertemente de los pardmetros de estabilizacién que hayan
sido usados. En la préctica, se definen los 7, x de modo que se tenga en cuenta
la talla relativa local de los términos de conveccién y de difusién. 7, x es una
funcién del nimero de Peclet local ,

Peg = con Ug = [lulgpk -

Habitualmente, 74 i es de la forma

2
hx A -h—K si Pex < P,
Th‘K(PEK) =A “U*—'- miD(PBK, P) = Uh (37)
K APE i Pex > P;

Uk

donde A es una constante, y P es un “escalén” predeterminado para el nimero
de Péclet. Esto permite por una parte introducir una estabilizacién conveniente
en zonas de grandes gradientes de velocidad debidos a conveccién dominante
{grandes Pey). Por otra parte, se introducen niveles bajos de difusién numérica
(de orden h%) en regiones donde la difusién es dominante (bajos Pey).

Observemos que en la discretizacién (37) los coeficientes 7, x son funciones
no lineales de la solucién u,. Si embargo, el andlisis anterior se puede extender
a este caso, y los Teoremas 5.1 y 5.2 siguen siendo vilidos.

Digamos, por tltimo, que el andlisis anterior puede extenderse a elementos
finitos de 6rdenes superiores de interpolacién, o bien a métodos de tipo Douglas
- Wang y otros, con ciertas adaptaciones técnicas,
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En definitiva, la formulacién (26) de los métodos de estabilizacién en térmi-
nos de operadores “de condensacién estdtica” tiene en cuenta de forma natural
la regularidad H~! del operador a estabilizar. Esta formulacién proporciona
un marco matematico para el andlisis numérico de estos métodos —entendiendo
como tal el andlisis de estabilidad, convergencia y estimaciones de error—, com-
pletamente andlogo al que se tiene en el caso de los métodos clasicos. Ello
permite incluso realizar tal andlisis numérico en el caso de las ecuaciones de
Navier-Stokes, mejorando el anélisis realizado hasta ahora con las formulaciones
habituales.
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