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un camino que te llevara de cabeza

ste articulo se ha escrito con el objetivo principal de
mostrar la superficie geométrica denominada banda de
Mobius como herramienta para conseguir un mayor grado de
motivacién e interés de los alumnos, tanto de bachillerato
como universitarios, en sus clases de Matematicas.

El punto de partida de este articulo son dos experiencias rela-
tivas a la utilizacion de esta superficie, realizadas respectiva-
mente en las clases de estos alumnos.

Tras una exposicion detallada de ambas experiencias, se indi-
can los objetivos que se pretende conseguir.

Estos objetivos estan relacionados sobre todo con la intro-
duccién de los cuerpos geométricos en Secundaria.

Se muestra el proceso de construccién de la banda de Mébius
y se comentan algunos aspectos curiosos relativos a esta
superficie, como pueden ser el tema de los cortes en la Banda
y algunas aplicaciones de la misma entre las que destacamos
una totalmente sorpresiva a priori: la casa Mobius.

Para finalizar, se dan unas breves notas sobre la biografia del
descubridor de la banda, August Ferdinand Mobius, que
pueden ser utiles para el profesor en clase y asi facilitar el
uso de la Historia de las Matemdticas en las clases, lo cual
también se ha considerado como uno de los objetivos a
alcanzar.

Dos experiencias con la banda de Mobius

Iniciamos este articulo con la narracién de dos experiencias
que ponen de manifiesto como la utilizacion de la banda de
Mobius en las clases de Matematicas de cualquier nivel supe-
rior al de Primaria permite conseguir un mayor grado de
motivacion e interés en los alumnos. La primera de ellas tiene
como actores principales a un profesor de Secundaria de esta
asignatura y a un grupo de sus alumnos, mientras que en la
segunda los protagonistas son los propios autores del articulo.

En los momentos de crisis, sélo

la imaginacion es mds

importante que el conocimiento.
Albert Einstein

Ana Belén Granados Pérez
Ana Grau de la Herrdan
Juan Nuiiez Valdés
Universidad de Sevilla.
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La primera experiencia fue realizada por un profesor de Ma-
tematicas de un Centro de Secundaria a instancia suya.

Aproveché parte de la clase, en la que iba a explicar a sus
alumnos (de 1° de ESO) las primeras nociones sobre cuerpos
geométricos, para sacar a tres alumnos a la pizarra, X, Yy Z,
entregandole a cada uno un rectdngulo de papel, de medidas
40 x 15 cm, con una recta pintada a lo largo y que lo dividia en
dos mitades, y con las letras A y B, respectivamente, escritas
en las esquinas de uno de los dos lados de menor longitud del
papel, y las letras A’y B’, en las mismas esquinas del lado para-
lelo. Al mismo tiempo, le comenté al resto de los alumnos que
les iba a explicar el tema de cuerpos geométricos pero que
antes deseaba hacer una pequefia experiencia, para lo cual
dividi6 la clase en tres grupos, también denominados X, Yy Z,
y les dijo que los alumnos de cada grupo deberian hacer lo
mismo que el alumno de la pizarra que tenia su misma letra.
Todos los alumnos tuvieron que sacar una hoja de cuaderno
grande, lo mds parecida posible al rectdngulo de papel, y pin-
tar la linea en medio y las letras de las esquinas en la hoja. El
profesor, mientras tanto, observaba muy fijamente la conduc-
ta de los alumnos en este proceso, para conocer, aunque fuese
intuitivamente, si los alumnos parecian estar mds motivados
o interesados de lo habitual.

Los alumnos observaron que,
una vez dada la vuelta
completa a un cilindro, el ldpiz
volvia al mismo punto

del que habia salido.

Cuando todos los alumnos tenian un rectangulo, el profesor
se dirigié individualmente a cada uno de los alumnos de la
pizarra, de forma que ninguno de ellos pudiera escuchar lo
que les decia a los otros dos, y les indicé que las intrucciones
que él iba a proporcionarles, deberian ellos transmitirselas a
los compaiieros que formaban su grupo y pedirles que las
siguieran.

El profesor le dijo al alumno X que escribiese en el papel lo
siguiente:

Un cilindro es un cuerpo geométrico redondo que tiene
dos bases circulares planas y una superficie lateral curva.

Al alumno Y, el profesor le dijo que doblase el papel de forma
que la esquina A coincidiese con la A’y la B con la B’, respecti-
vamente, y que el cuerpo que se habia formado era un cilindro.

Al tercero, Z, le dijo que en primer lugar hiciese exactamente
lo mismo que Y, pero que después deshiciese la operacion y la
repitiera, pero que ahora antes de doblar el papel lo girase

haciendo coincidir ahora A con B’y B con A’ Cuando Z reali-
z6 esta operacion, el profesor le dijo que el cuerpo que acaba-
ba de obtener no era un cilindro, como la primera vez, sino
otro cuerpo geométrico que se llama banda de Mobius. El
profesor le dijo también a Z que una de las diferencias funda-
mentales entre ambos cuerpos es que el cilindro es orientable
y la banda de Mébius no. Para aclarar algo mas este concepto,
el profesor les dijo que los de los grupos Yy Z colocasen el
capuchén de un boligrafo o un pequeno ldpiz con la punta
hacia arriba en uno de los puntos de la linea central previa-
mente dibujada en el papel y que lo desplazasen en esa forma
a lo largo de esa linea. Los alumnos del grupo Y observaron
que una vez dada la vuelta completa al cilindro el lapiz volvia
al mismo punto del que habia salido y ademds, en la misma
posicién de la que habia partido, mientras que los alumnos del
grupo Z vieron que, realizando la misma operacion, el lapiz
volvia al mismo punto del que sali6, pero ahora en posicion
invertida, es decir, boca abajo.

Servilletero Zara Home. Foto CTB

Las dos preguntas que el profesor les hizo finalmente a todos
los alumnos fueron: ;Cudl de los tres grupos de alumnos pen-
saban ellos que iba a estar mas motivado para recibir las expli-
caciones del profesor sobre los cuerpos geométricos? ;Habian
estado contentos con el grupo que les habia tocado, o hubie-
sen deseado estar en otro?

Evidentemente, es muy dificil cuantificar las respuestas, y de
hecho el profesor no lo hizo de manera explicita, pero si nos
observo que eran los alumnos del grupo Z, el de la banda de
Mobius, los que habian mostrado un mayor interés por seguir
con gran atencion las explicaciones posteriores, incluso atre-
viéndose a formular preguntas que se les habian ocurrido a
ellos mismos como resultado de la experiencia vivida.

Animado por esta experiencia, el profesor autor de este arti-
culo pasé a repetirla en sus clases universitarias de uno de los
grupos de la asignatura de Geometria Local de Curvas y
Superficies, que imparte en el tercer curso de la licenciatura,
en la Facultad de Matemadticas de la Universidad de Sevilla.

Por motivos obvios, esta nueva experiencia se realizé sin tanta
parafernalia como en el caso de Secundaria y, por supuesto,



respetdndose ahora completamente el rigor matematico al
hablar de superficies y cuerpos, si bien manteniendo en esen-
cia las preguntas a los tres alumnos y dedicandole a la discu-
siéon comdn con la totalidad del grupo un tiempo mucho
mayor que el que la obligacién de impartir el temario comple-
to en Secundaria permitia.

Resultado directo de la misma fue la peticién al profesor por
parte de dos alumnas de la clase de permitirles realizar un tra-
bajo sobre la citada banda, en el que pudieran profundizar
algo mds en sus propiedades y aplicaciones, lo que aproveché
a su vez el profesor para solicitarles que consideraran también
su utilizacién como recurso didéctico en la explicaciéon de
determinados temas de Matemdticas de Secundaria y Bachi-
llerato. En esto radica la génesis de este articulo.

Objetivos y motivacion

Como ya se ha comentado anteriormente, este articulo se ha
escrito con el objetivo principal de mostrar la banda de
Mobius como ayuda para facilitar la motivacion y el interés de
los alumnos, tanto de Bachillerato como universitarios, a la
hora de afrontar sus clases de Matematicas.

No obstante, nos parece conveniente desglosar este objetivo
principal en otros mas particulares, destinados cada uno de
ellos a tratar aspectos parciales relativos al estudio de esta
superficie y a su aplicacion a la metodologia a utilizar por el
profesor de Matemadticas en sus clases de esta asignatura.

Un aspecto consiste en aprovechar el conocimiento de la gene-
racion y utilizacién de esta superficie para usar la Historia de
las Matematicas en la introducciéon de determinados temas del
curriculo, lo que no debe limitarse a la mera indicacién de
unos cuantos datos biograficos, sino que debe ser aprovechada
para explicar a los alumnos cdmo surgié el resultado del que se
trate, sus antecedentes, las dificultades que en esa época exis-
tlan para obtenerlo y su relacién con otros resultados, tanto de
Matemadticas como de otras disciplinas.

Por otra parte, el estudio de los cuerpos geométricos, por sus
propias connotaciones con la vida real, resulta en general
interesante para los alumnos de secundaria. Entendemos que
la forma de abordar este tema que hemos presentado ante-
riormente puede resultar eficaz a la hora de presentar el estu-
diar los cuerpos geométricos.

Por todo ello, los objetivos que nos hemos planteado al escri-
bir este articulo pueden resumirse en los siguientes:

1.- Dar a conocer a los alumnos de Secundaria (y a los
universitarios, en su caso) la superficie geométrica
conocida como banda de Mébius y utilizarla como
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instrumento de motivaciéon en el aprendizaje de

determinados temas del curriculo.

Utilizar la Historia de las Matemadticas como herra-

mienta de apoyo para las clases de Matemadticas de

Secundaria (este objetivo es naturalmente extrapolable

a la ensefianza universitaria).

3.- Mostrar una introduccién al estudio de los cuerpos
geométricos amena, sencilla y agradable en la ense-
fanza secundaria.

4.- Estimular la capacidad de pensamiento y de razona-
miento de los alumnos de secundaria con la presenta-
cién de situaciones mds o menos ingeniosas, distintas
de las tradicionales.

\"]
N

Construccion de la banda de Mobius

En esta seccion se indica cdmo construir en la practica una
banda de Mobius. Nuestra intencion es que el alumno pueda
fabricarla de manera sencilla a partir de unas minimas ins-
trucciones. Como materiales a utilizar se necesitan tnica-
mente: tiras de papel, pegamento y tijeras.

Para fabricar la banda basta coger una tira rectangular de
papel y algo de pegamento. Girar uno de los extremos del
papel y después unir ambos extremos (eso deberia dejar a la
tira de papel con un medio giro dentro). La superficie obteni-
da es la denominada Banda de Mobius. Nétese que si se reali-
za esta misma operacion sin girar uno de los extremos del
papel, la figura que se obtendria es un cilindro (ver la figura
siguiente).

Pegar @
A B

Cilindro
A B
Torcer
Y pegar
@3> Banda de Mobius
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Cortes en la banda

Comenzamos esta seccion refiriendo una de las anécdotas
que le ocurrié a un grupo de alumnos universitarios de la ya
citada asignatura de Geometria Local, durante el curso aca-
démico 1999-2000. Eran los organizadores de la exposicién
de curvas y superficies, celebrada en la Facultad de
Matematicas de la Universidad de Sevilla, con motivo de la
conmemoracion del afio 2000 como el Afio Mundial de las
Matematicas (una descripcién completa de esta Exposiciéon
puede verse en —Aguilera y otros—).

Un visitante de la Exposicion, que creemos que era otro alum-
no de la Facultad, pregunté a los alumnos organizadores que
estaban en aquel momento en labores de guias de la Exposi-
cion si sabian qué se obtenia al cortar una banda de Mobius
longitudinalmente por su mitad. Estos le contestaron, quizas
sin meditarlo mucho, que se obtendrian dos bandas de
Mbobius. El visitante no sélo se limité a responderles negativa-
mente, sino que pasé6 directamente a la accién construyendo
una banda con una tira de papel que traia preparada y cortdn-
dola con unas tijeras que también traia, obteniendo asi otra
banda de Mobius con dos rizos. Ya no pregunt6é nada mads,
sino que volvié a cortar de igual forma esta nueva banda para
hacer ver a los organizadores que lo que se obtenia ahora eran
dos bandas de Mdbius con dos rizos cada una, enlazadas.

Esta primera curiosidad hizo que posteriormente los alumnos
organizadores pidiesen ayuda al profesor de la asignatura para
estudiar este tipo de hechos con mayor detenimiento, encon-
trando que esta propiedad no sdlo es caracteristica de la
banda de Mobius, sino que se verifica en general en todas
aquellas bandas generadas mediante vueltas o rizos. Asi, dada
una banda con # medios rizos, con # impar, al cortarla longi-
tudinalmente por su mitad quedaria una nueva banda con
2n+2 medios rizos, mientras que si la banda tiene 2k medios
rizos, al cortarla longitudinalmente por su mitad quedaran 2

A mathematician confined
that a Mobius band is one-side,
and you will get quite a laugh
if you cut one in half.
For it stays in one piece when divided.

A mathematician named Klein

thought the Mobius band was divine.

Said he: “if you glue
the edges of two,
you will get a weird bottle like mine”.

bandas con 2k medios rizos cada una, enlazadas k veces (véase
Gardner, 1984).

Al respecto presentamos aqui (parte inferior de la pagina) una
poesia (tanto en su version original en inglés como traducida),
que aparte de explicarnos clara y concisamente el hecho ante-
rior, nos relaciona de alguna forma la banda de Mébius con otra
superficie no menos conocida denominada botella de Klein:

Pasamos a continuacidn a analizar las particularidades de una
banda de Mobius al ser cortada transversalmente. Aconse-
jamos a los lectores que comprueben experimentalmente, a la
vez que leen, lo fascinante que puede llegar a ser la banda de
Mobius. Para ello necesitard varias tiras de papel, pegamento,
tijeras y un boligrafo, lapiz o rotulador.

Empecemos con algo sencillo: construyan con la primera tira
de papel una banda de Mébius (si desean pueden comprobar
con el boligrafo que tiene una sola cara y un solo borde) y pos-
teriormente corten la banda por el medio, tal como se mues-
tra en la imagen de la pagina siguiente. Un tratamiento mas
completo del tema puede verse en (enlace web tercero), de
donde ha sido extraida la citada imagen.

Un matemadtico susurrd
Que la banda de Mobius tiene una sola cara,
Y que td reirds mucho
Si la cortas por la mitad.
Pues se queda de una pieza al dividirla.

Un matematico llamado Klein
Pensé que la banda de Mobius era divina.

Dijo él: “Si tu pegas
Los bordes de dos,
Obtendrias una extrafna botella como la mia”.
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Al realizar esta operacion se pueden dar cuenta que siguen
teniendo una dnica banda, mas grande y mas delgada. Lo que
pasa es que esta banda ya no es una banda de Mobius (es una
banda de Mobius pero creada con dos giros) pues si lo com-
prueban esta banda tiene dos caras y dos bordes.

Si se repite la operacién obtenemos dos bandas entrelazadas
(ambas del mismo tipo que el anterior, es decir, dos caras y
dos bordes).

Invitamos al lector a que experimente con el resto de tiras las
diversas posibilidades, es decir, qué pasa con una banda con
mads giros, o haciendo mas cortes.

Algunas aplicaciones de la banda de mobius

Realizamos ahora un breve comentario sobre algunas de las
aplicaciones précticas, curiosas en su mayor parte, de la
banda de Mdbius.

En 1923, Lee De Forest obtuvo una patente norteamericana
referente a una pelicula cerrada en forma de banda de Mébius
sobre la cual podia grabarse el sonido por ambas caras, o
mejor dicho, por su tinica cara. Mds recientemente, la misma
idea ha sido aplicada a cintas magnetofénicas, con lo que la
cinta retorcida puede funcionar el doble de tiempo que lo que
duraria otra normal.

Se han otorgado también diversas patentes para cintas trans-
portadoras disenadas en forma de banda de Mobius, a fin de
que sufran igual desgaste por ambos lados. En ese sentido, la
B.E. Goodrich Company, de Estados Unidos, patenta en 1957
su idea de una cinta transportadora de caucho que se usa para
sustancias calientes o abrasivas. Ddndole media vuelta en la
forma de banda de Mobius, esta cinta se desgasta por igual
por su unico lado.
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En 1963, Richard L. Davis, fisico de Sandia Corporation de
Alburquerque, inventé una resistencia desprovista de reac-
tancia, fundada en la banda de Mobius. Adosando finas tiras
metdlicas a las dos caras de la cinta aislante y formando con
ellas una banda de Mobius de triple capa, Davis descubrié
que, al fluir impulsos eléctricos en ambos sentidos en torno a
la banda, ésta adquiria todo tipo de propiedades eléctricas
deseables (revista Time del 25 de septiembre de 1964, y
Electronic Illustrated, noviembre de 1969, pp. 76 y siguientes).

Los artistas graficos también se han valido de esta banda tanto
para fines publicitarios como artisticos. La banda de Mobius
ha tenido también un papel destacado en numerosos cuentos
de ciencia ficcién (vedse Rick Grant, 1949).

También se sabe de mecandgrafos muy rapidos que encon-
trando fastidioso tener que detenerse a meter en la maquina
hojas nuevas en blanco, han optado por utilizar papel en rollo.
Si hubieran usado un largo bucle de retorcido habrian podido
ademads escribir por ambos lados del papel.

Woldor R. Tobler sugirié en cierta ocasion realizar un mapa-
mundi sobre una banda de Mobius, de forma que el borde
coincidiera con los polos y los paralelos y meridianos queda-
ran uniformemente separados. De trazarse adecuadamente se
podria pinchar el mapa por un punto cualquiera y al asomar
la punta por el otro lado senalaria el antipoda esférico.

La banda de Mdbius es también utilizada en las correas de
transmision de los coches, como por ejemplo, en la correa del
ventilador. Con una correa ordinaria sélo se desgastaria la
parte en contacto con las ruedas (la interior), por lo que ésta
se estropearia antes que la parte exterior. Como la banda de
Mobius tiene una sola cara, su recubrimiento dura mas y los
desgarros en la correa son menos frecuentes haciendo que

dure mis. g

Sin embargo, una de las aplicaciones mas curiosas de esta
superficie es la denominada Casa Mobius, un proyecto de
vivienda que representa ciertos aspectos caracteristicos de la
arquitectura de finales del siglo XX. Las notas que siguen
estan sacadas principalmente de un ensayo sobre la arquitec-
tura contempordanea, titulado (Dis)continuidad, de los arqui-
tectos argentinos Gabriel Baril y Ludmila Crippa, publicado
en Julio de 2004 (véase Baril y Crippa).

La denominada casa Mobius es un proyecto de Ben Van
Berkel y Caroline Bos, arquitectos que empezaron a trabajar
juntos en 1988, fundando un estudio 10 afios después, llama-
do UN Studio de Arquitectura (véase Massad y Yeste, 1998).
La casa fue realizada entre los anos 1993 y 1995, y se encuen-
tra ubicada en Het Gooi, zona residencial privilegiada situada
a las afueras de Amsterdam (Holanda), lugar en el que predo-
minan extensas parcelas de terreno en medio de bosques,



SUMA 54
Febrero 2007

colinas y praderas. El nombre de la casa y su disefio corres-
ponden a la banda Mobius. Ya en el aiio 1963, Maurits
Cornelius Escher (genial autor holandés de dibujos y disefios
sobre temas matematicos, 1898-1972) representaba esta
superficie en uno de sus dibujos, titulado Cinta de Mébius II,
mediante una cadena de hormigas, marchando una tras otra,
sin principio ni fin (el dibujo de la figura, junto a otros simila-
res, pueden extraerse del enlace web primero).

Los clientes que realizaron a Van Berkel y Bos el encargo de
construir esa casa eran una pareja casada que deseaba vivir y
trabajar en la casa en forma separada. Ellos querian habitar el
mismo recinto, pero tener asignadas superficies diferentes e
incluso moverse por rutas distintas por el interior de la casa,
de forma que coincidiesen sélo en ciertos puntos. Su inten-
cién, ademads, no era sélo tener un alojamiento diferente, sino
que el propio edificio planteara una arquitectura innovadora.
Todos estos hechos generaron la necesidad de disefiar una
vivienda con dos espacios de trabajo bien diferenciados y que
ademds rompiese moldes previamente establecidos.

Para construir la casa, Van Berkel comienza por hacer abs-
traccion de estos datos y generar un diagrama transformando
a cada habitante en una linea que representa el recorrido de
cada uno de ellos dentro de la vivienda, en un ciclo de 24
horas de trabajo y de vida. Estas dos lineas se mueven de
forma fluida e independiente y por momentos se cruzan. Esta
fue la principal razén que llevé a los arquitectos a trabajar pri-
mero con dos materiales basicos: el hormigén vy el vidrio, y
después a adoptar el concepto de la banda de Mobius como
representacion del despliegue del tiempo y el movimiento
continuo.

No obstante, para ser fieles a la verdad hay que indicar que
esta idea de asignarle la forma y las propiedades de un cuerpo
geométrico a una construccion arquitecténica no es original
de los dos autores anteriormente mencionados. Ya mucho
tiempo antes esta idea se habia plasmado en realidad. Como
ejemplos de ello pueden ser citados, entre otros, el arquitecto
aleman Ludwig Mies van der Rohe (1886-1969), que constru-
y0 la casa Farnsworth en 1950, en Plano (Illinois, USA), junto
al rio Fox, que se ha convertido en una de las residencias mas
estudiadas (y también mds criticadas) de la arquitectura del
pasado siglo XX; el arquitecto Frank Lloyd Wright (1869—

1939), autor de la denominada casa de la Cascada, construida
entre 1936 y 1939 en Bear Pun (Pennsylvania) y el arquitecto
suizo Le Corbusier (1887-1965), autor de la muy conocida
Ville Savoye.

En la pagina siguiente mostramos diferentes fotos de la casa
de Mobius.

Como aplicaciones finales, y a modo de comentario, indicar
que también la banda de Mébius es utilizada en la moda. Pue-
den destacarse al respecto las prendas en forma de esta banda
que lucen orgullosas la mujeres de las imdgenes.

Biografia de August F. Mobius

Para atender finalmente uno de los objetivos parciales que nos
fijamos a la hora de escribir este articulo, damos a continua-
cién unas breves notas sobre la biografia de Mobius, extraidas
en su mayor parte del enlace web primero.

August Ferdinand Mobius (de ahora en adelante Mabius)
naci6 en Schulpforta (Sajonia, actual Alemania) casi al princi-
pio de la dltima década del siglo XVIII, exactamente el dia 17
de Noviembre de 1790. August fue el tnico hijo del matrimo-
nio, ya que su padre murié muy poco tiempo después, a los
tres afios de su nacimiento.

Mobius fue educado en su propia casa hasta la edad de 13
anos, no asistiendo a la escuela hasta 1803, afio en el que
ingres6 en un colegio de su ciudad, comenzando posterior-
mente sus estudios universitarios en la Universidad de Leipzig
en 1809.
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August Ferdinand Mobius

En 1813 Mobius viajé a Gottingen donde estudié astronomia
bajo la direccién de Karl Friedrich Gauss (1777-1855).
Posteriormente, se trasladé desde Gottingen a Halle, donde
fue dirigido por Johann Pfaff (1765-1825), antiguo profesor
de Gauss. Al respecto, permitasenos referir aqui una anécdo-
ta sobre Gauss y Pfaff, que ilustra convenientemente el presti-
gio que ambos matemdticos han llegado a alcanzar:

En cierta ocasién, al insigne matemadtico francés Pierre
Simén de Laplace (1749—1827) le fue preguntado quién era
en su opinién el mejor matemadtico alemén del cual él habia
tenido referencias. Cuando Laplace contest6 que era Pfaff,
el interlocutor le preguntd, extrafiado: —;Pfaff?, pero, ;y
Gauss? Y Laplace contestd sin vacilar: no, Gauss no. Gauss
es el mejor matematico del mundo.

En 1844 Mobius consiguié una plaza de Profesor de Astrono-
mia a tiempo completo en la Universidad de Leipzig, ciudad
en la que habia estado trabajando en la reconstruccién del
Observatorio, desde 1818 hasta 1821, supervisando todo el
proyecto. Previamente, en 1820, Mobius se habia casado con
Margret, con la que tuvo una hija y dos hijos, aunque ella
murié muy joven, cuando sélo tenfa 40 anos. En 1848 llegé a
ser el Director del Observatorio.
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