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RESUMEN

Para estimar la funcién de distribucién de una variable sobre una poblacion fi-
nita, se propone el estimador de Horvitz-Thompson, lo que proporciona una estrate-
gia muestral insesgada. La varianza de dicho estimador es una funcién real de varia-
ble real, cuya minimizacién permite obtener disefios muestrales optimos bajo dife-
rentes criterios. En este trabajo empleamos la norma |||, como criterio de optimiza-
ci6n, minimizando la norma de la funcién varianza. De esta forma, considerando
como dominio de busqueda el conjunto de los disefios muestrales uniformes, en el
sentido de ser iguales las probabilidades de inclusién de primer orden, se estudia la
obtencioén de disefios muestrales adecuados, bajo muestreo por conglomerados de
una etapa.

Palabras clave: muestreo, poblaciones finitas, disefio muestral, funcién de distribu-
cioén, conglomerados.
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Introdueccién

Aungue la teorfa del muestreo en poblaciones finitas se ha centrado fundamen-
talmente en la estimacion de pardmetros poblacionales de tipo puntual, como totales,
media8, proporciones y varianzas, existe una serie de parametros de tipo funcional
que pueden proporcionar informacion relevante acerca del comportamiento global
de la poblacion.

En este trabajo se considera el problema de la estimacion de un pardmetro de
este tipo, en concreto, la funcidn de distribucién poblacional asociada a una variable
numérica definida sobre la poblacién. Este problema es importante por el interés
intrinseco del parametro funcional mencionado y también por su relacidn con otros
pardmetros de tipo no funcional, como la mediana, log cuantiles o ¢l indice de Gini.

En efecto, los parametros de tipo funcional permiten conocer de forma muy
completa el comportamiento global de una variable con respecto a diferentes crite-
rios. Consideraremos por ejernplo una variable, ¥, definida sobre una pobiacion, v la
funcidn de distribucidn asociada

Fl) :—%CARD({I' cUY, <1))
/

donde CARD denota cardinal de conjunto, es decir, F{¢) representa la propor-
cién de elementos o umdades poblacionales que presentan un valor de la variable
menor o igual que ¢ Otra funcién poblacional importante s la funcidén de concen-
fracion

1
G(t) = )

i
fel Y, st

siendo T(Y) el total de la variable. Esta funcidén expresa la proporcién, con res-
pecto al total poblacional de la variable, que representan los valores de la variable
menores o iguales que £,

Como gjernple, mostramos en la figura 1 estas dos funciones para una pobla-
¢ién, denominada DCA757, consistente en 757 localidades de la Comunidad Autd-
noma Andaluza, con exclusion de las capitales de provincia, siendo Y una variable
numérica que indica el ntimero de habitantes de cada localidad.

Como puede verse, la funcidén de concentracidn se mantiene marcadamente se-
parada de la funcidn de distribucién. Por ejerplo, para F{(f) = 0,5, el valor de 1, es
decir, la mediana, es 2500, ello significa que las localidades con 2500 habitantes o
menos representan el 50% de todas las localidades, pero los habitantes que acumu-
lan ese 50% representan menos del 10% del total de habitantes. De hecho, son las
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poblaciones con un nimero de habitantes menor o igual que 15 millas que concen-
tran el 50% del total de habitantes.

La estimacion de las funciones de distribuciéon o de concentracidon tienen ali-
cientes especiales. No s6lo cuentan con un interés de por si, que comparten con la
estimacion de cualesquiera caracteristicas poblacionales. También constituyen un
resultado intermedio, un instrumento para legar hasta la estimacién de multitud de
parametros.

— F(1)
- G()
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Figura 1: Funciones de distribucion, F(i), v concentracion, G(t), de la
variable HABITANTES en la poblacion DCA757.

En la bibliografia especializada es posible encontrar diferentes enfoques para
abordar tanto el problema de la estimacidén de la funcién de distribuciéon como los
parametros relacionados con la misma. Asi, en relacion a la estimacion de la media-
na y los cuantiles, es obligado citar el trabajo inicial de Wooddruff (1952), en el que
se construye un intervalo de confianza para la estimacidn de la mediana poblacional
y otras medidas de posicién, empleando el muestreo aleatorio simple. Por otra parte,
Sendransk y Meyer (1978) estudian este problema bajo un enfoque puramente pro-
babilistico de distribucién de estadisticos ordenados, para muestreo aleatorio simple
y estratificado. Hill (1968) emplea un enfoque bayesiano; y Kuk y Mak (1989),
técnicas de informacidn auxiliar proporcionada por otras variables.

Para el problema de la estimacién de la funcion de distribucidn poblacional pro-
piamente dicha, también encontramos diferentes enfoques en la bibliogratia. Por
ejemplo, Chambers y Dunstan (1986) emplean un modelo de superpoblacién para
desarrollar un procedimiento de estimacion. Kuk (1988) estudia y compara varios
estimadores de la funcién de distribucién poblacional, empleando muestreo con
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probabilidades variables; y Rao, Kovar y Mantel (1990) desarrollan estimadores que
emplean informacion auxiliar, Citemos también los trabajos de Chambers, Dorffman
y Hall (1992) y Rao (1994).

Aqui consideraremos este problema con un enfoque distinto de los anteriores, y
que se basa en el estudio de la funcién de varianza del estimador de Horvitz-
Thompson, con el fin de buscar disefios muestrales optimos, en una clase especial de
disefios muestrales. para ello, vamos a considerar una poblacion finita, U= {1, 2 ..
N} v una variable de estudio numérica, ¥, cuyos valores sobre U son (Y, 7, ... ¥}
que, sin pérdida de generalidad, supondremos ordenados de menor a mayor, esto es,
Y, < ¥, < .. < ¥y Nuestro objetivo es la estimacidn de la funcion de distribucién de
la variable ¥,

Ft) = -]i-]- CARD({ie U |7, <1})

Si empleamos las funciones indicadoras de los intervalos de la forma [¥i, +),
denotandolas [y, .-\(?), podemos expresar F{f} como

: 1
F(t)= “]'V“Z]{x,m) (1)

=

es decir, una expresion lineal, que puede ser estimada mediante el estimador de
Horvitz-Thompson. Sea pues m una muestra obtenida de U mediante un disefio
muestral d=(M.P(-)}, sin reemplazamiento v con matriz de disefio que denotamos
II={7;}, 500, cOn y=Tr;. El mencionado estimador de F(7) resulta ser

. Iy 10 ()
F(t)= %; Z e
iem i

Como sabemos, este estimador es insesgado y su varianza puede ser expresada
mediante la clasica féormula

- 1 Ity 1en) (£) 117, 4e0) ()
V[F(f)}bt; Z(’Tij"”i”i) . :
{jeU i 7
y, asi, para cada valor de 1 € R, podemos emplear dicha expresion como medida
de la bondad de la estimacion.
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Muestreo por conglomerados en una etapa

Al ser la varianza de una funcidn, no tiene sentido hablar de varianza minima en
el sentido usual. Por ello, vamos a definir un criterio apropiado que nos permita
obtener propiedades de los disefios muestrales mas adecuados para la estimacién
que estamos realizando. El criterio que definimos viene determinado por la siguiente

defeolo)-pleel, -,

siendo $(Y,,Y,) el soporte de la variable 7, es decir, S(7,,1a) = [Y,,Y]. Notemos que

)/N)]rf[ﬁ(z)} dt = L( )V[ﬁ(z)] dt

Iy

V[ﬁ(z‘)]

cumple los requerimientos analiticos para que esta distancia esté bien definida.
Supondremos que se realiza un muestreo por conglomerados en una etapa. Asi,
la poblacién sobre la que se realiza el muestreo es una poblacién de conglomerados,

U, ={Clbet Cioors O}

cada uno con tamafios respectivos NV,,...,N,,....Ny.
Sobre esta poblacién se emplea un d1seno muestral d, = (M_,P.), con matiz de

disefio { U} siendo entonces las probabilidades de inclusién de las unidades fina-

les:
T, = n sikeC; vkeU
¢ sikeC,leC,
pg = 1 EEEEN o e
P oy sik,le C;

De esta forma, denotando por m, la muestra obtenida de n conglomerados, y por
m a la muestra de unidades finales provenientes de dichos conglomerados, el esti-
mador de Horvitz-Thompson sera:

F([) Z Yk +ac Z Z } +x _

k em iem, keC,

Z Z y+w()~2i(l‘)

iem, ik eC; iem, "1
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donde F£.(r) denota el pardmetro func;om] que se estd estimando, valorado sobre
todos los elementos del conglomerado C, ¢s decir,

1 -
F() = Z; )

La varianza de dicho estimador vendra dada por la expresion clasica, que adap-
tada a la estructura poblacional considerada, serd

By o Ly
ieU, jeu, T

Para aplicar nuestra metodologia, vamos a calcular la norma |||}, de esta varian-
za. En primer lugar, observemos que

FOF 0= =2 3" 3 g )OO

keC;leC
y que

ﬁs()’,ﬂm )I[Yk o) () (1) A= ﬁs(fl,m][mw{&,ﬂ}ﬁo)m de =Yy -max{hy, 1)

siendo, pues,

j"s()f,.YN)R([)F"(I) dt"' ZZJ; st 1) 5, to0) (DM [y ooy () dE =

keC; leC

:,_17 Z(YN —max{¥,, % })

51 1eC;y

=
-~
2

Por consiguiente,

Hrol <[, 3 2l i A2 2

ieU, jeU, 7 7y
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iU, jeU, i ” Ty iU, jel,
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C [+
7y 1 . T
i ij
ZZ”‘“@ i Fdi=—5 s (Yy - max{y, 1, )
{0, jeur, iy oSN N™ {550, 70 7§ keC, leC,

22 i BOF @@= ZZZ YN-max{Yk,Y]})

ieU, jeU, Sy ieU, jeU, keC;1

Asi pues, podemos afirmar que los mejores disefios muestrales, bajo el criterio
que hemos introducido, son los que tienden a hacer minimo el término

=y g =Y > (7 - max{t, 1)

ieU, jeU, 7s Jr} keC; g(‘

puesto que el segundo término no depende del disefio muestral.

Observemos que la variable Y es desconocida, por lo que el problema de mini-
mizacién obtenido no puede ser considerado directamente. Por esta razon, realiza-
remos algunas hipdtesis sobre la estructura de la poblacion. Asi, vamos a estudiar la
expresion a minimizar para dos estructuras poblacionales muy comunes, y que for-
malizaremos mediante modelos de superpoblacion.

Modelo de superpoblacién completamente aleatorio

Este modelo viene dado par las siguientes especificaciones

Yo =a+e, Els]=0 VkeU

y formaliza la situacién real en la que la variable de estudio fluctila globalmente en
torno a un valor medio o central, no estando en concomitancia con ninguna otra
variable inherente al problema.

Con este modelo, sustituimos el problema de minimizacion anteriormente con-
siderado, por el de minimizar la esperanza, en dicho modelo, de la funcién objetivo;
es decir, minimizar Es[Vl]. A continuacién, calculamos dicha esperanza. Observe-

mos, en primer lugar, que
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Ve smax{¥.¥}, ¥ <max{Vy.%}, Vk/eU
por consiguiente,
Efr )< Elmax{r, v}l EJ[v]<E[max{v,, v}l vEkieU
de donde se deduce que
max{E[Y, | E[N ) < E[max{y, . v}]]  VkieU
y se tiene, pues,
EJ(¥y ~max{Y 1) = E[¥y]- EJmax{¥, V< a -max{E[r ) E [N} =a-a=0

Asi pues, tendremos que ES[VI]:O, es decir, bajo el criterio empleado, cual-
quier disefio muestral proporcionard andlogos resultados, pudiéndose pues aplicar el
muestreo aleatorio simple por razones de facilidad. Este resultado es interesante
pues contrasta con el hecho, bien conocido, de la influencia de los tamafios de los
conglomerados en la estimacion de pardmetros como la media y el total poblacio-
nales, cuando se emplea muestreo aleatorio simple de conglomerados (véase, Fer-
nandez y Mayor, 1995).

Medelo de superpoblacién de regresion lineal por conglemerados

Sus especificaciones son

Y, =a+pX; +e, f>0, EJgl=0 VkeC, VieU

Dicho modelo formaliza aquellas situaciones en las que existe una relacion
aproximada, de tipo lineal, entre la variable de estudio y una variable auxiliar, com-
pletamente conocida, X, con el mismo valor en cada uno de los conglomerados.

Este tipo de relaciones suelen darse en numerosas situaciones reales en las que
la variable de estudio presenta cierta homogeneidad en cada conglomerado, pero
éstos tienen comportamientos distintos, aunque con un patrén de tipo lineal en rela-
¢i6n a una variable conocida sobre U..

Como en el caso anterior, sustituiremos el problema de minimizacion inicial por
el de minimizar ES[V1]- En este caso, denotando con Xy €l valor maximo de la
variable X, y por v el indice del conglomerado al que pertenece la unidad poblacio-

nal N-ésima, y suponiendo que Vk e C; y VI e C; , se tiene
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EJ(¥y - max{¥,, 5})] = E[ 1] - Efmax{%. ¥}] < a+ BX, ~max{E[ ¥, E[%] =
=g+ X, —max{a + X + ﬂXj} < ﬁ(XMAX —max{Xi,Xj})

con lo que los disefios muestrales apropiados para la estimacién que estamos
realizando son aquéllos que minimizan la expresion

>y

ieU, jelU, T 71-

NN, (X -max{x;, X, })

Implementacién bajo el modelo de regresion lineal

A continuacién, vamos a estudiar la viabilidad del método, previamente consi-
derado, en el sentido de su aplicabilidad a situaciones reales, en el contexto del
segundo modelo de superpoblacién considerado, pues para el primero ya hemos
visto que el muestreo aleatorio simple es la eleccion mas apropiada.

En primer lugar, consideremos el estimador empleado en este trabajo,

7Z'.

lenm, 1

1
F(n=> 5 )

keC;

con

Podemos observar que no tiene sentido intentar reducir la varianza de la estima-
cién empleando probabilidades de inclusién de primer orden proporcionales al ta-
mafio, como se hace cuando se estiman parametros puntuales como medias o totales,
ya que aqui dichas probabilidades afectan a funciones con una variabilidad inheren-
te. Pensemos que si escogemos unas probabilidades de tal tipo para un determinado
valor de la variable ¢, dichas probabilidades pueden no ser adecuadas para otro valor
diferente. Esto justifica que, buscando simplificar la implementacién de la metodo-
logia introducida, restrinjamos la busqueda a disefios muestrales de tipo uniforme,
en el sentido de ser constantes las probabilidades de inclusién de primer orden.

Con esta eleccién, tendremos necesariamente 77 =n/M,VieU, y, con esta
simplificacion, la expresién a minimizar queda como sigue

SN 28 NN (Xygax -max X, X )

iU, {j=i}el,



106 J.A Mayory M, Martinez Blanes

Es decir, se trata de una funcidn objetivo lineal de las variables J[ is ). Ob-
servemos que, por la simetria de dichas variables, tendremos en émzd Mm;n/z
variables v, teniendo en cuenta que el nlimero de conglomerados no suele ser eleva-
do en comparacion con o tamafio de la poblacidn, el problema resultante posee un
tamano razonable para abordar su resolucion con los programas vsuales. Por gjen-
plo, para un problema con A=100 conglomerados, tendriamos un problema de pro-
acidn lineal con 4950 variables, resoluble por las rutinas de uso comon para

3

aste tipo de problemas.

En cuanto a las resiricciones del problema, tendremos en primer lugar 73 >0,

3

15eT0

RS S

con objeto de gue ¢ permita estimar la varianza de la estimacién. Por otra
parte, de f«e reincidn entre probabilidades de inclusidn de primer v segundo orde
obtendrermos las restricciones

T (7--£)n
} g == = Viel,
et M
Je =1
con objeto de poder pbtener estimaciones no negativas de la varianza
a, tendremoes las restriceiones
2
= Vi,jel, i*J
M-

Er

> de este trabajo se exponen algunos aspectos computacionales,
do una sencilla rutina de implementacion en el lenguaje de descripcion de
. {Fourter v col. ,1993), asi como un gjemplo numérico sobre tres
lomerados.

mehiyer
probler
poblaciones de cong

15 Al

Counclusiones

En primer lugar, es interesants observar que los métodos clasicos estudiados en

el muestreo en poblaciones finitas, para estimar los pardmetros usuales como medias

v totales, no son los mas apropiados para estimar parametros de fipo funcional, co~
mo lo es la funcidn de distribucidn poblacional.

El método introducido en este trabajo, basado en minimizar una determinada
norma de la funcién I«’%‘F{ f}}, en este ¢aso, la norma |+, se muestra como nna alter-
nativa prometedors, pues minimizendo dicha norma también se wminimiza global-
mente dicha funcion de varianza.

Para el caso de una estructura poblacional completamente aleatoria, formalizada
por el comespondiente modelo de superpoblacidn, la expresidn a minimizar es
constante, con lo que concluimos que todos los disefios muestrales proporcionan
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similares resultados, pudiéndose emplear el muestreo aleatorio simple por razones
de facilidad.

Finalmente, para el caso de que exisia relacion entre la variable de esmdio v una
variable auxiliar, formalizada mediante yn modelo de superpoblacidn mas general,
de tipo regresién lineal, la reduccién de varianza se realiza z partir de la resolucion
de un problema de programacién lineal, que proporciona las probabilidades de in-
clusion de segundo orden. Los resultados numéricos obtenidos en e} estudio empiri-
co que se muestra en el apéndice, indican que este método puede producir de forma
efectiva una reduccidn del error de la estimacion.
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Apéndice

En el cuadro 1, se expone de forma esguematica una ruting en el lenguaje de
descripcidn de problemas AMPL, para el tratamiento del problema considerado.
Obsérvese que la restriceion

<
7y >0,
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intratable computacionalmente, ha sido sustituida por
7[; >,
siendo & > 0 un nimero real muy préximo a cero.

Realizamos, seguidamente, un estudio empirico empleando tres poblaciones, P,
P,y P;, cada una con M=20 conglomerados. Para simplificar la exposicién, supon-
dremos que los tamafios de los conglomerados son todos iguales.

Para la primera poblacién, la variable auxiliar X, ya ordenada, toma los valores:

{55, 57,59, 60, 61, 63, 63, 64, 65, 65, 65, 66, 66, 66, 67, 67, 67, 68, 68, 68}
es decir, datos con cierta homogeneidad. Para P,, la variable X toma los valores

{55,57,59, 60, 100, 120, 150, 160, 180, 200, 500, £50, 600,
700, 750, 800, 2000, 3000, 5000, 10000}

presentando gran heterogeneidad y con algunos valores muy desviados de la masa
principal de datos.

param M;

set U= 1..M;

set PAIRS:={iinU,jin U:i<j}

param X{U} >=0;

var P{PAIRS} >= epsilon;

minimize FUNC: sum{(ij) in PAIRS} (PI[ij]"Ni*Nj
H(XMAX-max(X[i],X[i])));

subject to RELATION {i in U}: sum {j in U: j>i} PI[i,j]
+sum{j in U :j < i} PIi,i] = (n-1Yn(M;

subject to BOUND {(i,j) in PAIRS}: PI[l.J] <= n*n(M*M;

Cuadro 1: rutina AMPL para la simulacion de distribuciones.

El método considerado en este trabajo sera comparado con el muestreo aleatorio
simple de conglomerados, para lo que utilizaremos como medida de eficiencia rela-
tiva la siguiente cantidad, expresada como porcentaje:

Virag =V
C=100x -MAS " MET o
VMas
siendo

s = ¥ z[ b } (o -y, 1)

ieU, jeU ( /M)z
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y

7S
VMAS:%:CJ;‘C (TT“L“A")S;“I (XMAx"maX{Xi»Xj})

El empleo de estas cantidades se justifica en la teoria previamente desarrollada
y, €n concreto, en la norma de la varianza obtenida en el segundo apartado. Obser-
vemos que en Ve aparecen las probabilidades de inclusidn de segundo orden obte-
nidas por minimizacién, mientras que en V.o aparecen las correspondientes al
muestreo aleatorio simple de conglomerados, es decir,

s = n(n—=1) MM -1)]i = j

Un coeficiente mayor que cero indicara un aumento de eficiencia con respecto
al muestreo aleatorio simple, bajo el criterio considerado, y el correspondiente por-
centaje indicara la cuantia de dicho aumento. Los resultados comparativos obtenidos
se exponen en la tabla 1, para cada una de las tres poblaciones y para tamafios
muestrales de valor n=2, 3,4y 5.

Tabla 1: Valor del coeficiente C.
n P P, P,

374 29,1 21,2
59,1 43,8 30,1
67,8 53,5 (41,6
75,3 593 1523

El coeficiente se expresa en %.

W N

Como puede verse, en todos los casos se ha obtenido una evidente reduccion de
la varianza, lo que manifiesta que el método estudiado en este trabajo se presenta
como una alternativa muy prometedora.

Realizamos, seguidamente, una simulacién, empleando los datos de la pobla-
cién P, y generando los valores a partir del modelo de superpoblacion

Yk=30+2Xi+£k’ Vkeci,VieU

siendo & ~ N(0,10%), Vk , es decir, variables aleatorias normales con p=0y 0%=102

Para cada conglomerado, se han generado Ni=100 valores de la variable Y, y se
ha empleado un tamafio de muestra #n=>5, seleccionando una muestra aleatoria sim-
ple, y una muestra segin el método expuesto en este trabajo.
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gura 2

Funciones de distribucion poblacional, F(1), y estimada
medionte un muestreo alegtorio simple, F(thy, ., para la

scrita en el fexto.

£
— F)
o ﬁ(f)\IFT

e |

;
1300

iones de distribucion poblacional, F(1), y estimada
e un muestreo basado en el método propuesto,

media
Ftthmr, para la poblacion P, descrita en el texto.
S wET s ] 2
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En las figuras 2 v 3 se compara la funcidn de distribucién peoblacional con las
estimadas mediante cada uno de los métodos. Notese que, a pesar de la natural
aleatoriedad inherente a este tipo de comparaciones, la estimacién basada en nuestro
método resulta més acurada que la obtenida a partir del muestreo aleatorio simple.

Para concluir, exponemos en la tabla 2 los cuartiles 0,, O, {mediana) y (,, tanto
los estimados a partir de las estimaciones de la funcién de distribucion, como los
valores poblacionales exactos. Como puede verse, 1a mejora en la estimacion de la
funcion de distribucion se traduce también en mejores estimaciones de los cuartiles.

Tabla 2: Valores reales v estimados pora O,
Procedimiento O, O, s

Estimado - MAS 230|360 |520
Estimado - MET 215 (255 |3
Poblacional 215 1245 1395









