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Una de las competencias del profesor de matematicas es mirar profesionalmente la Palabras clave: mirada profesional, trayectoria
ensenanza-aprendizaje de las matematicas. En este trabajo se presentan las caracteristi- de aprendizaje, generalizacion lineal, aprendizaje
cas de esta competencia docente a partir de lo que los estudiantes para profesor pueden del profesor.

reconocer como evidencias de la progresion conceptual del proceso de generalizacion.

Looking at mathematics learning professionally: An example of mastering

generalisations
One of the competences of mathematics teachers is to look at mathematics tea- Keywords: professional insight, learning path-
ching and learning professionally. This paper sets out the characteristics of this com- way, linear generalisation, teacher’s learning.

petence based on what trainee teachers can recognise as evidence of conceptual
progression in the process of generalisation.

B Mirar profesionalmente 2. Describir los aspectos observados.
el pensamiento matematico 3. Reconocer posibles alternativas de accién.
de los estudiantes 4. Validar lo observado intentando que los
otros reconozcan lo que ha sido descrito o
Las investigaciones sobre el desarrollo profesio- sugerido.
nal del profesor de matematicas han subrayado la
importancia de la competencia docente, una Identificar lo que puede ser relevante para el
mirada profesional de la ensefianza-aprendizaje aprendizaje de la matemdticas en una situacion
de las matematicas (Mason, 2002). Esta compe- de aula conlleva usar el conocimiento sobre el
tencia ha sido conceptualizada por diversos auto- contexto para razonar sobre las interacciones en
res, pero la idea comun que subyace es interpre- el aula, y realizar conexiones entre sucesos espe-
tar situaciones complejas en el contexto del aula. cificos del aula y principios e ideas mas generales
Mason (2002) indica algunas caracteristicas de sobre la ensefianza-aprendizaje (Van Es y Sherin,
esta competencia docente: 2002).
1. Identificar lo que puede ser considerado re- Esta conceptualizacion de esta competencia
levante teniendo en cuenta un cierto objeti- docente pone de manifiesto la importancia de los
vo que guia la observacién. referentes que debe tener un profesor para ser
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El proceso de generalizacion

Identificar lo que puede ser relevante para el
aprendizaje de las matematicas conlleva usar
el conocimiento sobre el contexto para
razonar sobre las interacciones en el aula'y
realizar conexiones entre sucesos especificos
del aula y principios e ideas mas generales
sobre la ensefanza-aprendizaje

capaz de identificar lo que es relevante frente a lo
que no lo es, y dotarlo de sentido desde una
determinada perspectiva (interpretar). Esto pone
de relieve el papel que puede desempenar el
conocimiento de matemdticas y de didactica de
las matematicas de los profesores para desenca-
denar con éxito estos dos mecanismos cogniti-
vos, identificar e interpretar. Lo que es importan-
te desde esta perspectiva, en el caso de la compe-
tencia de mirar profesionalmente el aprendizaje
de las matematicas, es el papel que debe desem-
pefar el conocimiento que las investigaciones
han podido reunir sobre las caracteristicas de
como los estudiantes progresan conceptualmen-
te en su comprensién de los conceptos y procesos
matematicos. Este es el sentido que se da cuando
se indica que mirar profesionalmente implica
realizar conexiones entre los sucesos especificos
del aula y principios e ideas mas generales. Esta
conexiéon pone de relieve el papel del conoci-
miento de matematicas para ensefiar y del cono-
cimiento sobre los estudiantes que debe poseer
un profesor, desde la perspectiva de conocer y
saber usar el conocimiento en situaciones especi-
ficas (Llinares, 2009). El indicar como una carac-
teristica de la competencia docente el ser capaz
de relacionar las evidencias del aula con ideas
mas generales que subyacen a la idea de interpre-
tar y dar sentido a lo que se observa conlleva la
idea de que la ensefianza es una profesion.
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Las investigaciones estan mostrando que
esta competencia se puede desarrollar en los pro-
gramas de formacion de profesores. Una caracte-
ristica del desarrollo de esta competencia en los
estudiantes para profesor se pone de manifiesto
cuando estos, ante situaciones de aula especifi-
cas, se trasladan desde descripciones de lo que
ven a respuestas mds analiticas que consideren
evidencias en relacion a ideas y conocimiento de
didactica de las matematicas centrado en las
caracteristicas de como los estudiantes llegan a
comprender las matematicas que estdn apren-
diendo (Llinares, 2013).

Una particularizaciéon de esta situacion se
da cuando los futuros profesores describen las
estrategias seguidas por los estudiantes identifi-
cando los elementos matematicos importantes;
interpretan la comprension de los estudiantes
evidenciandola desde estas estrategias, y, poste-
riormente, pudiendo llegar a tomar decisiones de
accion para ayudar al estudiante a progresar en
su comprension (Jacobs, Lamb y Phillipp, 2010).
Esta manera de entender la competencia mirar
profesionalmente subraya el hecho de que la
interpretacion es una manera de entender como
el profesor usa su conocimiento en la realizacion
de las tareas profesionales (Llinares, 2012). En
este caso en particular, en la tarea profesional de
reconocer evidencias de la comprension mate-
matica de los estudiantes para tomar decisiones
de accion pertinentes, centradas en que los estu-
diantes progresen en su comprension.

B Aprender a mirar
profesionalmente el pensamiento
matematico de los estudiantes
y las trayectorias de aprendizaje

La referencia a la conexion entre las evidencias
de los sucesos de la ensefianza-aprendizaje de las
matematicas y el conocimiento que hayan podi-
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do reunir las investigaciones sobre el aprendizaje
de las matematicas, que da forma a la idea de
interpretacion desde un punto de vista profesio-
nal (es decir, la ensefianza de las matematicas es
una profesidn porque existe un conocimiento
especifico que es necesario para realizar con
éxito las actividades que la conforman), hace
explicita la necesidad de considerar referencias
que puedan usar los profesores para interpretar
las evidencias del aula. Una idea importante que
se vincula a esta situacion es la de trayectoria de
aprendizaje de conceptos y procesos matemati-
cos especificos.

Una trayectoria de aprendizaje aporta
informacién sobre cémo los aprendices progre-
san desde formas de pensar menos sofisticadas a
mas sofisticadas. En educacion matematica exis-
ten muchas definiciones de trayectoria de apren-
dizaje (Clements y Saraman, 2004, 2009; Simon,
1995). Nosotros vamos a entender por trayecto-
ria de aprendizaje un camino hipotético por el
que los aprendices pueden progresar en su
aprendizaje con informacion generada desde los
resultados de las investigaciones sobre como los
estudiantes aprenden matematicas. Para que el
profesor pueda ayudar al estudiante a progresar
desde una posicioén inicial hacia un conocimien-
to mds sofisticado, es clave llegar a identificar las
transiciones que son esenciales para el progreso
de los estudiantes. Esta idea pone de relieve que
el conocimiento de los futuros profesores de las

Para que el profesor pueda ayudar al
estudiante a progresar hacia un
conocimiento mas sofisticado, es clave
llegar a identificar las transiciones que
son esenciales para el progreso de los
estudiantes
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trayectorias de aprendizaje y de las transiciones
criticas que son esenciales para el progreso de los
estudiantes se convierte en un conocimiento
sobre el aprendizaje de los estudiantes que
forma parte del conocimiento de matematicas
para ensefiar; conocimiento especializado para
realizar las actividades vinculadas a la ensefianza
de las matematicas. Este conocimiento es el que
funciona como referente para poder reconocer
evidencias de la comprension matematica de los
estudiantes, para interpretar dichas evidencias y,
finalmente, para seleccionar las tareas que pue-
den apoyar el desarrollo cognitivo de los apren-
dices. Como consecuencia, para cada dominio
matematico, se deben identificar las caracteristi-
cas de la comprension matemdtica de los estu-
diantes en forma de trayectoria de aprendizaje.
En el apartado siguiente, mostramos lo que
puede significar esta competencia en el dominio
especifico de la generalizacion lineal.

B Una trayectoria de aprendizaje
de la generalizacion lineal

Los problemas de generalizacién lineal son pro-
blemas de sucesiones de figuras donde la regla
que relaciona la posicién de un término con el
nimero de elementos que componen la figura es
una funcién afin, f(n) = an + b, con b # 0. Un
ejemplo de este tipo de problemas lo mostramos
en la imagen 1 (Callejo y Zapatera, 2014).

En estos problemas, las cuestiones que pue-
den ser resueltas paso a paso a través de un dibu-
jo, o contando, son cuestiones de generalizacion
cercana (cuestiones 1y 2 del problema de la ima-
gen 1), y las que dificilmente pueden resolverse
paso a paso, por ejemplo, obtener el término 100
de una sucesion, son de generalizaciéon lejana
(cuestion 3 de la imagen 1, en la pagina siguiente)
(Stacey, 1989). Ademis, en el problema que mos-
tramos como ejemplo en la imagen 1, las cuestio-
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Problema 1

(bolas) y segmentos (palos):

Las tres figuras siguientes son los primeros términos de una sucesion donde los cuadrados estan formados por puntos

Figura 1

Ll N b

Figura 2

¢ Cuantos palos y bolas se necesitan para construir la figura 47

¢ Cuéantos palos y bolas se necesitan para construir la figura 6?

¢ Cuéantos palos y bolas se necesitan para construir la figura 207

Busca una regla general que relacione el nimero de la figura y el nimero de bolas.
Busca una regla general que relacione el nimero de la figura y el nimero de palos.

Figura 3

Imagen 1. Problema de generalizacion lineal

nes 4y 5 piden expresar la regla general, ya sea en

forma verbal o algebraica.

Las estrategias utilizadas en estos problemas
por los estudiantes de educacién secundaria se
apoyan en diferentes niveles de desarrollo de la
comprension de estos sobre como manejar la gene-
ralidad y de qué manera poder dar cuenta de ella
de manera simbdlica, apoyada en el reconoci-
miento de las relaciones funcionales o inductivas
del patrén de crecimiento representado. Las
estrategias usadas por los estudiantes que ponen
de manifiesto estos diferentes niveles de desarro-
llo son:

o Estrategias aditivas o recursivas, en las que
el estudiante observa una relaciéon escalar:
cada término aumenta en una diferencia
constante

o Estrategias funcionales, donde el estudiante
identifica la relacion existente entre el lugar
que ocupa un término especifico de la suce-
sién o un término cualquiera y el nimero de
elementos que lo componen. Cuando el es-
tudiante identifica el patrén funcional y lo
intenta representar descomponiendo la fi-
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gura en partes para calcular el nimero de
elementos que la forman, denominamos a
esta estrategia método directo (English y
Warren, 1998; Stacey, 1989). Sin embargo,
otro tipo de estrategia utilizada ampliamen-
te por los estudiantes es el razonamiento
proporcional, usando la relaciéon f(n) = dn,
siendo d la diferencia entre términos conse-
cutivos, este tipo de estrategia es incorrecta
cuando la relacion no es lineal (del tipo f{x)
=ax+bconb=0).

Radford (2008) considera que el proceso de
generalizacion en tareas de identificar patrones
en una sucesion implica: tomar conciencia de
una propiedad comun, generalizar dicha propie-
dad a todos los términos de la sucesion y usar esa
propiedad comun a fin de encontrar una regla
que permita calcular directamente cualquier tér-
mino de la sucesion. Las investigaciones sobre
cémo los estudiantes llegan a usar estas caracte-
risticas proporcionan informacién para generar
trayectorias de aprendizaje del proceso de gene-
ralizaciéon que los profesores pueden tener en
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cuenta. Asi, por ejemplo, Garcia-Cruz y Marti-

nén (1998) identificaron tres niveles de la com-

prension de la generalizacién en estudiantes de
secundaria, cuando resuelven problemas de gene-
ralizacién lineal, que venian evidenciados por:

o Realizar una actividad procedimental, carac-
terizada por que los estudiantes reconocen
el cardcter iterativo o recursivo del modelo
lineal, lo que se traduce en hacer un recuen-
to o afiadir la diferencia constante.

o Realizar una generalizacién local, caracteri-
zada por que los estudiantes hacen uso de
una regla para realizar un calculo especifico

o Realizar una generalizacién global cuando
los estudiantes transforman la regla usada
en tareas anteriores en un objeto que se apli-
ca en nuevas situaciones.

Teniendo en cuenta la caracterizaciéon de
Radford (2008) y los niveles de generalizaciéon
propuestos por Garcia-Cruz y Martindn
(1998), es posible definir una trayectoria de
aprendizaje para los estudiantes de secundaria
del proceso de generalizacién lineal. En esta
trayectoria, en un primer momento, los estu-
diantes no coordinan la estructura espacial o la
numérica (o ambas) y no son capaces de identi-
ficar una propiedad comun y, por tanto, no

En la trayectoria de aprendizaje de la
generalizacion lineal existen dos
transiciones criticas: la identificacion
de una propiedad comun y el paso de
una estrategia recursiva a una
estrategia funcional

reconocen el caracter iterativo o recursivo del
modelo lineal. En un segundo momento, los
estudiantes podrian utilizar estrategias recursi-
vas o aditivas en los apartados de generaliza-
cién cercana y lejana, realizando un conteo o
dibujo e identificando la diferencia constante.
Por ultimo, los estudiantes pasan de la estrate-
gia aditiva a la multiplicativa (estrategia funcio-
nal) identificando la constante de crecimiento
o utilizando un método directo mediante la
descomposicién de la figura.

En esta trayectoria de aprendizaje represen-
tada en el cuadro 1, hay dos transiciones criticas:
1. La identificacion de una propiedad comun

(ya sea la diferencia constante o la constante

de crecimiento)

2. Elpaso de una estrategia recursiva a una es-
trategia funcional (por tanto, el paso de las
estrategias aditivas a las multiplicativas).

Identifican
dentif constante
. |dentifican I .
e No coordinan la dif , dentifican la diferen- de crecimiento: Utilizan estrateqias
estructura espacial o EREs - estrategia 9
P constantes da constante : multiplicativas
la numérica (o - g funcional o
b - 3 °* Utilizan estrategias utilizando la constante
ambas) recursivas o aditivas NG i
* No ’|dent!f|can el realizando un conteo o el método directo
caracter iteractivo o dibujo en la
generalizacién T

|dentifican constante de crecimiento

Cuadro 1. Trayectoria de aprendizaje definida
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Esta trayectoria de aprendizaje, sintesis del
conocimiento proporcionado por las investiga-
ciones sobre la progresién conceptual de los
estudiantes de educacion secundaria, relativa a
su comprension de los procesos de generaliza-
cion lineal, es el referente para los procesos de
identificacion e interpretacion de las evidencias
de la comprension de los estudiantes.

A continuacion, se describen algunas carac-
teristicas del desarrollo de la competencia docen-
te del profesor relativa a mirar profesionalmente
las situaciones de ensefianza centrada en este
dominio.

B Como muestran los futuros
profesores evidencias
de la comprension del proceso de
generalizacion en los estudiantes
de secundaria

A un grupo de estudiantes para profesor se le
present6 una tarea formada por la respuesta de
cinco estudiantes de educacién secundaria a un
problema de generalizacién lineal (problema de
la imagen 1) (figura 3).

El hecho de presentar en la tarea las res-
puestas de varios estudiantes tiene como objetivo
ayudar a los futuros profesores a identificar las
diferentes caracteristicas de la trayectoria de
aprendizaje y las transiciones criticas en esa tra-
yectoria.

Los futuros profesores debian contestar a
dos cuestiones que inciden en las destrezas de
la competencia docente mirar profesional-
mente el pensamiento matematico de los estu-
diantes:

o Describe como cada estudiante resuelve el
problema identificando elementos matema-
ticos del proceso de generalizacion e identi-
ficando dificultades.
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o Identifica caracteristicas de la comprension
del proceso de generalizacion en cada uno
de los estudiantes.

La primera cuestién incide en que los futu-
ros profesores describan de manera detallada
(identificando las estrategias y elementos mate-
maticos importantes del proceso de generaliza-
cion) las respuestas de los estudiantes. La
segunda cuestion incide en que los futuros pro-
fesores identifiquen caracteristicas de la com-
prension.

Las respuestas de los estudiantes de secun-
daria presentan caracteristicas que son diferentes
evidencias del desarrollo conceptual de los estu-
diantes en relacion a la comprension de la gene-
ralizacion lineal (imagen 2):

o Carlos no coordina ni la estructura espacial
ni la numérica (primer momento de la tra-
yectoria).

o Daniel utiliza un método recursivo para la
generalizacion cercana usando este mismo
método en la generalizacion lejana sin tener
éxito en la busqueda de la regla general (se-
gundo momento de la trayectoria).

«  Fernando utiliza un método recursivo en la
generalizacién cercana e intenta encontrar
una relacién funcional para la generaliza-
cion lejana sin éxito, aplicando una estrate-
gia incorrecta basada en el razonamiento
proporcional (una de las dificultades identi-
ficadas en la literatura).

o Beatriz y Elena pasan de una estrategia re-
cursiva a una funcional en la generalizacién
cercana. Beatriz identifica la constante de
crecimiento y Elena utiliza un método di-
recto basado en la descomposicion de la fi-
gura (tercer momento de la trayectoria).

Algunos estudiantes para profesor propor-
cionan comentarios generales para describir la
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Problema 1

segmentos (palos):

Las tres figuras siguientes son los primeros términos de una sucesion donde los cuad

estanf dos por puntos (bolas) y

Figura 1

Figura 2

Figura 3

1. ¢Cudantos palos y bolas se necesitan para construir lafigura 47

2. ¢Cuéntos palos y bolas se necesitan para construir lafigura 67

3. ¢Cuéntos palos y bolas se necesitan para construir |a figura 20?

4. Busca una regla general que relacione el nimero de lafigura y el numero de bolas.

Busca una regla general que relacione el numero de lafigura y el numero de palos.
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Imagen 2. Tarea
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comprension de los estudiantes solo teniendo en
cuenta si el estudiante de secundaria ha llegado a
una férmula general (respuestas de Beatriz y
Elena) o no (respuestas de Daniel, Carlos y Fer-
nando). Un ejemplo de una respuesta de este tipo
seria la siguiente:'

Beatriz y Elena generalizan correctamente.
Daniel, Carlos y Fernando intuyen la idea de
generalizacién en sus explicaciones pero se
equivocan al observar cudl es el patrén de creci-
miento.

Otros estudiantes para profesor realizan
simplemente una descripcion de las respuestas
sin realizar inferencias sobre la comprension del
estudiante del proceso de generalizacion.

Por ejemplo algunos de ellos identifican si
los estudiantes han reconocido el caracter
recursivo del modelo lineal (Elena, Beatriz,
Daniel y Fernando) o si no lo han reconocido
(Carlos):

Elena, Beatriz, Daniel y Fernando intentan ave-
riguar de dénde partimos y, a partir de ahi,
intentan averiguar el niimero de la figura con el
incremento de los elementos, es decir, realizan
una adiciéon de elementos respecto un patron
inicial.

Carlos tiene problemas de establecer las sucesio-
nes de elementos.

Sin embargo, hay estudiantes para profe-
sor que identifican los elementos criticos (tran-
siciones criticas en la trayectoria de aprendiza-
je, paso de las estrategias recursivas a las fun-
cionales e identificacién de la diferencia cons-
tante) y aportan evidencias para apoyar sus
inferencias relativas a la comprensién del pro-
ceso de generalizaciéon de los estudiantes (su
interpretacion).
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Estos futuros profesores se fijan en si los
alumnos de secundaria han dado el salto de
una estrategia aditiva a una funcional, aunque
el intento fuese fallido o erréneo. También
destacan a Carlos porque resuelve el problema
sin prestar atencion a la sucesion (es decir, sin
tener en cuenta la estructura numérica y espa-
cial):

Beatriz y Elena resuelven correctamente el pro-
blema si son figuras que se pueden visualizar y
luego generalizan correctamente mediante una
formula.

Fernando resuelve el problema correctamente si
son figuras que se pueden representar y, por
tanto, observar visualmente, pero, a la hora de
generalizar, no presta atencion a que en el pro-
blema hay palos y bolas comunes para todas las
figuras; en consecuencia, hay elementos conta-
dos dos veces, es decir, no llega a generalizar
correctamente.

Daniel y Carlos no intentan generalizar a través
de ninguna férmula. Carlos resuelve el proble-
ma sin prestar atencion a que es una sucesion'y,
en consecuencia, hace cosas sin sentido. Daniel
resuelve el problema correctamente si son
figuras que se pueden representar y, por tanto,
observa visualmente.

Considero que la diferencia entre Daniel-
Carlos y Fernando es que este tiltimo al menos
ha intentado generalizar aunque no haya teni-
do éxito.

B Comentarios finales

Las investigaciones estain mostrando que el des-
arrollo de la competencia docente «mirar profe-
sionalmente» el pensamiento matematico de los
estudiantes en relacién a la comprension de la
generalizacion lineal no es uniforme y depende
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El desarrollo de la competencia
docente «mirar profesionalmente» el
pensamiento matematico de los
estudiantes en relacion a la
comprension de la generalizacion
lineal no es uniforme y depende de la
manera en la que los elementos
matematicos clave son usados para
describir las estrategias utilizadas

de la manera en la que los elementos matemati-
cos clave (transiciones) que configuran la trayec-
toria de aprendizaje del topico especifico son
usados para describir las estrategias utilizadas
por los estudiantes.

Actividades especificas, como la mostrada
anteriormente, pueden ser empleadas en los
entornos de aprendizaje diseados para los pro-
gramas de formacion que tienen como objetivo el
desarrollo de esta competencia.

Estas actividades permiten a los futuros
profesores centrarse en las caracteristicas de la
trayectoria de aprendizaje y en los elementos cri-
ticos de las transiciones como elementos signifi-
cativos para reconocer evidencias en las activida-
des de los estudiantes que puedan ser considera-
das relevantes para realizar inferencias en rela-
cién a su comprension.

Notas

*  AGRADECIMIENTOS: Esta investigacion ha reci-
bido el apoyo del Proyecto I+D+i EDU2011-
27288 del Ministerio de Ciencia e Innovacién
de Espana y del Proyecto para grupos de
investigacion emergentes GV/2014/075 de la
Conselleria de Educacién, Cultura y Deporte

de la Generalitat Valenciana.

1. Las cursivas son nuestras.
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