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Uno de los topicos del analisis matematico que mas dificultades muestran a los
estudiantes de bachillerato y primeros cursos universitarios es‘el concepto de
derivada. En este trabajo, se presenta una tarea analizada desde las caracteristicas
propias de este concepto matematico, con el propésito de ayudar al profesor a
centrar su atenciénen los aspectos ‘matematicos relevantes para que el estudiante

alcance niveles e comprension de dicho concepto.
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1 concepto de derivada, es

sin lugar a dudas, una de

las nociones fundamenta-

les de cualquier curso de
analisis matematico. Su importan-
cia se ve reflejada en su inclusion
en el curriculo de bachillerato de
diferentes especialidades y en los
primeros cursos de carreras uni-
versitarias. Artigue (1995) plantea
que la ensenanza tradicional de
los conceptos relevantes de analisis
matematico se centra, mayorita-
riamente, en una practica procedi-
mental, basada en la resolucion de
problemas con célculos algoritmi-
cos. Este hecho ha tenido y tiene
graves consecuencias en la com-
prension del concepto de derivada
por parte de los estudiantes.

Las dificultades y carencias cons-
tatadas en la comprension este
concepto se hacen mas evidentes
cuando la resolucién de proble-
mas requiere el uso del significa-
do de la derivada, ya sea a través
de su expresion analitica, como
limite del cociente incremental, o
de su interpretacién geométrica,
como pendiente de la recta tan-
gente. Los resultados de investi-
gaciones sobre el aprendizaje y la
ensefianza de la derivada revelan
que, para favorecer niveles altos
de comprension del concepto,
es fundamental que el disefio
de ensefianza esté basado en la
resolucion de tareas que requie-
ran del uso del significado de la
derivada en distintos modos de
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representacién y las conversio-
nes entre ellos (Garcia, Llinares
y Sénchez-Matamoros, 2011;
Badillo, Azcarate y Font, 2011).

UNA APROXIMACION

A LA COMPRENSION DEL
CONCEPTO DE DERIVADA
DESDE LA TEORIA APOE

Debido a la importancia del con-
cepto de derivada y a las dificulta-
des presentes en su comprension,
se han realizado numerosas inves-
tigaciones que abordan la proble-
matica desde diversos enfoques
tedricos. Uno de ellos es la teo-
ria APOE (Arnon y otros, 2014).
Tomando en consideracion las
ideas de APOE se asume que la
comprensiéon de un concepto
matematico por parte de un estu-
diante se desarrolla a través de un
esquema. Un esquema es conside-
rado como una estructura mate-
matica formada por los elementos
matemdticos y las relaciones que
se establecen entre ellos, y puede
ser evocado en la resolucion de
un problema (Garcia, Llinares y
Séanchez-Matamoros, 2011)

La comprension
de un concepto
matematico por parte
de un estudiante se
desarrolla a través de
un esquema
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En relacién al esquema de la deri-
vada, la teorfa APOE plantea que el
esquema crece y se desarrolla pasan-
do por tres niveles de comprension,
intra-inter-trans, que se suceden
segun un orden fijo y se caracteri-
zan por el grado de construcciéon
de relaciones entre los elementos
matematicos constitutivos del con-
cepto de derivada. Los elementos
matematicos, segun Garcia, Llinares
y Sanchez-Matamoros (2011), son
de distinta naturaleza y se configu-
ran atendiendo tanto a los modos de
representacion (analitico y grafico)
como al caracter de dichos elemen-
tos (puntual y global). Los elementos
matematicos puntuales son los que
hacen referencia a una propiedad
especifica en un punto. Los elemen-
tos matematicos globales correspon-
den a una propiedad en un intervalo.
Asi, para caracterizar el esquema
de la derivada es necesario conside-
rar los elementos matematicos, los
modos de representacion y las rela-
ciones entre dichos elementos.

Trigueros (2005) considera que
niveles altos de comprension estan
asociados a la coherencia del estu-
diante en el uso del esquema cuan-
do resuelven problemas. En este
sentido, considera que el estudian-
te muestra coherencia del esquema
cuando es capaz de decidir qué
problemas pueden resolverse utili-
zando el esquema y cudles no.

Los profesores, en ocasiones, tie-
nen la idea de que la construccion
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de las relaciones entre los elemen-
tos matematicos que conforman el
concepto de derivada emerge de
manera espontdnea; es decir, sin
que se promueva explicitamente la
reflexion por parte del profesor. Sin
embargo, los resultados de investi-
gaciones sobre la comprension de
dicho concepto muestran su com-
plejidad y la necesidad de crear
situaciones de enseflanza donde
se promueva la construccion de
estas relaciones (Garcia, Llinares y
Sanchez-Matamoros, 2011).

Atendiendo al desarrollo de niveles
altos de comprension de la deri-
vada, la tarea que analizamos a
continuaciéon forma parte de una
secuencia de enseflanza, basada en
investigaciones previas (Garcia,
Llinares y Sdnchez-Matamoros,
2011), que requieren el uso cohe-
rente de las relaciones entre los ele-
mentos matematicos en distintos
modos de representacion y las con-
versiones entre ellos. Los elemen-
tos matematicos presentes en los
procesos de resolucion de dichas
tareas se esbozan en el cuadro 1.

ANALISIS DE UNA TAREA

La tarea que se muestra a conti-
nuacién con enunciado en modo
grifico (cuadro 2), consiste en
construir la grafica de f a par-
tir de la grafica de f°. La grafica
de f* contempla varios cambios de
signo, crecimiento, ceros, pun-
tos de tangencia horizontal y un
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1. Si f(a)=0 , entonces en x=a existe un maximo, un minimo o un punto de

inflexién de f

2. Sif es continua en x=a, y f tiene un cambio de curvatura en x=a entonces en (a

(a, f'(a)) existe un punto de inflexién

o Ul bW

. Sif>0 en un intervalo 7, entonces f es estrictamente creciente en I

. Si f/<0 en un intervalo 7, entonces f es estrictamente decreciente en /
. Si >0 en un intervalo 7, entonces f es convexa en I

. Sif°<0 un intervalo en I, entonces f es coéncava en [

Cuadro 1. Elementos matematicos puntuales y globales

punto anguloso. El objetivo de la
tarea es que se establezcan relacio-
nes entre elementos matematicos
que vinculan los ceros y valores
extremos de f con los valores
extremos y puntos de inflexion de
f(1y2,cuadro 1); el signo de con
la monotonia de f (3 y 4, cuadro
1); y el crecimiento de f con la
convexidad de f (5 y 6, cuadro 1).

Una posible resolucion
de la tarea usando
relaciones entre fy f°

Para esbozar la grafica de la fun-
cién f, un estudiante de bachille-
rato puede empezar realizando

un cambio de modo de repre-
sentacion (de grafico a analitico)
para obtener informacién sobre
la funcién. Considerar la posi-
cion relativa de la gréfica de f* con
respecto al eje X permite obtener
informacion global referente a la
monotonia de f; es decir, los inter-
valos en los que f” queda por enci-
ma del eje X se corresponden con
los intervalos donde f es estricta-

mente creciente, y viceversa (3 y 4,

cuadro 1). En la gréfica de la tarea,

la informacién obtenida a partir
de estos elementos es:

o f espositiva (f'>0) en los inter-
valos (-e0, 1), (3,4) y (4, + o) ,
por lo tanto f es estrictamente
creciente en dichos intervalos.

.1'

La figura muestra la grafica de la derivada de 1, esboza las posibles graficas de f

Cuadro 2. Enunciado de la tarea
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o f es negativa (f'<0) en los
intervalos (1,2) y (2,3), por lo
tanto f es estrictamente decre-
ciente en dichos intervalos.

El analizar los ceros de f* permi-

te obtener informacién puntual

sobre los posibles valores extre-

mos o puntos de inflexién de f (1,

cuadro 1). En la gréfica de la tarea,

la informacién obtenida a partir
de este elemento es:

o f tiene ceros en los puntos de
abscisa x=1, x=2, x=3 y x=4, por
lo tanto es probable que f tenga
un valor extremo o punto de
inflexion en dichos puntos.

El establecimiento de relaciones
entre los elementos matematicos
anteriores (1, 3 y 4, cuadro 1)
permite al estudiante considerar
que si f” tiene signos distintos a la
izquierda y a la derecha del punto
de abscisa x=a, entonces en x=a
existe un valor extremo de f, asi
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como asegurar que, en nuestro
caso, f tiene un maximo local en
x=1 y un minimo local en x=3.

Con la informacién proporciona-
da por los elementos mateméticos
1, 3 y 4 (cuadro 1), el estudiante
esbozard la grafica del cuadro 3
como una posible grafica de f. En
general, un estudiante de bachi-
llerato considerard que la grafica
realizada es correcta, aunque no
lo es, ya que no toma en conside-
racion el estudio de la curvatura
de f (vinculado a ) en los distintos
intervalos de su dominio.

Una posible resolucion
de la tarea usando
relaciones entre f, "y f”’

Para realizar el esbozo correc-
to de la grafica de f que pide la
tarea, el estudiante deberd inferir

el comportamiento de ' a partir

Cuadro 3. Esbozo de la gréfica de f considerando las relaciones entre f” y
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de la grafica de f° de la tarea. Los
elementos matematicos que dan
informacién sobre la curvatura
de f son aquellos que los vinculan
con el signo de f’; es decir: en
aquellos intervalos en los que [’
es positiva, la funcion es convexa
y viceversa (5 y 6, cuadro 1). Si el
estudiante quiere obtener infor-
macion sobre la curvatura de f,
tendrd que usar la informacién
proporcionada por la grafica de f".
Esto implica considerar f como
la derivada de f’ y establecer rela-
ciones entre ellas; es decir, en
aquellos intervalos en los que f” es
creciente se debe considerar que
f’>0y, por tanto, se corresponde
con intervalos en los que fes con-
vexa y, viceversa. En la grafica de
la tarea, la informacién obtenida a
partir de estos elementos es:

o [ es estrictamente decreciente

en los intervalos

263 )

luego <0, por lo tanto f es
céncava en dichos intervalos.

o f esestrictamente creciente en
los intervalos

(33)(E2) v

luego f’>0, por lo tanto f es
convexa en dichos intervalos.

De la informaciéon obtenida se
desprende que en los puntos de
abscisas

3 5 7
X=—, Xx=2,x=—,x=—
2 2 2
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Cuadro 4. Esbozo de la gréfica de f considerando las relaciones entre f, f'y

y x=4, hay cambios de curvatura
en la funcion f (2, cuadro 1), de lo
que se puede deducir:

o fposee puntos de inflexion en
3 3 5 5
GG e (3()

[%’f GD Y (4f4)).

De esta forma, y consideran-
do en conjunto la informacién
proporcionada por las relacio-
nes entre los distintos elementos
matematicos f, f y f’ podemos
establecer el siguiente esbozo de
la grafica de f que se muestra en
el cuadro 4.

Lo que permite al estudiante lle-
gar al esbozo correcto de la gra-
fica de f (cuadro 4) no es solo
el establecimiento de relaciones
entre f y f, sino que también
es fundamental coordinar dicha
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informacién con el estableci-
miento de relaciones entre f’ y
f. En esta tarea es fundamental
que los estudiantes observen que
para poder relacionar f con f,
debe analizarse necesariamente
qué sucede con la relacidon entre
f vf". Porlo tanto, debe conside-
rarse a f como una funciényaf”’
como su derivada. Es justamente
en la comprension de estas ulti-
mas relaciones en las que el pro-
fesor debe focalizar la atencién
de los estudiantes.

A MANERA
DE CONCLUSION

El analisis de esta tarea nos per-
mite inferir la importancia de
la gestién del profesor durante
la resolucién de tareas. El esta-
blecimiento de relaciones entre
los distintos elementos mate-
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maticos relacionados con f, f’
y f’ contribuye a que el estu-
diante consiga una comprensién
mayor del concepto de deriva-
da. Consideramos que es en la
comprension de las relaciones
entre f° y f’ donde el profesor
debe focalizar la atencion de los
estudiantes, ya que el comporta-
miento habitual del estudiante
se relaciona con la obtencién de
la mayor cantidad de informa-
cién de f a partir de f’; lo cual
provoca que las interpretaciones
de las implicaciones graficas y
analiticas con f’’ no sean com-
prendidas o tenidas en cuenta
en la resoluciéon de tareas por
parte de los estudiantes. Esto se
constata como un obstaculo para
la comprensién del concepto de
derivada en niveles superiores
de ensefianza.

La resolucion de este tipo de
tareas en el aula, gestionadas por
el profesor, contribuye a que se
alcancen unos niveles altos de
comprensiéon del concepto de
derivada. preguntas
complementarias al enunciado
durante la resolucion de la tarea
en el aula, como por ejemplo: a
partir de la grafica de f’, ;podrias
obtener alguna informacién adi-
cional sobre el comportamiento
de f’ ? se podrian plantear para
que el estudiante pudiera ver la
necesidad de considerar las rela-
ciones entre f‘yf’. <

Algunas
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