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Son muchas los motivos por los que se llega a escribir un libro de las caracteristicas del que
aqui se presenta. En nuestro caso, lo que nos ha guiado es el deseo de hacer participes a los
posibles lectores de todo lo que ha supuesto en nuestro caso el proceso del desarrollo de una

investigacion en el campo de la Educacion Matematica.

En este proceso, nunca nos hemos sentido solos. Hemos contado con personas que han sabido
iniciarnos, orientarnos y guiarnos, en especial Mercedes Garcia Blanco y Salvador Llinares

Ciscar.

En el trabajo compartido, se ha identificado un problema de investigacion relevante, se ha
seleccionado un referente teorico pertinente para abordar dicha problemdtica, y se ha
elaborado un disefio metodologico coherente con los planteamientos teoricosy adecuados para
responder a las preguntas de investigacion formuladas. Partiendo de una nocion concreta
como es la nocion de derivada, y contando como punto de partida con indudables avances que
otros investigadores en el campo han obtenido, en nuestro estudio se han obtenido unos
resultados sobre la explicacion de la practica que van mas alla de dicha nocion, y que nos han
permitido abordar la descripcion y explicacion de la prdctica del Profesor de Matematicas de

Ensefianza Secundaria y Bachillerato.

Junto a ello, hemos podido apreciar directamente la complejidad y esfuerzo que supone la
practica docente de los profesores que han participado en el estudio. Compartir con ellos los
momentos de duda e incertidumbre que implica colaborar en un trabajo de estas
caracteristicas, y que ellos supieron superar mostrando en todo momento una gran
disponibilidad, ha sido una parte importante de nuestro aprendizaje. Para ellos, nuestro
agradecimiento, que hacemos extensivo a los organismos que, con su ayuda, han hecho posible

la impresion de este libro.






A mis “ninias” M“ Teresa, Ana, y Miriam
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CAPITULO1






1.- Problema de investigacion José Maria Gavilan Izquierdo

CAPITULO I: PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.- INTRODUCCION

Schoenfeld (1999) en “Mirando al siglo 21: desafios de teoria y practica
educativa” caracteriza las areas de investigacion en las que se puedan efectuar
progresos teoricos y practicos en educacion, considerando que desde el punto de
vista educativo, es un reto para la investigacion en Educacion Matematica
intentar responder a:

Jcomo gestionan los profesores lo que ellos hacen “en linea'” en

la clase? (p. 7)

Para Schoenfeld (1999) este tipo de trabajos proporciona herramientas
para identificar practicas y conocimientos que respaldan deseados tipos de
ensefianza y para el analisis de formas de desarrollo profesional y su impacto.
Nuestra investigacion estd enfocada en la linea propuesta por Schoenfeld relativa

a investigar la practica del profesor.

1 . ..
“On line” en el original.
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Para formular nuestro problema de investigacion nos situamos en la
perspectiva general planteada por Simon y Tzur (1999) respecto a las
investigaciones sobre practica de profesores:

“Nuestra investigacion sobre la practica del profesor se centra
alrededor de la pregunta: ;Como intenta este profesor enserniar a
sus estudiantes matemdticas que van mas alla de lo que el
estudiante ya conoce? Elegimos este foco porque es de gran

alcance, razonablemente bien definido, y critico para comprender

el desarrollo de los profesores de matematicas.” (p. 257)

De acuerdo con estas dos propuestas, el problema de investigacion que nos
planteamos es el andlisis de la practica del profesor. Pretendemos analizar
aspectos de la practica del profesor de matematicas que favorece la construccion
de conocimiento en los estudiantes. Queremos describir la practica del profesor
desde la perspectiva de la construccion de conocimiento matematico que parece

potenciar en sus estudiantes.

Pensamos que la practica del profesor de matematicas esta vinculada a la
ensefianza y aprendizaje de temas matemadticos concretos. De ahi que

concretemos el tema objeto de nuestra investigacion en la nocidon de derivada.

Para llegar a esta formulacién del problema, las investigaciones en
Educacion Matematica relativas al profesor han recorrido un largo camino. En
este capitulo daremos una visién esquemadtica del mismo, desde las primeras
investigaciones sobre el profesor, hasta desembocar en las lineas actuales de
investigacion sobre el profesor y su practica. A continuacidon contextualizaremos
el contenido matematico de la derivada desde distintos puntos de vista que nos
parecen relevantes para el anlisis de la practica del profesor. Terminaremos con
la formulacion del problema de investigacion y como emprendemos el camino

para abordarlo.
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2.- APROXIMACION AL PROBLEMA. ANTECEDENTES

Desde hace afios las investigaciones en las que el centro de interés es el
profesor han ido recibiendo mayor atencidn. Se pretende de alguna forma obtener
informacion sobre el aprendizaje del profesor y el conocimiento y su practica con
vistas a conceptualizar el desarrollo profesional. Las investigaciones sobre
conocimiento y practica del profesor también conforman una agenda de

investigacion en el ambito de investigacion espafiol (Llinares, 1998).

En el marco de esta agenda de investigacion sobre conocimiento y practica
del profesor en Garcia (1997) se organizan las distintas formas de aproximarse
al problema del conocimiento del profesor y se indica en relacion al desarrollo
profesional que:

“La consideracion del trabajo del profesor como una profesion’,

lo que lleva a una preocupacion por el desarrollo profesional y
todos los aspectos ligados a la profesionalidad. La relacion

conocimiento accion estd en la base de esta perspectiva.” (p. 28)

Un rasgo que se manifiesta en las investigaciones sobre el conocimiento
y practica del profesor es una clara preocupacion por la mejora de los procesos
de formacion de profesores, una de las conclusiones de la revision de las
investigaciones llevada a cabo por Garcia (1997) es que:

“Una caracteristica, casi general, de las investigaciones sobre el

conocimiento del profesor de matemadaticas... es la preocupacion

por la formacion de profesores, aportando ideas o realizando

preguntas que de alguna forma contribuyan a la clarificacion del

campo.” (p. 97)

Respecto a la practica del profesor, un aspecto de esta agenda es

? Resaltado en el original.
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proporcionar datos sobre el conocimiento profesional y sus procesos de cambio
(componentes, estructura, uso, etc) (Llinares, 1998) y por tanto obtener mejoras
en los procesos de formacion. Como sefnalan Simon y Tzur (1999), para disefar
y llevar a cabo programas de formacion de profesores acordes con la reforma
escolar, los formadores necesitan investigaciones para comprender como se
produce el desarrollo desde una posicion tradicional hacia profesores que lleven

a cabo la reforma.

Para llegar a la situacion actual ha sido necesario recorrer un camino en
el que las investigaciones se dirigieron en un primer momento hacia la
caracterizacion del término “conocimiento profesional del profesor”. Los trabajos
de Shulman (1986) identificaron distintas componentes del conocimiento del
profesory dieron relevancia a la materia especifica objeto de ensefianza. Diversos
trabajos han recogido las ideas aportadas desde diferentes investigaciones.
Fennema y Loef (1992) proponen un modelo del conocimiento del profesor que
sobre los diferentes componentes funciona del siguiente modo: en un contexto
concreto, el conocimiento del contenido interacciona con el conocimiento
pedagdgico y las cogniciones de los estudiantes y en combinacion con las
creencias crea una forma de actuacion en clase. El conocimiento del profesor se
desarrolla a través de la practica de la ensefianza. La ensefianza es un proceso
dentro del cual se crea conocimiento. Todo ello en un contexto, interactuando con
las creencias del profesor y de este modo se crea un conocimiento que guia la
conducta del profesor en clase, para estos autores al abordar el conocimiento de

los profesores es imposible separar las creencias del conocimiento.

La importancia de las creencias queda reflejada ya en el trabajo de
Grossman et al. (1989) cuando incluyen entre las dimensiones del conocimiento
de la materia, que son relevantes para la ensefianza, las creencias sobre la materia
que tiene el profesor. Sobre la influencia del conocimiento y creencias en la

practica del profesor indica Thompson (1992):

4
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“Gracias a los estudios sobre pensamientos de profesores y de
toma de decisiones, los educadores reconocen ahora que como los
profesores interpretan y aplican el curriculum estd
significativamente influido por su conocimientoy creencias (Clark

& Peterson, 1986; Romberg & Carpenter, 1986)” (p. 128)

Lanaturaleza e integracion de las distintas componentes del conocimiento
profesional (Garcia 1997) nos plantea retos en la investigacion:

“Para terminar recordaremos algunos rasgos del conocimiento
profesional del profesor de matemadticas, entendiendo que se
informay se apoya en distintas y variadas areas: conocimiento de
matemdticas, de contenido pedagogico especifico de las
matematicas, del curriculum, etc, produciendose la integracion de

las informaciones procedentes de los mismos en las situaciones de
ensefianza, en las que el profesor esta obligado a adaptar su

conocimiento general a la condiciones concretas de la practica”

(p- 50)

Por tanto, es importante incluir analisis sobre la actividad que desarrollan
los profesores en el aula. De esta forma se empieza a estudiar la practica del
profesor, llegando a conformar una subproblemaética de investigacion interesada
en el problema de la gestion de la ensefianza/aprendizaje de las matematicas

(Llinares, 1998).

Desde otro punto de vista Schoenfeld (1999) indica que:
“Hemos alcanzado ahora el punto donde nosotros podemos
esperar comprenderla [lapréctical], y construir detallados modelos

de la misma.” (p. 19)

En sus trabajos sobre la practica se plantea como objetivo describir como
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y por qué los profesores toman determinadas decisiones y realizan determinadas
acciones cuando estdn en situaciones de clase. Es decir, comprender lo que los
profesores hacen en clase permitira delimitar una serie de componentes y un

mecanismo de funcionamiento de la practica (Schoenfeld, 1998 a, b).

Este interés por la practica de los profesores también queda claro en el
enfoque antropoldgico, aportado por la teoria antropoldgica de lo didactico
(Chevallard, 1999) que coloca la actividad matematica y su estudio en el campo
de las actividades humanas y de las instituciones sociales. Para este enfoque toda
actividad humana puede describirse con un modelo tUnico denominado
praxeologia. Para la teoria antropolodgica de lo didactico hay una modelizacion
del saber matematico a través de las praxeologias matemadticas y una
modelizacion del proceso de estudio de una obra matematica a través de los
momentos didacticos, el mismo modelo de praxeologia puede ser aplicado a la
actividad del profesor, en la que la actividad del profesor se puede describir como

director del proceso de estudio (Espinoza y Azcarate, 2000).

Para Simon y Tzur (1999), la practica de profesores es entendida del

siguiente modo:

“practica de profesores indica no solo todas las cosas que los
profesores hacen que contribuye a su enserianza (planificar,
evaluar, interactuar con los estudiantes) sino también todo lo que
los profesores piensan, conocen y creen sobre lo que ellos hacen.
Ademas las intuiciones, estrategias, valores y sentimientos de los
profesores sobre lo que ellos hacen son parte de su prdctica. De
este modo, vemos la practica del profesor como un conglomerado
que no puede ser entendido mirando las partes separadas del todo
(es decir, mirando solamente creencias o métodos de preguntar o

conocimiento matemdtico).” (p. 253-254)
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De esta forma la agenda de investigacion, en relacion a la practica del
profesor, tiene sus propios problemas de investigacion vinculados. Como indica
Llinares (1999), el foco de atencion se traslada a la practica en el aula y:

“nos permita dar cuenta de: (i) las regularidades en las

interacciones en el aula, (ii) del uso que el profesor hacia de los

problemas matematicos, modos de representacion, etc, en la
constitucion de los procesos interactivos de generacion de los
significados, (iii) el papel del profesor en la definicion de unas
determinadas practicas matematicas en el aula, y (iv) los procesos
reflexivos del profesor que ponian de manifiesto la compleja

relacion entre las creencias y la practica.” (p. 10)

De esta forma los trabajos de investigacion comienzan a centrarse en la
relacidn entre conocimiento profesional y practica instruccional del profesor de
matematicas de Secundaria, poniendo el foco de interés en la organizacion de
determinados topicos como objeto de ensefianza aprendizaje y lo que justifica
dicha organizacion (Escudero, 2003). Para esta autora el andlisis integrado de la
planificacion del profesor y de la gestion que el profesor realiza del contenido
matematico en el aula permite identificar claves para entender la relacion entre
conocimiento y la practica. Los resultados de su investigacion permiten entrever
el doble sentido de las implicaciones entre el conocimiento del profesor y las
caracteristicas de la practica desarrollada. Sin embargo, el papel relevante que
parece desempenar las concepciones del profesor y su forma de conocer los
conceptos matematicos en la caracterizacion de la practica del profesor, visto a
través de la arquitectura relacional® establecida en el aula y de la gestion
especifica del contenido matematico, ponen de manifiesto su importancia en
definir la practica. En este sentido indica que las diferencias en la arquitectura

relacional que puede ser identificada en la practica del profesor pueden explicarse

3“La arquitectura relacional del aula, entendida como acciones e interacciones que se dan entre
profesor, alumnos y un contenido especifico,” (Escudero, 2003, p. 31).
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por las concepciones sobre la ensefianza-aprendizaje mantenidas.

En esta direccion Artzt (1999) y Artzt y Armour-Thomas (1999) indican
que existe una clara relaciébn entre las cogniciones de los profesores
(conocimiento, creencias y fines) y su practica instruccional (tareas, entorno de
aprendizaje y discurso). Desde esta perspectiva proponen un modelo sobre
cogniciones y practica en la misma linea que el modelo de Schoenfeld y el grupo

de Berkeley, “Theory of Teaching-in-Contex”.

Por otra parte cada vez queda mas claro el papel primordial que juegan en
estas investigaciones los temas matematicos objeto de estudio. Llinares (2000 b)
indica que:

“La investigacion actual sobre las relaciones entre el

conocimiento del profesory la prdactica de enserianza ha puesto de

relieve la necesidad de llevar a cabo estudios que impliquen temas

especificos.” (p. 41)

Asi la agenda de investigacion en la que situamos nuestro trabajo tiene
como objetivo, entre otros, identificar elementos tedricos para modelar la
practica del profesor teniendo presente el papel primordial del contenido

matematico (Llinares, 2000 a).

3.- LA NOCION DE DERIVADA

El topico matematico involucrado en nuestra investigacion es la nocion
de derivada. En este apartado vamos a contextualizar lanocion de derivada desde
tres puntos de vista:

- curricular, nuestra investigacion se desarrolla en Primer Curso de

Bachillerato,

- matematico, y

- desde las investigaciones en Educacion Matematica.
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3.1.- La nocion de derivada en el curriculum de Bachillerato

La nocién de derivada aparece en el curriculum de Bachillerato entre los
contenidos recogidos en el Decreto 126/94 de 7 de junio, en el que se establecen
las ensefianzas de Bachillerato en nuestra comunidad auténoma. En dicho
decreto, el contenido de Analisis incluye:

“- Variacion instantdnea: concepto e interpretacion geométrica

y fisica de derivada de una funcion en un punto. Funcion derivada

como expresion del cambio de la funcion inicial. Utilizacion de

estos conceptos en la interpretacion de fenomenos.

- Concepto de diferencial como aproximacion del incremento de

una funcion. Interpretacion de la derivada como cociente de

diferenciales.

- Iniciacion al cadlculo de primitivas como proceso inverso a la

derivacion.” (p.109)

En la “Coleccion de Materiales Curriculares para el Bachillerato n® 22,
Mateméticas®’, Coriat y Martinez (1998) sefialan:
“El acercamiento al concepto de derivada se hara a través de la
“tasa de variacion media en un intervalo”, con ayuda de
fenomenos descritos por dependencias funcionales y su
representacion grafica. Dicha nocion es “insensible” al sentido
en que se recorre el intervalo, por eso resulta de gran ayuda en la
construccion intuitiva del concepto. Sucesivos “acortamientos”
del intervalo (desde sus extremos) conducen a preguntarse si
tendria sentido la tasa de variacion media “en un punto”,
considerar el limite de la expresion y nombrar “derivada” o
“numero derivada” de la funcion en el punto el nuevo objeto

matematico (cuando existe).

*La Direccion General de Evaluacion Educativa y Formacioén del Profesorado (Consejeria de
Educaciéon y Ciencia, Junta de Andalucia) estableci6 el encargo, condiciones y ambito del trabajo.
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El concepto de derivada no es facil, por eso conviene recorrer sus
etapas al ritmo de la evolucion de los conocimientos previos y
apoyandose en varias representaciones:

-tasa de variacion media en un intervalo -> derivada en un punto.
-pendiente de la secante entre los extremos del intervalo ->
pendiente de la tangente en el punto.

La funcion derivada se presenta como concepto, pero se aplica
exclusivamente a las funciones prototipos y operaciones sencillas
con ellas.

La iniciacion al cdlculo de primitivas como proceso inverso de la
derivacion abarca las funciones elementales... No es necesario
dar tablas de primitivas y en su lugar se aconseja el uso de tablas

de derivadas”. (pp. 30-31)

El Decreto 208/2002, de 23 de julio modifica el Decreto 126/1994,
estableciéndose el contenido para Matematicas I, en la introduccidn respecto al
bloque de “funciones y graficas”, se sefiala:

“conceptos fundamentales como el limite, la continuidad, la
derivabilidad, la integracion, deben ser tratados y manejados de
forma intuitiva antes de su formalizacion... Un ejemplo de esto es
el caso de la derivada. Se puede empezar con las distintas
aproximaciones a la pendiente de una curva, sin olvidar las de
estimar y medir sobre el papel, tratar los aspectos numéricos
(tablas, limites por aproximacion, cdlculo directo) y la vision
grdfica (zoom) con medios informaticos. A continuacion, se puede
generar la derivada punto a punto y reconocer las funciones
derivadas de las funciones elementales mas usuales, que ya

quedarian disponibles para su uso.” (p. 109)

En cuanto a los contenidos de Matematicas 1 se recogen en el nucleo
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tematico “Algebra y Anélisis”, entre otros contenidos y en relacién a la derivada:
“-Variacion instantdnea: concepto e interpretacion geométrica y
fisica de la derivada de una funcion en un punto.
-Funcion derivada. Definicion. Derivadas de las funciones

elementales.”(p. 111)

A partir de las indicaciones generales y los contenidos, la nocion de
derivada se plantea a partir de la derivada de una funcion en un punto, utilizando
tanto el significado grafico (tangentes, interpretacion geométrica) como analitico
(tablas, limites por aproximacion, variacion). Posteriormente se pasa a la funcion

derivada y al calculo de funciones derivadas.

3.2.- La nocion matematica de derivada

El concepto de derivada en matematicas es un concepto fundamental en
el calculo (Apostol, 1979), Kleiner (2001) senala que:

“La invencion (descubrimiento) es uno de los mayores logros

intelectuales de la civilizacion.... De hecho, las matemadticas como

nosotros las comprendemos hoy dia serian inconcebibles sin las

ideas del calculo” (p. 138)

Apostol (1979) define la derivada de una funcién en un punto ¢ como un

limite de la siguiente forma: para f definida en (a,b) vy

x)- f(c
c de(a,b)f’ (¢) = 1imM siempre que el limite exista. Fernandez
x—>c X—C

(1981) a partir de la funcion f(x) definida en I, considera el conjunto X definido
como {x el|3f’ (x)} , s1 X es no vacio, la funcion derivada viene definida
por: a cada x deX le hace corresponder f'(x). Para Apostol (1979) obtener f'a

partir de f se llama diferenciacion. Fernandez (1981) define un operador lineal

apartir de las derivadas de cualquier orden P(D): D’ es una aplicacioén que a cada
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funcion f le asocia su derivada de orden j: D’:f —» f”conj> 0, P(D) es un

polinomio en D. Por tanto desde este punto de vista en la nocion de derivada
aparecen los conceptos: derivada de una funcidn en un punto, funciéon derivada

y operador derivada (diferenciacion).

Para llegar a esta definicion de derivada ha sido necesario un largo
camino, que comienza en la Grecia clésica (con los primeros problemas de
tangentes y calculo de areas) y termina en el siglo XIX cuando se formula el
concepto en forma de limite con la definicion epsilon-delta. Hasta Newton y
Leibniz no se considera realmente el comienzo del céalculo. A continuacion

veremos brevemente el desarrollo historico de la derivada.

Desde el punto de vista historico, Alesandrov et al. (1988) sefialan que
hay varios tipos de problemas que llevaron a los conceptos del célculo
infinitesimal (derivadas e integrales), el problema de las tangentes y el problema
de las cuadraturas. Dentro de cada uno de estos tipos hay diferentes clases, asi
estan los problemas de movimientos, y los propiamente referidos a trazar la
tangente a una curva, entre los del primer tipo (derivadas) problemas de areas y
de volumenes entre los segundos (integrales). Para Gonzélez (1992) desde el
principio los problemas de diferenciacion se presentan no sélo a propdsito de

tangentes sino también de velocidades.

Sin entrar en un analisis exhaustivo de la nocion, estos problemas
relativos a tangentes y cuadraturas se venian abordando desde la antigiiedad
(Grecia clasica) pero lo que existia era una coleccion de métodos particulares,
no existian algoritmos generales (Katz, 1993). Disponer de métodos generales
para resolver estos problemas es una de las caracteristicas del calculo
infinitesimal, la otra caracteristica de la fundacion del calculo es la de tomar

conciencia de la reciprocidad entre el calculo de cuadraturas y la determinacion
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de tangentes y de su importancia (Duran, 1996; Katz, 1993).

Edwards (1979) sefiala que los trabajos de Arquimedes relativos a
tangentes de la espiral, son de los pocos trabajos de naturaleza “diferencial” en
la antigiiedad; a pesar de que también obtiene areas y volimenes no se le
considera descubridor del calculo ya que sus métodos no son suficientemente

generales y no relaciona los problemas de areas y tangentes.

Entre los predecesores de Newton y Leibniz podemos citar a Cavalieri
con sus indivisibles, a Descartes y Fermat. Fermat que introduce un método para
el calculo de maximos y minimos basado en la tangente a una curva,
denominado “adigualdades” consistente, esencialmente, en calcular la derivada
e igualar a 0 (Sean, 1994; Gonzélez, 1992). También hacen aportaciones por las
que son mas conocidos como es la geometria analitica, en la que la ecuacion
f(x,y)=0 es una curva, este descubrimiento jugara un papel importante en los

trabajos de Newton y Leibniz.

Para Kleiner (2001), Newton y Leibniz inventan el concepto general de
derivada e integral, reconocen la diferenciacion e integracion como operaciones
inversas, desarrollan notaciones y algoritmos que hacen del célculo un potente
instrumento computacional. La notacién de Lieibniz ha llegado hasta nuestros

dias, se siguen utilizando los diferenciales dx, dy, y el cociente dy/dx.

Newton parte de plantear el problema de calcular la velocidad (fluxion, x )
de un movimiento x (fluente), su notacidén pervive aun en los libros de fisica.
Newton calcula “fluxiones” de curvas dadas por f(x, y)=0, utilizando la idea de
momento infinitamente pequefio de tiempo (momento de un fluente) que se
describe como “razon ultima de las cantidades evanescentes”, de forma intuitiva
se corresponde con la idea de limite (Katz, 1993). Newton considera las

fluxiones de x e y de la siguiente forma:
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d. d x d
)'c:—x y——y:> la derzvadaﬁ——y

dt dt y dx

Newton llega a establecer el Teorema Fundamental del Calculo y hace
una aplicacion importante del mismo, calcula las areas por antidiferenciacion y

no mediante limites de sumas (Edwards, 1979).

Otra figura clave en el desarrollo del calculo tal y como lo conocemos hoy
es Euler, que introduce el concepto de funcidon y sobre el que se van a apoyar los
posteriores avances, hasta Euler la base del calculo son las curvas (f(x, y)=0).
Euler introduce formalmente el concepto de funcion como:

“Cualquier expresion analitica formada, de modo arbitrario, a

partir de una cantidad variable y de constantes ” (Kline, 1972, vol

1L, p. 539)

Euler también introduce la derivada mediante los cocientes a partir de
razones de incrementos evanescentes, para Euler las derivadas se obtienen con
cantidades infinitamente pequenas (diferenciales) que pueden considerarse 0 en
el limite. Por ejemplo, si y=x", entonces y =(x+dx)"=x"+nx""'dx+(dx)>... y por

tanto dy=y -y, puede despreciarse (dx)* en comparacion a dx (Katz, 1993).

En el siglo XVIII, se plantea la cuestion de los fundamentos del célculo
por las criticas a Newton y Euler. Para soslayar la “evanescencia de las razones
ultimas de Newton”, D"Alambert da una definicion de derivada mediante el
limite de cocientes incrementales, y no basada en cantidades “infinitamente
pequeiias” (Edwards, 1979), su definicion viene dada por dy/dx= lim (Ax-->0)

(Ay/Ax), aunque no define de manera precisa el limite (Edwards, 1979).

Lagrange en 1800 intenta dar fundamento al célculo sin referencias a
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infinitésimos, introduce la notacion de las derivadas y define la derivada
mediante el coeficiente de h en el desarrollo en serie de f(x+h) que puede
obtenerse para cualquier funciéon’. En su intento por fundamentar el calculo

pretende huir del limite y recurre a las series (Kleiner, 2001).

En el siglo XIX, Cauchy intenta dar rigor al andlisis definiendo el

concepto de limite, define la derivada de una funcion en un punto x como el

limite de la razon de diferencias VACERORN (x% cuando h es infinitamente

pequeiia. De la derivada de una funcidén en un punto pasa a definir una nueva

S+ h)- f(x)

funcion, para cada x se le asocia el limite de 5 -La definicion

basada en &-0 es propuesta por Weiertrass y se basa en las propiedades de los
numeros reales, y en este momento el fundamento del andlisis se aleja de la
geometria y se acerca a la aritmética “aritmetizacion del calculo” (Kleiner,

2001).

Actualmente la definicién de derivada que utilizamos viene dada a través

de un limite lim f(x+h)-f(x) pero la nocion de limite como hemos visto es
h
h—0

posterior a la de derivada, y se introduce en el siglo XIX con objeto de dar una

justificacion rigurosa al concepto derivada (Duran, 1996).

Por altimo comentaremos que la idea de integral fue muy intuitiva hasta
el siglo XIX, generalmente era la inversa de la derivada y permitia obtener areas
como limite de sumas, pero cuando se deben obtener integrales de funciones
discontinuas se aborda la necesidad de demostrar la existencia de integrales o

primitivas de funciones, el primero en plantearse el problema fue Cauchy, que

>Para Lagrange cualquier funcion es desarrollable en serie (Katz, 1993).

15



1.- Problema de investigacion José Maria Gavilan Izquierdo

da la primera definicion general y prueba la existencia para una clase de
funciones (Edwards, 1979). El primer contacto escolar con la integral se

denomina “Integral de Cauchy”.

3.3.- La derivada en las investigaciones en Educacion

Matematica

Las investigaciones sobre la ensefianza y aprendizaje del calculo® a partir
de los movimientos de reforma son recientes, hay algunas investigaciones sobre
logros de los estudiantes, sobre el estado de la instruccion del célculo, o la
influencia de experimentos no tradicionales de ensefianza del céalculo sobre el
aprendizaje de los estudiantes (Ganter y Jiroutek, 2000). El mayor impulso a
estas investigaciones sobre el calculo en la ensefianza post-secundaria (a partir
de los 16 afios) se ha dado en la ultima década ya que se considera que es un
componente fundamental del curriculum en dicho periodo educativo (Berry y
Nymanb, 2003). De manera mas concreta, aunque existe un “corpus”
relativamente amplio de investigaciones sobre aprendizaje y dificultades de los
estudiantes respecto a la nocion de derivada (Orton, 1983; Azcarate, 1990,
Ferrini-Mundy y Graham, 1994; Tall, 1996; Cottrill, 1999; Font, 1999; Zandieh
2000; Baker et al., 2000; Contreras et al., 2000; Giraldo et al., 2003; Sanchez-
Matamoros, 2004; Sanchez-Matamoros et al., prepublicacion), existen pocas
investigaciones centradas en los profesores en relacion a la nocion de derivada.
Entre estas investigaciones podemos distinguir aquellas relativas al conocimiento
del profesor sobre este concepto, y aquellas que investigan sobre la practica del

profesor.

Enrelacion al conocimiento de los profesores sobre la nocion de derivada

®Para caracterizar el calculo puede considerarse un listado de contenidos, pero podemos usar la
caracterizacion dada por Kleiner (2001) respecto a que “incluye tres elementos principales: un conjunto
dereglasy algoritmos (un “calculo”), una teoria que explica porque las reglas funcionan, y aplicaciones
(de la teoria y las reglas) a problemas fundamentales en ciencias” (p. 139).
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Stump (2001) se centra en el desarrollo en futuros profesores del conocimiento
de contenido pedagogico de la nocidn de pendiente, a partir de la propuesta de
Shulman (1986) sobre conocimiento del profesor. El progreso de los profesores
se aborda en las dos componentes del conocimiento de contenido pedagdgico
sobre la pendiente: conocimiento de las dificultades de los estudiantes y
conocimiento sobre las representaciones para la ensefianza. Esta investigacion
aporta como relevante la necesidad de los profesores de conocer diferentes
representaciones y las conexiones entre las mismas, ademas de la necesidad de
conocer y usar materiales curriculares no tradicionales para el desarrollo del

conocimiento de contenido pedagogico.

El estudio de Badillo (2003)" describe la naturaleza y estructura de las
formas de conocer el concepto derivada como objeto matematico y como objeto
de ensenanza y aprendizaje. Para Badillo (2003) el contenido matematico es una
restriccion institucional, observandose profesores en un nivel intra en el campo
algebraico y grafico, en relacién al contenido matematico como objeto de
ensefianzay aprendizaje y sefiala la presencia de confusion entre los objetos f'(a)
(derivada de una funcién en un punto) y f'(x) (funcion derivada), incluso en el
orden en el que se introducen en la ensefianza. Esta investigacion pretende
entender la practica profesional del profesor, en este punto:

“Las dificultades que tienen los profesores en la comprension de

los macro objetos f'(a) y f(x) se convierten en un obstdaculo para

poder hacer una transposicion de esos macro objetos Y,

posteriormente para la enserianza de los mismos, y les lleva en

muchos casos, a reproducir las confusiones y los errores de cara

a sus alumnos.” (p. 437)

En las investigaciones sobre la préactica del profesor abordando temas de

"Los sujetos de la investigacion son profesores de matematicas de Colombia.
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calculo con la derivada como foco podemos identificar dos grupos de
investigaciones. Un grupo de investigaciones son relativas al uso de las nuevas
tecnologias que generalmente se refieren al uso de programas de calculo
simbolico®, bien en ordenador o bien con calculadoras graficas; y otras
investigaciones sefialan el uso de problemas de aplicacion a ciencias del célculo,

introduciendolo a través de problemas, por ejemplo, de fisica.

Entre la investigaciones relativas a la practica del profesor y nuevas
tecnologias, Kendal y Stacey (2001 a, b) hacen un estudio sobre uso de software
en la ensefianza del célculo en relacion al concepto de derivada basado en
distintas representaciones (numéricas, grafica y simbolicas) y en las diferentes
“conexiones” entre ellas. Realizan un intento de clasificar las practicas de
ensefianza y relacionarla con el conocimiento y creencias de los profesores. Para
estas autoras:

“El conocimiento de los profesores del contenido tiene efectos

sobre la enseiianza y a su vez afecta al aprendizaje del

estudiante” (p. 360)

En su investigacion sobre la practica en la ensefianza del célculo se
centran en las elecciones del profesor sobre, aproximacion a la ensefianza,
énfasis en las representaciones (simbdlicas, graficas y numéricas y sus
conexiones), y el uso de nuevas tecnologias. Estas investigadoras clasifican
distintas aproximaciones a la ensefianza (estilos de ensefianza). Los estilos de
enseflanza se centran en los contenidos con énfasis en la realizacion de
procedimientos o en la comprension conceptual’. Para las autoras del estudio el
uso de nuevas tecnologias (en este caso Programas de Célculo Simbdlico,

utilizando la calculadora T1-92) ofrece mas aproximaciones a la ensefianza y por

$En inglés Computer Algebra System (CAS).
°Para una descripcion mas detallada de tipos de practicas puede consultarse Thompson (1992).
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tanto mayores variaciones entre la ensefianza y los resultados de aprendizaje que

pueden llegar a ser evidentes.

Otras investigaciones sobre la ensefianza del calculo y nuevas tecnologias
se han centrado en el uso de calculadoras graficas (Penglase y Arnold, 1996).
Realizan un revision de los aspectos pedagdgicos y consideran que como
cualquier herramienta debe tenerse en cuenta el uso que se hace de la misma.
Identifican las diferentes practicas de ensefianza que se presentan utilizando
calculadoras. Estos autores citan el trabajo de Jost (1992) que examiné las
practicas de profesores en relacion al uso de calculadoras graficas en temas de
calculo identificandose una correlacion entre como los profesores perciben el uso
de las calculadoras y la aproximacion a la ensefianza:

“Los profesores que percibian las calculadoras graficas como

una herramienta computacional tendian a resaltar fines

orientados al contenido y veian el aprendizaje como escuchar. Los

profesores que las veian como una herramienta instruccional se

centraban en fines de los estudiantes... , con estilos de ensenianza

guiados por la indagacion y con el foco del aprendizaje en los

estudiantes.” (p. 80)

Berry y Nymanb (2003) al revisar las investigaciones sobre la practica 'y
el uso de las tecnologias consideran las propuestas de Koirala (1997) de situar
la ensefianza del calculo para la comprension conceptual en la linea tedrica de
Skemp (1976) relativa a la comprension instrumental y relacional. Compara una
ensefianza tradicional y sus resultados y limitaciones:

“La manera tradicional de enserianza conduce a un aprendizaje

instrumental donde el profesor da reglas de derivacion e

integracion.... Una forma instrumental de ensefianza no produce

pensadores creativos con solidos fundamentos sobre los que

construir los conceptos... La enseiianza que desarrolla una
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comprension relacional no sodlo produce estudiantes con
conocimiento sobre qué hacer y como hacerlo sino que pueden
también explicar lo que estan haciendo y por qué” (Berry y

Nymanb, 2003, p. 484)

De esta manera Koirala (1997) de alguna forma “etiqueta” dos tipos de
ensefianza del célculo en funcion de la comprension que puede resultar en los

estudiantes a partir de la forma de actuar el profesor.

Aspinwall y Miller (2001) en una investigacion sobre el calculo'’, en el
que analizan un profesor de Calculo I en la universidad y el uso de los escritos
de los estudiantes, consideran que la ensefianza del profesor afecta a la
formacion de la imagen del concepto en el estudiante. Para ellos:

“Si un profesor da la definicion (es decir, el concepto) formal

para una funcion y trabaja con ella durante un periodo de tiempo

breve mientras a continuacion pasa a dedicar largos periodos de

tiempo con ejemplos dados por formulas, cada aprendiz puede

desarrollar una imagen del concepto restringida para dicha
nocion, incluyendo solamente formulas y la definicion del

concepto llega a estar inactiva en la estructura cognitiva.” (p.

90)

Segln estos investigadores, un aspecto importante de la ensefianza del
calculo es el uso de distintas representaciones, simbolicas, numéricas y
. 11 . . . ~
algebraicas'', e indican que los profesores experimentados sefialan que a veces

las tres representaciones son aprendidas de forma independiente entre si. Con

"Pendiente de las rectas tangentes a una funcién y 4rea bajo la curva de una funcioén.
"Hughes- Hallets et al. (1994) denominan esta situacion “regla de tres” , significa que siempre

que sea posible los temas deberian ser ensefiados graficamente y numéricamente como algebraicamente
(citado en Berry y Nyman, 2003).
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respecto a esto Aspinwall et al. (1997) consideran que la comprension
matematica incluye aspectos visuales pero que la comprension en los estudiantes
es generalmente algebraica y no visual, ya que se mantiene la creencia, tanto en
profesores como en estudiantes, de que hacer calculo es manipular simbolos y
numeros. Una de las conclusiones de su estudio (Aspinwall y Miller, 2001) es
que el paradigma instruccional deberia cambiar de profesor centrado en la

instruccion a estudiante centrado en la construccion de conocimiento.

Este grupo de investigaciones realizadas pone de manifiesto que un
aspecto a considerar en el analisis de distintas formas de practica del profesor
puede venir dado por el uso de diferentes sistemas de representacion y las
posibles conexiones entre ellos. Los diferentes usos de los sistemas de
representacion, apoyados a veces en la tecnologia, pueden ayudar a caracterizar
diferentes practicas del profesor y afectar a los resultados de aprendizaje de los

estudiantes.

Respecto al otro grupo de investigaciones sobre la practica, aquellas que
tienen en cuenta la relacién entre el calculo (relativos a la derivada) y sus
aplicaciones en ciencias, Foster y Taylor (2003) hacen un analisis exploratorio
sobre el papel de las habilidades de comunicacion en el aula entre el profesor y
los estudiantes (year 12'?) y entre los propios estudiantes cuando se tratan temas
de calculo (en concreto relativos a la nocidon de derivada, el calculo vectorial y
las nociones fisicas de velocidad y aceleracion). En el aula se disponia de
calculadoras graficas con algunas capacidades simbdlicas. Consideran que las
acciones del profesor, sus preguntas, peticion de argumentos y creacion de
oportunidades para intervenir son condiciones que permiten obtener resultados
positivos, su papel es el de facilitador. Para estos investigadores:

“El desafio en la enserianza es gestionar las acciones de clase de

?Bachillerato en el sistema educativo espaifiol.
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forma que la competencia [en habilidades comunicativas] puedan
emerger en todos los estudiantes... El ritmo de “pregunta del
profesor, replica de los estudiantes, respuesta del profesor” era
conocido/entendido al principio y anunciaba la indagacion

compartida ” (p. 66y 73)

Estos autores indican que la naturaleza de la tarea, las preguntas del
profesor y el uso de calculadoras graficas son aspectos claves para que los

estudiantes formulen y articulen sus propias ideas.

Schwalbach y Dosemagen (2000) centran su investigacion en la practica
de un profesor de Bachillerato que utilizaba ejemplos concretos de la clase de
ciencias (fisica) para crear entornos que permitieran a los estudiantes abstraer
nociones del calculo; utilizaba ejemplos de mecanica clasica, posicion, velocidad
y aceleracion para los conceptos de funcion, derivadas e integracion indefinida’’.
Para estos investigadores, la realizacion de conexiones entre el calculo y la fisica
puede producir una profunda comprension tanto del conocimiento semantico
como del conocimiento procedimental. Este mismo argumento es apoyado por
Azcarate (1990) que senala que el esquema conceptual de velocidad media puede
dar lugar a un esquema conceptual de tasa de variaciéon media y a partir de éste

llegar al esquema de variacion puntual de una funcion.

Estas investigaciones relativas a la practica del profesor cuando ensefian
calculo, ponen de manifiesto la busqueda de formas de modelar o caracterizar
dicha practica, a través de caracterizaciones del uso herramientas tecnologicas
(Kendal y Stacey, 2001 a, b; Penglase y Arnold, 1996), presencia de diferentes
representaciones (Aspinwall et al, 1997; Kendal y Stacey, 2001 b), o uso de

situaciones en las que se aplica el calculo (Schwalbach y Dosemagen, 2000;

En el original se denominan antiderivadas.
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Foster y Taylor, 2003).

Desde esta breve revision podemos subrayar que la nocion de derivada se
conforma mediante tres conceptos: derivada de una funcién en un punto, funciéon
derivaday operador derivada. Un papel destacado en el aprendizaje y ensefianza
de los conceptos que constituyen la nocién es el jugado por los distintos modos

de representacion y las conexiones entre ellos.

4.- EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

Como hemos senalado en la introduccidn, hay un desafio importante en
Educacion Matematica para intentar caracterizar la practica del profesor. Esta
caracterizacion puede venir enfocada desde distintos puntos de vista. Dorfler
(2003) indica que la Educacion Matematica como disciplina cientifica incluye:

“el estudio de como la gente aprende y hace matematicas de

cualquier tipo y de como este aprendizaje y accion puede ser

s

influenciado y fomentado entre otros por la ensenanza,...’

147)

(p-

En nuestro problema de investigacion subyace la cuestion general de
Simon y colaboradores (Simon, 1995; Simon y Tzur, 1999):

“;Como puede el profesor promover en los estudiantes la

construccion de potentes ideas matematicas que llevo a la

comunidad matematicas miles de anos desarrollar?” (Simon,

1995, p. 118)

Estos investigadores plantean la necesidad general de desarrollar nuevos
marcos conceptuales que permitan investigar la practica del profesor, guiados
por la premisa de promover el aprendizaje de ideas matematicas (Simon y Tzur,
1999) proponiendo ademas la necesidad de considerar en las investigaciones

sobre la practica del profesor el tema matematico concreto, y que se tenga en

23



1.- Problema de investigacion José Maria Gavilan Izquierdo

cuenta en los analisis de los casos concretos.

Nuestro problema de investigacion aborda la indagacion de la practica del
profesor a partir del supuesto de que pretende potenciar en los estudiantes la
construccion de conocimiento matematico. Pretendemos describir y explicar la
practica del profesor desde la perspectiva de la construccion de conocimiento
matematico que pretende potenciar en sus estudiantes. Utilizamos el término
“potenciar” porque no indagamos en la construcciéon que de manera efectiva
llegan a realizar los estudiantes. Esta problematica general la concretaremos en
el caso de la ensefanza-aprendizaje de la nocion de derivada en 1° de

Bachillerato.

Para intentar dar respuesta a nuestro problema de investigacion,
realizaremos una revision de investigaciones sobre practica del profesor.
También revisaremos investigaciones sobre construccion de conocimiento
matematico, teniendo presente que la construccion de conocimiento matematico
es relativo a la nocidon de derivada. De esta forma, a partir de las revisiones
iremos seleccionando las ideas tedricas que nos parecen que pueden ayudarnos
a dar respuesta al problema. A partir de la seleccion y adaptacion de las ideas
tedricas, concretaremos nuestro problema de investigacion en “preguntas de
investigacion” (Capitulo II). La buasqueda de respuestas a esas preguntas nos
llevara al disefio metodolégico (Capitulo I1I) que debe ser coherente con el
marco en el que nos desenvolvemos para recoger e interpretar los datos. Los
informes de los resultados a la luz del marco tedrico pretenden dar una
explicacion tedrica de los datos (Capitulo IV) informando de la practica del
profesor. Por tiltimo concluiremos con aportaciones sobre la practica del profesor

que nos ayuden a caracterizarla (Capitulo V).
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CAPITULO II: MARCO CONCEPTUAL

1.- INTRODUCCION

Nuestro problema de investigacion se centra en el andlisis de la practica
del profesor de matematicas. Cuando un profesor desempefia su labor en el aula
con sus estudiantes tiene un objetivo “que construyan conocimiento
matematico”. Nuestro estudio pretende analizar aspectos de la practica del
profesor que favorezca la construccion de conocimiento que potencialmente
pueden llegar a realizar los estudiantes. Pretendemos describir y explicar la
practica del profesor desde la perspectiva de la construccion del
conocimiento matematico que parece estar potenciando en sus estudiantes.
El conocimiento matematico concreto que nos preocupa es la nocion de derivada.
Por estos motivos necesitamos un marco conceptual que se apoye en referentes
teoricos relativos a:

- la nocidn de practica del profesor,

- la construccion de conocimiento,

- y tenga en consideracion la nocion matematica de derivada.

En este capitulo construimos el marco conceptual de nuestra investigacion.
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Para ello realizamos una revision sobre distintas formas de abordar: 1) la practica
del profesor, y 2) la construccion de conocimiento. Luego configuramos el marco
conceptual seleccionando la perspectiva concreta que adoptamos, para la practica
del profesor y la manera de considerar la construccion de conocimiento en los
estudiantes, eligiendo los elementos tedricos pertinentes. Por tiltimo, abordamos
la nocién de derivada como contenido matematico, concretando para dicha

nocion los aspectos tedricos concretos que conforman el marco conceptual.

En relacion a la practica del profesor, las perspectivas teoricas desde las
que se ha estudiado se pueden agrupar en perspectivas cognitivas y perspectivas
antropologicas entendidas de una manera amplia. Entre las que adoptan una
perspectiva cognitiva tenemos a Leinhardt y colegas (1985, 1986) relativa al
conocimiento del profesor en la ensefianza; Schoenfeld (1998 a, b) propone una
“Theory of Teaching-in-Context” sobre modelacion de la conducta del profesor
en el aula; Artzt y Amour-Thomas (1999) con trabajos sobre analisis de la
ensefianza y la reflexion del profesor con vistas a su desarrollo profesional; los
trabajos de Simon, Tzur y colegas (Tzur et al., 2001) para los que la practica del
profesor comprende lo que el profesor hace y las perspectivas que subyacen en
lo que hace. En relacion a las que adoptan una perspectiva antropologica,
Chevallad (1999) propone “théorie anthropologique du didactique” que sitta la
actividad matematica, y por tanto la actividad del estudio de las matematicas, en
el conjunto de actividades humanas y de instituciones sociales; el enfoque
sociocultural (Llinares, 2000 a) para el cual la practica del profesor es una
actividad (realizacidon de unas tareas) mediada por el uso de unos instrumentos
y la teoria de las funciones semidticas de Godino (2004) sobre los significados

y los simbolos.

Conrespecto al segundo aspecto que conforma nuestro marco conceptual,
la construccion de conocimiento, nos han servido de referentes los marcos

tedricos sobre la comprension de los conceptos en matematicas basados en la
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dualidad proceso/objeto. Revisamos el desarrollado por Tall (Gray y Tall,1994)
con lanocién de proceptos, el propuesto por Sfard (Sfard, 1991) sobre la “Teoria
de la Reificacion” en la cual las nociones matematicas tienen dos concepciones
0 aproximaciones, concepcion operacional y concepcion estructural, y el marco
conocido con el acronimo APOS (Dubinsky,1991), matizadas con las ideas
aportadas por Dorfler (2002) relativas a la construccion de ‘“objetos”

matematicos.

En los siguientes apartados resumiremos las diferentes teorias y sus
componentes con el objetivo de configurar un marco conceptual para nuestro

problema de investigacion.

2.- LA PRACTICA DEL PROFESOR DESDE DISTINTAS
PERSPECTIVAS TEORICAS

Las investigaciones sobre la practica del profesor se han configurado como
una agenda de investigacion con la finalidad de conceptualizar la nocion de
practica del profesor (Llinares, 1998). Las diversas investigaciones que analizan
la organizacion y gestion del proceso de ensefianza/aprendizaje de las
matematicas podemos agruparlas en las que adoptan una perspectiva
antropoldgica y aquellas que adoptan un perspectiva cognitiva. Estas dos
perspectivas son calificadas por Schoenfeld (1998 b) como situadas y cognitivas,
y son dos referentes tedricos que en cierto momento fueron alternativos en la

investigacion en Educacion Matematica.

En Llinares (1998) se caracterizan los elementos tedricos de ambas
perspectivas desde la revision de investigaciones desarrolladas en Espana. En
estas dos perspectivas, cognitiva y antropologica, describiremos los elementos

teoricos principales.
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En el siguiente cuadro (cuadro 2.1) resumimos los elementos tedricos que

subyacen en cada una de las perspectivas de andlisis de la practica y algunas

investigaciones desarrolladas a partir de los mismos.

MARCOS TEORICOS: PRACTICA DEL PROFESOR
Perspectiva Marco Tedrico Ideas teoricas Topicos investigados
A La teoria Praxeologia]|-Limitedefuncion
n antropoldgica de lo | (matematica/didactica). | (Espinosa, 1998)
t didactico Tarea. Técnica. Tecnologia. | - Diferenciacion (Fonseca y
r Teoria. Momentos | Gascon, 2000)
0 didacticos. - Proporcionalidad (Bolea et
p al., 2001)
0 Perspectiva | Fases de la practica. | - Resolucion de problemas
1 sociocultural Instrumentos. | (Meira, 1998)
0 Transparencia. -Trigonometria (Adler, 1999)
g - Funcién (Llinares, 2000 a)
' Funciones |Funcion semidtica. | - Derivada (Font, 1999)
¢ Semidticas Entidades extensionales, | - Estadistica: normal (Tauber,
? notacionales e | 2001)
intencionales. - Demostracion (Recio, 2002)
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MARCOS TEORICOS: PRACTICA DEL PROFESOR

Teoria de la
enseflanza como

estrategia cognitiva

Estructura de la leccion,
conocimiento de la materia.
Esquemas de actividad y de
informaciéon. Segmentos,

rutinas y agenda.

- Fracciones (Leinhardt y
Smith, 1985)

- Funcion (Llinares, 2000 b)

- Semejanza (Escudero, 2003)

Teoria de la
ensefianza en

Contexto

Teoria cognitiva

para la reflexion y

Modelo de ensefianza.

Creencias, conocimiento,
metas/fines. Imagen de la
leccion. Planes de accion.

Toma de decisiones.

- Algebra: exponentes
aritméticos (Schoenfeld, 1998
a).

- Fisica: Medida (Schoenfeld
et al., 1999).

- Aritmética elemental

(Schoenfeld 1998 a, 2002)

Fases de la leccion y las
dimensiones de la leccion.

Estados de la ensefianza.

- Geometria (Artzt y Armour-
Thomas, 1999).

- Funciones lineales (Artzt y

perspectivas 'y
desarrollo

profesional

Trayectoria hipotética de
aprendizaje. Ciclo de
enseflanza de las

matematicas. Perspectivas.

desarrollo Armour-Thomas, 1999)
- Ecuaciones e inecuaciones
(Artzt, 1999).

Teoria sobre | Informe de practica. |- Nameros y cardinalidad

(Simon et al., 2000).

- Algoritmo de la division
(Tzur et al., 2001).

-Valor de posicion y
aritmética basica (McClain,

2003).

Cuadro 2.1 Marcos tedricos sobre practica del profesor

2.1.- Perspectiva antropologica

2.1.1.- La teoria antropoldgica de lo didactico

La teoria antropoldgica de lo didactico es una propuesta para el analisis de
la practica del profesor realizada por Chevallard (1999) y se centra en los
procesos de estudio de las matematicas como una actividad social. Los referentes

tedricos vienen caracterizados por la nocidon de praxeologia, tanto matematica
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como diddctica, y por los momentos de estudio.

En este enfoque “lo didactico” se refiere a todo aquello relacionado con
el estudio de las matematicas. Para Bolea et al. (2001) esta teoria pretende una
modelizacion de las actividades matematicas institucionalizadas, para ello se
introduce lanocidn de praxeologia. Una praxeologia (Chevallard,1999; Espinoza
y Azcarate, 2000; Bolea et al., 2001) es un modelo para cualquier actividad
humana realizada de forma regular. Se consideran dos praxeologias, por un lado
estd la praxeologia matemadtica y por otro la praxeologia didactica; ademas se
completa esta teoria con un modelo de la actividad didéctica, la teoria de los
momentos didacticos. La praxeologia matematica u organizacidén matematica se
refiere a la construccion o reconstruccion de un objeto matematico, que es objeto
de estudio. La praxeologia didactica considera la manera de estudiar una
praxeologia matematica. Las praxeologias matematicas pueden ser de diferente
tipo en funcion del objeto matematico de estudio, por ejemplo pueden ser las que
se organizan alrededor de un tipo de tareas que forman una praxeologia puntual
y aun nivel mas general, agrupaciones de praxeologias locales y regionales. Para
Artaud y Chevallard (2001) la “dinamica praxeologica” es el mecanismo por el
que se constituye una praxeologia didactica y una primera forma esencial de

dicha dinamica es la “rutinizacion” de las técnicas didacticas.

Una praxeologia esta formada por cuatro elementos, representados de este
modo [T/t/6/6@], agrupados en dos bloques, el bloque practico-técnico, formado
por las tareas y las técnicas, [ T/1], y el bloque tecnologico-tedrico, [6/6], formado
por la tecnologia y la teoria (Chevallard, 1999). La tarea o tipo de tarea T, es el
elemento generador de la praxeologia. Una praxeologia relativa a T requiere una
manera de realizar las tareas t de T. Una determinada manera de hacer en relacion
a la tarea, 7, se le da el nombre de técnica. Una praxeologia relativa al tipo de
tareas T contiene, en principio, una técnica t relativa a T. De esta forma se

constituye el primer bloque, [ T/t], que se denomina bloque practico-técnico y que
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se identificard genéricamente con lo que cominmente se denomina un saber-
hacer un determinado tipo de tareas, 7'y una determinada manera, 1, de realizar

las tareas de este tipo.

El tercer elemento de una praxeologia, tecnologia, que se indica por 6, se
refiere a un discurso racional -el logos- sobre la técnica t, discurso cuyo primer
objetivo es justificar “racionalmente” la técnica, para asegurarse de que permite
realizar las tareas del tipo 7. La justificacion dependerd del tipo de institucion y
de la naturaleza de la praxeologia. Una segunda funcion de la tecnologia es la de
explicar, de hacer inteligible, de aclarar la técnica. Si la primera funcion
-justificar la técnica- consiste en asegurar que la técnica da lo pretendido, esta
segunda funcidn consiste en exponer por qué es correcta. La teoria tiene como
funcion explicar-justificar el discurso tecnologico. Se pasa entonces a un nivel
superior de justificacion-explicacion-produccion, el de la teoria, ®, que retoma,
en relacion a la tecnologia, el papel que ésta tltima tiene respecto a la técnica. Se

forma aqui un bloque tecnoldgico-teorico, [6/6].

Chevallard (1999) se plantea como cuestion de investigacion el analisis de
las practicas docentes, se plantea cuatro tipos de tareas' relativas a un objeto O
relativo a las practicas docentes: observar, describir y analizar, evaluar y
desarrollar el objeto O. Los objetos (O) a considerar son de dos clases dado un
tema matematico: 1) la realidad matematica, una praxeologia matematica
(organizacion matematica), y ii) la manera en que puede ser construida dicha
realidad matematica, una praxeologia didactica (organizacion didactica). Las dos
tareas fundamentales que se consideran son las de describir y analizar ambas

praxeologias.

'Cuatro tareas desde un punto de vista general, pero que en casos concretos pueden considerarse
que las lleva a cabo el profesor. Las praxeologias permiten describir y analizar la practica del profesor
y evaluar lo que se ha observado y analizado. El profesor puede evaluar una praxeologia matematica y
el investigador puede evaluar la praxeologia matematica y la praxeologia didactica; y como tultima tarea
puede desarrollar la propuesta propia con el objetivo de “mejorar” lo que se ha evaluado.
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Centrandonos en las praxeologias didacticas, queremos responder a la
pregunta ;como estudiar la obra matematica O?, Gascon (2003) considera que
hay una fuerte dependencia de las organizaciones didacticas respecto de la
organizaciones matematicas a ensefiar ya que la estructura de las obras
matematicas condiciona la organizacion de su estudio por el profesor. La teoria
antropologica de lo didactico (Chevallard, 1999; Bolea et al., 2001) propone un
modelo de la dindmica del estudio de las organizaciones (praxeologias)
matematicas, a través de los momentos didacticos. Los momentos didacticos
permiten describir la organizacion didéctica ya que se les puede identificar en
cualquier proceso de estudio de una organizacion matematica, aunque no todos
tienen que tener la misma presencia, algunos momentos pueden aparecer de

manera meramente testimonial.

A partir de Chevallard (1999) y Espinozay Azcarate (2000) describiremos
los distintos momentos. El primer momento del estudio es el del primer
encuentro con la organizacidon O (matematica) que se pretende estudiar,
generalmente, consiste en encontrar O a través de al menos uno de los tipos de
tareas 7, constitutivas de O. El segundo momento es el de la exploracion del tipo

de tareas 7,y de la elaboracion de una técnica T, relativa a este tipo de tareas.

El tercer momento del estudio es el de la constitucion del entorno
tecnologico-tedrico [0/0] relativo a t,. Este momento estd en interrelacion con
cada uno de los otros momentos y en ¢l se justifica la técnica y permite la
emergencia de nuevas técnicas para la misma tarea. El cuarto momento es el del
trabajo de la técnica, en el que se perfecciona la técnica que se vislumbra en el
momento exploratorio, se mejora la técnica volviéndola mas eficaz y mas fiable,
en este momento se acrecienta la maestria que se tiene de ella. En esta etapa se

estudia el alcance que tiene la técnica.

El quinto momento es el de la institucionalizacion, que tiene como
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objetivo precisar lo que es “exactamente” la organizacion matematica elaborada.
Se distingue, por una parte, los elementos que, habiendo concurrido a su
construccion, no son integrados y, por otra parte, los elementos que configuran
definitivamente la organizacion matematica considerada. El momento de la
institucionalizacion en cierta forma precisa el alcance de la organizacion

matematica y traza sus fronteras.

El sexto momento es el de la evaluacion, que se articula con el momento
de la institucionalizacion, permite hacer un balance sobre la reconstruccion de la
organizacion matematica realizada por el sujeto a lo largo del proceso de estudio.
Respecto a estos ultimos dos momentos, Espinoza y Azcarate (2000) consideran
que tienen una relacion dialéctica: se evalaa lo que se hace ostensible a través de

la institucionalizacidn y por otro se institucionaliza para evaluar.

Del uso de este marco tedrico en la investigacion sobre la practica del
profesor se ha podido llegar a algunas conclusiones. En Espinoza y Azcérate®
(2000) se considera que el profesor asume el papel de director del estudio, y
ademas que las praxeologias didécticas son “espontaneas”, en el sentido de que
son praxeologias no reflexionadas ni elaboradas dentro de un &mbito especifico,
son praxeologias en acto, realizadas pero raramente explicitadas. Fonseca y
Gascon (2000, 2002) respecto al tema de la derivacion de funciones en

Ensefianza Secundaria llegan a concluir, en relacion a la praxeologia matematica’,

La organizacion matematica de esta investigacion es “limite de una funcion” en niveles de 14-
18 afios (Educacion Secundaria, estudiantes de 2° BUP). Para un analisis mas detallado ver Espinoza

(1998).

*El andlisis de la praxeologia matematica es previo a la descripcion de la praxeologia didactica,
estos autores terminan haciendo algunas notas sobre el proceso de estudio. Bolea et al. (2001) “Resulta,
en definitiva, que para elaborar una praxeologia matematica debemos utilizar una praxeologia didactica...
parece razonable que el estudio de la actividad matematica empiece precisamente por el analisis de las
organizaciones matematicas que emergen de dicha actividad. Tendremos asi un primer nivel de analisis
que se centrara en las organizaciones matematicas... Es preciso completar el analisis matematico con el
analisis de las praxeologias didacticas relativas al estudio de las organizaciones matematicas” (pp. 252-
253).
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que no es propiamente una praxeologia matematica local, puede considerarse mas
bien una amalgama de praxeologias matematicas puntuales no integradas y poco
desarrolladas, respecto al proceso de estudio en las instituciones escolares
(Bachillerato) proponen abordarlo desde el cuestionamiento tecnoldgico de las

técnicas, alcance, coste y relaciones entre técnicas.

2.1.2.- Perspectiva sociocultural: nocion de instrumento de la practica

El enfoque sociocultural (Llinares, 1999, 2000 a, 2002) considera
necesario determinar qué se encierra bajo la frase “actividad del profesor”. “La
actividad del profesor” es la de ensefiar matematicas, en esta revision nos
centraremos s6lo en el contexto de aula. La clase de matematicas es vista como
una comunidad de practica, grupo que comparte formas de hacer y comunicarse,
que permite definir para los estudiantes oportunidades de aprendizaje de
contenido matematico especifico. En este mismo sentido se manifiesta Lerman
(2001) cuando indica que el aprendizaje (incluyendo el de las matematicas
escolares) es una iniciacion en una practica social, donde el profesor juega el
importante papel de iniciador y por lo tanto hay que tener en cuenta la forma en
que la actividad matematica es formulada por el profesor. Esto no significa que
no se sea consciente de otros papeles que juega el profesor de matematicas, tales
como el de agente socializador del estudiante, que pone en juego valores de la
sociedad. Ademas se considera que es importante tener en cuenta el contenido
matematico concreto a la hora de realizar investigaciones sobre practica
profesional del profesor (Llinares, 2000 b). Se identifican (Llinares,1999;
Llinares, 2000 a) dos fases cuando se pretende describir la practica del profesor
en el aula:

1.- fase de planificacion y organizacion de las matematicas: el contenido

de las tareas que propone el profesor caracterizan su “agenda de

ensefianza” y estan vinculadas a sus procesos interpretativos (Garcia y

Llinares, 1999) del contenido matematico como objeto de ensefianza y

aprendizaje,
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2.- fase de gestion del proceso de ensefianza/aprendizaje, en la que se
realizan las interacciones entre profesor, estudiantes y el conocimiento
matematico y se gestionan los distintos segmentos de ensefianza que

forman la leccion.

Para Llinares (2000 a) la practica del profesor puede ser descrita a través
de la realizaciéon de unas tareas mediante el uso de unos instrumentos. La
“practica profesional del profesor” incluye no so6lo lo que el profesor hace sino
también su comprension de los instrumentos y del proposito de su uso. Los

instrumentos entendidos como los medios a través de los cuales obtener un fin.

La nocién de instrumento no se refiere s6lo a materiales fisicos, sino que
engloba a todos los medios a disposicion del profesor. Podemos considerar
instrumentos técnicos (por ejemplo, los materiales didacticos, software, etc) e
instrumentos conceptuales (conceptos y construcciones tedricas que se generan
a partir de investigaciones en Didactica de las Matematicas y del conocimiento
derivado desde la practica). Lerman (2001) considera instrumentos materiales y
conceptuales, y se refiere a ideas conceptuales tales como graficos, diagramas.
Hillel (1993) propone la existencia de tecnologias cognitivas (instrumentos

conceptuales) tales como los sistemas notacionales (sistemas de representacion).

También podemos considerar entre los instrumentos, el lenguaje hablado
(el discurso empleado), los modos de representacion simbolica, las tareas-
problemas instruccionales, y los materiales didacticos. El lenguaje y las
tareas/problemas son los “medios” para el desarrollo de la actividad. Se asume
que los instrumentos utilizados y la forma en que se utilizan influyen en el tipo
de comprensién matematica y creencias de los estudiantes, esto conlleva que las
investigaciones en este enfoque empiecen a identificar aspectos del uso por el
profesor de los instrumentos como medio para caracterizar las practicas

matematicas en el aula.
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Desde esta perspectiva podemos plantearnos cuestiones como ;/como usa
el profesor el lenguaje, los problemas-tareas matematicas, los diferentes modos
de representacion? (Llinares, 2000 a). Indicar por tanto la importancia que tiene
no so6lo fijarnos en los instrumentos que usa el profesor sino también en como los
usa y el proposito de su uso. De aqui podemos comprender la practica del
profesor centrandonos en dos aspectos:

- identificar los instrumentos que el profesor emplea en la realizacion de

sus tareas; tanto en la fase de planificacion, como en la fase de gestion, es

decir, el tipo de problemas presentados a los estudiantes y como estan
organizados y los modos de representacion (sistemas de simbolos)

entendidos como instrumentos de la practica, y

- caracterizar como los usa el profesor, indicando cudl es el propdsito y
como usa los problemas y modos de representacion, es decir su

comprension del significado de los instrumentos.

Ademas de lanocion de instrumento, hay otro elemento tedrico importante
“nocion de transparencia’ ligada a los instrumentos (Lave y Wenger, 1991). La
transparencia de los instrumentos no es una cualidad objetiva, inherente a los
mismos, sino que depende del uso que se les dé (Meira, 1998). Asi se plantea el
dilema de la transparencia que se resume en la dualidad visible-invisible, es decir,
deben ser los instrumentos invisibles para que permitan ver los conceptos
matematicos pero a la vez deben ser considerados como el elemento a través del

cual se estan viendo (Adler, 1999, 2000; Llinares, 2000 a).

Uno de los aspectos a mirar para describir la practica profesional del
profesor es la organizacion del contenido matematico que adopta el profesor y el
conjunto de tareas que el profesor plantea a los estudiantes junto con las
justificaciones que el profesor realiza. El profesor al organizar el contenido

matematico y elegir los problemas que va a proponer realiza una reconstruccion
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de las nociones y procedimientos matematicos consideradas como objeto de
ensefianza-aprendizaje. Esta reconstruccion como objetos de ensefanza-
aprendizaje’ y su organizacion para la ensefianza determinan el contenido de la
“agenda de ensenianza”. De este modo la agenda de ensefanza da cuenta de la
organizacion del contenido matematico. La agenda de ensefianza del profesor
como conjunto de objetivos, tareas y decisiones de accion ligados a una nocion
matematica y las justificaciones de la misma dadas por el profesor son una
primera referencia para caracterizar la practica profesional en el contexto de aula

(Leinhardt et al., 1991).

Uno de los resultados obtenido en la investigacion realizada desde esta
perspectiva es que los profesores pueden enfatizar aspectos diferentes del
contenido matematico (es decir tienen una reconstruccion distinta del objeto de
ensefianza/aprendizaje para la misma nociodn) y esto puede llegar a caracterizar
supractica (Garciay Llinares, 1999). Para Llinares (2000 a) el intento de explicar
lo que sucede en el aula conduce a adoptar perspectivas socioculturales’® para
estudiar las regularidades y naturaleza de las interacciones que se producen en el
proceso de ensefianza y aprendizaje y como las interacciones posibilitan la
organizacion del contenido matematico como una forma de dar cuenta de la
gestion del proceso de ensefianza-aprendizaje y el papel del profesor en la
constitucion de determinadas practicas matematicas en el aula. Para Llinares
(2002) lanocion de transparencia posibilita el anélisis del uso de los instrumentos
por el profesor en la construccion de conocimiento de los estudiantes y

constitucion de practicas matematicas.

*Se entiende por objeto de ensefianza-aprendizaje la construccion personal realizada por el
profesor del contenido matematico en el contexto de ensefianza (da cuenta de la reconstruccion de las

nociones y procedimientos matematicos desde la perspectiva de enseflanza que hace el profesor)
(Llinares, 1999).

La adopcién de perspectivas socioculturales no significa abandonar el punto de vista cognitivo,
“buscar una complementariedad entre puntos de vistas cognitivos sobre el conocimiento del profesor y
puntos de vista socioculturales relativos a la practica del profesor como una manera de dar cuenta de
ciertos aspectos de lo que sucede en las aulas de matematicas” (Llinares, 2000 a, p. 109).
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2.1.3- Teoria de funciones semidticas

La teoria de las funciones semidticas desarrollada a partir de los trabajos
de Godino y Batanero (1994) sobre el significado de los objetos matematicos, en
la que se considera que el enfoque antropologico de Chevallard (1999) se centra
enfaticamente en lo publico (institucional), y que un enfoque sistémico de la
Didactica no puede prescindir de la esfera de lo cognitivo (personal), proponen
distinguir entre el objeto institucional y el objeto personal (Font, 1999). Para
Godino (2004°), la Teoria de las Funciones Semidticas pretende proporcionar un
marco unificado para el estudio de las distintas formas de conocimiento
matematico y sus correspondientes interacciones en los sistemas didacticos, es
decir, considerar conjuntamente la cognicioén y la instruccidon matematica, de
alguna manera lo personal y lo publico. Se parte de un presupuesto “pragmatico”
en el sentido de que los signos representan algo para alguien y por tanto en la
comunicacién no solo se consideran los conceptos sino también las situaciones
problematicas y los medios expresivos (significante-expresion y significado-

contenido) (Font, 1999; Godino, 2004).

Para Godino y Recio (1998)" cada objeto matematico es un conjunto de
entidades de los siguientes tipos: notaciones, fenomenologias y generalizaciones.
Estas entidades elementales o primarias se describen del siguiente modo:

- Fenomenologicas, son las situaciones-problemas, aplicaciones, son las
entidades extensionales que inducen actividades matematicas.

- Notacionales, representaciones materiales ostensivas usadas en la
actividad matematica.

- Generalizaciones, ideas matematicas, abstracciones (conceptos,

proposiciones, procedimientos, etc), son entidades intensionales.

6 . N ., , . s
En este trabajo se traza una resefia de la evolucion de la Teoria de las Funciones Semioticas.

"Traducciones en Font (1999, 2000 a) y en Recio (2002).
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Una funcion semiodtica esta formada por dos argumentos, denominados
expresion y contenido, en la que se establece una relacion entre ambos. Las
entidades basicas pueden desempefiar ambos papeles en un funcion semidtica,
resultando 9 funciones (Font, 1999). Un ejemplo propuesto por Font (1999,2000
a) es el siguiente, consideremos la palabra tridngulo y la relacionamos con el
dibujo de un tridngulo en el plano, estamos ante una funcion semidtica con una
expresion notacional (la palabra triangulo) y un contenido extensional (el
tridngulo). Para Font (2000 a) un aspecto importante de la funciones semioticas
es que se pueden aplicar tanto a las representaciones ostensivas (ptblico) como
a las mentales (privado), y que posibilitan el analisis conjunto de los usos de

ostensivos en contexto social y del pensamiento que lo acompana.

Font (1999) hace una aplicacién de la funciones semioticas para el analisis
de las manipulaciones publicas de los ostensivos y el pensamiento que le
acompafia, algunos ejemplos de funciones semioticas para la nocion de derivada
son las que siguen:

- funcidon semidtica que relaciona una entidad extensional con otra
intensional, que por un lado permite relacionar un objeto con la clase a la que

pertenece y por otro relacionar un objeto con una clase a la que no pertenece. En

J(x+h)= f(x)

el segundo de los casos, si el objeto lim

ny lo interpretamos
h—o

como el valor al que se aproximan las tasas de variacion media cuando h tiende

fsm= 1y

a 0, estamos asociando a la expresion del limite lim
h—o

contenido formado por la clase de las tasas de variacion media cuando h tiende

ao.

- funcidn semidtica que relaciona una entidad intensional con un signo,
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f(x+h)—f(X%

por ejemplo, relacionar las de las tasas de variacion media

cuando h tiene a 0 con la notacién f '(x).

Utilizando estas funciones semidticas como herramienta pueden realizarse
descripciones de los procesos que realizan los estudiantes, posibilitan un lenguaje
unificado para las descripciones. Estas funciones no permiten explicar los
porqués y comos de los procesos de abstraccion, encapsulacion, etc. que llevan
a cabo los estudiantes (Font, 1999). Font (1999) aplica las funciones semidticas
al analisis de las distintas alternativas que pueden utilizarse para introducir en el
aula el contenido “funcién derivada”. A través del andlisis semiotico se puede
tener medida indirecta del grado de dificultad de cada una de ellas. Para la
funcidén seno, Font (2000 b) hace un andlisis de diversas alternativas para obtener
la funcidn derivada, llega a la conclusion que las diversas alternativas pueden
suponer una pérdida de rigor pero que puede ser mas importante el nimero de
representaciones y por tanto el mayor numero de funciones semioéticas. Por tanto,
las funciones semidticas posibilitan, tanto el analisis de actividades que se llevan
a cabo en el aula como el anélisis de posibles alternativas para llevar al aula. Un
analisis didactico previo utilizando las funciones semidticas puede hacerse para
recursos disponibles (software) por el profesor para abordar diversos contenidos
matematicos, este analisis pretende explorar las formas de usarlos para el estudio

de las matematicas (Godino et al., 2003).

Godino (2004) en los ultimos desarrollos de la Teoria de las Funciones
Semioticas la propone como un elemento que complementa la teoria
antropologica de lo didactico de Chevallard (1999), ya que el lenguaje es un
tercer componente de una praxeologia (ademas de la praxis y el logos). Las
funciones semidticas permiten de esta forma tener en consideracion la cognicion
individual, y superar el obstaculo relativo a centrarse inicamente en las practicas

publicas institucionalizadas, conectando de esta forma con la nocidon de
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significado del objeto personal y significado institucional. La relacion entre las
nociones introducidas por Chevallard (1999) y las de Godino y Batanero (1994)
vienen dadas por la asimilacion entre praxeologia en la TAD y los sistemas de
practicas como parte del significado institucional de los objetos. Las funciones
semioticas permiten describir el conocimiento (significado) de un sujeto concreto
dentro de una institucion y también el sistema de practicas institucionales; la
nocioén de conflicto semiodtico® posibilita explicar las dificultades y limitaciones

de los aprendizajes matematicos (Godino, 2004).

2.2.- Perspectiva cognitiva

2.2.1.- Teoria de la ensefianza como estrategia cognitiva

Este marco considera la ensefianza como una tarea cognitiva compleja y
que puede ser analizada a partir de ideas teodricas de la psicologia cognitiva.
Llinares y Sanchez (1990) consideran que se pretende identificar los procesos
cognitivos y el conocimiento que fundamenta una ensefianza efectiva. Estas
investigaciones se basan en principio en la dicotomia experto-novel. Para
Leinhardt y sus colaboradores (Leinhardt y Smith, 1985; Leinhardt y Greeno,
1986) las estrategias de ensefianza se apoyan en dos sistemas de conocimiento
fundamentales: la estructura de la leccion y la materia (matematicas).
Primeramente se aborda la cuestion de conocimiento (Leinhardt y Smith, 1985)

y después los segmentos de la leccion y rutinas (Leinhardt y Greeno, 1986).

Estas investigaciones se llevan a cabo en los afios 80, cuando se utilizan
. . . . , 9 .
investigaciones basadas en la dicotomia experto-novel’, en ellas se intenta
identificar lo que profesores “expertos” hacen para que sus estudiantes tengan

¢xito en su aprendizaje. Se considera que la ensefianza es compleja, que se realiza

¥Un conflicto semidtico se presenta cuando distintos sujetos (personas o instituciones) atribuyen
significados diferentes a los mismos simbolos (Godino, 2004).

Experto es un profesor cuyos estudiantes obtienen puntuaciones por encima de la media durante
varios afios, novel generalmente es un profesor en formacion (Leinhardt y Greeno, 1986).
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en un contexto dindmico, no totalmente estructurado. Son el punto de partida de
muchas investigaciones en la perspectiva cognitiva'®, y sus elementos teoricos,
se continuan utilizando en investigaciones sobre practicas del profesor que se
siguen desarrollando en nuestros dias (Schoenfeld, 1998 a, b; Escudero y

Sanchez, 1999 a, b, 2002; Artzt, 1999; Escudero, 2003).

Leinhardt y colegas (Leinhardt y Smith, 1985;Leinhardt y Greeno, 1986)
consideran que los dos sistemas de conocimiento en los que se basa la ensefianza
son, la estructura de la leccion y de la materia. La estructura de la leccion es el
conocimiento necesario para construir y desarrollar la leccion, permite pasar de
un segmento a otro, se apoya en el conocimiento de las matematicas; el
conocimiento de las matematicas, incluye conceptos, algoritmos, conexiones
entre distintos algoritmos, es el apoyo de la estructura de la leccion ya que
permite seleccionar los ejemplos, explicaciones, etc. que se utilizan (Leinhardt
y Smith, 1985; Leinhardt et al., 1991). El conocimiento de los profesores se
compone de conjuntos de acciones interrelacionados, estas acciones se organizan
en “esquemas de actividad'"”. Estos esquemas se aplican de manera flexible, y
tienen distintos niveles de generalidad. La nocién de rutina (un ejemplo de
esquema de actividad), introducida por estos investigadores, hace referencia a
actividades que los profesores realizan frecuentemente, y que requieren pocos
recursos cognitivos para realizarlas y que distraerian de actividades y metas mas
generales e importantes de la ensefianza. Los “esquemas de informacion”
permiten al profesor obtener informacion que se utilizard posteriormente e
integrard en los esquemas de actividad. Las estructuras de actividad son partes de
la leccidén con un fin claro, son segmentos de la leccion, algunos ejemplos son,

correccion de trabajos de casa, presentacion de la leccidon (topico), practica

Junto a los trabajos de Shulman (1986).
!«Schemata” en el original (Leinhardt y Greeno, 1986), traducido como esquemas de actividad

por Llinares y Sanchez (1990). Los elementos tedricos han sido trasladados e interpretados en castellano
por LLinares y Sanchez (1990).
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guiada, tutorizacidn, chequear (Leinhardt y Greeno, 1986).

Otro constructo tedrico propuesto por estos investigadores es el de
“agenda”, que es un plan operativo que ayuda en el desarrollo de la leccion. La
agenda del profesor incluye la planificacion tradicional, estructuras de actividad
y rutinas operativas, se incluyen también elementos para tomas de decisiones que

permiten la adaptacion y revision de la agenda.

Para el andlisis detallado de la ensefanza a partir de sus ideas teoricas,

proponen un conjunto de “redes de planificacion/intenciones'*”

para una muestra
de segmentos de actividad. Esta redes representan estructuras de acciones y fines
generados por el conocimiento base que se ha hipotetizado en este marco teorico.
Las redes muestran las diferentes acciones que se pueden realizar. Por ejemplo,
la red de intenciones para el segmento de presentacion de la leccion, consistente
en establecer una definicion, las dos primeras acciones disponibles son “establece
la definicion un estudiante” o “establece la definicion el profesor”, cada uno de
ellos tiene unas acciones siguientes diferentes, posteriormente se siguen tomando
decisiones sobre la accién que le sigue. Las redes de forma esquemadtica son
similares a los diagramas de flujo, con las acciones que se pueden realizar

conectadas por lineas con flechas que indican por donde siguen o pueden seguir

las decisiones posteriores.

Algunas investigaciones (Leinhardt y Smith, 1985) pretendian analizar el
conocimiento de las matematicas que tenian los profesores, tanto los expertos
como los noveles, pasando después a las investigaciones (Leinhardt y Greeno,
1986) que pretendian esclarecer las estructuras de actividad y rutinas de los
profesores habiles para describir su ensefianza y contrastarla con la de los

profesores noveles. A partir de un conjunto de profesores estos investigadores

12“Planning nets” en el original (Leinhardt y Greeno, 1986)
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seleccionan dos expertos y un novel para realizar una interpretacion mas
detallada de los fines, estructuras de actividad y rutinas. Los objetivos, metas y
submetas que guian la actividad del profesor son conjeturadas por los
investigadores. Como resultado caracterizan las practicas de profesores expertos
y profesores noveles contrastandolas e identificando algunos aspectos que pueden
ayudar a los profesores noveles (automatizacioén de rutinas, uso de patrones de

comportamiento en los segmentos).

Algunas investigaciones (Escudero y Sanchez, 1999 a, b, 2002; Escudero
2003) sobre la practica del profesor hacen uso de las nociones de agenda y de
segmento de la leccidn, ya que estos segmentos permiten identificar distintas
partes de la clase, reconocibles como tales por los profesores y estudiantes, los
segmentos permiten caracterizar la practica. En estos estudios se identifican
distintos tipos de segmentos entre los que estan los segmentos de presentacion',
que denominan “uso de ejemplo para llegar a definir”, “explicacion a traveés de
un ejemplo”, etc. A partir de cada segmento se puede describir y analizar el
contenido de las componentes del conocimiento profesional del profesor. Incluso
la existencia o no de determinados segmentos viene influenciado por las

concepciones de los profesores sobre la ensefianza/aprendizaje de las

matematicas.

Escudero (2003) sefiala que la organizacion y gestion del contenido
matematico en el aula se relaciona con como se conciben las matematicas
escolares. Para esta investigadora las diferencias en la arquitectura relacional de
la préctica se relacionan con las concepciones del profesor sobre la ensefianza-

aprendizaje de las matematicas.

BLeinhardt y Greeno (1986) identificaron 10 categorias para describir las acciones de los
profesores, entre ellas las de presentacion, que se refieren a explicaciones del profesor de nuevo material
o material recientemente aprendido mientra los estudiantes escuchan.
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Para esta investigadora, puede que profesores con la misma amplia
experiencia y amplios conocimientos sobre las orientaciones curriculares
consideren los contenidos de las matematicas relativos a un tema especifico de
forma diferente. Este Gltimo aspecto, sefiala, se relaciona con sus concepciones
sobre las matematicas escolares. Sefiala la importancia de incluir las
consideraciones sobre las concepciones y conocimiento/forma de conocer de los
profesores para analizar las decisiones del profesor, tanto en la fase de

planificacion como de gestion en el aula

Los trabajos de Schoenfeld y colegas (Schoenfeld, 1998 a, b) hacen uso
de nociones similares a las usadas por Leinhardt. Por ejemplo, la nocion de
“imagen de la leccion” es muy similar a la nocion de agenda. Respecto a las
metas o fines, estos pueden ser atribuidos al profesor por los investigadores, tal
y como ocurre en Leinhartd y Greeno (1986). Tanto los trabajos de Leinhardt y
colegas como los del grupo de Schoenfeld consideran relevante distintos tipos de
conocimiento del profesor, pero Schoenfeld utiliza la propuesta de Shulman
(1986). Para Escudero (2003) hay una doble relacion entre el conocimiento y la
practica, de manera que el conocimiento conduce a determinada planificacion y
gestion y la practica influye en determinadas caracteristicas del conocimiento.
Para el andlisis Schoenfeld y sus colegas utilizan los segmentos de instruccion
(secuencias de acciones) similares a los ya descritos por Leinhardt y Greeno
(1986). Los ultimos desarrollos del grupo de Schoenfeld (Schoenfeld, 2002) en
las que se introducen las rutinas de ensefianza, se acercan a lo que Leinhartd y
colegas (Leinhartd y Smith, 1985; Leinhardt y Greeno, 1986) denominan redes
de planificacidn, con una representacion muy similar de diagramas de flujo. En
el apartado dedicado a la teoria de la ensefanza en contexto explicamos

detalladamente los elementos teéricos aqui mencionados.

2.2.2.- Teoria de Enseitanza-En-Contexto

Schoenfeld y sus colegas del Teacher Model Group at Berkeley (TMG en
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adelante) pretenden desarrollar una teoria de la ensefianza en contexto
(Schoenfeld, 1998 a, b, 2002) en el sentido de intentar dar cuenta de como y por
que los profesores hacen lo que hacen cuando estan en el aula con sus estudiantes
(pretende explicar las elecciones que realizan los profesores). De acuerdo con
esta propuesta, los fines creencias y conocimiento del profesor interactiian en su
toma de decisiones en el aula con sus estudiantes al abordar un contenido
concreto de matematicas. Para el TMG la figura del profesor permite explicar
bastante de lo que sucede en el aula y por tanto lo elige como figura sobre la que

centrarse.

La situacion que se plantea desde esta perspectiva es la siguiente: el
profesor estd en el aula, puede que las situaciones sean acordes con su
planificacidn, pero puede suceder algo no planificado, “Algo ocurre. ;qué haria
el profesor a continuacion, y (mds importante) por qué?” Este grupo, TMG
propone modelar la practica del profesor, es decir, explicar detalladamente lo que
el profesor hace y por qué. Se propone un modelo que incluye descripciones de
las creencias, conocimiento y metas del profesor, y de acuerdo con el modelo, las
decisiones que toma el profesor en el aula son funcion de las creencias, metas y
conocimiento (Schoenfeld, 1998 a, b, 2002). De acuerdo con Schoenfeld (1998
a) el modelo propuesto tiene dos partes:

- las componentes principales del modelo: creencias, metas y

conocimiento del profesor, y

- el mecanismo de acople de los componentes.

En un momento determinado, creencias, metas y conocimiento, cada una
de estas componentes tiene un nivel particular de activacion, una indicacion de
cuan importante es en ese momento. Hay dos presupuestos previos:

(1) los niveles de activacion de creencias, metas y conocimiento en un

momento seran asignados, y

(2) las acciones realizadas por el profesor seran seleccionadas de manera
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consistente con las creencias, metas y conocimientos del profesor

activados en ese momento.

Lameta prioritaria del profesor sera consistente con la creencia prioritaria
activada; las acciones que el profesor emprende o decide emprender seran
consistentes con esas metas y creencias y las acciones del profesor seran
disefiadas sobre el conocimiento que tiene un mayor nivel de activacion. En el

cuadro 2.2 se representa el funcionamiento del modelo.

Schoenfeld (1998 a) describe el funcionamiento del modelo de la siguiente
manera: en un momento dado, hay un conjunto' de creencias, metas y
conocimiento altamente activadas, si las cosas van bien, estan todas
sincronizadas. Las creencias sirven como base para que lo que el profesor intenta
lograr (metas). El profesor tiene acceso a varias clases de conocimientos al
servicio de esas metas, y tiene un conjunto de expectativas (la imagen de la
leccion) acerca de las maneras en las que probablemente pueden ser llevadas a
cabo. De acuerdo con estas expectativas, el profesor se implica en un conjunto
de actividades con sus estudiantes (llevando un plan de accion consistente con
sus metas y creencias). Si las cosas funcionan acordes con la planificacion, la
imagen de la leccion y los planes de accion del profesor determinan lo que
sucede. Lo interesante sucede cuando la situacion no se desarrolla de acuerdo con
el plan, dependiendo de su naturaleza, y del contexto, este suceso puede
desencadenar la activacion alta de algunas creencias que estdn en ese momento
en baja activacion. En el contexto de estas creencias, las restricciones y los
recursos, pueden ser formuladas nuevas metas altamente prioritarias y un nuevo
plan de accidén consistente con una nueva constelacion de creencias y metas

puede ser colocado en su lugar.

" “Constelation” es la palabra utilizada por este grupo.
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Historia...

Creencias activadas
en contexto actual

Contexto actual

N\

Fines activados
en contexto actual

/

Toma de
decisiones
del profesor

!

Conocimiento,
planes de accion
activados en
contexto actual

Cuadro 2.2 Funcionamiento del modelo
(Schoenfeld, 1998 a, p. 14)

Entre los elementos teodricos descritos por Schoenfeld (1998 a, b) que
aparecen en el modelo “Teoria de la Ensefianza-en-Contexto” estan las
componentes: creencias, metas y conocimiento. Se distingue entre conocimiento
y creencias; entre creencias profesadas y creencias atribuidas, y también se
consideran las metas atribuidas y las profesadas. Respecto a las metas, no hay una
correspondencia sencilla entre metas y acciones. Otros elementos son: la imagen
de la leccidn y los planes de accion. La nocidn de “imagen de la leccion”™, es la
vision del profesor de las posibilidades y contingencias relacionadas con una
leccion, incluye conocimiento de sus estudiantes, y como pueden reaccionar a las

partes de la leccion planificada.

Los “planes de accion”, son medios para lograr determinadas metas. Un
plan de accion es un conjunto de acciones que se pretende llevar a cabo para el
logro de un conjunto de metas de alta prioridad, ocurren a distintos niveles y a
veces estdn anidados (un plan contiene otros planes), a veces estan

“programados” dentro de la imagen de la leccion o emerger “ad hoc” para
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responder a una situacion planteada. Hay diversos tipos de planes: rutinas,

guiones, micro-lecturas/conferencias, charlas simples.

Este marco teorico ha sido usado en diferentes investigaciones sobre la
practica del profesor. Schoenfeld (1998 a) modela la practica a partir de este
modelo. Se dan detalles precisos sobre la forma de identificar diferentes
segmentos, que se denominan “secuencias de accion’ y la asignacion de niveles
de activacion a cada componente. En Schoenfeld (2002) se da un paso mas en
el desarrollo de este referente relativo a la modelacion de la ensefianza de
profesores en accion, en concreto, las rutinas de clase, utilizando diagramas de
flujo (organigramas) para representar la toma de decisiones de los profesores.
Esta representacion les permite a los investigadores usar el “marco tedrico” con
profesores de distintos niveles y diferentes formas de considerar “la imagen de
la leccion”. Estos diagramas de flujo consideran dos posibilidades, una accién a
realizar por el profesor y una toma de decision, la primera representada por un
rectangulo y la segunda por un rombo. En el cuadro 2.3 (alaizquierda) se recoge
el esquema teorico para la rutina “IRE (interaccion del profesor-respuestas de los

estudiantes-evaluacion de respuestas)”.

Prefijado un modelo en un diagrama (en el cuadro 2.3 a la izquierda)
pueden caracterizarse los segmentos de los distintos profesores sobre dicho
modelo prefijado (superpuesto el particular al general), tal y como se muestra en

el cuadro 2.3 a la derecha, en el que aparece un caso concreto.
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[A1]

about the topic, T.

Provide contex and background

[A2] l

Legend

—

Action

Ask class, “What (else)
can you say about T?
Call on a student

{

Does the
response raise
other issues?

<> Decision Point

[D2]

yes

[A3] l

Have the class work
through the issues.

[A4]

no

Seek Closure. | —p

(D3]

Is clarification
called for?

lno

Would
expansion or
reframing be
useful?

lno

(D3]
circunstances
warrant more
discussion of,

yes

nol

[A7]

Move to next item
on agenda.

yes Should these
b issues be
pursued?
[A5] |
yes
[A6]
yes

Either provide or ask student for
clarification/elaboration.

Highlight particular aspects of
discussion for class.

A

Cuadro 2.3 Modelo tedrico y caso concreto superpuesto
(Schoenfeld, 2002, pp. 138 y 146)

2.2.3.- Teoria cognitiva para la reflexion y desarrollo

Esta teoria cognitiva permite el analisis de la practica del profesor de

matematicas en relacion a sus cogniciones utilizando las dimensiones de la

leccion: tareas, entornos de aprendizaje y discurso. La ensefianza, en este marco

teorico, se considera como un “todo integrado” en el que un papel fundamental

es el jugado por las cogniciones. Estas dimensiones son estudiadas a través de

tres fases de instruccion (iniciacion, desarrollo y cierre). Se pretende dotar al

profesor de herramientas que le permitan mejorar su propia practica a través de
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reflexion sobre la misma, y los resultados pueden ser también utiles en la

formacion de profesores (Artzt, 1999; Artzt y Armour-Thomas, 1999).

Este marco tedrico sigue la misma linea cognitiva de Schoenfeld y su
grupo (Schoenfeld, 1998 a, b), en lo referente a “mirar” la practica del profesor
desde las cogniciones de los mismos, ambos referentes tienen en consideracion
similar contenido para lo que denominan cogniciones, conocimientos, creencias
y metas. Para estas autoras sus investigaciones permiten el desarrollo del profesor
a partir de la reflexion sobre su propia practica. Para Artzt (1999) la reflexion
sobre la propia practica puede ser una herramienta que facilite su posterior

desarrollo profesional.

Diversos investigadores (Artzt y Armour-Thomas, 1999; Escudero, 2003)
indican que se deben tener en cuenta las distintas fases de ensefianza. Artzt y
Armour-Thomas (1999) consideran que hay que analizar las cogniciones de los
profesores a lo largo de las tres fases de la ensefianza: pre-activo (planificacion),
interactivo (monotorizacion y regulacion) y pos-activo (evaluacion y revision),
las cogniciones constituyen una red que dirige y controla el comportamiento
instruccional de los profesores en las distintas fases. Por otro lado, Escudero
(2003) considera las fases de planificacion y gestion para el andlisis de la
practica. El siguiente cuadro (cuadro 2.4) recoge los elementos y funcionamiento

del marco tedrico.

En este marco tedrico, se asume que “la ensefianza para la comprension”
es la meta de la practica del profesor, para ayudar a los estudiantes a aprender,
estas autoras piensan que los profesores deben colocar a los estudiantes en el
centro del proceso de ensefanza-aprendizaje, creando oportunidades que
estimulen, guien, y animen a los estudiantes a tomar responsabilidades en su
propio aprendizaje (Artzt y Armour-Thomas, 1999). Los elementos teéricos de

este modelo de analisis de la practica del profesor aparecen descritos en Artzt y
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Armour-Thomas (1999), se distinguen las fases de la leccion y las dimensiones

de la leccion.

CONOCIMIENTO CREENCIAS METAS

/]

PREACTIVA INTERACTIVA POSACTIVA

Organizacién del
conocimiento

Monitorizacién Evaluacion
Planificacion

Proceso
cognitivo

Regulacion Revisién

!

PRACTICA INSTRUCCIONAL

(Tareas, entornos de aprendizaje, discurso)

Cuadro 2.4 Funcionamiento del modelo (Artzt,
1999, p. 143)

Las fases de la leccion son tres, Iniciacién, Desarrollo y Cierre®, ya que
la préctica varia en los diferentes segmentos de la leccion, y permite dividir las
lecciones en fases temporales. Las dimensiones de la leccion se refieren a
aspectos de la practica instruccional que definen éreas criticas del trabajo de los
profesores durante el desarrollo de la leccion. En este marco tedrico se consideran

tres: tareas, entornos de aprendizaje y discurso (Artzt y Armour-Thomas, 1999).

A continuacion describimos las tres dimensiones y se indican los atributos
relevantes de cada una de ellas.

1) Las tareas permiten la construccion de conocimiento a los estudiantes,
los atributos que se consideran mas relevantes son estrategias motivacionales,

secuenciacion/nivel de dificultad, y modos de representacion.

En cursiva en el original.
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2) Los entornos de aprendizaje crean el contexto en el que los estudiantes
exploran e intercambian ideas, describe bajo qué condiciones se desarrolla el
proceso de ensefianza-aprendizaje, determina las normas de establecimiento y
desarrollo de relaciones interpersonales, incluye las circunstancias que afectan al
desarrollo en la clase. Los atributos destacados son clima social/intelectual,

modos de instruccion/desarrollo y rutinas.

3) El discurso hace referencia a las oportunidades de los estudiantes para
compartir experiencias que les permitan sefialar relaciones de interés, justificar
las relaciones que observan y permitirles asumir responsabilidades para la
resolucion de problemas. El discurso abarca los intercambios verbales entre los
miembros, profesores y estudiantes. Sus atributos son: interaccidon profesor-

estudiantes, interaccion estudiante-estudiante, y planteamiento de cuestiones.

Uno de los resultados que han obtenido estas investigadoras es la
identificacion de diferentes “estado de ensefianza”, y esta identificacién y su
caracterizacion pueden ser Utiles en los programas de formacion de profesores de
matematicas. Describiremos brevemente los distintos estados de desarrollo de la
ensefanza (Atrzt,1999; Artzt y Armour-Thomas,1999):

- “Estado inicial” de ensefiar, se caracteriza por la instruccion tradicional,

el profesor considera que los estudiantes aprenden mejor recibiendo una

informacion clara, el profesor transmite el conocimiento, y hay pocas

interacciones entre estudiantes y con el profesor.

- Los siguientes ‘“estados de ensefianza” se caracterizan por una
instruccion que se centra mas en ayudar a los estudiantes a construir la
comprension que en ayudarlos inicamente en la adquisicion de hechos. La
instruccidn esta basada en la creencia del profesor de que los estudiantes
deben tomar mds responsabilidad en su propio aprendizaje. Aparecen

numerosos intercambios verbales entre los miembros de la clase.
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- El “estado final” puede ser caracterizado por la instruccion en la que el
profesor organiza actividades que implican tanto los comos y los porqués
de los conceptos y procesos matematicos. El profesor tiene la creencia de
que con situaciones apropiadas los estudiantes son capaces de construir

una profunda y completa comprension matematica.

2.2.4.- Teoria sobre perspectivas y desarrollo profesional

Este enfoque, propuesto por Simon y colegas (Simon 1995; Simon y Tzur,
1999) propone un modelo de analisis de la practica del profesor que permite, con
posterioridad, incorporar los resultados a los programas de formacion de
profesores. Uno de los objetivos de estos investigadores es promover la transicion
de los profesores desde una practica basada en una concepcion tradicional (que
abarca una concepcion de las matematicas, del aprendizaje y de la ensefianza)
hacia una practica basada en una concepcion mas coherente con los principios
subyacentes en la actual reforma de las matematicas. Para ello construyen un
marco tedrico que permite a los profesores desarrollarse profesionalmente a
través de programas de formacion de profesores, estos programas permiten poner
en practica oportunidades de aprendizaje para ellos'® (Simon y Tzur, 1999; Simon

et al., 2000).

Para Simon (1995) el constructivismo es una teoria que ocupa un lugar
destacado en las investigaciones sobre el aprendizaje de las matematicas, y puede
ser labase de modelos de ensefianza. Para este investigador la tarea de reconstruir
la pedagogia matematica sobre la base del constructivismo como visioén del
aprendizaje es un desafio importante. Entiende este autor por pedagogia lo
necesario para que en una clase se comience el aprendizaje de las matematicas.

Este investigador partiendo de la premisa constructivista del aprendizaje,

1%Estos investigadores llevan a cabo un proyecto MTD (Mathematics Teacher Development)
basado en la metodologia TDE (teacher development experiment) para la formacion inicial y permanente
de profesores con el objetivo de mejorar la practica del profesor en consonancia con la reforma educativa
(Tzur et al., 2001; Simon, 2000)
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considera que se tiene relativamente poca informacion sobre la conexion entre la
investigacion sobre aprendizaje (centrada en el constructivismo) y la
investigacion sobre la ensefianza (muchas veces en forma tradicional). Ademas,
el constructivismo puede ser la base sobre la que se desarrollen modelos de
ensefianza consistente con €l. Aporta la idea novedosa en la elaboracion de su
propuesta de conjeturar un hipotético proceso de aprendizaje de los estudiantes.
Simon et al. (2000) consideran importante tener en cuenta como se conceptualiza
el conocimiento y como se llega a conocer como referentes para el desarrollo de

una determinada practica o para el andlisis de dicha practica.

La practica del profesor se refiere a lo que el profesor hace y la
“perspectiva” que subyace a lo que hace. Hay que indicar que parte importante
de la practica del profesor es como fomenta el aprendizaje de los estudiantes de
conceptos matematicos particulares (Simon, 1995; Simon et al., 2000; Tzur et al.,
2001). Los elementos tedricos en esta perspectiva son los siguientes: trayectorias
hipotéticas de aprendizaje y ciclo de ensenanza. Los “informes de practica” son
un “artilugio” considerado por los investigadores para: obtener informacion,
organizar una serie de datos, subrayar aspectos y comenzar una ‘“construccion
teorica” que permite elaborar conjeturas sobre lo que fundamenta la practica del
profesor (lo que se llama perspectiva: conjunto de ideas, “principios”, creencias,
conocimientos, son cogniciones, es decir, “cosas” que estan en la mente del

profesor).

Este grupo de investigadores utilizan como instrumento metodoldgico los
informes de practica (accounts of practice) que es una variante del estudio de
casos. La informacion se recoge a través de entrevistas y observaciones de clase
grabadas en video. Este instrumento permite recoger aspectos de la practica para
ser explicada desde la perspectiva de los investigadores. Los informes de prdctica
pretenden responder a la siguiente pregunta genérica de investigacion ;co6mo

intenta este profesor ensefiar a sus estudiante matematicas que estan mas allé de
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lo que sus alumnos ya saben? Los informes de préctica recogen datos sobre como
el profesor pretende fomentar cambios en el conocimiento matematico de los
estudiantes, es decir, evidencias sobre como trabaja el profesor para promover
aprendizaje matematico, pero un aprendizaje matematico sobre un contenido
concreto y también recoge explicaciones del investigador (Simon y Tzur, 1999;
Simon et al., 2000). Como indican Tzur et al. (2001), un “informe de practica”
es una explicacion de los investigadores de la practica del profesor cuando

pretende fomentar el aprendizaje de sus estudiantes.

Un elemento tedrico es la nocidon de “trayectoria hipotética de
aprendizaje”’ (THA) de los estudiantes. Para Simon (1995) un profesor puede
proponer una tarea y lo que los estudiantes hacen con ella determina el
aprendizaje potencial. Una THA no es mas que una prediccion sobre el camino
por el que puede discurrir el aprendizaje. Las investigaciones sobre cémo
desarrollan los estudiantes conocimiento matematico sobre temas concretos
puede ser la base de tales hipotesis de aprendizaje. Para Simon (1995) las
trayectorias hipotéticas de aprendizaje estdn compuestas de tres partes
interrelacionadas: 1) las metas del profesor para un posible avance en las
“concepciones” (formas de conocer el concepto) de ese momento de los
estudiantes, 2) situaciones problema que pueden crear oportunidades que
promuevan dichos avances, y 3) hipdtesis sobre los procesos por los que el
aprendizaje puede ocurrir (citado en Tzur et al., 2001). Segin este autor, una
trayectoria hipotética de aprendizaje proporciona al profesor una base racional
para elegir un disefio de instruccidon concreto, y de esta manera las decisiones
pueden estar basadas en la mejor suposicion sobre como el aprendizaje puede
suceder. Las THA se generan en la fase previa a la instruccion, al planificar las
actividades de clase, sin embargo la interaccion de clase y el desarrollo de la

misma puede conllevar una nueva o una modificacion de la THA al evaluar el

En el original “hypothetical learning trajectory” (Simon, 1995).
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pensamiento de los estudiantes. Este marco teérico propone un modelo, Ciclo de
Ensenanza de las Matematicas, que describe una “visiéon” de la toma de
decisiones del profesor respecto al contenido y las tareas que han sido

desarrolladas en la clase de matematicas (Simon, 1995).

Las investigaciones desarrolladas han permitido identificar diferentes
“perspectiva del profesor” en la practica de los profesores (Simon et al., 2000;
Tzur et al., 2001). Perspectiva de la practica, o perspectiva del profesor es una
“construccion” realizada por los investigadores desde los datos reunidos de la
practica del profesor sobre las ideas del profesor que parecen explicar su practica.
Esta “construccion” tiene como objetivo explicar por qué pasa lo que pasa y se

realiza con el “armazon teorico” de la THA y los ciclos de ensefianza.

Estos investigadores han caracterizado tres perspectivas'®: perspectiva
tradicional, perspectiva basada en la percepcion y perspectiva basada en la
concepcion. Las perspectivas sobre la practica de los profesores vienen dadas
desde el punto de vista de los investigadores y no desde la descripcion que
podrian dar los profesores de su practica (Tzur et al., 2001):

Perspectiva basada en la percepcion: en esta perspectiva el profesor tiene

una vision platonica del conocimiento en la que las ideas matematicas
estan conectadas. El profesor considera que el aprendizaje matematico es
un proceso de experimentacion directa de matematicas ya existentes, y que
las ideas y relaciones matematicas llegan a ser percibidas por la propia
experiencia del estudiante. La vision de la ensefianza de las matematicas
del profesor es la de crear situaciones que pongan de manifiesto las ideas
matematicas y oriente a los estudiantes hacia los aspectos claves de las
situaciones. El papel del profesor es crear oportunidades para que los

estudiantes perciban y manejen los aspectos de las matematicas

"Denominadas en el original: “Traditional approaches”, ““A perception-based perspective”y “A
conception-based perspective” (Tzur et al., 2001).
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propuestos.

Perspectiva tradicional: esta perspectiva puede caracterizarse porque el

profesor intenta transmitir ideas matematicas concretas a los estudiantes.
Esta perspectiva como la anterior mantiene una visién platénica del

conocimiento.

Perspectiva basada en las concepciones: en esta perspectiva juega un papel

importante la idea de “asimilacidén”, es decir, el acceso de una persona a
la realidad no es independiente de las formas de experimentacion en ella.
Las concepciones previas del individuo juegan un papel importante en lo
que se aprende y en como se aprende. En esta perspectiva el profesor ve
el aprendizaje como el aumento y transformacion de las propias
concepciones. Para el profesor la ensefianza fomenta avances planificados,
lo que supone por un lado crear tareas que permitan obtener determinadas
metas y usar actividades asequibles que permitan realizar las tareas. Por
otro lado, el profesor debe orientar la reflexién de los estudiantes para

identificar modelos en su actividad y los efectos de esa actividad.

En la perspectiva basada en la percepcion se presupone la existencia de
una realidad objetiva (vision platonica), mientras que en la ultima perspectiva el
aprendizaje se realiza sobre las concepciones existentes, es decir, sobre lo que ya

se conoce y la actividad en la que se esta implicado (asimilacion).

Desde el punto de vista de este grupo de investigadores el desarrollo
profesional del profesor debe ir hacia el desarrollo de perspectivas basadas en las
concepciones (Heinz et al., 2000; Tzur et al., 2001). Desde la formacion de
profesores deben realizarse esfuerzos para lograr este cambio de perspectiva, este
cambio puede llevar a que los profesores se planteen ciertas cuestiones

pedagbgicas ;jcomo comprenden los estudiantes las matematicas? ;coOmo
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construyen determinada comprension?, etc. (Simon et al., 2000).

3.- LA CONSTRUCCION DEL CONOCIMIENTO MATEMATICO
DESDE DISTINTAS PERSPECTIVAS TEORICAS

Los marcos tedricos relativos a la construccion de conocimiento que
consideramos son aquellos basados en la dualidad proceso/objeto de los
conceptos matematicos (Dorfler, 2003). Estos referentes han sido usados en
numerosas investigaciones en Educacion Matematica al tratar de analizar la

comprension de diferentes nociones matematicas.

En Tall y colaboradores (Tall et al., 2000) se hace una revision de las
teorias relativas a la encapsulacion/reificacion' sefialandose diversos enfoques
en la forma de ver la transicion entre procesos y objetos; entre los desarrollados
a partir de los afios 80 se encuentran los propuestos por grupos de investigadores
liderados por Dubinsky, Sfard, Gray y Tall. Drijvers (2001) en su revision tedrica
indica:

“Una segunda parte del marco teorico es relativa al caracter dual

de los conceptos matemadticos que tienen un aspecto tanto

procedural como estructural. Sfard (1991) usa la palabra

reificacion,... Dubinsky establece la encapsulacion de procesos...

Como tercer medio de establecer la naturaleza bilateral de las

entidades matematicas mencionamos los proceptos desarrollados

por Gray y Tall (1994)” (p. 223)

Estas referencias teoricas se basan esencialmente en la construccion de

PDérfler (2002) utiliza el término “objetificacion” (objectification en el original) para referirse

al mecanismo de construir objetos matematicos (vistos como unidad o entidad). Confrey y Costa (1996)
hacen una critica a las “teorias de reificacion”, ya que no tienen en cuenta aspectos socio-culturales en
el desarrollo intelectual de una persona, son teorias que apoyan una vuelta al Platonismo en las
matematicas. Para estos autores el cuasi-empirismo de Lakatos “Provee una base psicologica/social para
la construccion de las matematicas que es menos individualista que la que es promovida por los
reificacionistas” (p. 151).
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“objetos mentales” de los conceptos matematicos a partir de procesos a través de
encapsulacion/reificacion. Dorfler (2002) indica:
“podemos plantearnos la cuestion de como el aprendiz
“construye’cognitivamente objetos matemadticos... hay varias
respuestas teoricas a esta cuestion propuestas en la literatura....
Una es la aproximacion de Sfard ... unidades cognitivas y
proceptos propuestas por Tally colegas... otra perspectiva accion-
proceso-objeto-esquema propuesta por Dubinsky y colegas...”

(p. 340)

Dorfler (2002) indica que hay un aspecto no cognitivo cuando se aborda
la construccion de objetos matematicos, sefiala que cuando en algin momento el
aprendiz decide tratar algo como un objeto, debe tener intencion de ello. Sefiala
que:

“En algun momento o estado, el aprendiz tiene que hacer que su

mente considere “‘éste”” como un objeto en si mismo. Esta decision

esta combinada con un cambio de punto de vista, de considerar

varios elementos en si mismos con sus propiedades y relaciones,

se pasa a considerarlos como constituyendo un todo con distintas

propiedades y relaciones... esta perspectiva presenta algunas

ventajas sobre la meramente construccion cognitiva de objetos. Al

ser una decision consciente de ver y tratar algo como un objeto,

esta decision puede ser revisada e incluso invertida” (pp.342-343)

Para este autor (Dorfler, 2002), ademas de la decision deliberada del
aprendiz, se puede indicar respecto al profesor y a la ensefianza de las
matematicas que:

“El papel del profesor, por tanto, deberia ser hacer que esta

decision parezca tan sensible y plausible como sea posible... lo que

es necesario es que la enserianza para la reificacion tome el
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adecuado punto de vista. Tal ensefianza podria hacer explicito a
los estudiantes el caracter metaforico del discurso sobre objetos
matemadaticos, que son los resultados de la reificacion” (pp. 346-

347).

Pasaremos a caracterizar los distintos enfoques de construccion del
conocimiento matematico que consideramos, describiendo los elementos tedricos
fundamentales de cada uno de ellos. Los diferentes enfoques descritos (con mas
detalle Sfard y Dubinsky?), se ajustan a la propuesta de Schoenfeld (1999) sobre
las teorias de aprendizaje:

“Una teoria de aprendizaje debe explicar como las personas

desarrollan una comprension creciente... ninguna teoria sobre

aprendizaje es completa sin una teoria sobre los mecanismos - una
elaboracion detallada de los procesos por los que el aprendizaje

tiene lugar.” (pp. 7-8)

En el cuadro 2.5 se resumen los diferente marcos tedricos con los

elementos fundamentales y algunos topicos investigados en cada uno de ellos.

2 Tanto la propuesta APOS de Dubinsky (1991), como la teoria de la reificacion de Sfard
(1991) son derivadas de las ideas sobre epistemologia de Piaget relativa a la abstraccion reflexiva. Las
referencias a que Apos deriva de las ideas de Piaget son varias en distintos trabajos del grupo de
investigadores (Dubinsky y Lewin, 1986; Ayers et al., 1988; DeVries, 2001), respecto a las referencias
piagetianas de la reificacion podemos encontrarlas en Sfard (1992). La teoria de los proceptos es
compatible con las ideas piagetianas sobre diferentes tipos de abstracciones (Gray et al., 1999; Tall et
al., 2000).
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CONOCIMIENTO

MARCOS TEORICOS: MODELOS DE CONSTRUCCION DE

Marco Teodrico

Elementos teoricos

Topicos investigados

desencapsulacidn,
tematizacion. Niveles intra,

inter, trans.

La teoria de la [ Concepcion operacional y |- Funcion (Sfard, 1992).
Reificacion concepcion estructural. | - Algebra (Sfard y
Interiorizacion, condensacion | Linchevski, 1994).
y reificacion. - Derivada (Zandieh,
2000).
Proceptos y unidades | Procedimiento, procesos, | - Aritmética (Gray y Tall,
cognitivas. conceptos, proceptos. [ 1994).
Unidades cognitivas. - Demostracion (Tall y
Compresion. Barnard, 2002)
-Funcion (Sajka, 2003)
Teoria de la | Accidon, proceso, objeto |-Inducciony Compacidad
abstraccionreflexiva: | esquema. Interiorizacion, | (Dubinky y Lewin, 1986)
APOS encapsulacion,|-Funcion ( Dubinskyy

Harel, 1992; Breindebach
etal., 1992)
- Derivada (Sanchez-

Matamoros, 2004).

Cuadro 2.5 Modelos tedricos de construccion de conocimiento matematico

3.1.- La Teoria de la Reificacion

La Teoria de la Reificacion ha sido desarrollada por Sfard (1991,1992) y

en ella se consideran tanto las distintas formas de conocer los conceptos

matematicos, como las relaciones entre cllas dadas a través de mecanismos de

construccion. En este marco tedrico los conceptos matematicos pueden ser

conocidos de dos maneras que son secuenciales, como procesos y como objetos.

En cuanto a las formas en que se construyen, sefiala tres mecanismos de

construccion: interiorizacion, condensacion y reificacion. Sfard (1991, 1992)
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considera dos concepciones:
- concepcidn operacional, en este caso una nocion es concebida como un
proceso computacional mas que como una construccion tedrica, y
- concepcidn estructural, donde se tratan las nociones como objetos o

entidades,

Considera tres pasos-fases secuenciales en la transicion desde la
concepcion operacional a la concepcidon estructural, éstos se denominan
interiorizacion, condensacion y reificacion. Estas tres fases deben ser
consideradas jerarquicamente, es decir un estado no puede alcanzarse hasta que

todos los pasos del anterior estén dados (Sfard, 1991):

Interiorizacion®', en esta fase el aprendiz se familiariza con los procesos

que daran lugar al nuevo concepto, por ejemplo, contar que lleva al nimero
natural, o bien, manipulaciones algebraicas que se convertiran en funciones.
Estos procesos son operaciones realizadas sobre objetos. En el caso de las
funciones en este nivel se tiene la idea de variable y la habilidad de usar una

formula para encontrar valores de la variable dependiente.

Condensacion, es un periodo de “compactificion” de largas secuencias de

operaciones en unidades mas manejables. Se piensa en un proceso sin necesidad
de detalles, el aprendiz se refiere a procesos en términos de relacion entrada-
salida sin indicacion de cualquier operaciéon. Es en este punto cuando
oficialmente el concepto nace. En este nivel es posible combinar procesos con
otros, hacer comparaciones y generalizar. Se pueden alternar diferentes
representaciones del concepto. En el caso de las funciones se llega a manejar la
correspondencia como un todo sin mirar valores especificos, eventualmente se

pueden investigar funciones, dibujar graficas, combinar funciones (es decir,

nteriorizacion esta tomado de Piaget (Sfard, 1991). Dubinsky (1991) también toma el
término de Piaget.
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componerlas) y encontrar la inversa de una funcion.

La diferencia entre las dos fases anteriores es que en la segunda hay un
cambio en el cual los procesos son vistos en término entrada/salida sin necesidad
de considerar sus componentes detallados. El proceso puede ser evocado,

manipulado y referido por su nombre (Sfard, 1992).

Reificacion (Sfard, 1991,1992; Sfard y Linchevski, 1994) es la fase en la
que se produce un objeto matematico. El cambio que se produce en la reificacion
es cualitativo, mientras que en la condensacién el cambio es cuantitativo. Sobre
el objeto que se construye es posible aplicar procesos, y nuevos objetos pueden
ser construidos y por tanto este estado de reificacion es el punto donde la
interiorizacion de conceptos de un nivel superior comienza. Sin reificacion la
aproximacion que puede tener un aprendiz es sencillamente operacional. El
siguiente cuadro esquematiza el funcionamiento del modelo con las distintas

componentes, concepciones y fases, de la propuesta de Sfard.

Reificacion

OPERACIONAL ESTRUCTURAL

| t |

Interiorizacion Condensaciéon

Cuadro 2.6 Modelo de reificacion: relaciones
entre concepciones y fases

Stard (1991, 1992) utiliza los términos procesos y objetos como formas
de conocer un concepto, pero debe tenerse en cuenta que no son totalmente
distintas, sino que son diferentes facetas de la misma cosa, es mas, son aspectos
complementarios; a veces el concepto es concebido tanto operacional como
estructuralmente. Y ademas los objetos emergen a partir de ciertos procesos

computacionales, en el camino de formacién de un concepto la concepcion
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operacional deberia preceder a la estructural.

En relacion a la cuestion de secuencialidad, se pueden encontrar dos
ejemplos. Para el concepto de nimero racional, desde el punto de vista historico
primero fueron considerados en un contexto de medida y posteriormente fueron
considerados objetos formados por pares de nimeros. Para la nocion de funcion,
histéricamente las funciones aparecen primero como formas de calcular, por
ejemplo, para Galileo son formas de calcular velocidades en un movimiento de
caida (enunciado verbalmente en forma de proporcidn), para Bernoulli las
funciones son el resultado de calcular de cualquier manera con variables y
constantes (Azcarate y Deulofeu, 1990). En ambos casos son visiones

operacionales del concepto matematico considerado, es decir, procesos.

Para Sfard (1991, 1992) los conceptos matematicos desde la
aproximacion estructural son considerados como cosas reales que tienen
existenciay pueden ser manipulados como un todo sin necesidad de detalles. Esta
caracteristica de la manipulacion es clave ya que al manipular se estd
construyendo otro concepto de otro nivel, la manipulaciéon se lleva a cabo
mediante un nuevo concepto que se estd formando a nivel de proceso
(concepcidn operacional); ademas esa manipulacion es una sefial de reificacion.
Un problema importante con respecto a la reificacion es el denominado por Sfard
“problema del inherente circulo vicioso”, por un lado la reificacion precede a la
manipulacion de mas alto nivel (la manipulacidn se hace sobre el objeto), y por
otro lado, el objeto se construye cuando se manipula, en otras palabras, la
reificacion de bajo nivel y la interiorizacion de alto nivel son prerrequisitos cada
uno del otro. Sfard propone que podemos diferenciar ambas formas de considerar
un concepto del siguiente modo, la concepcidén estructural es estatica,
instantanea e integrativa (combinar en un todo), mientras que la operacional es

dinamica, secuencial y detallada.
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Considera Sfard (2000) que a veces la introduccion de nuevos “nombres”
o “simbolos matematicos” puede ayudar a que se produzca la reificacion, es
decir, encaminarse hacia la aproximacion estructural de un concepto. La
distincidon estructural/operacional en los simbolos es relativa al discurso o
contexto en el que son empleados, el mismo simbolo puede a veces ser
operacional y otras veces estructural, este aspecto es muy similar a lo que Gray
y Tall (1994) senalan al indicar que con el mismo simbolo se evoca tanto el
concepto como el proceso (lo que denominan procepto, procept) y esto permite
una cierta ambigiliedad y flexibilidad al manejar los simbolos lo que da lugar al

€xito en el pensamiento matematico.

Conrespecto alos modos de representacion, Sfard (1991, 1992) indica que
aunque no de forma general, algunas representaciones parecen ser mas
susceptibles de la interpretacion estructural que otras, valga como ejemplo para
el caso de una funcidn, el modo grafico puede ser mas estructural que cuando se
usa un programa de ordenador para calcular valores (donde la funcion es un
proceso de calculo, no una entidad). Sin embargo, cuando se identifica s6lo un
modo de representacion con el concepto, estamos ante una concepcion
pseudoestructural. Por ejemplo, en el caso del concepto de funcion, se tiende a
identificar la funcion con su representacion en forma de formula de célculo. La
concepcidn pseudoestructural se produce cuando se comete el error de tomar un
significado por el significante. De hecho, el trabajar con los estudiantes varios
tipos de representacion, puede ayudar a desarraigar las concepciones

pseudoestructurales.

3.2.- Los proceptos y unidades cognitivas en la comprension de
conceptos matematicos
Este marco teodrico se inscribe dentro de las lineas que explican el

desarrollo cognitivo de conceptos, en concreto, en las construcciones mentales
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que se deben (o es conveniente) realizar para el aprendizaje de conceptos
matematicos. Para este enfoque hay dos concepciones de un concepto
matematico, una primera concepcion proceso y una concepcion como objeto,
dando lugar a un conglomerado de ambos denominada “procepto”, este enfoque
da un lugar preferente a los simbolos utilizados para representarlos. El paso de
proceso a procepto no tiene una denominacion explicita en esta teoria y cuando
se ha generalizado a unidades cognitivas ha recibido mayor atencion el

mecanismo de “compresion”.

Para Tall y sus colegas (Gray y Tall, 1994; Tall, 1996; Gray et al., 1999)
las nociones matematicas tienen dos aspectos, aspecto “proceso” que llevado a
cabo da lugar a un aspecto concepto [llamarlo objeto seria mas correcto]
representado por algtn tipo de simbolo que hace referencia tanto al proceso como

722 a los

al concepto. Este doble aspecto les lleva a denominar “procepto
conceptos. La nocion de procepto esta ligada a la ambigiiedad de los simbolos,
un mismo simbolo puede evocar tanto al proceso como al concepto. Artigue
(1998) senala que la nocion de procepto sirve para marcar el papel principal
jugado por el simbolismo en el mecanismo de encapsulacion. Se utiliza el
término procepto para referirse a una amalgama de concepto y proceso
representados por el mismo simbolo. No se concede un lugar especifico a la

construccion de proceptos ya que esto no es lo tnico a tener en cuenta sino que

también hay que considerar su uso.

Gray y Tall (1994) de manera mas detallada establecen que se puede
considerar un procepto elemental como un concepto y proceso representados por
el mismo simbolo, es decir, es una amalgama de tres componentes: proceso que
produce un objeto matematico y un simbolo que representa tanto al proceso como

al concepto. Una coleccion de proceptos elementales que tienen el mismo nombre

2En el original procept, process y concept, (Tall, 1996)
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€S un procepto.

En este marco tedrico se puede distinguir entre proceso y procedimiento,
el término proceso se refiere a la representacion cognitiva de una operacion
matematica, el término procedimiento se refiere al algoritmo especifico que
implementa un proceso. Un algoritmo que lleva a cabo un proceso es entendido
como una sucesion de pasos, esta sucesion de pasos permite distinguir una
sensacion de movimiento, de ahi que este aspecto sea denominado “dindmico”,
el resultado es el concepto (objeto) y éste es estatico (Gray y Tall, 1994; Gray et
al., 1999). De esta forma tenemos tres niveles de sofistificacion en este marco:
procedimientos, procesos y proceptos. Por ejemplo, consideramos el proceso de
contar que llega a producir un concepto como es el de nimero, para realizar dicho
proceso de contar pueden emplearse distintos procedimientos, cuando se utiliza
un unico procedimiento podemos decir que se estd en el primer nivel de
desarrollo, cuando el estudiante plantea diversos tipos de procedimientos para
contar es cuando se alcanza el segundo nivel de desarrollo, el nivel proceso (Tall,

1996; Gray et al,1999).

Tall et al. (2001) distinguen en las diferentes areas de las matematicas
distintos tipos de proceptos diferenciados por la naturaleza del proceso del que
provienen. En aritmética son proceptos computacionales (esencialmente son
calculos), en algebra son procesos potenciales (en cuanto a que son expresiones
que permiten evaluar distintos valores) con conceptos manipulables; para la
nocion dindmica de limite, los procesos son potencialmente infinitos con
conceptos infinitesimales. Hay otros proceptos asociados a las definiciones
formales y demostraciones caracteristicas de lo que se conoce por pensamiento

matematico avanzado en matematicas (Tall, 1992).

Este enfoque da relevancia a los simbolos y representaciones utilizados.

Las representaciones pueden ser a través de materiales concretos, palabras
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habladas, simbolos escritos. La importancia es debida a que los ‘“simbolos”
representan simultdneamente tanto el proceso como el producto de dicho proceso.
Esta ambigiiedad en la interpretacion es la raiz para tener éxito en matematicas
(Gray y Tall, 1994). Entre las formas de representacion disponibles estan (Tall,
1996):

- representacion enactiva (podemos traducirla como manipulativa),

- representaciones numéricas y simbolicas, manipuladas a mano o con el

ordenador,

- representaciones visuales (graficas), producidas a mano y dinadmicas

sobre el ordenador, y

-representaciones formales, que dependen de las definiciones formales y

demostraciones; éstas son las representaciones propias del pensamiento

matematico avanzado.

Las primeras representaciones son las representaciones enactivas que son
la base para el desarrollo de las matematicas a niveles cada vez mas sofisticados.
Cada representacion tiene sus propias caracteristicas, ventajas y desventajas
desde el punto de vista cognitivo (Tall, 1996). Para estos autores (Gray et al.,
1999) hay diferencias en la formacion de diferentes conceptos matematicos. Asi
es diferente la construccion de conceptos geométricos y la construccion de
conceptos aritméticos, como el ntmero. Consideran que los conceptos
aritméticos, algebraicos y del calculo tienen un desarrollo similar a través de los
simbolos. Este grupo de investigadores ha generalizado la nocion de procepto,
considerandolo como un tipo particular de “unidad cognitiva”. Una unidad
cognitiva es una parte de la estructura cognitiva en la que se puede centrar la
atencion en un momento, es una unidad mental que se utiliza al pensar en una
nocidon matematica y su estructura cognitiva relacionada (Barnard y Tall, 1997,

Crowley y Tall, 1999; Tall, 2000).

A partir de unidades cognitivas, podemos establecer conexiones entre ellas
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y formar a su vez una nueva unidad cognitiva y en esta situacion los “nombres”
o “simbolos” vuelven a jugar un papel importante ya que dar un nombre puede
ayudar en este mecanismo que forma unidades cognitivas a partir de las
conexiones entre otras, el simbolo puede centrar la atencion y ser manipulado.
Este mecanismo se denomina “compresion conceptual®” y consiste en pasar de
concebir ideas distintas a concebir una idea con diferentes aspectos (Crowley y
Tall, 1999). Dorfler (2002) considera que su propuesta en relacion a la decision
consciente y deliberada de construir objetos matematicos se complementa con
esta nocion de compresion, ya que para €l las partes deben ser previamente
tratadas como entidades en si, y posteriormente formar el todo, y esto es muy
similar a las unidades que se agrupan para formar una nueva unidad con
relaciones internas que previamente eran externas. Asi un procepto es un caso
particular de unidad cognitiva. Un “procepto” se desarrolla cada vez con mayor
amplitud estableciendo conexiones entre diversos procedimientos que dan lugar
aun mismo proceso (Tall y Barnard, 2002). Este establecimiento de conexiones
es clave en el desarrollo de unidades cognitivas cada vez mas sofisticadas, asi
podemos conectar diversas unidades cognitivas y construir una nueva unidad

cognitiva mas sofisticada a través del proceso de compresion.

Por tanto, desde el punto de vista de esta teoria (Barnard y Tall, 1997; Tall
y Barnard, 2002) una unidad cognitiva puede ser concebida y manipulada como
una entidad y también ser “descomprimida’ para revelar su propia estructura
interna. Se sugiere que hay dos factores complementarios que son importantes en
la construccidén de estructuras de pensamiento: por un lado, la habilidad de
“comprimir” informacidn en unidades cognitivas; y por otro lado, la habilidad de
hacer conexiones dentro y entre unidades cognitivas de modo que otra
informacion relevante pueda ser traida o sacada del foco de atencion a voluntad.

Esta idea puede ser utilizada para realizar futuros andlisis de conceptos.

Z«“Conceptual compression” en el original (Crowley y Tall, 1999, p. 2 de la versién
electrénica).

70



2.- Marco conceptual José Maria Gavilan Izquierdo

3.3.- La Teoria de la abstraccion reflexiva: APOS

Este modelo de comprension tiene dos componentes: las formas de
conocer un elemento matematico (accion, proceso, objeto y esquema) y los
mecanismos de construccion de las mismas (interiorizacioén, encapsulacion,
desencapsulacion, entre otros). Estos mecanismos son distintas manifestaciones
de lo que Piaget denominé “abstraccion reflexiva”. También se contemplan los
distintos estados de desarrollo de los esquemas identificados por Piaget y Garcia

(1983): intra-inter-trans.

Esta teoria constructivista ha sido desarrollada por Dubinsky y
colaboradores (Dubinsky, 1991; Asiala et al., 1996) y tiene como objetivo la
investigacion y desarrollo curricular. Pretende posibilitar el disefio de sesiones
de instruccion con el objetivo de que los estudiantes adquieran una cierta
comprension de los conceptos matematicos. Esta comprension es interpretada en
este marco en el sentido de que los estudiantes realicen ciertas construcciones
(acci6n, proceso, objeto y esquema). Nosotros nos centraremos en su propuesta
de modelo de comprension que modela la epistemologia del concepto en
cuestion: qué significa comprender el concepto, y como esa comprension puede
ser construida por el aprendiz. Esto se recoge en la propuesta de una
descomposicion genética** del concepto matematico. Hay que sefialar que un
concepto no tiene una Unica descomposicion genética y que €sta representa una
forma razonable que los estudiantes pueden usar para construir un concepto. La
descomposicion genética puede estar basada en revisiones de la literatura,
investigaciones anteriores y el propio conocimiento matematico de los
investigadores (Dubinsky, 1991, 1996; Asiala et al., 1997). La descomposicion
genética del concepto hace referencia a las dos componentes del modelo de

comprension:

2% De los elementos teéricos del marco APOS, éste junto a encapsulacion, son de los que estan
presentes desde los primeros trabajos publicados (Dubinsky y Lewin, 1986).
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- las formas de conocer: accidn, proceso, objeto y esquema, y
- los mecanismos de construccion: interiorizacion, encapsulacion,

desencapsulacion...

En el cuadro 2.7 se describen las relaciones entre las formas de conocer
y los mecanismos de construccién a través de los cuales se produce la

comprension.

Proceso
Inversion

Interiorizacion Encapsulacion

Accion —————— > Proceso ¢ > Objeto
Pr(;geso Desencapsulacion

Tematizacion
Coordinacion

Esquema
Proceso

Cuadro 2.7 Modelo APOS: relaciones entre formas de
conocer y mecanismos

Las acciones podemos definirlas como transformaciones de objetos que
el individuo percibe como algo hasta cierto punto externo. Cuando solo hay
comprension a nivel de accion, Unicamente puede realizarse la transformacion
cuando hay detalles precisos sobre qué pasos dar; la idea de “ser externas”
proviene de que el entendimiento conceptual tiene su fuente en la manipulacion
de los objetos fisicos y en este caso, con referencias externas dadas por los
detalles precisos. De acuerdo con este referente tedrico, las acciones marcan el
principio para el entendimiento de un concepto. Un ejemplo de construccion a
nivel de accidon puede ser el siguiente: cuando un estudiante s6lo es capaz de
interpretar una funcién si dispone de una férmula para calcular valores

(Dubinsky, 1996; DeVries, 2001).

Cuando una accidn tiene lugar enteramente en la mente del individuo, sin

necesidad de realizar todos los pasos se dice que ha sido “interiorizada” para
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convertirse en un proceso. El mecanismo de construccién de la forma conocer
proceso a partir de la forma de conocer accion se conoce como interiorizacion.
Para obtener la comprension a nivel de proceso el individuo necesita repetir la
accion y reflexionar sobre ella; en este sentido la construccion es interna al sujeto
y ya no es necesario realizar todos los pasos para hacer la transformacion
(Dubinsky etal., 1994; Dubinsky, 1996). Algunos autores distinguen las acciones

y los procesos del siguiente modo:

- Breidenbach et al. (1992) indican que a pesar de que ambas
transformaciones actian sobre objetos, la diferencia entre una acciéon y un
proceso es la necesidad en la primera de una receta o formula explicita que

describa la transformacion.

- Zazkis y Campbell (1996) caracterizan el salto a la concepcidn proceso
del siguiente modo, cuando la accion es entendida pero no tiene que ser realizada
de manera efectiva sino que la actividad se realiza en la mente y se tiene alguna

comprension de la influencia de las condiciones iniciales sobre los resultados.

- Cottrill et al. (1996) al tratar el tema del limite, cuando ven la necesidad
de realizar infinitos pasos o calculos para obtenerlo: cualquier célculo que
necesite un niamero infinito de pasos, s6lo puede ser comprendido a través de

una concepcion proceso.

Una vez obtenida la construccion proceso a partir de la interiorizacion de
acciones es posible obtener nuevos procesos, coordinando dos procesos (por
ejemplo, composicion de funciones) o por inversion de uno de ellos (por ejemplo,

para calcular la funcion reciproca).

El mecanismo de encapsulacion es la transformacion mental de un proceso

en un objeto cognitivo. Este objeto puede ser visto como una entidad total (o
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totalidad coherente) y puede ser afectado/transformado (mentalmente) por
acciones o procesos. En este caso decimos que un proceso ha sido encapsulado
en un objeto. Desencapsulacion es el mecanismo de volver atrds (retroceder)
desde un objeto al proceso del cual el objeto fue encapsulado (DeVries, 2001),
los mecanismos de encapsulacion y desencapsulacion son reciprocos en cierto
sentido. Sefialar un aspecto importante dentro de este marco teorico, la
encapsulacion de un proceso (proceso 1) puede llevarse a cabo por la necesidad
de aplicar a éste alguna accidn u otro proceso (proceso 2/accion). Para nosotros,
esta situacion se manifiesta por la necesidad de hacer un uso de él a través de una
accion o proceso (proceso 2/accion), la situacion se esquematiza de la siguiente

manecra:

Proceso 2/Accion

Proceso 1 |-------m--mmmmmmmmmnee- > Objeto
Encapsulacion

Cuadro 2.8 Modelo APOS: mecanismo de
encapsulacion

Un ejemplo, Ayers et al. (1988, p. 247) al tratar el aprendizaje de la
composicion de funciones sefialan que “para realizar operaciones sobre
funciones, el estudiante debe considerar las funciones como objetos mentales®”.
De esta manera la forma de conocer proceso para la funcion pasa a ser el objeto
“utilizado” con la forma de conocer accion/proceso “operacion sobre funciones”,

la transformacion “operacion con funciones” es la que transforma el proceso

funcidn, convirtiéndo de esta manera la funcion en un objeto.

“Basada en esta idea, Ayers et al. (1988, p. 248) indican “convertir un proceso en un objeto,
aplicandole un procedimiento o un sistema de comandos, es hecho muy frecuentemente en el curso de
actividades de programacion”. Un “comando” es una instruccion dada al ordenador.
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Las acciones y procesos actiian sobre objetos. Hay dos formas de construir
objetos, a partir de procesos o partir de esquemas. Los objetos se pueden obtener
atraveés de la reflexion sobre un proceso y de este modo llega a ser consciente del
proceso como una totalidad. La forma de construir los objetos a partir de procesos
es la siguiente, cuando un estudiante se enfrenta a una situacion en la que se le
pide aplicar una accion, entonces tiende a encapsular un proceso en orden a tener

un objeto sobre el que aplicar la accion (Dubinsky et al.,1994; Asiala et al.,1996).

También es posible construir un objeto a partir de un esquema, segun
sefialan Cottril et al. (1996), un esquema es una coleccidon coherente de acciones,
procesos y objetos; se pueden aplicar acciones a un esquema, lo que significa que
estos esquemas seran interpretados como objetos, este mecanismo se denomina
tematizacion. Los desarrollos ultimos de la teoria Apos estan produciéndose en
el sentido de incorporar a la teoria el desarrollo de esquemas (Clark et al., 1997,
Cottrill, 1999; Bakers et al., 2000; DeVries, 2001; Sanchez-Matamoros, 2004;
Sanchez-Matamoros, prepublicacion). Para analizar el desarrollo de los esquemas
se han usado las ideas de Piaget y Garcia (1983) segun las cuales hay tres niveles
en el desarrollo de un esquema para un concepto: nivel intra, nivel inter y nivel

trans.

Estos tres niveles de desarrollo de los esquemas se describen (Baker et al.,
2000; DeVries, 2001) del siguiente modo: el nivel intra se caracteriza porque los
objetos se analizan en términos de sus propias propiedades. El nivel inter, esta
caracterizado por la construccidon de relaciones entre acciones, procesos y objetos.
El individuo es consciente de las relaciones presentes y puede deducirlas, a este
nivel se comienza la construccion del esquema y se senala indicando que se tiene
un “pre-esquema”. A nivel Trans se es consciente de la amplitud del esquema,
cuando es aplicable y cuando no lo es, se identifican las relaciones entre objetos

que se incluyen en el esquema y las que no.
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Sanchez-Matamoros (Sdnchez-Matamoros, 2004; Sdnchez-Matamoros et
al., prepublicacion)® plantea el analisis del desarrollo de la comprension de la
derivada en estudiantes de diferentes niveles educativos. El marco tedrico
utilizado es una adaptacion de la propuesta de Piaget y Garcia (1983) para el
desarrollo de un esquema. En este trabajo se identifica que lo relevante en el
desarrollo de un esquema son los tipos de relaciones entre elementos matematicos
y los elementos matematicos del concepto, que usan los estudiantes cuando
intentan resolver una situacién problemadtica. Las relaciones logicas entre
elementos matematicos consideradas son: conjuncién logica (y logica),
contrarreciproco y equivalencia ldgica (o doble implicacion). Esta investigadora
identifica en el desarrollo del esquema derivada los niveles INTRA, INTER y
TRANS y distintos subniveles en cada uno de ellos, todos caracterizados a través
del tipo de relaciones logicas establecidas entre elementos matematicos y el uso
paulatino de mas elementos matematicos de la derivada en la resolucion de
problemas, por lo que habla de una construccion progresiva del esquema
derivada. Respecto a los modos de representacion, indica que la construccion
progresivano va ligada a ellos, donde los subniveles (salvo el nivel trans) se ligan
a un modo de representacion, sin prioridad de ninguno. El nivel trans se
caracteriza por la “sintesis” de los modos de representacion. La sintesis se utiliza

cuando hay que relacionar informacion grafica y analitica.

Sanchez-Matamoros (Sanchez-Matamoros, 2004; Garcia et al.,
prepublicacion) indica que el desarrollo progresivo finaliza con la tematizacion
del esquema por el estudiante. Caracteriza la “tematizacion” del esquema
derivada, mediante la capacidad del estudiante de determinar los dominios de
validez de las propiedades, por ejemplo, trasladar las relaciones entre fy f ', al

par f'y f .

*Ma4s adelante volveremos detalladamente sobre algunas ideas aportadas por esta investigacion
de las que haremos uso en nuestra investigacion.
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4.- NUESTRA PROPUESTA PARA EL ANALISIS DE LA
PRACTICA: LA MODELACION DE LA DESCOMPOSICION
GENETICA DE UNA NOCION MATEMATICA

4.1- Introduccion

La adopcion explicita de marcos tedricos en la investigacion en
Educacion Matematica ha sido destacado por Goldin (1997) ya que es necesaria
para poder describir o caracterizar lo que se quiere inferir. Como hemos indicado
en el Capitulo I (Problema de investigacién) nuestro proposito es describir y
explicar la practica del profesor a partir del presupuesto de que los profesores
pretenden que su estudiantes construyan conocimiento matematico, y por tanto
nuestro analisis de la practica del profesor lo es desde el punto de vista de la
construccion de conocimiento que se potencia en los estudiantes. Pretendemos
realizar esta descripcion de la practica del profesor a través de la caracterizacion
de la perspectiva de la practica del profesor. Nuestro andlisis debe permitirnos
“identificar y delimitar” varias perspectivas de la practica cuando se admite que

el profesor quiere ayudar a que el alumno comprenda el contenido matematico.

El elemento tedrico que nos va a permitir la caracterizacion de la
perspectiva de la practica del profesor es la nocion de “modelacion de la

2™ Este elemento tedrico se

descomposicion genética de una nocién matematica
construye utilizando la nociéon de descomposicion genética introducida por el
grupo RUMEC (Dubinsky, 1991; Asiala et al.,1996). Desde la practica del
profesor, lamodelacion de la descomposicion genética debemos entenderla como
una descripcion y secuencia (orden en el que se presentan y las relaciones) de los
mecanismos de construccion que el profesor modela cuando pretende que sus

estudiantes lleguen a comprender un concepto. Es decir, cuando hablamos del

conocimiento que potencialmente pueden llegar a construir los estudiantes. La

?’En nuestro trabajo hablamos de la nocién de derivada que incluye distintos conceptos: derivada
de una funcion en un punto, funcioén derivada, operador derivada.
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idea de modelar la entendemos como una interpretacion que hace el investigador
de las acciones (y su justificacion) del profesor mediante las cuales modela el
mecanismo que internamente debe realizar el estudiante para llegar a conocer de
una determinada manera. Esta interpretacion del investigador se realiza
apoyandonos en las acciones y discurso del profesor. Las “acciones” del profesor
en esta investigacion tienen un sentido amplio incluyendo las tareas, la secuencia

de tareas y lo que “hace” el profesor.

La caracterizacion de la practica de un profesor usando la idea de la
modelacion que el profesor hace de los mecanismos de construccion del concepto
en orden a conseguir desarrollar la comprension de los alumnos nos permitira
inferir la perspectiva de la practica de profesor. Miramos la practica del profesor,
no de manera arbitraria sino viendo como “modela” los mecanismos que se
suponen permiten a los alumnos desarrollar la comprension. Esto es asi, como ya
indicamos, porque asumimos como hipotesis de partida que existe cierto
paralelismo entre lo que el profesor hace (modela) y el desarrollo de la
comprension del alumno. Desde un punto de vista piagetiano el “aprendizaje” es
un proceso de adaptacion al medio. En nuestro caso uno de los aspectos del
medio es la manera en la que el profesor presenta el contenido (lo que hace y
dice), por tanto la préactica del profesor determina las condiciones (por 1o menos
parte de ellas) del medio a través de las cuales el alumno tiene la oportunidad de
aprender. De ahi que lo importante sea la “practica” del profesor y en qué
medida permite “constituir” el medio que favorezca las construcciones mentales

del estudiante para el desarrollo de la comprension.

Consideramos “la perspectiva” de la practica del profesor como lo que

subyace a su practica, hace referencia a los aspectos caracterizadores de dicha
practica desde la potenciaciéon de la construcciéon de conceptos. En esta
investigacion vamos a caracterizar la perspectiva de la practica del profesor a

partir de la modelacion de la descomposicidon genética de la nocidon de derivada.
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Para “mirar” lo que subyace en la practica hemos utilizado el elemento tedrico
“modelacion de la descomposicion genética de la nocion o concepto”. La
definicion del elemento tedrico “modelacion de descomposicion genética del
concepto” lleva implicita unos referentes tedricos de comprension. Desde los
distintos marcos tedricos que nos hablan de formas de conocer y mecanismos de
construccion (Dubinsky, 1991; Sfard, 1991; Tall y Barnard, 2002) hemos tomado
como referente el marco APOS. Adoptado el marco APOS y la modelacion de
la descomposicion genética del concepto, la idea de modelacién de mecanismos
de construccidon puede ser ampliada con la modelacidon que el profesor hace de
la forma de conocer accidn, ya que esta forma de conocer tiene por un lado la
caracteristica de ser externa al sujeto que comprende y venir dada, generalmente,
por una regla (Dubinsky, 1996) y por tanto es “visible”e identificable en la
practica del profesor y por otro se da el hecho de que:
“Las acciones marcan el principio crucial del entendimiento de un

concepto.” (Dubinsky, 1996, p. 34)

Desde este posicionamiento previo podemos dar sentido a “la ensefanza
para la comprension” a través de la “modelacion de la descomposicion genética
del concepto” desde la modelacion que el profesor hace de los mecanismos de
construccion y de la forma de conocer accion. En la modelacion por el profesor
de un mecanismo de construccion y forma de conocer accion a través de las
acciones y discurso lo que hace y dice es visible. Desde nuestra forma de
entender qué es modelar un mecanismo, hay dos aspectos importantes, (i) la
visibilidad de las manifestaciones del profesor (hace y dice), y (i) el hecho de

que la visibilidad viene dada por los instrumentos de la préactica que usa el

profesor.

Los ‘“instrumentos de la préctica” son para nosotros los modos de

representacion y los elementos matematicos del concepto. De esta manera

hacemos visibles las modelaciones por el profesor de los mecanismos de
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construccion y de la forma de conocer accion a través de un elemento tedrico
relacionado con la practica del profesor como es “los instrumentos de la
practica”, tal y como se consideran en la perspectiva sociocultural (Llinares 1999,
2000 a, 2002):
“Algunas investigaciones han empezado a identificar aspectos del
uso del profesor de los instrumentos como un medio para
caracterizar las prdcticas matemdticas en el aula... también en
como el profesor comprende el como usarlos y para qué
proposito... Ver la practica del profesor de matemdticas desde una
perspectiva sociocultural implica dos cosas: (i) tener que
identificar aquellos instrumentos que emplea el profesor... y (ii)

caracterizar como el profesor los usa”(Llinares, 2000 a, p. 116).

En definitiva, queremos describir la practica del profesor de matematicas
dando cuenta de como usa y justifica los modos de representacion y los
elementos del concepto matemdatico cuando modeliza la descomposicion
genética. Esta descripcion nos permitird inferir la “perspectiva” que subyace a

dicha practica.

Para inferir la perspectiva de la practica del profesor, lo que subyace y
justifica la préactica del profesor, nos apoyamos en dos ideas. La primera idea se
plantea a partir de los resultados de Escudero (2003) en el sentido de que la
organizacion y la gestion del contenido matematico realizada por el profesor en
el aula esté relacionada con sus concepciones sobre las matematicas escolares y
por la manera en la que los profesores conocian dichos contenidos. Ademas
Escudero (2003) considera que es necesario apoyarse en los resultados de los
analisis epistemoldgicos de los conceptos matematicos que el profesor ensefia
para identificar las concepciones que sobre las matemadticas subyacen en su
practica. A partir de estos resultados nos apoyamos en los analisis

epistemologicos sobre la nociéon de derivada realizada en otros estudios
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(Azcéarate, 1990; Azcarate y Deulofeu, 1990; Font, 1999; Badillo, 2003) en las
que se subraya la importancia del papel que desempenan los sistemas de simbolos
en el proceso de construccion del significado de derivada a través de la historia.
La segunda idea que consideramos en la caracterizacion de la perspectiva de la
practica es la que procede de la manera en que histoéricamente se han ido

reificando los significados de la nocion de derivada.
Escudero (2003) afirma que las diferencias en la arquitectura relacional
que pueden ser identificadas en la practica del profesor pueden explicarse por las

concepciones sobre la ensefianza-aprendizaje de las matematicas.

Estas dos ideas son las que nos permiten considerar la “perspectiva de la

practica” del profesor definida por un “conglomerado” de ideas agrupadas en dos
dimensiones:

- como concibe el desarrollo de la comprension: concepcion sobre el
aprendizaje de los conceptos visto a través de los mecanismos de
construccion del conocimiento que se potencia, secuencia-relaciones y su
justificacion, y
- su vision de las matematicas: concepcion de las matematicas como
objeto de ensefanza y aprendizaje visto a través de como organiza el

contenido matematico para ensefarlo.

Los distintos valores que pueden tener las dimensiones descritas nos
caracterizan la “perspectiva de la practica” del profesor. Es lo que subyace en la
practica. Queremos indicar que la perspectiva identificada es una construccion
tedrica derivada del andlisis de los datos empiricos obtenidos. Creemos que entre

las posibles caracterizaciones de perspectivas podemos encontrar desde la
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tradicional a la mas ajustada a las reformas curriculares®. En cada caso concreto
puede suceder que lleguemos a perspectivas de la practica del profesor que se
puedan ajustar en mayor o menor grado a las descritas. Como consecuencia
consideramos la idea de “continuo” entre las distintas perspectivas de la practica.
Esta idea de continuo la abordaremos con mas detenimiento en el capitulo final

al abordar la discusion e implicaciones de nuestra investigacion.

Para obtener informacion sobre las ideas que se agrupan en las dos
dimensiones anteriores utilizamos las variables siguientes:

- La forma en que usa los sistemas de representacion como instrumentos

de la practica.

- Como el profesor organiza los distintos conceptos matematicos y como

establece relaciones entre ellos.

- Formas de conocer que parece potenciar el profesor mediante las

modelaciones de los mecanismos de construccion.

El uso de los sistemas de representacion hace referencia a la forma en la
que son usados por el profesor los sistemas de representacion analitico y grafico.
Podemos encontrar los dos sistemas de representacion, o s6lo uno de ellos. La
organizaciéon de los conceptos matematicos: hace referencia a los distintos
conceptos y sus relaciones (derivada de una funciéon en un punto, funcion
derivada, operador derivada) que conforman la nocion de derivada. Los distintos
conceptos que se identifican en la practica pueden estar o no relacionados. Las
formas de conocer que se potencian (accidn, proceso, objeto): hace referencia a
las formas de conocer para cada concepto. Se pueden potenciar diferentes formas

de conocer, y €éstas pueden estar aisladas o relacionadas entre si.

2De las revisiones aqui sefialadas hemos obtenido que existen diversas perspectivas, pero que
los casos “extremos” justifican, por un lado un estilo tradicional de ensefianza y un estilo de ensefianza
que se acerca a las recomendaciones de la reforma de las matematicas, aunque pueden tener diferentes
etiquetas.
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Por lo tanto, la caracterizacion del uso de los modos de representacion, la
organizacidn-relaciones de los conceptos que forman la nocién y la manera en la
que el profesor modela los diferentes mecanismos de construccion del concepto

nos proporcionan los medios para inferir las diferentes perspectivas de la préctica.

En los siguientes apartados vamos a comentar mas ampliamente los

distintos elementos que aparecen en nuestra propuesta.

4.2- Los instrumentos

Los instrumentos de la practica y la forma en que son usados por el
profesor son los que hacen visible a los investigadores las modelaciones de
mecanismos de construccion realizadas por el profesor. Modelar un mecanismo
de construccion es una interpretacion del investigador de las acciones y su
justificacion del profesor, en el sentido del mecanismo que internamente debe
realizar el estudiante para llegar a conocer un concepto matematico de una
determinada manera. Esta modelacion la realiza el profesor a través de las
acciones y discurso. En las acciones y discurso del profesor se contempla la
organizacion del contenido, los objetivos, las justificaciones, asi como lo que

“dice” y “hace” durante la gestion de la clase.

En Ia literatura se han identificado diversos tipos de instrumentos, Adler
(2000) considera los “recursos”, con un significado similar a lo que nosotros
denominamos instrumentos e incluye entre ellos, los libros de texto y otros
materiales de aprendizaje, y también considera recursos culturales como el
lenguaje. Meira® (1998) considera desde el punto de vista escolar, los diversos
tipos de signos como representaciones en tablas de valores y graficas de patrones

numéricos. Desde una vision més general, Llinares (2000 a) identifica algunos

Meira (1998) y Llinares (2000 a, 2002) se refieren a los instrumentos, y al uso de los
mismos.
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instrumentos de la practica como los problemas propuestos a los estudiantes y los
modos de representacion. En nuestra investigacion hemos considerado los
elementos matematicos de un concepto como un instrumento de la practica del

profesor.

Hemos considerado en el andlisis de la practica del profesor dos
instrumentos de la practica, los modos de representacion y los elementos
matematicos de lanocion sobre la que el profesor centra su ensefianza. Pasaremos
a caracterizarlos y a indicar cdmo entendemos “su uso”. El uso de estos
instrumentos lo entenderemos como las relaciones que el profesor establece entre

ellos.

4.2.1.- Los modos de representacion

Las representaciones vienen definidas de la siguiente manera:
“Son notaciones simbdlicas o grdficas, especificas para cada
nocion, mediante las que se expresan los conceptos y
procedimientos matemdticos asi como sus caracteristicas y
propiedades mas relevantes, ... cada uno de los modos distintos de
representar un mismo concepto matematico proporciona una
caracterizacion diferente de dicho concepto; no hay un unico
sistema capaz de agotar en su totalidad la complejidad de
relaciones que cada concepto matematico encierra” (Castro y

Castro,1997, pp. 96 y 103)

Para Rico (2001) las representaciones son aquellas herramientas (signos
o graficos) que hacen presentes los conceptos y procedimientos matematicos y
con las cuales los sujetos abordan e interactiian con el conocimiento matematico.
Distinguen Castro y Castro (1997) y Rico (2001) dos clases de representaciones,
las representaciones internas, que son la imagenes mentales que se forman en la

mente al evocar o pensar en un concepto matematico; y las representaciones
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externas, aquellas que tienen soporte fisico, y son a las que se hace referencia en
la cita anterior de estos mismos autores. Rico (2001) al analizar las dos clases de
representaciones, plantea la cuestion de qué relacion mantienen ambas
representaciones. Garcia (1999) hace una aproximacion a la comprension de los
conceptos a través de la nocion de representacion, tanto de las externas como
internas:
“Una manera de entender el conocimiento de conceptos es
mediante la forma en que estan estructuradas las representaciones
internas de los mismos y que no pueden observarse directamente.
Ademas, para poder comunicarse y usar ideas matemdticas en
diferentes contextos es necesario utilizar y por lo tanto conocer
representaciones externas de esos conceptos, ... las caracteristicas
de las representaciones externas de los conceptos vienen
influenciadas por la representacion interna y viceversa actuando

como elemento fundamental el contexto social” (pp. 9y ss.)

Para Garcia (1999) las interacciones y el uso que se hace de las
representaciones externas de los conceptos permite inferir caracteristicas de las
representaciones internas y de sus relaciones, ademas la comprension de los
conceptos matematicos estd vinculada a establecer conexiones entre distintas

representaciones externas para los mismos.

Podemos sefialar dos grandes familias de representaciones externas
(Castro y Castro, 1997; Rico 2001):

- representaciones simbolicas: digitales, discretas, se basan en signos

alfanuméricos estructurados con sus propias reglas de sintaxis, y

- representaciones grdficas: analogicas, continuas, de tipo grafico o

figurativo, cuya sintaxis viene dada por las reglas de composicion y

convenios de interpretacion.
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Algunos investigadores (Duval, 1996; Rico, 2001) sefialan que los
conceptos y estructuras matematicas tienen la caracteristica de necesitar diversas
representaciones para poder captarlos en toda su complejidad y por tanto hay que
considerar las relaciones entre los distintos sistemas de representacion para un
mismo concepto, lo que se denomina traslaciones o conversiones. Desde el punto
de vista de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, las representaciones
(y sus traslaciones) juegan un papel fundamental para la comprension de los
conceptos. Por otro lado, los estudiantes tienen dificultades con los modos de
presentacion (bien porque no los interpretan correctamente, o bien porque no
manejan varios modos para un mismo concepto) por ello es conveniente que los
estudiantes sean instruidos y educados en el uso y comprension de las

representaciones (Castro y Castro, 1997).

Para las nociones matematicas escolares relacionadas con el Analisis
Matematico podemos concretar distintos modos de representacion, Janvier (1987)
en su trabajo sobre representaciones de la nocion de funcion indica los siguientes,
descripcion verbal, tablas de valores, graficas y expresion algebraica. Las
descripciones detalladas sobre dichas representaciones del concepto funcion
podemos encontrarlas en Azcarate y Deulofeu (1990) y de forma mas general en
el campo del algebra® en Friedlander y Tabach (2001). Tall (1996) incluye un
modo de representacion mas respecto a los anteriores, que denomina
“representacion enactiva”, que caracteriza como aquella representacion de las
acciones de las personas que dan significado al cambio, velocidad y aceleracion,
podemos considerar que es una representacion de tipo “manipulativa”, por
ejemplo, con simuladores de movimiento, esta representacion es la basica, labase

sobre la que apoyan las restantes’’. Por ultimo, para un nivel avanzado del

E] 4lgebra incluye en el curriculum la nocién de funcién.

*'Excluye esta representacion del Calculo Teérico y la considera la representacion del Calculo
del mundo real (Tall, 1996).
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analisis incluye las “representaciones formales”, aquellas que dependen de las

definiciones formales y demostraciones™.

En relacion a la nocidén de derivada, Zandieh (2000) investiga la
comprension de los estudiantes del concepto derivada y construye su marco
conceptual sobre varios componentes, uno de ellos las multiples representaciones.

“Para funciones éstas [representaciones] incluyen analiticos o

simbolicos, grdficos, numéricos, verbales, y representaciones

fisicas. Numerosos textos de la reforma han enfatizado el uso de
multiples representaciones como manera de desarrollar la
comprension de los estudiantes. Los conceptos que implican
funciones, tales como limite de una funcion o la derivada de una
funcion, pueden ser descritos en términos de estas

representaciones’ (p. 105)

En relacion a la construccion de conceptos matematicos Sanchez-
Matamoros (2004) en su andlisis del desarrollo del concepto derivada en
estudiantes de distintos niveles (desde bachillerato a primer afio de universidad)
cuando habla del nivel trans dice:

“En este nivel se produce la “sintesis” de los modos de

representacion. Todo ello lleva a la construccion de la estructura

matematica. La “sintesis” se aplica a situaciones en las que hay

que relacionar (relacion logica) informacion grafica y analitica.

Es decir, usar informacion procedente de los dos sistemas de

representacion para considerarla conjuntamente y obtener una

“cosa’ que no se conocia.” (p.74)

Para Font (1999, 2000 a, b) en relacién a las representaciones ostensivas

32Caracteristicas del Pensamiento Matematico Avanzado (Tall, 1992).
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y refiriendose a la nocidon de derivada, en concreto al célculo de la funcion
derivada de la funcidén seno, considera representaciones graficas, tablas de
valores, descripciones verbales de situaciones y expresiones analiticas de la
funcién derivada f '(x) con algunas traslaciones entre ellas para y entre f(x) y

f'(x).

A partir de los distintos modos de representacion que se han identificado
en la revision anterior: descripcion verbal, grafico, numérico y algebraico,
consideraremos dos sistemas de representacion, grafico y analitico; éste ultimo
engloba el modo de representacion algebraico y el modo de representacion
numeérico. Como hemos indicado al abordar la nocion de instrumento, hay que
tener en cuenta el uso que se hace de los mismos. Consideramos que una forma
de uso de este instrumento son las relaciones o conversiones (Duval, 1996) que
se establecen entre los distintos modos de representacion. Las relaciones entre
modos de representacion las consideramos de dos tipos:

- Relaciones unidireccionales, aquellas en las que de un modo de

representacion se sigue otro modo de representacion.

- Relaciones bidireccionales, se establecen entre dos modos de

representacion y hay dos relaciones entre ellos, una en cada sentido.

4.2.2.- Los elementos matematicos

El segundo instrumento que hemos seleccionado para el analisis de la
practica del profesor son los elementos matematicos. El uso de este instrumento
lo vamos a entender como las relaciones que el profesor establece entre distintos
elementos matematicos durante su practica. Para considerar este instrumento nos

hemos basado en la nocién de unidad cognitiva de Tall (2000).

Para Tall (2000) las unidades cognitivas son “bloques” mentales que
usamos para pensar sobre algo y su estructura cognitiva relacionada. Como un

ejemplo de unidades cognitivas Tall propone los proceptos. Para Tall (2000) los
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proceptos y unidades cognitivas son maneras de describir como la mente
matematica maneja los conceptos matematicos. Para explicar esta idea Tall
(2000) usa la nocion de “relacion/conexion lineal” como ejemplo de concepto
que se puede expresar con distintas formas de representacion externa:

- una ecuacion explicita de la forma y=mx+n,

- una ecuacion implicita,Ax+By+C=0

- una linea a través de dos puntos dados,

- una linea con pendiente dada y por un punto dado,

- el grafico de una linea recta,

- una tabla de valores, etc
Para Tall (2000) el desarrollo efectivo de la idea de “relacion lineal” se realiza a
través de una unidad cognitiva que abarca muchas de las conexiones entre los

items anteriores (unidades cognitivas).

Por otra parte Sanchez-Matamoros (2004) define los elementos
matematicos de un concepto a partir de la idea de Piaget (1963):
“Un elemento matematico serd el producto de una disociacion o
de una segregacion en el interior de un concepto” (p. 72)
Indica que se pueden considerar distintos aspectos de los elementos matematicos:
“Respecto a los modos de representacion, consideramos analitico
y grdfico™, ya que la nocion de Derivada tiene componentes

analiticas y grdficas reflejadas en sus elementos constituyentes”

(Sanchez-Matamoros, 2004, p. 72)

En cada modo de representacion se pueden distinguir el caracter puntual o global
del elemento matematico, un elemento matematico es puntual si se refiere a una
propiedad local en un punto x=a, un elemento matematico es global si se refiere

a una propiedad en un intervalo (Sanchez-Matamoros, 2004).

3En negrilla en el original.
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De esta manera un elemento matematico tiene significado por si mismo ya
que es una unidad de informacidn relativa al concepto matematico de derivada.
Los elementos matematicos y las relaciones entre ellos ayudan a caracterizar el
contenido matematico para la ensefianza/aprendizaje en un contexto concreto.
Asi, no se utilizan los mismos elementos matematicos y relaciones entre ellos
para el concepto de integral definida (Integral de Cauchy, a lo sumo la Integral
de Riemann) que se aborda en el Bachillerato, que para el que se estudia en una

licenciatura de Matematicas (Integral de Lebesgue).

En Sanchez-Matamoros (2004) aparecen los elementos matematicos de la
nocion de derivada segun el modo de representacion (analitico/grafico) y el
caracter (local/global), a continuacion se proponen dos ejemplos de elementos

matematicos:

Elemento matematico analitico/global:
“Funcion derivable:
f es derivable en (a,b) si es derivable en todos los puntos de (a,b)

[es decir, existe f (x) para todo x en (a,b)]”

Elemento matematico grafico/puntual:
“Secante/pendiente de la recta:
Las rectas secantes a una curva son rectas de pendiente (f(a+h)-f(a))/h pasando

por los puntos (a, f(a)) y (a+h, f(a+h))”

Las relaciones entre diferentes elementos matematicos las consideramos
de dos tipos:

- Relaciones unidireccionales, aquellas en las que un elemento matematico

“lleva a” otro elemento, el sentido de la flecha en la relacion indica que
elemento lleva a otro. Por ejemplo, la relacion unidireccional entre el

elemento matematico 1 y elemento matematico 2, lo representaremos
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como “Elemento 1 -->(implica)Elemento 2”.

- Relaciones bidireccionales, se establecen entre dos elementos

matematicos y hay dos relaciones entre ellos, una en cada sentido. Por
ejemplo la relacion bidireccional entre el elemento matematico 1 y el
elemento 2 lo representaremos “Elemento 1<->Elemento 2” para indicar
que se establecen las dos relaciones unidireccionales siguientes:
Elemento 1 --->Elemento 2, y

Elemento 2 ---> Elemento 1.

Un ejemplo de relacion entre elementos seria: en el calculo de la derivada
de una funcion en un punto concreto x=a pueden relacionarse dos elementos de
manera unidireccional (los elementos matematicos estan tomados de Sanchez-

Matamoros, 2004).

Elemento matematico 1(analitico puntual): “Tasa de variacion media:

Cociente incremental = Tasa de Variacién Media (TVM)

TVM[a, a+h]=(f(a+h)-f(a))/h”

Elemento matemaético 2 (analitico puntual): “Tasa de variacion instantanea

Limite cuando h tiende a 0 de la tasa de variacion media”

Graficamente representaremos esta relacion con un diagrama de elementos

matematicos:
/La derivada de una funcion f en\
Tasa de variacion media en el punto x=a (tasa variacion
un intervalo [a, b] viene — instatanea) viene dada por el
dada por el cociente (f(b)- limite de las tasas de variacion
f(a))/(b-a) media en los intervalos [a, ath]
\cuando h tiende a 0. /
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Pueden aparecer en un diagrama tres o mas elementos, y las relaciones

entre ellos pueden ser de distinto tipo.

Un mismo elemento matematico puede representarse de diferentes modos.
Por ejemplo, consideremos un elemento matematico para el concepto de derivada
de una funcion en un punto a, lo denominamos elemento matematico analitico
puntual:

Elemento matemadtico 1 (analitico puntual): “Tasa de variacion

media:

Cociente incremental = Tasa de Variacion Media (TVM)

TVM]|a, a+h]=(f(a+h)-f(a))/h”

Si consideramos este elemento matematico para una funcion concreta
f(x)=x% en un punto especifico x=1 y para un incremento 0.1, es decir, en el
intervalo [1, 1.1] entonces la tasa de variacion media viene representada en forma

numeérica:

(L) -

=2.1
01

El modo de representacion que aparece para “representar” el elemento

matematico es el modo numérico, englobado por nosotros en el modo analitico.

Ahora bien, si para la misma funcion se considera un incremento h, es
decir, en el intervalo [1, 1+h] tenemos una representacion de tipo algebraico:

S+ h)- fQ) B +2h
I = I =h+2

El modo de representacion para el elemento matematico es el modo algebraico,

que también lo englobamos en el modo analitico.

Otro ejemplo es el elemento matematico grdfico puntual:

“f "(a) = pendiente de la recta tangente a f en x=a”
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Si consideramos este elemento para la siguiente funcion

/

El modo de representacion en el que se materializa el elemento es el modo

grafico.

Este mismo elemento matematico puede materializarse o representarse
para obtener la derivada de la funcién f(x)=2x-1 en el punto x=0, en este caso el

modo de representacion en el que se representa es en el modo algebraico.

De esta manera pensamos que los dos instrumentos de la practica
seleccionados son complementarios y pueden hacer visible la perspectiva de la

practica del profesor.

4.3.- El modelo de comprension para la nocion de derivada

Pretendemos analizar la practica del profesor considerando la construccion
del conocimiento que parece estar potenciando en sus estudiantes. Con ese

objetivo usamos el marco APOS como modelo de comprension.

En la revision que hemos realizado se han descrito los elementos tedricos
fundamentales del marco APOS, centrandonos en las “formas de conocer y en los
mecanismos de construccion de dichas formas de conocer”. En este punto vamos
a aplicar el modelo a la nocién de derivada. Nuestra investigacion se centra en el

analisis de la practica del profesor y cémo a través de su practica crea
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oportunidades para que sus alumnos “construyan” la comprension del concepto.
“Construir” en el modelo APOS de comprension significa querer que se
desarrollen los mecanismos de interiorizacion, encapsulacion, etc. Por este
motivo vamos a centrarnos en los mecanismos de construccion de conocimientos
que los profesores “modelan” con vistas a que los estudiantes lleguen a construir
el concepto. Nos parece necesario sefialar que la forma de conocer accion es
también modelable por el profesor, ya que son el principio de la construccion de
la comprension de un concepto, (Dubinsky, 1996) dadas por una regla o receta
y externas al sujeto y por lo tanto pensamos que es visible en la practica del

profesor, e identificable en nuestro analisis.

El marco teérico APOS aborda el andlisis de la comprension de los
estudiantes en una perspectiva de aprendizaje, nosotros utilizamos dicho marco
para describir la practica del profesor a través de los mecanismos de construccion
y formas de conocer que “modela”, por este motivo alguno de los elementos
teoricos se han de adaptar a una perspectiva de ensefianza. La nocion de
descomposicion genética de un concepto desde la perspectiva de aprendizaje
viene dada por (Asiala et al.,1997):

El proposito del analisis teorico es proponer una descomposicion

genética34 o modelo de cognicion: esto es, una descripcion de las
construcciones mentales especificas que un aprendiz puede hacer
en orden a desarrollar su comprension del concepto. Estas
construcciones mentales son llamadas acciones, procesos, objetos

y esquemas.” (p. 400)

En Asiala et al. (1997) se hace una propuesta de descomposicion genética
de la derivada de una funcion en un punto. Para estos autores hay dos caminos

que se recorren en la construccion de este concepto: un camino grafico y un

34 . ..
En cursiva en el original.
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camino analitico y es necesario vincular los dos caminos. Comienza la
descomposicion genética con la identificacion de la forma de conocer accion:
“la. Grdfico: la accion de conectar dos puntos de una curva y
formar la cuerda que es la parte de la recta secante a través de los
dos puntos, junto con la accion de calcular la pendiente de la linea
secante por los dos puntos.
1b. Analitico: la accion de calcular la media de la razon de

cambio a traves del calculo del cociente incremental en un

punto™.” (p. 407)

Asialaetal. (1997) hacen referencia a una accidn distinta a las anteriores,
como es la posibilidad de recordar un hecho de la memoria (Cottrill et al. 1996)
o de forma mas precisa aplicar una férmula, Dubinsky et al. (1994)

“Un sencillo tipo de accion en matematicas es calcular de acuerdo

con una formula, frecuentemente, un estudiante puede tener éxito

con cdlculos antes de que el concepto esté totalmente

comprendido.” (p. 286)

En el caso de la derivada de una funcidn en un punto es particularizada por
Asiala et al. (1997) de la siguiente manera:

“Como una accion, la linea tangente es identificada en el punto,

v su pendiente es calculada. Hay (al menos) dos formas para que

esta accion sea construida. El estudiante puede haber memorizado

una regla: la derivada de una funcion en un punto es la pendiente

de la linea tangente a la grdfica en el punto.” (p. 425)

De esta forma existen tres acciones diferentes a tener presente cuando

abordemos el mecanismo de interiorizacion de acciones. El mecanismo de

3El cociente diferencial en un punto a viene dado por la tasa de variacién media en un intervalo
del tipo [a, a+h], (f(a+h)-f(a))/h (p. 409 en la definicion del procedimiento D).
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interiorizacion de acciones esta descrito en el mismo articulo, teniendo presente
que cuando indican "cada vez mas proximos" o de “la amplitud del tiempo se
acerca cada vez mas a cero” interpretamos que se refieren al paso al limite de las
cuerdas/pendientes y del cociente incremental:

“2a. Grdfico: Interiorizacion de las acciones del punto la a un

proceso cuando los dos puntos de la grdfica de la funcion estan

P ’ . 99 36
cada vez mas Proximos.

2b. Analitico: Interiorizacion de las acciones del punto 1b cuando
los intervalos de tiempo son cada vez mas pequernios, es decir, la

amplitud del intervalo tiempo se acerca cada vez mds a cero...” (p.

407)

El siguiente mecanismo de construccion que podemos encontrarnos en la
descomposicion genética de la derivada de una funcién en un punto es el
mecanismo de encapsulacion de un proceso. En Asiala et al. (1997) se describe
este mecanismo tanto para la forma analitica como grafica del siguiente modo:

“3a. Grdfico: Encapsulacion del proceso del punto 2a para

producir la linea tangente como la posicion limite de lineas

secantes y también producir la pendiente de la linea tangente en

un punto del grdfico de una funcion.

3b. Analitico: Encapsulacion del proceso del punto 2b para

producir la razon de cambio instantanea de una variable respecto

aotra.” (p.407)

La sintesis de lo grafico y analitico produce la definicion de derivada de

g o J(x)-f(a)
una funcion en un punto como: lim .
x—a X—da

*Entre comillas en el original.
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El segundo concepto integrado en la nocidon de derivada al que se hace
referencia como diferenciacion de funciones, es un operador que a una funcion
f--> 1", para este “operador derivada” podemos proponer una descomposicion
genética. En la literatura no aparece la descomposicion genética del operador
derivada de manera tan detallada como la que se tiene de la derivada de una
funcién en un punto, si bien es posible encontrar algunas ideas en DeVries

(2001).

En el glosario DeVries (2001) se describen caracterizaciones de distintas
formas de conocer la diferenciacion de funciones:
“l.- Dada la regla general para encontrar la derivada de una
funcion polinomica, y dada una funcion polinomica concreta una
accion podria ser encontrar la derivada por sustitucion de los
numeros en la formula general. Uno esta a nivel de concepcion
accion para la diferenciacion si solo es capaz de encontrar la
derivada de una funcion cuando cada paso es externamente
proporcionado (por la memoria, por ejemplo, o mirando en una
lista de reglas) por una regla que es aplicada y solo se tiene que

introducir los numeros concretos.” (On-line)

Esta caracterizacion es una particularizacion de la forma mas general antes
citada de Dubinsky et al. (1994) respecto a aplicar una féormula. Puede ser el
punto de partida de la descomposicion genética del operador derivada, ya que
segun este referente tedrico, las acciones marcan el principio para la comprension
de un concepto matematico (Dubinsky, 1996; Asiala et al., 1996). Para el
mecanismo de interiorizacioén del operador derivada no se da una descripcion,
pero en general, para la interiorizacion de acciones Dubinsky (1996) dice:

“Cuando una accion se repite y el individuo reflexiona sobre ella,

puede interiorizarse en un proceso. Es decir, se realiza una

construccion interna que ejecuta la misma accion, pero ahora no
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necesariamente dirigida por un estimulo externo.” (p. 34)

Este estimulo externo puede venir dado por una férmula o algoritmo, por
tanto para el mecanismo de construccion de interiorizacion del operador derivada,
tenemos que “prescindir” de una formula. Ademas DeVries (2001) caracteriza la
forma de conocer proceso para el operador derivada:

“Uno realiza un proceso cuando encuentra la funcion derivada de

una funcion dada usando las reglas estandares. Se tiene a lo sumo

una concepcion proceso de la diferenciacion si puede encontrar la

derivada de funciones estandares pero no puede utilizar la idea de

la derivada segunda de una funcion a no ser que haya calculado

la derivada primera para una funcion concreta.” (On-line)

Con esta caracterizacion DeVries considera que un estudiante conoce la
diferenciacion como proceso cuando aplica las reglas estandares de derivacion
a cualquier funcion para obtener su funcion derivada. Pero también se indica que
si el estudiante no es capaz de usar la idea de diferenciacion aplicada a la
derivada primera para obtener la derivada segunda no se ha llegado a construir

la diferenciacién como objeto.

Una vez construido un proceso, en la descomposicion genética podemos
encontrarnos dos mecanismos de construccion distintos al mecanismo de
encapsulacion, los mecanismos de coordinacion (de procesos) y de inversion (de
un proceso). La composicion o coordinacion de dos o més procesos permite
obtener un nuevo proceso a partir de dos ya conocidos, el ejemplo mas
representativo es el caso de la composicion de dos funciones para obtener otra
funcion (la funcién compuesta) (Ayers et al., 1988). La inversion de un proceso,
construye a partir de un proceso otro proceso, el proceso inverso o reciproco.
Dubinsky (1991) propone como ejemplo de reversibilidad de un proceso el

operador derivada, para el proceso que es la interiorizacidon de la accidn calcular
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la derivada de una funcion. Si hemos interiorizado esta accion, podemos invertir
el mismo y resolver la pregunta de dada una funcion ;de qué otra funcién es la

derivada?

En Asiala et al. (1997) se hace referencia al mecanismo de inversion del
operador derivada como proceso cuando se refieren al “uso del concepto de
derivada” (referido al operador derivada) e indican:

“Sobre el resultado de usar (invirtiendo) la nocion de derivada

[operador derivada] para obtener el grafico de la funcion original.

Esta inversion indica una clara concepcion proceso de la

interpretacion grdfica de la derivada que puede ser la

desencapsulacion de una concepcion objeto [de la funcion

derivada]®”.” (p. 425)

Con un proceso, mediante el mecanismo de encapsulacion se construye el
objeto, el mecanismo de desencapsulacion permite volver al proceso desde el
objeto encapsulado. Por ejemplo, en Sanchez-Matamoros (2004) cuando se le
plantea a los estudiantes que dada la grafica de f’, construyan la grafica de f. Se
enfrentan a una situacion en la que deben invertir el operador derivada (proceso).
Al ser dicho proceso una transformacion, el objeto sobre el que actia es la
funcidn derivada y por tanto es necesario desencapsular este objeto (funcion

derivada) para volver al proceso y obtener la funcion original.

Sobre la regla de la cadena Clark et al. (1997) y Cottrill (1999) han
utilizado el marco APOS, pero no teniendo en cuenta la construccion de

acciones-procesos-objetos, ya que para estos autores la teoria de construcciones

3"Lo indicado entre corchetes es una aclaracién nuestra que no aparece en el original. El objeto
al que hacen referencia es el objeto “funcion derivada”. De forma que aqui Asiala et al. (1997) parecen
indicar que para la inversion del operador derivada puede ser necesaria la desencapsulacion de la funcion
derivada, es decir, se invierte el operador derivada a través de la desencapsulacion de la funcion derivada.
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(accidn-proceso-objeto) no es suficiente para explicar cbmo comprenden los
estudiantes la regla de la cadena. Utilizan como elemento tedrico la teoria sobre
desarrollo de esquemas a partir de las ideas de Piaget y Garcia (1983), en la que
como hemos comentado hay tres estados o niveles de desarrollo del esquema:
inter, intra y trans. Para Clark et al. (1997):
“la comprension de la regla de la cadena involucra la
construccion de un esquema. El esquema debe contener un
esquema para la funcion, que incluya al menos una concepcion
proceso de funcidn, composicion de funciones y descomposicion™.
El esquema de funcion esta conectado con el esquema de
diferenciacion que incluye las reglas de diferenciacion al menos

a nivel proceso.” (p.359)

Terminamos este apartado haciendo referencia al concepto de funcion, ya
que la funcion derivada es un concepto que aparece en la nocion de derivada y
puede ser el nexo entre la derivada de una funcion en un punto y el operador
derivada. La nocion de funcion es de los conceptos matematicos mas estudiados
en la investigaciones sobre el calculo (Dubinsky y Harel, 1992). En Asiala et al.
(1997) se hacen algunas referencias a la funcion derivada y a su forma de conocer
como proceso, cuando indican que después de calcular la derivada de una funcion
en un punto como pendiente de la recta tangente en el punto se puede construir
a partir de este calculo la funcién derivada como proceso:
“A partir de esta accion [identificar la linea tangente a la curva en
un punto y calcular su pendiente] el estudiante construird la
funcion derivada como proceso. Un estudiante muestra esto como
una accion cuando se centra en un punto del dominio en cada

momento” (p. 425)

38 S . )
Dada una funcion identificar las funciones que se componen para definirla.
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En Zandieh (2000) se aborda la funcién derivada como proceso, éste se
caracteriza por tomar (posiblemente) infinitos valores de entrada y para cada uno
de ellos se determina un valor de salida dado por el limite de los cocientes
incrementales en cada punto. Para esta autora, la caracteristica de la forma de
conocer proceso para la funcion derivada es la de dar infinitos valores de entrada
(al menos potencialmente), a diferencia de la forma conocer accion que se centra
en valores concretos cada vez. Respecto a la forma de conocer objeto de la
funcion derivada:

“La funcion derivada puede también ser vista como un objeto

reificado, como cualquier otra funcion (la funcion derivada puede

ser considerada como un objeto que es el resultado de otro

proceso, el operador derivada).” (p. 107)

Una observacion a realizar es que Zandieh (2000) utiliza como marco
teorico la teoria de la reificacion de Sfard. Algunos autores han relacionado el
marco APOS y la teoria de la Reificacion, estableciendo algunas similitudes
(Tall, 1996; Artigue 2001; Selden y Selden, 2001, Franzblau y Warner, 2001) de
manera precisa Monk (1992) establece un claro paralelismo entre las ideas de
Dubinsky y Sfard:

“Stard (1987) usa los términos concepcion estructural y

concepcion operacional de una funcion, reflejando la distincion

por los matemadticos (entre otros) entre entidades matemdticas

como cosas, constructos u objetos, y como operaciones,

actividades o procesos. ...Breidenbach y cols. (En prensa®)

distinguen ademas dos niveles de la concepcion operacional (en
términos de Sfard) de funciones, una concepcion accion y una

concepcion proceso de funcion.” (p. 178)

¥Se refiere a Breindebach et al. (1992).
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Sanchez-Matamoros (2004) y Garcia et al. (prepublicacion) sefialan que
la construccion del esquema derivada es progresiva y en dicha construccion la
funcion derivada juega un papel fundamental:

“Ademas hemos caracterizado la tematizacion del esquema a

través de la consideracion de f ‘como funcion y de (f )" como su

derivada, una de las manifestaciones de este hecho es aplicar a

[ yasuderivada (f ) las mismas relaciones e implicaciones que

se aplican a f'y a su derivada . (p. 246)

En nuestra investigacion, para la descripcion de la practica del profesor lo
que hacemos es “chequear” las acciones, discurso y justificaciones que el
profesor realiza con el modelo de comprension de la derivada considerado en la
descomposicion genética descrita. De esta manera tenemos la modelacion de la
descomposicion genética que realiza el profesor en su practica cuando pretende
que sus estudiantes lleguen a comprender un concepto, es decir, cuando hablamos
del conocimiento que potencialmente pueden llegar a construir los estudiantes.

La_modelacion de la descomposicion genética de una nocién parece una forma

razonable que los investigadores utilizamos para describir la practica e inferir la

perspectiva de la practica del profesor.

La idea de modelacion de la descomposicion genética de una nocion es
similar a la nocion de trayectoria hipotética de aprendizaje de Simon (1995).
Podemos considerar que las descomposiciones genéticas modeladas por el
profesor son un tipo concreto de trayectorias cuando el constructivismo se
entiende como lo describe APOS. Como sefala Dubinsky (1991) un concepto no
tiene una unica descomposicion genética y representa una forma razonable que

los estudiantes pueden usar para construir un concepto.

Nuestro objetivo es describir la practica del profesor a través de los

mecanismos de construccion que modela y esta modelacion se caracteriza en
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términos de los modos de representacion y elementos matematicos para la nocion
de derivada considerados como instrumentos de la practica usados por el

profesor.

A partir de nuestro analisis de la modelacién de la descomposicion
genética de la nocion de derivada por el profesor caracterizaremos la perspectiva
de la practica del profesor. Consideramos la perspectiva de la practica del
profesor como lo que subyace a su practica y hace referencia a los aspectos

caracterizadores de dicha préactica.

5.- PREGUNTAS DE INVESTIGACION

Pretendemos en nuestra investigacion analizar la practica del profesor bajo
el presupuesto de que la ensefianza de las matematicas tiene como objetivo que
los estudiantes comprendan las nociones matematicas involucradas. Como
senalan Hiebert y Carpenter (1992):

“Unade las ideas aceptadas mas ampliamente en la comunidad de

educadores matematicos es la idea de que los estudiantes deberian

comprender las matematicas.” (p. 65)

Otros investigadores (Simon et al., 2000; Artzt y Armour -Thomas 1999)
apoyan esta linea de investigacion sobre “la ensefianza de las matematicas para
la comprension”:

“Primero, es una vision ampliamente mostrada entre

investigadores y profesores que la meta de la instruccion es

promover el aprendizaje con comprension (Hiebert y Carpenter,

1992). Segundo, investigaciones teoricas y empiricas sobre

aprendizaje desde la psicologia, educacion matemdatica, y ciencias

cognitivas sugieren consecuencias positivas para los estudiantes

que aprenden con comprension.” (Artzt y Armour -Thomas 1999,

p. 213)
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La importancia de centrarse en los aspectos de la ensefianza para la
comprension con referencia a contenidos matematicos concretos es resaltada por
Simon y sus colegas:

“De este modo, seleccionamos datos que nos dan evidencias de

como el profesor trabaja para promover el aprendizaje de las

matemdticas® concretas mds que datos limitados a revisar,

evaluar o lecciones de resolucion de problemas que no tienen fines

especificos del contenido matemadatico.” (Simon etal., 2000, p. 583)

La opcidén que nosotros hemos tomado para abordar la problematica del
“analisis de la practica del profesor” es hacerlo desde la perspectiva de la
construccion de conocimiento que potencia en sus estudiantes. La idea teorica
“modelacion de la descomposicidon genética de la nocidon” puede ayudarnos al
analisis de la practica bajo este supuesto. De alguna forma la actividad del
profesor en el aula tiene reflejo en el aprendizaje que alcanzaran los estudiantes

(Kendal y Stacey, 2001 a, b; Weber, 2004).

Desde las investigaciones sobre la practica del profesor se dan distintas
caracterizaciones de la misma. Por ejemplo, Simon y colegas (Tzur et al., 2001)
caracterizan diferentes “perspectivas de la practica” y Artzt (1999) delimita
diversos “estilos de ensefianza™:

“El estado inicial de ensefianza que se caracteriza por una

instruccion tradicional, la creencia que guia al profesor es que los

estudiantes aprenden recibiendo informacion clara de un profesor

con conocimiento. Los subsiguientes estados ... son caracterizados

por una instruccion que estd mas centrada en ayudar a los

estudiantes a construir lo que comprenden” (Artzt, 1999, p. 144)

“Tzur et al. (2001) sefialan que como investigadores estdn interesados en cémo el profesor
promueve el aprendizaje de los estudiantes de ideas matematicas concretas. Simon (1995) ya sefialaba
que uno de los papeles del profesor es promover el desarrollo de conocimiento conceptual en sus
estudiantes.
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En este contexto, nuestra investigacion se pregunta:

-- (Cual es la perspectiva que subyace a la practica del profesor?
- (Es posible caracterizar la perspectiva de la practica del profesor
a través de la modelacion de la descomposicion genética que
realiza el profesor en su ensefianza?

- . Podemos inferir distintas perspectivas de la practica?
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CAPITULO III: DISENO DE LA INVESTIGACION

1.- INTRODUCCION

Nuestro objetivo es el analisis de la practica del profesor cuando a traves
de ella se pretende la construccion de conocimiento o desarrollo de los conceptos
por los estudiantes por lo que el disefio metodoldgico estd pensado para obtener
datos que nos permitan llegar a dicho objetivo. Como nos dice Schoenfeld (1998
a) en su trabajo sobre “Teoria de la Ensefianza en Contexto” centrarse en el
profesor explica una parte significativa de lo que sucede. Nuestro analisis (y por
tanto los datos que recogimos) hace referencia al papel del alumno sélo en la
interaccion con el profesor, y no aborda la comprension que llegan construir los
estudiantes. Dada la naturaleza de nuestro problema de investigacion adoptamos
una aproximacioén metodologica de tipo cualitativo, a través del estudio de casos,
para Teppo (1997):

Lainvestigacion cualitativa se centra sobre procesos, significados

v la naturaleza de la realidad socialmente conformada y

proporciona nuevas intuiciones sobre los fenomenos que se

estudian que no pueden ser obtenidos por otros medios.” (p. 2)
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En los capitulos anteriores hemos explicitado las referencias tedricas en
las que nos situamos para realizar nuestra investigacion. En este capitulo
describiremos detalladamente a los participantes, los instrumentos para la
recogida de la informacion, los datos obtenidos y el andlisis de los datos
realizado. Respecto a la triangulacion, que es un aspecto basico a considerar en
las investigaciones de naturaleza cualitativa (Schoenfeld, 2000; McKnight et al.,
2000) consideraremos diversas fuentes de datos. En relacion al analisis de datos,
detallaremos los diferentes niveles de andlisis que hemos realizado indicando el

producto de los mismos.

2.- PARTICIPANTES Y CONTEXTOS

Los participantes en la investigacion han sido dos profesores de Ensefianza
Secundaria con varios afios de servicio en la Comunidad Autéonoma de
Andalucia. Los llamaremos con los seudénimos Juan y Maria. Ambos son
profesores muy preocupados por su desarrollo profesional. La observacion de las
clases de Juan y Maria se centro en la ensefianza de la derivada en primer curso
de Bachillerato LOGSE (los alumnos tenian una edad de16-17 afios). En ninglin
caso, hemos pretendido que los profesores elegidos sean muestra de ningun tipo
de poblacidn, han sido elegidos por las circunstancias de acceso a ellos, por su
predisposicion y colaboracion hacia el grupo de investigadores y por las
posibilidades de realizacion de un trabajo de esta naturaleza que requiere un

seguimiento durante un periodo largo de tiempo.

Juan desempefia su labor docente en un Instituto de Ensefianza Secundaria
en una localidad rural cercana a la capital (Sevilla). El centro era anteriormente
un centro de Bachillerato (se impartia el antiguo BUP) y en el momento de la
investigacion se impartia ESO y los dos cursos de Bachillerato. Tiene mas de 20
anos de experiencia docente con estudiantes de Ensefianza Secundaria y
Bachillerato. Es Licenciado en Ciencias (especialidad matematicas) y Catedratico

de Ensefianza Media. Para este profesor es importante tener en cuenta las
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dificultades que pueden tener los estudiantes respecto al contenido matematico
que se aborda y hace especial referencia a los aspectos conceptuales sobre los

aspectos procedimentales del tema.

La clase estaba formada por un grupo de 25 estudiantes. Los estudiantes
no tenian conocimientos previos del tema objeto de nuestra investigacion, la
nocion de derivada. La unidad didéctica realizada por este profesor se grabo
completay abarcd 17 clases de una duracidon aproximada de 45 minutos cada una.
Este profesor no disponia de libro de texto por lo que entregaba colecciones de

problemas a los estudiantes.

El centro disponia de un aula de informatica con varios ordenadores.
Algunas de las sesiones de clase fueron impartidas en dicha aula, las clases n° 3,
n° 9y n°® 16. Se utilizd software de dos tipos, primero el programa de geometria
dinamica Cabri-Géomeétre Il en la clase n° 3 y con dos archivos realizados por el
profesor; y segundo se utiliz6 un programa, Funciones para Windows, en las
clases n° 9 y n° 16. Cabri-Géometre II es un programa de geometria dindmica,
permite la construccion de figuras en la que pueden moverse algunos objetos de
la misma, conservandose las propiedades geométricas utilizadas en Ia
construccion de la figura (y aquellas propiedades que se deducen de ellas), tiene
la posibilidad de representar funciones en ejes cartesianos. Funciones para
Windows, es un programa que permite el estudio de funciones utilizando
expresiones algebraicas, tablas de valores y representaciones graficas, ademas
entre las opciones disponibles calcula la funcion derivada, la derivada en un
punto, etc. Los estudiantes estaban familiarizados con ambos programas en el
momento en el que realizamos nuestra investigacion. Las grabaciones se

realizaron durante el tercer trimestre del curso, desde abril hasta junio.

Maria también desempeiia su labor docente en un Instituto de Ensefianza

Secundaria, pero en este caso estd situado en una zona céntrica de la ciudad
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(Sevilla), por lo que son estudiantes de clase media. Pertenece al cuerpo de
Catedraticos de Ensefianza Secundaria y tiene més de 20 afos de experiencia
como profesora, siempre en centros de Bachillerato (BUP). También es
licenciada en Ciencias (especialidad matematicas). Considera que el tema de la
nocidn de derivada es un tema importante del curriculum y pone énfasis en los

aspectos procedimentales y conceptuales.

En este caso los estudiantes tampoco habian recibido ningun tipo de
ensefianza relativa al tema de la derivada. El grupo estaba formado por 25
estudiantes. A Maria se le grabaron las 12 clases que comprendia la unidad
didactica, con una duracion media de 50 minutos cada una. Los estudiantes

199

disponian de libro de texto, “Bachillerato, Matematicas I (Andalucia)” Grupo
Anaya, que era seguido por la profesora. Del libro de texto planteaba a los
estudiantes la mayoria de las tareas. Todas las sesiones de la unidad didactica de
Maria se desarrollaron en el aula de clase. La profesora realiz6 la unidad

didéctica en el segundo trimestre del curso, desde febrero hasta marzo.

En ambos casos los investigadores comunicamos a los profesores en una
entrevista informal los objetivos de nuestro trabajo y lo que pretendiamos de
ellos. Les explicamos que seria necesario realizar varias entrevistas y que la
primera de ellas seria antes de que comenzasen las clases de la unidad didactica
de la nocidn de derivada. Las siguientes entrevistas se realizarian a lo largo del
desarrollo de las clases que componen la unidad didactica. También se les explico
que grabariamos todas las clases de la unidad didactica y que llevarian un
micréfono en todas las sesiones de clase. En algln caso, los mismos profesores
gestionaron con la Direccion del Centro y los padres de los estudiantes la
autorizacion para la grabacion y uso de imagenes de menores. Ambos profesores

manifestaron su interés por colaborar en una investigacion de esta naturaleza.

! Autores: José Colera, M* José Oliveira, Rosario Garcia y Santiago Fernandez, aiio 2000.
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3.-INSTRUMENTOS DE RECOGIDA DE LA INFORMACION: LOS
DATOS

Lanocion de practica del profesor engloba distintos escenarios, el trabajo
en el aula, en el seminario de matematicas, en cursos de formacion. Llinares
(2000 a) indica que hay dos fases 0 momentos claves para el andlisis de la
practica, e/ momento de la planificacion y organizacion de las matematicas que
tiene lugar previamente a su llegada al aula, y el momento de la gestion del
proceso de enserianza y aprendizaje. Para la investigacion realizada nos
centramos en estas dos fases, la fase de planificacion y en el trabajo del profesor
en el aula. Como indica Schoenfeld (1998 a) las entrevistas con los profesores,
las previas y posteriores a la instruccion son fuentes de informacion; Simon
(1995) también considera que la planificacion puede ser una fuente de datos para
la investigacion de la préctica del profesor. Simon y Tzur (1999) de manera
general indican:

“Nuestra meta es producir un informe en el que describimos como

el profesor se ocupa de fomentar el aprendizaje de los estudiantes

de ideas matematicas nuevas o modificadas. Asi, intentaremos

caracterizar la perspectiva fundamental que muestra la practica

del profesor y dar cuenta de los aspectos de la practica que

observamos... Recogemos datos para producir los informes de

practica a través de grabaciones en video y de entrevistas

grabadas en audio.” (p. 258)

La primera fuente de datos proviene de la entrevista con el profesor sobre
la planificacion y organizacion de las matematicas en la unidad didactica sobre
la nocidn de derivada, mas los materiales que el profesor usaba. Esta entrevista
de planificacion se grabo en video y audio y se realizo la transcripcion de la
misma. En esta fase previa al desarrollo de la unidad didactica también recogimos
como materiales, la unidad didactica elaborada por el profesor (en nuestro caso

ambos profesores tenian elaborado un documento escrito) y el capitulo del libro
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de texto relativo a la nocién de derivada para el caso de Maria, ya que Juan no

seguia libro de texto.

Durante la fase de gestion del proceso de ensefanza y aprendizaje
grabamos las sesiones de clase de toda la unidad didactica de ambos profesores
(17 y 12 clases respectivamente) y ¢€stas fueron transcritas completamente.
Durante el desarrollo de las clases realizamos tres entrevistas de desarrollo o
progreso, estas entrevistas fueron transcritas en su totalidad. También se
recogieron los materiales introducidos por los profesores en cada momento y los
documentos escritos entregados por los profesores a los estudiantes. Para el caso
de Juan, varias colecciones de problemas “hojas de problemas” y dos ficheros de
ordenador, cada uno de ellos con una construccion de tipo figura, que se
utilizaron con el programa Cabri Géométre 11, para el otro programa de ordenador
Funciones para Windows no se utilizaron ficheros. En el caso de Maria el
material entregado a los estudiantes fue una “tabla resumen de las reglas de

derivacion”.

De forma esquematica en el cuadro 3.1 se muestran las diferentes fuentes

de datos o instrumentos de recogida de los mismos.

4 N

Z. ENTREVISTA PREVIA
5 O Contextualizacion
< 5 Planificacion de la unidad didactica
o 8 Aspectos especificos de comprension
’; 22
[ . . -
M Recogida de unidad didactica,
E Z libro de texto y materiales
K para los alumnos
/< i Grabaciones en video de las clases \
=0
E 8 I Recogida de material
<ZC a instruccional
=37
B Z. ENTREVISTAS DE DESARROLLO:
- Centradas en el desarrollo de la unidad didactica /

Cuadro 3.1 Esquema metodolégico: fuentes de
datos
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A continuacion vamos a describir los diferentes instrumentos de recogida
de la informacion en cada una de las dos fases de la practica (planificacion y

gestion).

3.1.- Planificacion
En la fase de planificacion las fuentes de datos utilizada fue la entrevista
de planificacion, los materiales previstos, la unidad didéactica y libro de texto. Las

entrevistas fueron transcritas y se incorporaron las notas aclaratorias.

3.1.1- La entrevista previa de planificacion

Antes de comenzar el desarrollo de la unidad didactica realizamos a cada
uno de los profesores una entrevista relativa a la planificacion y organizacion del
contenido de la unidad didéctica. Esta entrevista era semiestructurada en el
sentido de que disponiamos de un guion previo para el desarrollo de la misma.
Las cuestiones a abordar en la entrevista de planificacion fueron de diferente
naturaleza por lo cual distinguimos varios niveles de indagacion, partiendo de
aspectos mas generales hasta llegar a los aspectos puntuales que mas nos
interesaban. Con objeto de hacer operativas las entrevistas a los profesores, éstas

tenian prevista una duracion aproximada de una hora.

La entrevista de planificacion tenia tres partes diferenciadas:

La primera parte eran preguntas para contextualizar al profesor, grupo y

tema concreto: informacion sobre la biografia profesional del profesor/a, tipo de
estudiantes, lugar que ocupa el tema en el curriculum y dificultades que puedan
llegar a tener los estudiantes. Algunas preguntas de este bloque fueron:

Me haces un breve resumen de tu trayectoria profesional.

¢ Qué tipo de clase y de estudiantes vas a tener?

;Qué conocen los estudiantes sobre el tema de la derivada de cursos

anteriores? ;Qué llegan a comprender tus alumnos sobre el concepto de
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derivada?

JEs un tema dificil para los estudiantes?

¢ Qué dificultades crees que van a tener los estudiantes?

¢ Cual es el lugar que ocupa este tema en el curriculum de bachillerato?

¢ Qué materiales vas a utilizar?

La segunda parte era relativa a la unidad didactica, el profesor explicaba

que planes que tenia respecto a la unidad didactica y como pensaba realizarla, qué
tipos de tareas pensaba proponer en la unidad didéctica y los objetivos.
Vamos a analizar un poco algunas preguntas globales de la
unidad didactica y luego analizamos las tareas
¢ Como organizas globalmente el contenido?
Si tuvieras que describir la unidad didactica de forma global ;jdonde
empiezas?
¢ Cuales serian para ti los objetivos principales de la unidad didactica?
;Qué planes tienes para lograr estos objetivos de la comprension del
concepto?
(Crees que entienden la diferencia de que por un lado estds haciendo
derivadas en un punto y luego pasas a la funcion derivada?
¢;Demuestras las reglas de derivacion?
¢;Cudndo das la regla de la cadena, identifican las funciones que se

componen... como lo haces...?

La tercera parte abord6 cuestiones de detalle que inciden mas en aspectos

relativos a la “comprension en términos del marco teérico APOS”.
JEnuncias y haces utilizar a los alumnos la regla de los “cuatro
pasos’”’ para hacer derivadas?
¢ Utilizas cadlculo de cuerdas/secantes?
¢Cdlculo de secantes, de pendientes de secantes para derivadas? [el

objetivo era indagar sobre los significados graficos y la presencia de
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mecanismos de interiorizacion]

¢ Qué estrategia utilizas para pasar de la derivada de una funcion en un
punto a derivada de una funcion?

¢ Vas a ver funciones a trozos o no vas a plantearles funciones a trozos?
[el objetivo era indagar sobre el posible uso de significados y la presencia
de mecanismos de desencapsulacion]

El Teorema Fundamental del Cdlculo ;lo llegas a ver? [el objetivo era la
posibilidad de uso del operador derivada y la presencia de mecanismos de

encapsulacion o coordinacion |

3.1.2.- La unidad didactica y el libro de texto
Los dos profesores habian elaborado un documento escrito que pensaban
utilizar para el desarrollo de la unidad didactica, nos facilitaron copia de dicho

documento en el momento de realizar la entrevista de planificacion.

Para el caso de Juan, launidad didactica estaba detallada con las tareas que
pensaba plantear al comienzo y en €l se distinguian claramente los conceptos de
la nocion de derivada que pensaba abordar: la derivada de una funcion en un
punto, funcion derivada y el operador derivada. De acuerdo con este documento,
tenia mucho mas peso en la unidad didactica el concepto de derivada de una
funcién en un punto y la funcion derivada que el operador derivada. Este
documento de Juan contenia comentarios sobre las tareas y los objetivos que tenia
para el desarrollo del tema. El elemento basico de la planificacion era la nocion
de derivada de una funcion en un punto, y a partir de ¢l se llegaba a la funcion
derivada y al calculo de funciones derivadas. En este documento base para
realizar la unidad diddctica, el profesor ya tenia presente el uso de programas de
ordenador, en concreto, tenia planteado el uso de MAPLE, que luego no utilizara
y sustituira por Cabri-Géometre 11 y Funciones para Windows, ya que los

estudiantes estaban familiarizados con ellos.
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Maria tenia preparado también un documento escrito sobre la unidad
didactica que pensada llevar a cabo. La unidad didéactica de Maria abordaba los
conceptos de lanocion de derivada: derivada de una funcion en un punto, funcion
derivada, y operador derivada. A diferencia de Juan la parte mas importante en
la planificacién de Maria era el operador derivada. En este caso el documento
tenia como guia el contenido del libro de texto y venian indicadas las tareas del
mismo que se irian realizando y en qué orden. En lo referente al material a
utilizar ademads del libro de texto, Maria utilizaria una tabla con las reglas de

derivacion.

A partir de la entrevista previa de planificacion y de la unidad didactica
podiamos identificar los objetivos previstos por cada profesor y la organizacion
del contenido previsto, de esta manera estos elementos de la planificacion nos

aportaron informacion.

3.2.- Gestion

En la fase de gestion y desarrollo de la unidad didactica, las fuentes de
datos utilizadas fueron las grabaciones de las clases, las entrevistas de desarrollo
(progreso) y los materiales del profesor. Los datos obtenidos fueron:
transcripciones de las clases y de las entrevistas, y observaciones escritas

realizadas por el investigador de las grabaciones y materiales recogidos.

3.2.1.- Las grabaciones de las clases

Las clases de ambos profesores fueron grabadas en video. Las grabaciones
fueron realizadas con una cdmara fija que seguia generalmente la actuacion del
profesor, ya que éste era nuestro sujeto de estudio. Los estudiantes s6lo aparecian
cuando el profesor interactua con ellos o tenian el papel protagonista resolviendo
tareas en la pizarra para todo el grupo. Las grabaciones fueron transcritas en su
totalidad. Cuando realizamos las transcripciones incluimos notas escritas para

facilitar el seguimiento del flujo de las clases. Con objeto de disponer de las
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intervenciones del profesor de forma mas “fidedigna”, le colocamos un
microfono inaldmbrico que le permitia moverse con total libertad dentro del aula
y podiamos recoger todas sus intervenciones. Este microfono solo recoge las
intervenciones de los estudiantes cuando estdn en el campo de accion del
profesor, generalmente interactuando con ¢€l. La mayoria de las veces pudimos
tener una segunda fuente de sonido, el micréfono que llevaba incorporado la
camara de video, que nos permitia obtener informacion del ambiente general y

de las intervenciones de algunos estudiantes.

Para distinguir, en las transcripciones de las grabaciones de las clases, las
intervenciones de los estudiantes, éstas se delimitaban entre corchetes [....]. En
las transcripciones hacemos indicaciones/observaciones de lo que estaba
ocurriendo y que aparecia implicito en las mismas, por ejemplo, si el profesor
decia “cogemos esto” y estaba sefialando una expresion en la pizarra, la expresion
se pone entre los simbolos < >. En las transcripciones de las grabaciones

numeramos las lineas para que las referencias a ellas sea mas facil.

Se grabaron todas las clases de la unidad didactica de Juan y Maria (17 y
12 sesiones de clase respectivamente). Como las grabaciones se llevaron a cabo
en las sesiones ordinarias de clase, con objeto de familiarizar a los estudiantes
con nuestra presencia, realizamos alguna grabacion previa al comienzo de dicha
unidad. Esta sesion previa nos permitio familiarizarnos con el lugar fisico en el
que realizariamos las grabaciones y resolver algunos problemas de ubicacion,
como donde colocar la camara y el equipo de sonido para afectar lo minimo el

desarrollo de las clases.

3.2.2.- Las entrevistas de desarrollo de la unidad didactica
A lo largo del desarrollo de la unidad didactica llevamos a cabo tres
entrevistas con los dos profesores. En estas entrevistas indagabamos sobre como

veian los profesores que iba desarrollandose la unidad didactica planificada,
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sobre las dificultades que iban encontrandose y sobre el desarrollo futuro de las

clases.

3.2.3.- Los materiales utilizados

A lo largo de las clases de que constaban las unidades didacticas los dos
profesores entregaron materiales a los estudiante que fuimos recogiendo. Juan
entregaba como material, fundamentalmente, colecciones de “hojas de
problemas” y utilizé ademads dos ficheros de ordenador para el programa Cabri-
Géometre II. Juan pretendia que los estudiantes realizaran las tareas y se
enfrentasen a las dificultades previamente a la discusion en clase. Los ficheros
de Cabri-Géométre Il que contenian construcciones de tipo figura permitieron a
los estudiantes manipular las figuras, sin necesidad de que ellos las realizasen.
Con el programa Funciones para Windows no se utilizaron ficheros, sino que se

definian las funciones cuando se necesitaban.

Maria, se guiaba por el libro de texto para el desarrollo de la unidad
didactica y las tareas que les proponia a los estudiantes eran del libro de texto. El
material que les proporciond a los estudiantes fue una “tabla” de derivadas (reglas
de derivacion) dividida en tres partes: 1) derivadas de la funciones elementales,
tales como, funciones potenciales, logaritmicas, exponenciales, trigonométricas
y trigonométricas inversas; 2) reglas para derivar operaciones entre funciones,
derivada de la suma, producto, cociente, funcion constante y funcion identidad;
y 3) regla de la cadena aplicada a la composicion de funciones elementales de

las que se daban la funcion derivada.

4.- REDUCCION DE LOS DATOS Y ANALISIS

El andlisis tenia como objetivo identificar las caracteristicas de la
modelacion de la descomposicion genética de la nocion de derivada realizada por
el profesor. Pretendemos caracterizar la perspectiva de la practica del profesor a

partir de la modelacion de la descomposicion genética de la derivada.
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El andlisis de los datos fue realizado a diferentes niveles (Powell et al.,
2003):

- Nivel descriptivo, en el que identificabamos las tareas, los objetivos del

profesor, elementos matematicos y relaciones, los modos de representacion y
relaciones en las tareas y usados en las clases. Este primer paso en el proceso de
analisis tenia como objetivo realizar un proceso de “inmersion” en los datos

reunidos.

- Nivel inferencial (1°), en el que se identificaban “segmentos” en las

grabaciones de clase caracterizados por las modelaciones de mecanismos de
construccion. Este andlisis se llevd a cabo con los datos aportados de la
planificacién de launidad didactica del profesor y de las grabaciones de las clases

que organizamos en “vifietas”. Se realizd en dos fases:

- En la fase 1, se identificaron segmentos de ensefianza (dados por un
tiempo de ensefianza) caracterizados por la modelacion de un mecanismo de
construccion (y potenciacion de una determinada forma de conocer un concepto),

denominados S, con i=1...

Para esta identificacion de los segmentos de ensefianza usamos como
referencia el andlisis de la nociéon de derivada que hemos presentado en el
capitulo II desde sus dos perspectivas:

- el uso de los modos de representacion como instrumento para comunicar

los elementos matematicos y sus relaciones, y

- los mecanismos de construccidn de la comprension del concepto.
- En la fase 2, los segmentos anteriores se agruparon en conjuntos de

segmentos en los que se construia globalmente la modelacion de un mecanismo

de construccion. A estos conjuntos de segmentos los denominamos (Si); con j=1...
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-Nivel inferencial (2°), se caracterizd la perspectiva de la practica del

profesor a partir de la modelacion de la descomposicion genética de la derivada
realizada por el profesor. La caracterizacion se llevo a cabo mediante las
dimensiones que se consideran relevantes:

- concepcidn sobre el aprendizaje de las matematicas, y

- concepcion sobre las matematicas escolares.

En los parrafos siguientes describiremos los distintos niveles de analisis
realizados en la investigacion. En el cuadro 3.2 se esquematiza dichos niveles asi

como los resultados obtenidos.

Analisis descriptivo

I e (Reduccioén de datos)
Datos : |
! Planificacién Gestion i 00 ; Informe | |
Videos !
L 5 _______ N
= Andlisis inferencial:
Fase 1
Fase 2
Analisis inferencial: (Identificacion de segmentos)
(Dimensiones de la practica)
Perspectiva de la practica [ Modelacion de la
Descomposicion genética

Cuadro 3.2 Esquema metodoldgico: analisis de datos

1.- El primer nivel de analisis era descriptivo, y nos permiti6 reducir el
volumen de datos y hacerlos mas manejables para el segundo nivel de analisis:
-- Identificando segmentos. La unidad de andlisis viene dada por un
segmento. Mas adelante (pagina 124) detallaremos los distintos tipos de
segmentos (un ejemplo de segmento puede venir dado por el tiempo dedicado por
el profesor para realizar una tarea). La unidad de analisis en la gestion

considerada de esta manera es similar a la “secuencia de acciones” definida por
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Schoenfeld?® (1998 a) para su analisis en la “ensefianza en contexto”. Schoenfeld
(1998 a) considera una secuencia de acciones® como un segmento de instruccion
en el que las acciones del profesor pretenden alcanzar un(os) objetivo(s), la
separacion entre secuencias viene dada por un cambio en el caracter de la

instruccidn que es significativo.

-- Analizando segmentos. En este nivel de andlisis identificabamos, los
elementos matematicos y modos de representacion (Sdnchez-Matamoros, 2004)
y su uso por parte del profesor, y el objetivo del profesor mirando las tareas
propuestas y la interaccion. Incluimos aquellas observaciones que nos parecen
relevantes para nuestro objetivo de investigacion en relacion a lo anterior y que

pueden ser utiles en la identificacion de las modelaciones de mecanismos.

Las tareas (problemas) usados por el profesor son analizados:

- individualmente y atendiendo a la secuencia planificada, lo que nos
proporciona inferencias sobre la organizacion del contenido globalmente
considerado.

- individualmente las tareas son analizadas considerando, los modos de

representacion y la demanda al resolutor (lo que se exige).

2.- El segundo nivel de anélisis era de tipo inferencial y usamos el modelo
de comprensién APOS* con las descripciones generales de los mecanismos de

construccion y de las formas de conocer (Dubinsky, 1991, 1996; Dubinsky et al.,

Zporel tipo de analisis propuesto por Schoenfeld (1998 a), sdlo tiene sentido en su caso launidad
de analisis para la gestion.

3Schoenfeld (1998 a) se refiere a las secuencias de acciones como unidad para su analisis de la
practica, teniendo en cuenta que una secuencia de acciones puede ser subdividida a su vez (en funcion
del objetivo priorizado en cada momento), seiiala que “En resumen, este aspecto de la separacion produce
una descomposicion de lo que sucede durante la instruccion en una anidada coleccion de secuencias de
accion” (p. 36).

*El modelo APOS aparece descrito detalladamente en el capitulo II, tanto de manera general,
como particularizado a la nocién de derivada.
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1994; Breidenbach et al., 1992; Asiala et al., 1996; Cottrill et al., 1996) y mas
particular las caracterizaciones de la descomposicion genética de la derivada
(Asiala et al., 1997; DeVries, 2001). Pretendiamos en este nivel identificar la
modelacion de la descomposicion genética de la nocion de derivada realizada por
el profesor en su practica. Para ello es necesario identificar los distintos
mecanismos de construccion modelados y la secuencia (relaciones) de los
mismos. Describimos cada modelacion realizada por el profesor en términos de
los elementos matemadticos y modos de representacion considerados como

instrumentos de la practica.

Este analisis lo realizamos en dos fases. En la fase 1, considerabamos
como unidad de andlisis un segmento de enserianza en el que el profesor
modelaba con su intervencién y la tarea presentada un mecanismo de
construccion de conocimiento. Escudero (2003) siguiendo a Leinhardt (1989)
considera que los segmentos configuran partes de la leccidén y son reconocibles
tanto por el profesor como por los estudiantes. Para esta investigadora los
segmentos se pueden caracterizar en base a los objetivos de aprendizaje
pretendidos por el profesor. Ese objetivo de aprendizaje para nosotros es
potenciar una determinada forma de conocer un concepto. En nuestro caso, un
segmento puede venir dado por una tarea, ser parte de una tarea, o bien un

conjunto de tareas.

En la fase 2, hicimos una segunda lectura de los segmentos identificados
en la fase 1 con el objetivo de agrupar segmentos de ensefianza que mostraran
aspectos mas generales del proceso de modelacion. Este proceso de agrupar
segmentos de ensefianza permitid identificar nuevas modelaciones de los

mecanismos de construccion realizadas por el profesor.

Esta segunda fase de analisis fue necesaria realizarla para dar cuenta del

caracter sistémico de la ensefianza de las matematicas que se puso de manifiesto
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en algunos casos. La forma de representar graficamente las secuencias de
ensefianza vistas de esta manera puede mostrarse por el esquema recogido en el

siguiente cuadro (cuadro 3.3).

- /

Cuadro 3.3 Agrupacidon de segmentos de ensefanza

Como hemos sefialado anteriormente usamos las ideas tedricas del marco
APOS para caracterizar los mecanismos modelados por el profesor y que
considerados de manera conjunta nos daban la modelacion de la descomposicion

genética realizada por el profesor.

3.- Finalmente, en el tercer nivel de analisis, a partir de la modelacion de
la descomposicion genética realizada por el profesor inferimos las caracteristicas
de las dimensiones de la practica del profesor, y podemos caracterizar la

perspectiva de la practica del profesor.

4.1.- Reduccion de datos, analisis descriptivo. Primer nivel de

analisis

Una vez realizadas las transcripciones completas de las entrevistas y de las
grabaciones de las sesiones de clase empezamos el andlisis de los datos. Para la
planificacion utilizamos las transcripciones de la entrevista y los documentos de
la unidad didéctica, libro de texto y tarea/secuencia de tareas. Para el andlisis de
la gestion de clase utilizamos, las transcripciones de los videos de clase (con
observaciones), las transcripciones de las entrevistas de desarrollo y los
materiales instruccionales recogidos. El volumen de datos, tanto de las

transcripciones de la entrevistas como de la grabaciones de clase era elevado y
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nos planteamos reducirlo bajo la perspectiva de identificar, objetivos del profesor,

elementos matematicos usados y modos de representacion usados por el profesor.

A continuacién vamos a describir el primer nivel de anélisis incluyendo
algunos ejemplos de como lo realizamos. Los ejemplos los hemos tomado de la
fase de gestion. Como unidad de analisis en este primer nivel utilizabamos
segmentos. Los segmentos pueden ser de distinto tipo:

- comentarios realizados por el profesor sobre la tarea prevista,

- tiempo dedicado por el profesor a la realizacion para una tarea en la

gestion,

- segmentos de transicion, segmentos de institucionalizacion.

Como ejemplo de segmento de transicion, consideramos el siguiente: el
profesor después de resolver dos tareas (las tareas 1 y 2 de la unidad didéctica en
las clases n° 1 y n° 2) comienza la clase n® 3 con un breve resumen de lo visto
hasta ese momento, el profesor recuerda los contenidos mas importantes y
relevantes de lo sucedido hasta ese momento®:

“Antes de que hagdis nada, por favor, os recuerdo lo que

habiamos visto ya hasta ahora, ya para ir ordenando un poquito

las ideas.”

Identificados los segmentos en el primer analisis de tipo descriptivo,
llegamos a reducir el volumen de datos disponibles. El analisis de cada segmento
se estructuraba de la siguiente manera:

- Identificacion de los objetivos del profesor, siempre que era posible

estableciamos el objetivo “declarado o profesado” por el profesor, en otros

casos teniamos que considerar el objetivo “atribuible” entre los

De alguna forma el profesor “institucionaliza” sus objetivos, vistos desde nuestra perspectiva
como investigadores éstos son potenciar determinada forma de conocer y modelar un mecanismo de
construccion.
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considerados o emergentes (Schoenfeld, 1998 a°).

- Analisis de las tareas teniendo en cuenta el lugar en la secuencia de

planificacion y la demanda al resolutor.

- Identificacion de los elementos matematicos usados por el profesor y las
relaciones que se establecen entre ellos, estas relaciones pueden ser

unidireccionales o bidireccionales.

- Identificacidon de los modos de representacion usados por el profesor y

las relaciones entre ellos.

- Por ultimo, se hacian inferencias de aquellos eventos que parecian ser
representativos de la practica del profesor. Por ejemplo, un aspecto que
detectamos relacionado con los modos de representacion era la tension
existente en el profesor respecto a los modos en cuanto a su “jerarquia”

para la justificacidon/validacion de resultados matematicos.

Este proceso de analisis nos permitia elaborar un informe dividido en dos
partes, uno para la planificacion y otro para la gestion en el aula, en el que
indicabamos:

- Contexto cronologico: en qué clase tenia lugar, y dentro de la clase en

que momento de la misma.

- Mediante los protocolos (generalmente intervenciones del profesor) las

evidencias empiricas significativas de los aspectos anteriores (objetivo,

modos de representacidon, elementos matematicos y relaciones,

observaciones).

Schoenfeld (1998 a) distingue entre objetivos del profesor “profesados” refiriéndose a aquellos
objetivos que son manifestados por el profesor, y objetivos “atribuidos” refiriéndose a objetivos que los
investigadores atribuimos al profesor a partir de la conducta observada; la atribucion debe se cuidadosa
y la triangulacion es importante en esa atribucion.
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- Indicacién de la numeracion de las lineas de los protocolos anteriores en

las transcripciones.

En cuadro 3.4 se describe este primer andlisis de los datos y el informe

producido:
Fuente i""""""""""""""""'_"""""""""""""_"'"""""""""""""""""""""":
de datos | Planificacion: Gestion '
E Entrevista Grabaciones de clases en video, Entrevistas de desarrollo, materiales [
i Transcripciones de la entrevista ~ Transcripciones de los videos i
Datos ! Unidad didactica Transcripciones de las entrevistas i
i Libro de texto Observaciones !
. Planificacién: Gestion:
PRIMER NIVEL DE ANALISIS Para cada unidad de analisis: Para cada unidad de analisis:
(DESCRIPTIVO) |]|]|I> *Elementos matematicos *Elementos matematicos
Unidad de analisis: segmento *Modos de representacion *Modos de representacion
' Identificacion | *Objetivos del profesor *Qbjetivos del profesor
de *QObservaciones *QObservaciones

Cuadro 3.4 Esquema metodoldgico: primer nivel de analisis,
reduccion de datos

En este informe, tanto en la planificacion como en la gestion, indicdbamos
los elementos matematicos, codificados para hacerlos mas manejables, AP 17, GP
2, etc. y las relaciones se representan con flechas indicando el sentido de la
relacion que el profesor establece. Los objetivos del profesor aparecen también

codificados, A15....

A continuacidn presentamos un ejemplo de un segmento de la gestion, el
analisis realizado, y cdmo se elaboraba el informe de dicho analisis:
La tarea es la primera de la clase n° 1 (27 de abril de 2000). El enunciado

de la tarea es:

"AP 1: La tasa de variacion media de una funcion en un intervalo [a,b] es (f(b)-f(a))/(b-a). GP 2: trazar
la recta secante a una curva en dos puntos (a, f(a)) y (b, f(b) y su pendiente es (f(b)-f(a))/(b-a).

SAl:El significado de la derivada de una funcion en un punto ligado a dos aspectos: la tangente a una
curva en un punto y la medida de la variacion de una funcién en un punto.
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“La siguiente grafica representa un viaje,

eje X: tiempo (minutos), eje Y: distancia (kilometros)

Distancia

78

48

Tiempo

1) ;Cuantos kilometros ha recorrido a las 2 horas?

2) ¢Cuanto ha recorrido a las 2 horas y media?

3) ;Qué velocidad ha llevado en el primer tramo?

4) ;Cuantos kilometros ha recorrido entre las 2 horas y media y las 3?

5) ¢Qué velocidad ha llevado?

6) Y lo mismo para el ultimo tramo ;Cuantos kilometros ha recorrido entre la

tercera hora y la quinta? ;Qué velocidad ha llevado?

A partir de la grabacion de las clases y las transcripciones de la grabacion
(en la que numerabamos las lineas), se recogen en el informe los protocolos mas
significativos junto con observaciones nuestras. Usamos los protocolos para
identificar: cdmo usa el profesor los modos de representacion y los elementos

matematicos y los objetivos del profesor.

Powell et al. (2003) sefialan respecto al analisis de grabaciones en video
que éstas pueden producir el fendmeno de “saturacién” de datos, y por tanto es

necesario reducir el volumen de informacion. Este es un objetivo de nuestro

127



3.- Disefio de la investigacion José Maria Gavilan Izquierdo

primer nivel de andlisis. En este primer anélisis seleccionamos los datos mas
relevantes para nuestro interés (Clement, 2000 citado en Powell et al. 2003),
teniendo presente como indican Powell et al. (2003) que cuando se usan videos
existe la posibilidad de revisar las interpretaciones que se hacen por los
investigadores de lo que ha sucedido. La informacién la organizamos en cuadros

como se observa en la siguiente pagina.

Este andlisis permitié reducir el volumen de los datos disponibles y por
tanto hacer mas manejable la informacion a la hora de pasar al siguiente nivel de
analisis. En este momento ya disponemos de los objetivos del profesor, elementos

matematicos, modos de representacion y relaciones que se establecen entre ellos.
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Linea
en la
transc
ripcién

Protocolo de Juan
(Gestién: video correspondiente a la clase 3,
transcripciones del video)
(Planificacién: es la tarea 1 de la entrevista)

Comentario nuestro
(En relacién a los
comentarios de J.)

Modos de
representacion
relaciones entre ellos y
objetivo

Elementos
matematicos y relaciones

26

33-34

36-37
40-41

49-50
53-54

92-93

(Cual es la velocidad? Vamos a calcular la velocidad
media

como va variando, como va variando el espacio en funcién
del tiempo

unos han hecho la pendiente y otros han hecho una regla
de tres... 40 dividido entre 2 y medio tiene que ser igual a
la altura que sea partido por 2, y hago esto y sale

La velocidad siempre que estamos en esta recta coincide
con la pendiente... la velocidad en este espacio de tiempo
también coincide con la pendiente de la grafica de la
funcién

realmente lo que nos interesaba de esta grafica era calcular
las pendientes, la velocidad ;como ha variado esta funcién
en funcioén del tiempo?

Objetivo: introducir
el significado de la
derivada: medida de
variacion de una
funcion , Al

Calculo de la
velocidad

Los modos de
representacion y las
relaciones entre
ellos.

El objetivo se
destaca

Giéfio ¢» Nuntrioo
N«

bici
Al

Elementos matematicos:
AP1 «GP2
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4.2- Segundo nivel de analisis: inferencias. Modelacion de la

descomposicion genética de la practica del profesor

A partir del informe producido en el primer nivel y junto con las
grabaciones de las clases (con sus transcripciones), pasamos a un segundo nivel
de andlisis. Hay que destacar la distincion entre lo que se observa en las
entrevistas y grabaciones y las inferencias que se extraen de las observaciones,
dichas inferencias dependen de los modelos teoricos adoptados y es necesario
dejar tan explicito como sea posible dichos modelos (Goldin, 1997). Como
hemos sefialado anteriormente hemos utilizado ideas del modelo de comprension
APOS (mecanismos de construccion de conocimiento, formas de conocer,
descomposicion genética). Nuestro objetivo del analisis era describir la
modelacion de la descomposicion genética del concepto derivada (en términos
de mecanismos de construccion de las formas de conocer y su secuencia-

relaciones) realizada por el profesor.

En este nivel de analisis mirdbamos los intentos del profesor en el aula de
modelar algiin mecanismo de construccion de conocimiento (interiorizacion,
encapsulacion... ). Este andlisis lo realizamos en dos fases que se recogen en el

siguiente cuadro (cuadro 3.5):
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Gestion: Planificacion:
Para cada unidad de analisis: Para cada unidad de analisis:

* At * At
Elementos matematicos Grabaciones de las clases Elementos matematicos

*Modos de representacion *Modos de representacion
*Objetivos del profesor *Objetivos del profesor
*Observaciones *Observaciones

SEGUNDO NIVEL DE ANALISIS
(INFERENCIAL) Segmento S ; _
Fase 1: |||]|:> (modelacion de mecanismo) =l
Unidad de analisis: segmento %
SEGUNDO NIVEL DE ANALISIS (model sggl(;lento o)
NFERENCIAL modelacion de mecanismo
a Fase 2: ) "I-"—> Segmento Segmento J
. o n (modelacién de mecanismo) (modelacién de mecanismo)
Unidad de analisis: conjunto de segmentos

Modelacién de la
descomposicion genética

Cuadro 3.5 Esquema metodolégico: analisis inferencial, fases 1y 2

FASE 1: en esta fase identificdbamos los segmentos de las grabaciones
caracterizados por la modelaciéon de un mecanismo de construccion por el
profesor. El andlisis lo realizamos de la siguiente manera. A través de los videos
identificabamos “segmentos” (segmentos de ensefianza), es decir, partes de la
leccion que se caracterizan en base a los objetivos de aprendizaje pretendidos por
el profesor. Nosotros consideramos, siguiendo a Escudero (2003), que el objetivo
de aprendizaje del profesor caracteriza el segmento, y ese objetivo de aprendizaje
para nosotros es potenciar una determinada forma de conocer un concepto,
modelando un mecanismo de construccion. Por tanto, desde nuestro punto de
vista lo que caracteriza un segmento es la modelacion por el profesor de un

mecanismo de construccion.

Esta identificacion-inferencia del mecanismo de construccion de
conocimiento modelado por el profesor es realizada por nosotros ya que

pretendemos caracterizar la practica del profesor, pero desde nuestra perspectiva
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como investigadores y no desde la perspectiva del profesor (Tzur et al., 2001).
Los profesores en ningin momento hacian referencia alguna a esta modelacion.
El proceso de inferencia, como hemos sefialado en la introduccion, se apoya en
el modelo tedrico APOS, tanto en las descripciones generales de sus componentes
como en las concretas para el tema de la derivada que aparecen en diversas
publicaciones y que hemos reunido en la caracterizacion de la “modelacion de la

descomposicion genética de la nocidon de derivada” realizada en el Capitulo I1.

Cada segmento de ensefianza identificado fue consensuado por al menos
dos investigadores. De esta forma se realiza una “triangulacion” en el sentido del
grupo RUMEC (Asiala et al., 1996). Hay que sefialar que a veces es necesario
considerar juntos varias tareas o modelaciones. Por ejemplo, en alguna situacion
de los segmentos se identifican dos mecanismos de construcciéon como cuando
el profesor modelaba la interiorizacion de la funcion derivada y la

desencapsulacion de la derivada de una funcidon en un punto.

Una vezidentificados los segmentos confeccionamos una lista cronologica
de segmentos. Para analizar los segmentos utilizabamos las transcripciones de las
clases, los informes elaborados en el andlisis descriptivo (primer nivel) teniendo
como apoyo las transcripciones de las entrevistas y la unidad didactica. Con todos
estos datos formabamos lo que denominamos una “vifieta” que esta elaborada

con la informacion reunida desde las distintas fuentes'®.

Para cada vifieta indicamos el contexto en el que sucede, qué tarea/tareas

°Laidea es similar a “videoportfolio” de Maher y Martino (1996, citado en Powell et al., (2003))
“una coleccion de diferentes tipos de datos centrados en un episodio o una serie de episodios de interés”
(p- 410). Un episodio para estos investigadores es un periodo de tiempo con un suceso que debe
explicarse desde el enfoque de las preguntas de investigacion planteadas.

Cumpliendo el requisito de “triangulacién” en el sentido dado por Schoenfeld (2000), para el

que hay que disponer de datos de diferentes fuentes, entre ellas, videos de clase, entrevistas con el
profesor, planes para la leccion, notas de clase... .
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se resuelven en el mismo, la organizacién del contenido (entrevista de
planificacion, unidad didactica), lo que el profesor hace y dice durante la gestion
y la justificacion de la gestion realizada. Ademas en cada vifieta indicamos la
inferencia realizada sobre la modelacion del mecanismo de construccion que
realiza el profesor mediante los elementos matematicos y sistemas de

representacion (instrumentos de la practica).

Un ejemplo de vifieta es el siguiente:

VINETA:

La situacion descrita en esta vifieta tiene lugar en la tercera clase de la
unidad didéctica realizada por Juan. La tarea planteada por Juan es “calcular la

derivada de la funcion en un punto, x=1 para f(x)=x*".

En la entrevista de planificacion en relacion a este tipo de tareas y al

calculo de rectas secantes, Juan indicaba:

“Con aproximaciones, cogemos la secante y ahora vamos obteniendo un poquito mas, vamos obteniendo
cada vez mas ... una cosa asi, queremos calcular la derivada en el punto, pendiente, pendiente hasta que
nos vaya saliendo la tangente. Una cosa asi, queremos calcular la derivada en el punto, pendiente,
pendiente hasta que nos vaya saliendo la tangente. Si, también algunas veces lo hacemos, vamos, esto es
lo que te digo que le hago en el programita. Claro van asi, vamos tendiendo hacia el punto y lo que vamos
cogiendo realmente una secante, cogiéndola, echandola para acd, hasta..., y van calculando las pendientes

en cada momento, entonces ahora tenemos la tangente.”

Juan confecciona una tabla de valores de las pendientes de las rectas
secantes que se calculan en la figura de forma automatica. Juan para calcular la
derivada de la funcién f(x)=x* en el punto x=1 hace lo siguiente: pone a
disposicion de los estudiantes una figura de Cabri II (realizada por €l) para que

puedan manipularla (usando el “arrastre'"”” de puntos). La figura es:

""En Cabri II, un objeto (punto, recta, etc) de una figura puede ser desplazado con el ratéon
conservandose las relaciones geométricas utilizadas en la construccion de la figura, ese desplazamiento
se conoce como “arrastre”.

133



1
2
3

3.- Disefio de la investigacion José Maria Gavilan Izquierdo

¥
f(1.00)=1,00
f(0,59]=0,34
pendiente=1,58
0.5

[1.00; 0,00)

Aparecen dos puntos en la figura, un punto negro y un punto rojo. El
punto negro se sitia en el punto x=1. A continuacién el profesor pide a los
estudiantes que muevan el punto rojo aproximandolo al punto negro (1) y que

confeccionen la siguiente tabla:

X | 0,59 | 0,89 09 | ... | 1
f(1)- f(x)
1-x

También les pide ver qué ocurre con la recta secante cuando el punto rojo
se aproxima al negro (1). Juan y sus alumnos van confeccionando la tabla de

cocientes utilizando la figura del ordenador.

El didlogo en clase es el siguiente:

P: Podemos coger el punto rojo que aparece ahi. El punto negro, aparece un punto negro sobre el 1,y lo
que vamos a calcular, lo que vamos a calcular es como esta variando, como esta variando la funcion en

el punto 1.
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Entonces si nosotros vamos aproximando, si nosotros nos vamos aproximando, aqui, cogiéndolo con la

manita el punto éste <punto rojo>, pues nos va tomando distintos valores.

Si cogemos este punto <punto rojo> nos vamos aproximando ;cuénto me sale la tasa de variacion?
(qué nos dice el ordenador? Eso es la pendiente de esta recta que aparece aqui.

Cuando yo me vaya acercando, otro punto aqui, 0.63, pues la pendiente que me aparece 1.63, cuando yo
me acerque mas. En 0.80 ;qué pendiente me aparece?

E: 1.75

P:Si yo pongo aqui 0.9;qué hay que poner aqui?<Indicando como completar la tabla>

E: 1.85

P: Cuando yo ponga aqui un 1 ;qué voy yo a tener que poner aqui?

E: 1.

P: Cuando este punto x se vaya acercando a éste de aqui <punto negro=>, fijaros la recta ésta <recta

secante> ;a qué va tendiendo? ja qué se va pareciendo? a la recta tangente a la curva ¢lo veis o no lo
veis? se va aproximando, aproximando

E: A la tangente.

P: Hasta que llega a la tangente, pues lo que tengo realmente es la recta tangente.

E: Si.

P: A eso es a lo que vamos a llamar la derivada. Entonces cuando yo este punto <punto rojo> lo hago
tender, se lo hago cada vez mas cerca del punto negro, pues, esta recta que yo tenia aqui que era una recta
secante ja donde? ;a donde se nos va a ir?, mira ;lo veis? cada vez mas cerca, cada vez mas cerca,
cuando llego al punto ése, realmente ;qué es lo que tengo aqui? la recta tangente.

Realmente nosotros lo que hemos hecho , 1o que hemos hecho es calcular el limite cuando x tiende a 1
de esto de aqui , eso es lo que hemos hecho, de (f(1)-f(x))/(1-x), esto es lo que se llama el valor de la
derivada en el punto 1 y se representa de esta manera, f (1), eso va a ser la derivada, nada mas, o sea que

va a ser unicamente una pendiente.

En una de las entrevistas de desarrollo Juan indico:

“Elegi ensefarles el método de aproximaciones, la tangente mediante un grafico de un ordenador porque
creo es lo que te da mas juego, en una clase te da tiempo a ver muchos puntos aproximando y verlo una
y otra vez sin tener que escribir en la pizarra, de una forma mas directa, se hagan idea de qué es realmente
aproximar, como pueden coger puntos aproximandolos al otro y como va variando la tangente, como va

variando en principio la secante y va tendiendo hacia la tangente geométrica de la curva, ésa era la idea.”

En el documento de la unidad didactica Juan indica:

“En este sentido se puede hacer una buena visualizacion de la obtencion de la recta tangente como

limitede secantes a través del programa MAPLE mediante la rutina with (plots): animate({x"2, (t+2)*(x-
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2)+4{ que corresponde a la funcion x* en el punto x=2"".

Aunque Juan hace referencia en este momento al programa MAPLE que
luego no usd, lo que importa aqui es subrayar el uso que hace de los programas
informéaticos para modelar la idea de aproximacion sucesiva y paso al limite del
cociente incremental como una manera de ayudar a los estudiantes a dotar de

sentido a la idea de derivada.

El hecho de que Juan lo tuviera previsto en la planificacion muestra el
énfasis en poder visualizar el proceso de aproximacion de la secante hacia la
tangente. La manera de actuar usando otros instrumentos se apoya en el mismo
principio de visualizar la idea de derivada de una funcidn en un punto integrando

lo analitico y lo gréfico.

ANALISIS DE LA VINETA:

Esta manera de actuar del profesor muestra la modelizacion del paso al
limite de la funcion f(x)=x’ en el punto concreto x=1. Este paso al limite lo hace
Juan integrando lo grafico (pasar de la recta secante a la recta tangente) y lo
analitico (la construccidn de los cocientes incrementales correspondientes). Este
comienzo de integracion de lo grafico y analitico en una misma actividad se hace

mediante el uso de un software especifico.
Lo que hace Juan en este segmento lo describimos como “modelacion del
mecanismo de interiorizaciéon” (paso de accidn a proceso) del significado de la

derivada de f(x)=x? en x=1 como paso al limite del cociente incremental.
p

La relacion entre lo grafico y lo analitico aparece en:

-- El calculo de la tasa de variacion media de una funcion en un intervalo
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b)- f(a
[a, b] con el cociente S(b)- f(a) [Linea 6], y
-a
-- cuando se traza la recta secante a una curva en dos puntos (a, f(a)) y (b,
b)- f(a
f(b)) y el calculo de su pendiente como el cociente J( ; f(a) [Lineas 7-9y
-a

en las entrevistas].

Asiala et al. (1997) describen los mecanismos de interiorizacion para la
derivada de una funcion en un punto diciendo:

“2a. Grdfico: Interiorizacion de las acciones del punto la a un

proceso cuando los dos puntos de la grafica de la funcion estan

“cada vez mas proximos.” (p. 407)

El punto 1a en la descripcion de la descomposicion genética realizada por
Asiala et al. (1997) describe las acciones en los siguientes términos:

“la. Grdfico: la accion de conectar dos puntos de una curva y
formar la cuerda que es la parte de la recta secante a través de los

dos puntos, junto con la accion de calcular la pendiente de la linea
secante por los dos puntos.

1b. Analitico: la accion de calcular la media de la razon de
cambio a través del calculo del cociente incremental en un punto”

(p. 407)

Por otra parte Cottrill et al. (1996) indica que:

“cuando [los estudiantes] ven la necesidad de realizar infinitos
pasos o cdlculos para obtenerlo: cualquier calculo que necesite un
numero infinito de pasos, solo puede ser comprendido a través de

una concepcion proceso” (p. 173)
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Lamodelacion por parte de Juan del mecanismo de interiorizacion se lleva
a cabo cuando considera los intervalos que aparecen cada vez “mads pequefios”,
modelando el paso al limite en una situacion general. Este paso al limite se lleva
a término a través de tablas de valores de cocientes incrementales que se deben

completar calculando algunos de ellos (dos, tres, cuatro, etc.).

La modelacion de la interiorizacion que se presenta es la que en Asiala et
al. (1997) se denomina grafica, en las lineas 4, 15-17, 18 y siguientes, y en las

entrevistas, la de planificacion y en la de desarrollo.

El aspecto de la practica de Juan inferida desde este segmento, la
interiorizacion del paso al limite y la integracion de lo grafico y lo analitico a
través de la tecnologia puede ser descrita a través de los elementos matematicos

y modos de representacion del siguiente modo:

Tasa de variacion media en

un intervalo [a, b] viene
dada por el cociente (f{b)- /La recta tangente a una curva en\
f(2))(b-2)  Analitico , el punto (a, f{a) es el limite de
Lineas las rectas secantes a la curva en
, 15-17, 1825 | | 1os puntos (a, f(a)), (a+h, fa+h))
Lineas 6-7 cuando h tiende a 0 (con el
Integracién limite de las pendientes). La
Secante a una curva por grafico-analitico derivada de la funcion en el
dos puntos (a, f(a))(b, punto a es la pendiente de la
f(b)) tiene de pendiente Qecta tangente en el punto a /

(EO-F)(>0) Grafico

FASE 2: a partir del conjunto de segmentos identificados en la fase 1, y
descritos en forma de vifietas procedimos a agrupar segmentos en los que se
identificaba la modelacidén de un nuevo mecanismo de construccién apoyado en

las modelaciones anteriores. Esta fase de andlisis intenta hacer explicito el

caracter sistémico de la practica de algunos profesores. Por ejemplo, en la fase 1
se habian identificado dos segmentos (segmentos 1 y 2) analizados a través de las

viietas y sera descrito en la seccidon de resultados. La practica del profesor
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vinculaba estos dos segmentos, lo que llevo en esta fase 2 a identificar aquellos

grupos de segmentos que tenian alguna vinculacion.

Segmento 1 Segmento 2
(Vifeta 1) (Vifeta 2)
Interiorizacion Interiorizacion
F(x)=x2, x=1 Situacién estanque
Paso al limite: Paso al limite:
-Geomeétrico (secantes) -Geomeétrico (secantes)
-Analitico (cocientes incrementales) -Analitico (cocientes incrementales)
-Integracion de lo grafico y lo analitico -Integracion de lo grafico y lo analitico

Las acciones de las que se modela su interiorizacion vienen dadas por:
-Célculo de la tasa de variacion media, y

- Trazar la recta secante a una curva en dos puntos y calcular su pendiente.
En ambos segmentos se modela el mecanismo de interiorizacion de la
derivada de una funcién en un punto.

Para Asiala et al. (1997) el objeto derivada de una funcion en un punto es

o S (x)= f(a)
m

x—a X—-da

con los dos significados, grafico (pendiente de la recta

tangente a la curva en el punto) y analitico (variacion instantanea de la funcion

en el punto).

Las dos vifietas son ejemplos de modelaciones del mecanismo de
interiorizacion, con integracion de lo grafico y lo analitico para el concepto
derivada de una funcién en un punto, a través de la tecnologia. Consideradas
conjuntamente las vifietas 1 y 2 muestran un aspecto caracteristico de la practica
de Juan: los intentos de hacer visible el paso al limite en el modo grafico (de
secante a tangente) y en el modo analitico (cociente incremental) con ejemplos
distintos (f(x)=x*; x=1, situacién del estanque) mediante el uso de tecnologia

informatica.

Para los dos segmentos anteriores podemos inferir que se podia estar

intentando modelar la encapsulacion de la derivada de una funcién en un punto,
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ya que se pretende que el proceso potenciado por interiorizacion llegue a
considerarse como “un todo” susceptible de uso, y este uso viene dado por la

posibilidad de generalizarse a otros puntos y funciones.

Juan, modela el mecanismo de interiorizacién en distintos puntos y
funciones (la primera dada por una grafica y su expresion analitica, la segunda
por una grafica que describe una situacion) y parece pretender considerar que es
posible tener en cuenta dicha interiorizacion como un “todo” susceptible de
realizarse en cualquier punto (al considerar puntos distintos, en el primer caso y
en el segundo, sin depender del punto en que se hace) y cualquier funcion
(funcion y situacion, no depende del tipo de funcion). Por tanto, para Juan la
aproximacion y paso al limite se consideran englobados como totalidad. Este
planteamiento permite a Juan apoyar la encapsulacion de la idea de derivada de
una funcion en un punto desde la interiorizacion del paso al limite en el caso de

ciertas funciones y en determinados puntos:

La caracteristica de modelar interiorizaciones en puntos y funciones
diferentes es la que nos permite considerar conjuntamente las vifietas como una
primera aproximacion de Juan a la modelacion del mecanismo de encapsulacion

de la derivada de una funcion en un punto.

En el siguiente cuadro (cuadro 3.6) representamos de forma esquematica

el proceso de andlisis seguido en las dos fases en este caso concreto.
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Nivel de analisis: inferencial

7w ™

Segmento 1 Segmento 2
(Vifieta 1) (Vifieta 2)

Interiorizacion Interiorizacion

F(x)=x2, x=1 Situacién estanque

Paso al limite: Paso al limite:

-Geométrico (secantes) -Geométrico (secantes)
-Analitico (cocientes incrementales) -Analitico (cocientes incrementales)
-Integracion de lo grafico y lo analitico -Integracion de lo gréfico y lo analitico
Fase 2 i
Encapsulacion de la idea de

derivada de una funcién en un punto

Cuadro 3.6 Esquema metodoldgico: ejemplo de analisis inferencial en
dos fases

A partir de este segundo nivel de anélisis podremos responder a las
siguientes preguntas ;qué mecanismos el profesor modela con su practica
respecto a la nocidon de derivada? ;Qué secuencia (relaciones) establece el
profesor entre los distintos mecanismos de construccion modelados para la

nocidn de derivada?

En definitiva, a partir de este andlisis disponemos de la modelacion de la
descomposicion genética de la nocion de derivada realizada por el profesor con
su practica. Esta modelacion de la descomposicion genética de la derivada es una
construccidn tedrica que nos informa de los objetivos del profesor en cuanto a la
potenciacion en su practica de determinadas formas de conocer y coémo
alcanzarlas. Es una descripcion de la practica del profesor desde el punto de vista

de los investigadores.
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4.3 - Tercer nivel de analisis: perspectiva de la practica del

profesor

Una vez descrita la modelacion de la descomposicion genética de la
nocion de derivada realizada por el profesor en su practica, pasamos a
caracterizar la perspectiva de la practica del profesor en funcion de las
dimensiones que consideramos en nuestra propuesta teorica. Consideramos la
perspectiva de la practica del profesor como lo que subyace a su practica, los
aspectos caracterizadores de dicha practica desde la consideracion de la

potenciacidn de la construccion de conceptos.

La perspectiva de la practica la caracterizamos a través de dos
dimensiones:

- como concibe el desarrollo de la comprensidon: concepcidon sobre el
aprendizaje de los conceptos visto a través de los mecanismos de
construccion del conocimiento que se potencia, secuencia-relaciones entre
ellos y su justificacion.

- su vision de las matemadticas: concepcion de las matematicas como
objeto de enseflanza y aprendizaje visto a través de como organiza el

contenido matematico para ensearlo.

Para obtener las dimensiones que definen la perspectiva de la practica del
profesor introducimos en el analisis tres variables:

- La forma en que usa los sistemas de representacion como instrumentos

de la practica.

- Cémo el profesor organiza los distintos conceptos matematicos y como

establece relaciones entre ellos.

- Formas de conocer que parece potenciar mediante las modelaciones de

los mecanismos de construccion.
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A partir de los valores de cada una de ellas podemos realizar las
inferencias sobre las dimensiones. La caracterizacion del uso de los modos de
representacion, la organizacion de los conceptos y la manera en la que el profesor
modelaba los diferentes mecanismos de desarrollo del concepto nos han
proporcionado los medios para caracterizar las dimensiones que nos permiten

identificar las diferentes perspectivas de la practica.

Por ejemplo, de las dos vifietas anteriores inferiamos que Juan pretende
mostrar la vinculacion entre los significados de la derivada de una funcioén en un
punto, analitico y grafico, produciendose la integracion de las representaciones.
Esto manifiesta la construccion de la idea de “relacion” entre significados. Esto
es una manifestacion de como concibe las matematicas y cémo concibe el
aprendizaje. Una concepcion sobre las matematicas en las que el contenido
matematico se organiza alrededor de los distintos significados de los conceptos
y sus traslaciones y una concepcion del aprendizaje de las matematicas que sigue
de forma implicita la descomposicion genética de la derivada, lo que nos “habla”

de una construccion progresiva del conocimiento matematico.

Nuestro analisis debe permitirnos identificar caracteristicas de una practica
del profesor que trascienda lo especifico del caso concreto, y debe intentar
producir conocimiento relevante para comprender la idea de “practica del
profesor”. Queremos caracterizar “perspectivas de la practica del profesor”
teoricas inferidas desde los datos y resultados empiricos utilizados en la

investigacion.

En cuadro 3. 7 recogemos el esquema metodoldgico seguido que nos han

permitido llegar a la caracterizacion de la perspectiva de la practica del profesor.
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Fuente | Planificacion: Gestion i
de datos 1 Entrevista Grabaciones de clases en video, Entrevistas de i
i desarrollo, materiales !
1 1
1 1
1 Transcripciones de la entrevista Transcripciones de los videos i
Datos i Unidad didactica Transcripciones de las entrevistas !
i Librodetexto _____________( Qbservaciones ____________ . ... ;
Identificacién | Planificacion: Gestion:
. d . JSEPRPR . £13cdcen
PRIMER NIVEL DE ANALISIS e I:ara cada unidad de: a'mahsls. Para cada unidad dff a?nahsls.
I Elementos matematicos *Elementos matematicos
(DESCRIPTIVO) —> > .
. - *Modos de representacion ~ *Modos de representacién
Unidad de analisis: segmento o A
*Objetivos del profesor *Objetivos del profesor
*QObservaciones *QObservaciones
{fnininiebnininininieiebeininieietelelebeieieieieieieieieiieinie ittt 1
! i
'l Gestion: Planificacion: i
i Para cada unidad dff g.né.lisis: Grabaciones de las clases | 22 cada unidad de, a.lnélisis: !
! *Elementos matematicos *Elementos matematicos ,
'l *Modos de representacion *Modos de representacion i
1| *Objetivos del profesor *Objetivos del profesor !
1| *Observaciones *Observaciones '
e e e, e, e e, EEEE e e EE e EEEEE e e R RS SRS RS SRS EEE e R EEE e E e e CECEEECEEEEEEE e e - 1
SEGUNDO NIVEL DE ANALISIS Segmento S
i -_
modelacion de mecanismo
(INFERENCIAL) ||]|:> (modelacién d ism0) i=1
Fase 1:
Unidad de analisis: segmento :\
Segmento
SEGUNDO NIVEL DE ANALISIS (modelacion de mecanismo)
(INFERENCIAL) |
Fase 2: Segment9 Segment9
Unidad de analisis: conjunto de segmentos (m. de mecanismo) | | (m. de mecanismo)

TERCER NIVEL DE ANALISIS
(INFERENCIAL) Modelacion de la

Unidad de analisis: modelacion descomposicion genética
de la descomposicion genética

Perspectiva
de la practica

Cuadro 3.7 Esquema metodoldgico: niveles de analisis
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CAPITULO IV: RESULTADOS

1.- INTRODUCCION

En este capitulo se detallan los resultados obtenidos en los dos profesores
estudiados. Para cada uno de los casos describimos la modelacion de la
descomposicion genética de la nocion de derivada (en términos de mecanismos
de construccion de las formas de conocer y su secuencia-relaciones) realizada por
el profesor. A continuacidn se presentan de forma pormenorizada los aspectos
caracteristicos de la practica de cada uno de los profesores, incluyendo las vifietas
en las que nos apoyamos y por ultimo caracterizamos la perspectiva de la practica
inferidas en los dos casos. Entendemos por perspectiva de la practica del profesor
lo que subyace a su practica en términos de las dimensiones: concepcion sobre

el aprendizaje y sobre las matematicas como objeto de ensefianza-aprendizaje.

2.- EL CASO DE JUAN: LA MODELACION DE LA
DESCOMPOSICION GENETICA DE LA NOCION DE DERIVADA
EN LA PRACTICA DE JUAN

En este apartado vamos a describir los resultados del analisis de la practica

de Juan. La modelacion de la descomposicion genética de la nocion de derivada
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viene dada en términos de la modelacion de mecanismos de construccion y su
secuencia. Juan modela mecanismos de construccion para la derivada de una
funcién en un punto, la funcion derivada y el operador derivada. La funcion
derivada aparece como puente entre la derivada de una funcién en un punto y el
operador derivada. En el cuadro 4.1 se indican los mecanismos modelados para

los diferentes conceptos de la nocion de derivada.

Operador derivada

&5

IL, IR Invag, Invg
Interiorizacion Inversion

Funcion derivada

Interlorlzacmn Encapsulacan Desencapsulaciéﬂ
- Relacion entre
n Derivadade una /47 - Mecanismos de
funcién en un punto construccion
Ig, Ia, Iag Eg, Eag Dg, Dag Relacion entre
Interiorizacion Encapsulacmn Desencapsulacion Mecanismos de
construccion de
conceptos
diferentes
Ia=Interiorizacion analitica Eg=Encapsulacion grafica IL=Interiorizacion limite
Ig=Interiorizacion grafica Eag=Encapsulacion analitico-grafico IR=Interiorizacion regla
lag=Interiorizacion analitico-grafico Dg=Desencapsulacion grafica Invg=Inversion grafica

Dag=Desencapsulacion analitico-grafico Invag=Inversion analitico-grafico

Cuadro 4.1 Modelacion de mecanismos de construccion
en la practica de Juan
En la practica de Juan hemos podido identificar la modelacion de
mecanismos de interiorizacion, encapsulacion y desencapsulacion para la
derivada de una funcién en un punto. Para la funcion derivada identificamos los
mismos mecanismos de construccion (interiorizacidon, encapsulacion y
desencapsulacion) y para el operador derivada Juan modela los mecanismos de
interiorizacion e inversion. De esta manera la construccion de las maneras de
conocer que modela Juan es progresiva, en el sentido de que van modelandose

sucesivamente los mecanismos de construccién para cada uno de los conceptos
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(derivada de una funcién en un punto, funcidon derivada y operador derivada) y

potenciando de manera relacionada las distintas formas de conocer los conceptos.

Para la derivada de una funcion en un punto la modelacion del mecanismo
de interiorizacion Juan lo hace de forma analitica (Ia), grafica (Ig) y analitico-
grafico (ambas de forma integrada, [ag). Cuando Juan modela el mecanismo de
interiorizacion integrando los sistemas de representacion analitico y grafico
interpretamos que Juan pretende que los alumnos construyan como proceso la
derivada de una funcion en un punto. El uso que hace Juan de las relaciones entre
los sistemas de representacion persigue la construccion de significados

independientemente del modo de representacion.

A partir del uso integrado de los modos grafico y analitico en la
presentacion como proceso de la derivada de una funciéon en un punto Juan
modela el mecanismo de encapsulacion. De esta manera Juan pretende que los
estudiantes lleguen a construir la “derivada de una funcién en un punto” como
objeto integrando la forma analitica y la forma grafica. A través de lamodelacion
del mecanismo de encapsulacion grafica se pretende que el alumno construya el
objeto “derivada de una funciéon en un punto” como “pendiente de la recta
tangente” y a través de la modelacion de la encapsulacion analitica-grafica se
pretende que el alumno construya el objeto como “tasa de variacion instantanea”
y como “pendiente de la recta tangente”. La modelacion que hace Juan de esta
parte de la descomposicion genética objeto “derivada de una funcion en un
punto” engloba la idea de la “pendiente de la recta tangente” y la idea de “tasa de
variacion instantanea”. Después, Juan modela el mecanismo de desencapsulacion
de la derivada de una funcion en un punto, de forma grafica (Dg) y de forma
analitico-grafico (Dag). Esta desencapsulacion analitico-grafico (Dag) supone

que Juan parte del objeto “derivada de una funcién en un punto”.

La modelacion del mecanismo de interiorizacion de la funcidon derivada
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se realiza a través de la generalizacion a todos los puntos del paso al limite de la
derivada de una funcion en un punto integrando lo grafico y lo analitico. De esta
forma Juan pretende que los alumnos construyan como proceso la idea de
“funcion derivada”. Juan repite esta manera de actuar con diferentes funciones,
por lo que puede ser interpretado como que Juan modela el mecanismo de
encapsulacion para intentar que los alumnos construyan la idea de funcion

derivada como objeto y den significado al operador derivada .

La ensefianza de la derivada de una funcion en un punto y de la funcion
derivada desarrollada por Juan se apoya en las modelaciones en forma grafica
y analitica de los mecanismos de construccion del concepto, integrandolos a
través de la tecnologia. Para ello usa las herramientas informaticas Cabri II
Géometre y Funciones para Windows que le permiten relacionar los diferentes

significados en ambos modos de representacion.

Para el operador derivada Juan modela dos mecanismos de construccion,
el mecanismo de interiorizacidon y el de inversion lo que le permite introducir la
nocion de integral conectada al operador derivada. Juan modela el mecanismo de
interiorizacion del operador derivada cuando utiliza el limite del cociente
incremental para obtener la funcion derivada de diferentes funciones. Con esta
manera de actuar Juan pretende que los estudiantes construyan como proceso la
1dea de operador derivada. También modela Juan la interiorizacion del operador
derivada mediante el uso de reglas de derivacion, generalmente construidas

mediante el uso de limites de cocientes incrementales.

Juan modela el mecanismo de inversion del operador derivada, esta forma
de actuar de Juan permite potenciar en los estudiantes como proceso un nuevo
concepto (antidiferenciacion) y conectar los conceptos de operador derivada y
operador integral indefinida y de manera mas general las nociones de derivada

e integracion. Juan actia de manera que las relaciones entre ideas matematicas
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surjan de manera natural. El mecanismo de inversioén de un proceso construye un
nuevo proceso. Asi cuando Juan modela la inversion del operador derivada, le
permite considerar la integracion indefinida (antidiferenciacion) como un
proceso. Juan modela el mecanismo de inversion en forma analitico-grafico
(Invag) con las reglas de derivacion y en forma gréfica (Invg) ya que modela la
desencapsulacion los significados de la funcion derivada. Esta forma de actuar
permite a Juan potenciar la construccion del operador derivada como proceso y

del operador integral indefinida también como proceso.

Esta forma de actuar de Juan modelando los diferentes mecanismo de
construccion del conocimiento y la forma en la que se apoya en:

- la derivada de una funcién en un punto para mostrar el significado de la

funcion derivada,

- la forma en que se apoya en el significado de la funcidon derivada para

mostrar el significado del operador derivada, y

- a partir del operador derivada introducir el operador inverso “anti-

diferenciacion”

constituye la caracteristica de la practica de Juan.

La practica de Juan se describe a partir de la modelacién de la
descomposicion genética realizada, mediante las variables: uso de modos de
representacion, organizacion de conceptos, y formas de conocer potenciadas', que
consideramos que ayudan a caracterizar la perspectiva de la practica. En relacion
al uso de los sistemas de representacion como instrumento de la practica, Juan
pretende la integracion de los significados graficos y analiticos de los conceptos
matematicos. Esta integracion le permite a Juan hacer visibles las ideas
subyacentes, como son la aproximacion y el paso al limite. Juan persigue con la

integracion que los alumnos construyan el significado de las ideas matematicas

'Descritas en el capitulo IIT (Disefio de la investigacion).
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de la nocion de derivada independientemente del modo de representacion usado.

Juan organiza los distintos conceptos que conforman la derivada de
manera que para construir una idea se apoya en las construidas previamente. Juan
hace “visibles” las relaciones que se establecen y son para €l un objetivo
explicito. Juan construye de manera explicita la idea de funcion derivada a partir
de la idea de derivada de una funcion en un punto, a partir del significado de
f’(a) dota de significado a f '(x). A partir de la funcion derivada Juan intenta que

los estudiantes den significado al operador derivada.

Juan subraya explicitamente las relaciones entre ideas matematicas como

una manera de dotar de significado a los conceptos. Es decir, en la practica de
Juan aparece como caracteristica una construccion progresiva entre conceptos,

que denominamos “vertical”.

En relacién a las formas de conocer que parece potenciar en los
estudiantes, la practica de Juan se caracteriza por potenciar los significados
graficos y analiticos de los conceptos mediante las distintas formas de conocer.
Juan establece relaciones entre las formas de conocer, apoyandose en una para
potenciar la siguiente (accion-proceso-objeto). Juan modela la descomposicion
genética de la derivada de una funcién en un punto y de la funcidon derivada

potenciando la construccion de los objetos.

Sefialaremos que la manera de proceder de Juan se apoya en que tiene en
consideracion de manera implicita la descomposicidon genética de cada concepto
ensefiado. Esta forma de construir un concepto de manera progresiva la
denominamos “horizontal”. Esta manera de actuar de Juan ayuda a caracterizar

el contenido matematico ensenado.
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En el cuadro siguiente (cuadro 4.2) esquematizamos las relaciones entre
las formas de conocer potenciadas para cada concepto, y las relaciones entre los
distintos conceptos que conforman la nocion de derivada en la practica de Juan.

7 X L7 x>

Accion ----» Proceso ---% Objeto

La derivada de una funcién en un punto

<< T\ £ D

Objeto <--- Proceso <---  Accion
La funcién derivada

7 x>

Accion ----» Proceso

El operador derivada

Proceso
La anti-diferenciacion

Cuadro 4.2 Relaciones entre conceptos y
formas de conocerlos

Esta actuacion sistémica de Juan a lo largo de la unidad didactica se
identifica a través de las relaciones que se establecen entre las ideas matematicas
que constituyen lanocion de derivada y la manera en que modela los mecanismos
de construccidn de significados. Lo que parece justificar esta manera de actuar
de Juan es una determinada concepcion sobre el aprendizaje y sobre la naturaleza
de las matematicas escolares, sobre este punto volveremos al describir la

perspectiva de la practica de Juan.

En el cuadro siguiente (cuadro 4.3) se esquematiza las formas de conocer
potenciadas para cada concepto, junto con el uso de los sistemas de
representacion e ideas “visibles” en las que se apoya. Indicamos las vifietas que

nos proporcionan las evidencias empiricas para nuestra inferencia.
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x; El objeto f “(a)
V3 La integracién de lo analitico

V5 y lo grafico (tecnologia)

De la aproximacion y paso al limite (tecnologia)

V4

El objeto f (x)
La integracion de lo analitico y
ve lo gréfico (tecnologia)

Del paso al limite a la generalizacién V10
a todos los puntos

V7

V9 “La integracion”
COMO proceso

El proceso “Operador derivada”

Lo analitico
V8

El predominio de

Generalizacion para tipos de funciones lo grafico

Cuadro 4.3 Organizacién de las vifietas: formas de conocer, modos de
representacion e ideas

En el siguiente punto detallamos las evidencias empiricas que permiten
caracterizar la practica de Juan. Estas evidencias empiricas tendrdn la forma de
vifietas que nos permitiran ejemplificar aspectos de la practica de Juan desde los
que inferir lo que fundamenta su practica. El hecho de mirar la practica de Juan
a través de la “modelacion que realiza de la descomposicidon genética de la
nocioén” permite ordenar las vifietas siguiendo el orden de los mecanismos que
modela. Juan sigue el orden de modelacion que se prescribe en el marco APOS:

interiorizacion, encapsulacion, desencapsulacion.
Queremos sefalar que las vifietas son “prototipicas” de lo sucedido en una

serie de dias (momentos de ensefianza). Indicamos a continuacion los dias y

vifietas.
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Dias |1 |2 |3 |4 |5 e |7 |8 [9o [10 |11 |12 [13 1415 16|17
Vifietas | V2... ... VI V4 V5. . V9 V3 N
V10 V6 V4(bis)
Voo

En cada vifieta se indican:
- la tarea y/o el grupo de tareas con las que se desarrolla el segmento de
ensefianza presentado,
- organizacion del contenido (desde la entrevista de planificacion, y de la unidad
didactica),
- discurso en el aula (lo que el profesor dice y hace en el aula), y
- como justifica la gestion realizada.
Ademas en cada vifieta indicaremos la inferencia realizada sobre la modelacion
del mecanismo de construccion que realiza el profesor mediante los elementos

matematicos y sistemas de representacion (instrumentos de la practica).

La presentacion la hemos organizado en tres apartados:
1) derivada de una funcién en un punto, f '(a)
i1) de la “derivada de una funcion en un punto” al “operador derivada” a través
de la “funcion derivada” f'(x), y

iii) del operador derivada a la integracion.

2.1.-Derivada de una funcion en un punto

En este primer apartado describimos como Juan modela la descomposicion
genética de la derivada de una funcidén en un punto. Se organiza en dos partes. La
primera parte es relativa a las modelaciones de mecanismos de construccion de
la derivada de una funcion en un punto como objeto a través del paso al limite de
las secantes y de las tasas de variacion. Esta aproximacion da lugar a la recta
tangente (pendiente) y a la variacion instantdnea de una funcioén en un punto. La
segunda parte trata la modelacion del mecanismo de desencapsulacion de la

derivada de una funcidn en un punto como objeto.
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La construccion de la derivada de una funcion en un punto que pretende
potenciar Juan en los estudiantes es progresiva ya que primero modela el
cocnepto de derivada de una funcion en un punto como accion. Posteriormente
modela los mecanismos de interiorizacion, encapsulacion y desencapsulacion. De
esta manera la ensefianza de Juan se apoya en una “secuencia” de formas de
conocer la derivada de una funcion en un punto como accion/proceso/objeto de
acuerdo con el marco APOS. Una caracteristica de las modelaciones realizadas
por Juan deriva del papel desempenado por los sistemas de representacion y la
relacion que establece entre ellos dandose en algunos casos la integracion de lo

analitico y lo grafico.

2.1.1.- De la interiorizacion a la encapsulacion: la integracion de lo

analitico y lo grafico a través de la tecnologia

En este apartado vamos a considerar: 1) la modelacion de los mecanismos
de interiorizacién de la derivada de una funcién en un punto integrando lo
analitico y lo grafico a través de la tecnologia, y 2) la modelacion de los
mecanismos de encapsulacion de la derivada de una funcidn en un punto a través

del paso al limite.

V1: Modelacion del paso al limite del cociente incremental en
contexto grafico (de secante a tangente) y analitico (tasa de variacion)’
La situacion descrita en esta vifieta tiene lugar en la tercera clase de la
unidad didactica realizada por Juan. La tarea es “calcular la derivada de f(x)=x*

en x=1",

En la entrevista de planificacion Juan indica:

“Con aproximaciones, cogemos la secante y ahora vamos obteniendo un poquito mas, vamos obteniendo

cada vez mas ... una cosa asi, queremos calcular la derivada en el punto, pendiente, pendiente hasta que

2 e . . ., , . . .,
Esta vifieta ha sido considerada en la seccion de metodologia para explicar la organizacion
general de las vifietas.
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nos vaya saliendo la tangente. Una cosa asi, queremos calcular la derivada en el punto, pendiente,
pendiente hasta que nos vaya saliendo la tangente. Si, también algunas veces lo hacemos, vamos, esto es
lo que te digo que le hago en el programita. Claro van asi, vamos tendiendo hacia el punto y lo que vamos
cogiendo realmente una secante, cogiéndola, echandola para aca, hasta..., y van calculando las pendientes

en cada momento, entonces ahora tenemos la tangente.”

Juan confecciona una tabla de valores de las pendientes de las rectas
secantes que se calculan en la figura de forma automatica. Juan para calcular la
derivada de la funcién f(x)=x en el punto x=1 hace lo siguiente:

Pone a disposicion de los estudiantes una figura de Cabri II (realizada por

399

¢l) para que puedan manipularla (usando el “arrastre™ de puntos). La figura es:

¥
f(1.00)=1.00
1(0.59)=0.34
pendiente=1,58
0.5

[1.00; 0,00)

Aparecen dos puntos en la figura, un punto negro (1) y un punto rojo (0.5).
El punto negro se situa en el punto x=1. A continuacion el profesor pide a los
estudiantes que muevan el punto rojo aproximandolo al punto negro (1) y que

confeccionen la siguiente tabla:

*En Cabri II, un objeto (punto, recta, etc) de una figura puede ser desplazado con el raton
conservandose las relaciones geométricas utilizadas en la construccion de la figura, ese desplazamiento
se conoce como “arrastre”.
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X | 0,59 | 0,89 09 | . | 1
f(1)- f(x)
1I-x

También les pide ver qué ocurre con la recta secante cuando el punto rojo
se aproxima al negro (1). Juan y los estudiantes van confeccionando la tabla de

cocientes utilizando la figura del ordenador.

El didlogo en clase es el siguiente:

P: Podemos coger el punto rojo que aparece ahi. El punto negro, aparece un punto negro sobre el 1,y lo
que vamos a calcular, lo que vamos a calcular es como esta variando, como esta variando la funcion en
el punto 1.

Entonces si nosotros vamos aproximando, si nosotros nos vamos aproximando, aqui, cogiéndolo con la
manita el punto éste <punto rojo>, pues nos va tomando distintos valores.

Si cogemos este punto <punto rojo> nos vamos aproximando ¢cuanto me sale la tasa de variacion?
(qué nos dice el ordenador? Eso es la pendiente de esta recta que aparece aqui.

Cuando yo me vaya acercando, otro punto aqui, 0.63, pues la pendiente que me aparece 1.63, cuando yo
me acerque mas. En 0.80 ;qué pendiente me aparece?

E: 1.75

P:Si yo pongo aqui 0.9;qué hay que poner aqui?<Indicando como completar la tabla>

E: 1.85

P: Cuando yo ponga aqui un 1 ;qué voy yo a tener que poner aqui?

E: 1.

P: Cuando este punto x se vaya acercando a éste de aqui <punto negro=, fijaros la recta ésta <recta
secante> ;a qué va tendiendo? ja qué se va pareciendo? a la recta tangente a la curva ¢lo veis o no lo
veis? se va aproximando, aproximando

E: A la tangente.

P: Hasta que llega a la tangente, pues lo que tengo realmente es la recta tangente.

E: Si.

P: A eso es a lo que vamos a llamar la derivada. Entonces cuando yo este punto <punto rojo> lo hago

tender, se lo hago cada vez mas cerca del punto negro, pues, esta recta que yo tenia aqui que era una recta
secante ja donde? ;a donde se nos va a ir?, mira ;lo veis? cada vez mas cerca, cada vez mas cerca,
cuando llego al punto ése, realmente ;qué es lo que tengo aqui? la recta tangente.

Realmente nosotros lo que hemos hecho , lo que hemos hecho es calcular el limite cuando x tiende a 1
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de esto de aqui , eso es lo que hemos hecho, de (f(1)-f(x))/(1-x), esto es lo que se llama el valor de la

derivada en el punto 1 y se representa de esta manera, f "(1), eso va a ser la derivada, nada mas, o sea que

va a ser unicamente una pendiente.

En una de las entrevistas de desarrollo Juan indico:

“Elegi ensefiarles el método de aproximaciones, la tangente mediante un grafico de un ordenador porque
creo es lo que te da mas juego, en una clase te da tiempo a ver muchos puntos aproximando y verlo una
y otra vez sin tener que escribir en la pizarra, de una forma mas directa, se hagan idea de qué es realmente
aproximar, como pueden coger puntos aproximandolos al otro y cdmo va variando la tangente, como va

variando en principio la secante y va tendiendo hacia la tangente geométrica de la curva, ésa era la idea.”

En el documento de la unidad didactica Juan senalo:

“En este sentido se puede hacer una buena visualizacién de la obtencidn de la recta tangente como

limitede secantes a través del programa MAPLE mediante la rutina with (plots): animate( {x"2, (t+2)*(x-

2)+4{) que corresponde a la funcién x> en el punto x=2"".

Aunque Juan hace referencia en este momento al programa MAPLE que
luego no usd, lo que importa aqui es subrayar el uso que hace de los programas
informaticos para modelar la idea de aproximacion sucesiva y paso al limite del
cociente incremental como una manera de ayudar a los estudiantes a dotar de

sentido a la idea de derivada.

El hecho de que Juan lo tuviera previsto en la planificacion muestra el
énfasis en poder visualizar el proceso de aproximacion de la secante hacia la
tangente. La manera de actuar usando otros instrumentos se apoya en el mismo
principio de visualizar la idea de derivada de una funcidn en un punto integrando

lo analitico y lo grafico.

Esta manera de actuar del profesor muestra la modelizacion del paso al
limite de la funcion f(x)=x* en el punto concreto x=1. Este paso al limite lo hace
Juan integrando lo grafico (pasar de la recta secante a la recta tangente) y lo

analitico (la construccion de los cocientes incrementales correspondientes). Este
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comienzo de integracion de lo grafico y analitico en una misma actividad se hace

mediante el uso de un software especifico.

Lo que hace Juan en este segmento puede ser descrito como una
modelacion del mecanismo de interiorizacidon (paso de accion a proceso) del
significado de la derivada de f(x)=x* en x=1 como paso al limite del cociente

incremental.

La relacién entre lo grafico y lo analitico aparece en:
-- El calculo de la tasa de variacion media de una funcidn en un intervalo

)= fla)
b-a

[a, b] con el cociente ao6].

-- Trazar la recta secante a una curva en dos puntos de ella (a, f(a)) y (b,

f(b)- f(a)
b

- a

f(b)) y el calculo de su pendiente como el cociente [Lineas 7-9 y

en las entrevistas].

Asiala et al. (1997) describen los mecanismos de interiorizacidon para la
derivada de una funcién en un punto:

“2a. Grdfico: Interiorizacion de las acciones del punto la a un

proceso cuando los dos puntos de la grdfica de la funcion estdin

“cada vez mas proximos” (p. 407)

El punto 1a resefiado describe las acciones en los siguientes términos en
Asiala et al. (1997):
“la. Grdfico: la accion de conectar dos puntos de una curva y
formar la cuerda que es la parte de la recta secante a través de los
dos puntos, junto con la accion de calcular la pendiente de la linea

secante por los dos puntos.
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1b. Analitico: la accion de calcular la media de la razon de

cambio a través del cdlculo del cociente incremental en un punto®”’

(p. 407)

Por otra parte Cottrill et al. (1996) indica que:

“cuando [los estudiantes] ven la necesidad de realizar infinitos
pasos o calculos para obtenerlo: cualquier cdlculo que necesite un
numero infinito de pasos, solo puede ser comprendido a través de

una concepcion proceso” (p. 173)

Lamodelacion por parte de Juan del mecanismo de interiorizacion se lleva
a cabo cuando considera los intervalos que aparecen cada vez “mas pequenos”,
modelando el paso al limite en una situacion general. Este paso al limite se lleva
a término a través de tablas de valores de cocientes incrementales que se deben
completar calculando algunos de ellos (dos, tres, cuatro, etc.). La modelacion de
la interiorizacidn que se presenta es la que en Asiala et al. (1997) se denomina
grafica, en las lineas 4, 15-17, 18 y siguientes, y en las entrevistas, la de

planificacion y en la de desarrollo.

El aspecto de la practica de Juan inferida desde este segmento, la
interiorizacion del paso al limite y la integracion de lo grafico y lo analitico a
través de la tecnologia puede ser descrita a través de los elementos matematicos

y modos de representacion del siguiente modo:

Ver pagina 95
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Tasa de variacion media en

un intervalo [a, b] viene

dada por el cociente (f(b)- /La recta tangente a una curva en\

f(a))/(b-a)  Analitico ) el punto (a, f(a) es el limite de
Lineas

las rectas secantes a la curva en
15-17,18-25 | los puntos (a, f(a)), (a+h, f(a+h))

Lineas 6-7 cuando h tiende a 0 (con el

Integracion limite de las pendientes). La

Secante a una curva por | grafico-analitico derivada de la funcién en el

dos puntos (a, f(a))(b, punto a es la pendiente de la
f(b)) tiene de pendiente Qcta tangente en el punto a j

(f(b)-f(2))/(b-2) Grafico

V2: Modelacion del paso al limite de la tasa de variacion y de la

recta secante

Esta vifieta recoge un segmento que sucedid en la primera y segunda clase
de la unidad didactica. En la tarea usada en esta clase Juan modela el paso al
limite en un contexto grafico. En las cuestiones de la tarea propuesta se aborda:
seis cuestiones (a-b-c-d-e-g) relativas a la lectura de la grafica (interpretar
significados), la cuestion f es relativa al significado grafico de la “velocidad de
cambio” y la cuestion h se centra en el significado de la derivada de una funcion
en un punto. Las cuestiones afiadidas al final pretenden facilitar lamodelacion del

paso al limite que aparece en la cuestion h.

Enunciado de la tarea:
Un agricultor tiene embalsada cierta cantidad de agua para regar su explotacién
agricola. Para sacar el agua del embalse dispone de una bomba. Un dia comienza a
regar a las 7:00 h. de la mafana. La grafica adjunta corresponde al agua que va
quedando en el embalse en cada instante. El eje de ordenadas indica los m3, el eje
de abscisas minutos (obsérvese que puede hablarse de 20'3 minutos, que serian 20
minutos y 18 segundos, y todavia cantidades mas pequefias 20'001 minutos).
A las nueve de la mafana el agricultor desayuna y para la bomba durante media hora.
Averiguamos:
a) Cantidad de agua embalsada.

b) ¢ En cuanto tiempo se ha consumido la mitad del agua?
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c¢) Cantidad de agua que se ha consumido la primera hora de riego.

d) Cantidad de agua que se ha consumido durante la segunda hora de riego.

e) ¢, Cuando se consumira mas agua los 10 primeros minutos de riego o entre los 50
y 60? s Por qué?

f) ¢ Qué cantidad de agua por minuto se consume entre 9: 30 y 10:00.? Explica como
lo haces.

¢, Se puede hablar de la pendiente de esta grafica?

g) ¢,Cual es la pendiente cuando no se consume agua?

h) ¢Qué hariamos para calcular qué cantidad de agua se esta gastando en un
momento determinado, por ejemplo, a las 12:00 de la mafiana?
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Para resolver la tarea Juan afiade las dos siguientes:
¢ Cuantos m® se ha consumido por minuto en la primera hora?

¢Cuantos m’ se ha consumido por minuto durante la segunda hora?

La informacion de que se dispone procede de la lectura de la grafica, no
se tiene la expresion algebraica de la funcion. Juan confecciona una tabla de

valores de cocientes incrementales para la funcion,

X | 299 | 299,5 299,99 | ... | 300

f(300) - f(x)
300- x

El diadlogo en la clase con esta tarea es el siguiente:

P: ; Cuantos metros cubicos se han consumido por minuto en la primera hora? O sea, estamos calculando
el consumo medio durante la primera hora. Entonces seria 125 lo dividiamos entre 60 y nos daria el
consumo por minuto durante la primera hora.

Fijaros que ahora lo que vamos a... Vamos a fijar en un punto determinado, en un tiempo determinado,
tenemos aqui las 12 y queremos calcular ;qué agua se esta consumiendo ahi? Ahora lo que hay que ver
esto con una lupa <hace un zoom’ sobre la parte de la grafica en el entorno del punto 5>
en el minuto de las 5 horas, vamos a ver como somos capaces nosotros de encontrar el consumo de este
agua. En el minuto que llega de las 11:59, a las 11, a las 12 ;eh? ;Qué cantidad de agua se esta
consumiendo aqui? aqui tendriamos 300, y aqui tendriamos el minuto 299. ;Seriamos nosotros capaces
de encontrar el consumo de agua, en el minuto, en ese ultimo minuto? Incluso ;Podriamos aproximarnos
un poquito mas? ;Y en el medio minuto? En vez de 299, considerar que esto es el minuto 299.5
(Podemos calcular nosotros el consumo de agua en el minuto, en el medio minuto ese ultimo?
(Todavia nos podemos aproximar un poquito mas? En vez del medio minuto, podemos coger en el cuarto
de minuto, en lugar de coger 299.5 ;Podemos considerar que esto es el 299.75? Estamos calculando el
consumo de agua en el cuarto de minuto. ; Mas todavia, podemos aproximarnos? cuando yo ponga aqui
€1 299.9, pues estamos calculando el consumo de agua en una décima de minuto y asi sucesivamente ;no?
Y si ponemos aqui 299.99, estamos calculando el consumo de agua en una centésima de minuto, y si
todavia consideramos esto mas cercano, 299.999, estamos calculando el consumo de agua ;jen qué?

E: En una centésima.

P: ;{Enuna? enuna milésima de minuto. Podemos seguir, manteniendo, manteniendo esta progresion que

°El zoom es manual, realizado por el profesor en la pizarra, no se hace uso de software
informatico.
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estamos haciendo y cada vez ;a donde nos vamos acercando?
E: A 300.

P: Entonces ;qué es lo que estamos haciendo por aqui?

E: El limite.

P: El limite. Aqui esta el 300 y vamos a suponer que estamos calculando, estamos calculando esto de

aqui, la pendiente estamos calculando de esta recta <recta secante a la curva en dos puntos (300,
f(300)) y un punto en su entorno>y ;vale?.Estamos calculando esto <diferencia de ordenadas,

f(a)-f(x)>entre esto <diferencia de abscisas, a-x>, el consumo, esto partido por esto que habiamos

dicho que era la tangente correspondiente a esta recta de aqui.

(A qué va a tender esta recta? jA qué se va a ir aproximando? cuando yo quiero mas chico quedaria
todavia mas chico y cuando todavia esté casi, casi, casi pegada, pues me va a quedar una cosa asi, que
es la tangente a la curva. Y esto lo que nos va a dar, el consumo, diriamos instantaneo, en ese instante

Esto iba a coincidir precisamente con el angulo que formaba la recta tangente a la curva con el eje de las
X (Qué podriamos haber hecho nosotros para calcular el consumo en este instante? Pues calculamos la
tangente, y sabiendo ese angulo, calculamos su tangente.Dibujamos la tangente, dibujamos la tangente,

aqui tenemos un angulo o tendriamos un triangulo rectangulo <triangulo rectangulo formado por el eje

X, recta tangente y una recta paralela al eje y> y calculamos <tangente del angulo formado en el

tridngulo entre el eje x y la recta tangente>.
Entonces si dijéramos calcular, si dijéramos calcular aqui ;Cual seria el consumo, el consumo instantaneo
en este punto, <se refiere a un punto concreto, 1 hora> que es en una hora, a lo mejor? bueno una

hora aqui. El consumo en este punto ;Cuanto seria? El consumo instantaneo, si quisiéramos calcular el
consumo instantdneo en este punto de aqui arriba ;qué tendriamos que hacer?
Dibujamos la tangente, dibujamos la tangente, aqui tenemos un angulo o tendriamos un triangulo

rectangulo y calculamos.

El discurso de Juan se centra en la idea de aproximacion para modelar el
paso al limite para obtener la recta tangente a la curva en un punto. Al dia
siguiente Juan recuerda a sus estudiantes sobre lo que habia hecho hasta ahora.
El objetivo de Juan era fijar las ideas que consideraba relevante para construir
sobre ella el significado de “relacion” (particularizada en la tasa de variacion y
recta secante) y la integracion del significado analitico y grafico, esta integracion

le permiti6 visualizar la idea de aproximacion.

“Antes de que hagais nada, por favor, os recuerdo lo que habiamos visto ya hasta ahora, ya para ir
ordenando un poquito las ideas.

Si aqui teniamos un punto, un punto a , cuya imagen, cuya imagen es f(a), esto es lo que tenemos,
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entonces lo que estabamos intentando calcular de alguna manera era la relacion que habia entre lo que
aumentaba la ordenada y la variacion que habia con respecto de la abscisa

Esto coincidia con la tangente en un angulo se aqui, la tangente geométrica, la tangente trigonométrica.
Entonces lo que estamos viendo es, esto es lo que se va a llamar tasa de variacion, (f(a)-f(x))/(a-x). Tal

y como yo lo he dibujado la funcién. Esta es la tasa de variacion que estabamos viendo y esto coincide
precisamente con la tangente trigonométrica de este 4ngulo aqui, <dibuja la curva y larecta secante

por dos puntos de ella> ;qué vamos a hacer nosotros? Pues recordais cuando estdbamos viendo,

cuando me dice, el agua en minutos, luego decia en una milésima de minuto. Lo que estamos haciendo

es aproximando.”

El contexto usado permite a Juan afiadir un significado concreto a la
“velocidad de cambio”’que es determinado por la derivada matematica. La
caracteristica importante de esta vifieta radica en que Juan modela el mecanismo
de interiorizacion de la idea de derivada de una funcion en un punto apoyandose
en hacer visible el paso al limite (en punto especifico) integrando lo geométrico

y lo analitico.

Juan modela el mecanismo de encapsulacion de la derivada de una funcion
en un punto descrito por Asiala et al. (1997) relacionando la forma grafica y la
forma analitica. En forma grafica la recta tangente a la curva en (a, f(a)) es el
limite de rectas secantes a la curva por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) cuando b
tiende a a (junto con el limite de las pendientes), y en la forma analitica la tasa de
variacion instantanea de la funcion f en el punto x=a es el limite de las tasas de

variacion media en (a, f(a)) y (b, f(b)).

Para Asiala et al. (1997) el objeto derivada de una funcioén en un punto es

PACILPACY
mm

x—a X—d

con los dos significados, grafico (pendiente de la recta

tangente a la curva en el punto) y analitico (variacidn instantanea de la funcion

en el punto).
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Describimos la modelacion del mecanismo de encapsulacion de la
derivada de una funcion en un punto realizada por Juan usando los elementos

matematicos y modos de representacion:

Tasa de variacion media en
un intervalo [a, b] viene
dada por el cociente (f(b)-

La recta tangente a una curva er\

ros 1 punts fi 1 limite d . .
f{a))/(b-a) Analitico Tasprl;r;t(;s(:icczgize:saela éﬁruvz ;1 Lineas | La derivada de una funcién f en
] los puntos (a, f(a)), (a+h, fla+h)) | 33-43 | ¢l punto x=a viene dada por la
Lineas > cuando h tiende a 0 (con el tangente del angulo que forma la
1,2,3, 26 Lineas limite de las pendientes). La recta tangente a la curva en el
derivada de la funcién en el punto con la parte positiva del
1-25 . eje de abscisas.
Secante a una curva por punto a es la pendiente de la
dos puntos (a, f(a))(b, recta tangente en el punto a
f(b)) tiene de pendiente I . . e
, ntegracion grafico-analitico
(fb)-f(a))/(b-a) Gréfico K g g /

Las dos vinetas son ejemplos de modelaciones del mecanismo de
interiorizacion, con integracion de lo grafico y lo analitico para el concepto
derivada de una funcién en un punto, a través de la tecnologia. Consideradas
conjuntamente las vifietas 1 y 2 muestran un aspecto caracteristico de la practica
de Juan: los intentos de hacer visible el paso al limite en el modo grafico (de
secante a tangente) y en el modo analitico (cociente incremental) con ejemplos
distintos (f(x)=x* x=1, situacion del estanque) mediante el uso de tecnologia

informatica.

Juan, modela el mecanismo de interiorizacion en distintos puntos y
funciones (la primera dada por una grafica y su expresion analitica, la segunda
dada por una grafica que describe una situacion) y parece tener en cuenta que es
posible considerar dicha interiorizacion como un “todo” susceptible de realizarse
en cualquier punto (en el primer caso y en el segundo, sin depender del punto en
que se hace) y cualquier funcion (funcion y situacion, no depende del tipo de
funcion). Por tanto, para Juan la aproximacion y paso al limite se consideran

englobados como totalidad.

Este planteamiento permite a Juan apoyar la encapsulacion de la idea de
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derivada de una funcion en un punto desde la interiorizacion del paso al limite en

el caso de ciertas funciones y en determinados puntos.

La caracteristica de modelar interiorizaciones en puntos y funciones
diferentes es la que nos permite considerar conjuntamente las vifietas como una
primera aproximacion de Juan a la modelacidon del mecanismo de encapsulacion

de la derivada de una funcion en un punto.

Asi, Juan considera el contenido matematico sobre la derivada de una
funcion en un punto mediante las aproximaciones y el paso al limite. Este paso
al limite da significado al concepto mediante la integracion de las
representaciones graficas (secantes aproximando a la recta tangente) y analiticas
(tasas de variacion media aproximando a la tasa de variacion instantanea). Juan

pone de manifiesto un uso integrado de los modos de representacion.

Viiieta 1 Vineta 2
Interiorizacion Interiorizacion
F(x)=x2, x=1 Situacién estanque
Paso al limite: Paso al limite:
-Geométrico (secantes) -Geométrico (secantes)
-Analitico (cocientes incrementales) -Analitico (cocientes incrementales)

=
=

s

Encapsulacion de la idea de
derivada de una funcién en un punto

V3: Modelacion del paso al limite de la tasa de variacion en un
contexto analitico

La situacidon descrita en esta vifieta tiene lugar en la octava clase de la

unidad didéctica. En esta tarea Juan va a modelar el paso al limite de la tasa de

variaciéon. La primera cuestion plantea la traslacion entre modos de

representacion. La segunda cuestion aborda el significado de la derivada de una
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funcion en un punto como “medida de la variacién”, la parte en la que plantea el
procedimiento de aproximaciones aborda la modelacion del paso al limite para
obtener la derivada de una funcion en un punto. El contexto introducido en la
tarea permite afiadir un significado concreto a la “velocidad de cambio” que es

determinado por la derivada matematica.

En la entrevista de planificacion hace referencia a este tipo de tareas sobre

la derivada de una funcién en un punto:

“mas que todo con ejemplos de, de velocidad, de variacion y cosas de estas, lo ven en un intervalo de
tiempo determinado, o sea, calcular una velocidad media en un momento determinado la pueden calcular

pero y entonces pues dicen, pues si, yo esto veo cada vez mas chico, cada vez mas chico y puedo ver en

r r . 2
qué varian en un punto, entonces se hacen una idea

En la misma entrevista de planificacion para referirse a esta tarea Juan
indica:
“aunque sea un poco pesado, pues coger la calculadora, pum, pum, y ver coémo se va aproximando, ;qué
pasa para puntos proximos? ;no?, que es una cosa que puede ser familiar para ellos, puede decir pues,
vaya lata que es tener que poner aqui esto, calcular lo otro. Aqui pongo, en general cualquier funcion,

dependa del tiempo o no, se puede averiguar qué variacion esta sufriendo en ese instante o punto, al

menos por aproximaciones”

Juan pretende trabajar la idea de aproximacion para interiorizar el
significado analitico de la derivada de una funcion en un punto como tasa de
variacion instantanea en el punto. Lo que pone de manifiesto la importancia dada

por Juan a los significados.

Enunciado de la tarea:
Los coches a medida que aumenta la velocidad, aumenta el consumo de la gasolina.
Puede considerarse que el consumo de gasolina en automdévil depende de la velocidad
ya que varia en funcién de ésta.

Supongamos que la funcién que nos da el consumo de gasolina segun la velocidad es:
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(C(100) = 7 litros)

a) Dibuja la grafica de esta funcién entre 0 y 150.

b) Si pasamos de una velocidad de 100 km/h a una de 120 km/h ¢ Por cada km. de
velocidad aumentado qué aumento ha tenido el consumo?

&Y si pasamos de 100 km/h a 100.5 km/h?

Aplica el procedimiento de aproximaciones para averiguar qué variacion esta sufriendo

el consumo de gasolina a la velocidad de 100 km/h.

En el desarrollo de esta tarea el profesor confecciona una tabla de valores

de los cocientes incrementales del siguiente tipo:

X | 100,5 | 99,9 99,99 | ..l | 100 |

f(a)- f(100)
a-100

El didlogo en el aula:

P: Si pasamos de una velocidad de 100 km/h a una de 120 , por cada km de velocidad aumentado, ;qué
aumento ha tenido el consumo?

Luego realmente la tasa de variacion media entre 100 y 120 es de 2.3 litros entre los 20 km que hemos
aumentado. Esto es lo primero que nos pedian.

El otro apartado lo que hacia era aproximar un poquito mas y si pasamos de 100 km/h a 105 km/h? ;qué
ocurriria aqui? Fijaros que ahora tenemos la tasa de variaciéon media mucho mas pequefia, vamos a poner
aqui 100.5 ;eso lo has calculado? ;cuanto sale?

E:5.2
P: 5,2 Ahora, poner aqui <confeccionar la tabla de valores de cocientes incrementales™>,

aplicar aqui el procedimiento de aproximaciones para averiguar qué variacion esta sufriendo el consumo
de gasolina a la velocidad de 100 km

(Puedo yo aproximarme todavia un poco mas a 100? Puedo hacerlo por arriba y por abajo. Aqui lo
estdbamos haciendo por arribas,un nimero un poquito mas préximo a 100 que no llegue a 100, 99.9, y
calcular, cudnto seria esto <cociente incremental en 99.9> | pero ya tendriamos que calcular la

imagen de 99.9.
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Vamos a poner aqui, por ejemplo, 99,99, venga, uno que tenga calculadora que calcule, primero tenemos

que calcular cudl es la imagen de 99.99 aqui <en la formula de c(v) >.
Venga otro nada maés, 99.999, aqui se tiene que aproximar <tabla de valores de cocientes
incrementales™>, aqui al valor de la derivada de esta funcion <ultimo valor de la tabla de valores

de cocientes incrementales>.

En la entrevista de desarrollo de 1a unidad didactica, indica respecto a esta

tarea:

“Que vean que, claro, que también con el mismo esquema que habiamos hecho, de poner cada vez el
tiempo mas pequefio, minutos, segundos, décimas de segundo, ver como iba variando el tiempo,
podiamos decir, en una velocidad muy proxima a, me parece que era a 100, como va variando poquito
a poco la velocidad y como va variando la funcioén, como va variando en este caso el consumo de
gasolina. Hemos dado en clase de la tasa de variacion media con un intervalo entre 100 y 120 ;cual es
la media de juhm..! la media del consumo con respecto a la velocidad? ;coémo va variando esto? deben
calcular la diferencia de ordenada y dividirla entre la diferencia de abcisas, esto es, aqui vamos a llegar
20 km es la diferencia y en lo otro me sale, pero se divide entre 20 y ya estd. Luego, automaticamente

pues paso al esquema que habiamos visto de y del y tendiendo hacia un namero, hacia 100, con un valor

proximo a 100, este valor de 105, de 100 km a 100,5 km, o sea, yo cojo la tasa de variacion media pero
en un intervalo en el que solamente varia medio km. La misma idea que habiamos hecho con el espacio

tiempo, pero con este aspecto y ahora decimos que aplicamos el procedimiento de aproximaciones que

habiamos visto. En vez de 100.5, cada vez mas proximo a 100 para que intentes calcular el consumo que

esta sufriendo de gasolina a los 100 km/h.”

Juan subraya la idea de aproximacioén y paso al limite del cociente
incremental (tasa de variacion media) como una manera de dotar de significado

a la nocidn de derivada en un contexto.

El uso de este tipo de tareas por parte de Juan y la manera en la que
subraya los aspectos que considera relevantes (aproximacion y paso al limite para
dar significado a la derivada de una funcion en un punto) pone de manifiesto el
interés de Juan en que los alumnos construyan el significado de la idea de
derivada de una funcién en un punto independientemente del modo de

representacion usado. Como indica la entrevista de desarrollo la idea importante
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aqui es hacer “visible” para el alumno la idea de “aproximacion sucesiva” y lo

que ésta significa en relacion a la idea de derivada de una funcion en un punto.

En esta vifieta se modela el mecanismo de interiorizacion de la derivada
de una funcion en un punto. Las acciones que se interiorizan son las dadas por las
tasas de variaciéon media en intervalos cada vez mas pequefios, tal y como aparece
en las lineas 1-11, estas acciones son descritas en Asiala et al. (1997):

“Ib. Analitico: la accion de calcular la media de la razon de

cambio a través del calculo del cociente incremental en un punto”

(p. 407)

La modelacion del mecanismo de interiorizacion de la derivada de una
funcién en un punto se infiere de las lineas 5-20 y de los comentarios de las
entrevistas, dicha modelacion se ajusta a la caracterizacion del mecanismo de
interiorizacion de la derivada de una funcion en un punto dada por Asiala et al.
(1997):

“2b. Analitico: Interiorizacion de acciones del punto 1b cuando

los intervalos de tiempo son cada vez mas pequerios, es decir, la

amplitud del intervalo tiempo se acerca cada vez mas a cero...” (p.

407)

La modelacion de la interiorizacion de las acciones (tasa de variacion
media) se hace a través del paso al limite al completar las tablas de valores de los

cocientes incrementales.

También podemos usar una descripcion dada por Dubinsky (1996) en
relacion a que obtener la comprension a nivel de proceso, es decir para realizar
el mecanismo de interiorizacidn, el individuo necesita repetir la accién y
reflexionar sobre ella; en este sentido la construccion es interna al sujeto y ya no

es necesario realizar todos los pasos para hacer la transformacion. En la vifieta se
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repite la accion varias veces (cada vez que se completa un cuadro de la tabla de
valores) y la reflexion se manifiesta cuando se pretende rellenar el Gltimo cuadro
de la tabla de valores (el valor de la derivada de la funcion en el punto 100) que
no es posible calcular directamente con la tasa de variacion media sino que se
debe “obtener” a partir de la tendencia, siendo necesaria la reflexion sobre lo que
se va calculando. Ademas Zazkis y Campbell (1996) caracterizan el proceso del
siguiente modo:

“Cuando la accion es entendida pero no tiene que ser realizada...

la actividad se realiza en la mente y se tiene alguna comprension

de la influencia de las condiciones iniciales sobre los resultados.”

(pp. 545 y 547)

En esta vineta la influencia de las condiciones iniciales, valores de x
cercanos a 100, influyen en los resultados de las acciones (calculos de tasas de
variacién media) sin realizar de manera efectiva todas las tasas de variacion
media. La modelacion del mecanismo de interiorizacion de la derivada de una
funcion en un punto realizada por Juan usando los elementos matematicos y

modos de representacion puede ser representada de la siguiente manera:

Lineas [ La derivada de una funcién f en
5-20 el punto x=a viene dada por el
—> limite de las tasas de variacion
media en los intervalos [a, ath]

cuando htiende a 0. A pqlitico

Tasa de variacion media en
un intervalo [a, b] viene
dada por el cociente (f(b)-
f(a))/(b-a)  Analitico

Consideradas las tres vifietas conjuntamente muestran un aspecto
caracteristico de la practica de Juan, las modelizaciones del paso al limite en:

- un contexto grafico y analitico

- una situacion general, y

- un contexto analitico
en las que lo importante es conseguir la interiorizacion de lo que significa la idea

de “aproximacidén” puesta de manifiesto en lo que es el paso al limite de la

171



4.- Resultados José Maria Gavilan Izquierdo

“velocidad de cambio”. Para hacer esto visible en las vifietas 1 y 2 se hace uso de
la integracion de lo grafico y lo analitico. Este planteamiento le va a permitir a
Juan apoyar la encapsulacion de la derivada de una funcion en un punto desde la
interiorizacion del paso al limite en el caso de funciones especificas y en puntos

concretos.

Las tres vifietas en su conjunto ejemplifican dos aspectos caracteristicos
de la practica de Juan relativa al contenido matematico: potenciar los significados
de la derivada de una funcién en un punto, f '(a), mediante la idea de
“aproximacion” a través del paso al limite en la modelacion del mecanismo de
interiorizacion de la derivada de una funcion en un punto con el uso integrado de
lo grafico y analitico, y apoyar la modelacion de la encapsulacion de la derivada
de una funcidn en un punto a partir de la interiorizacion del paso al limite, lo que

pone de manifiesto la idea de relacion (entre diferentes formas de conocer).

V4: Modelacion del paso al limite en contexto grafico y analitico,
el objeto f "(a)

Esta vifieta recoge un segmento que sucede en la cuarta clase de la unidad
didactica. Juan modela el paso al limite en contexto grafico y analitico. A partir
de la funcién f(x)=x?, se plantean varias cuestiones. La primera cuestion aborda
la modelacion del paso al limite en un punto concreto x=1 (similar a la tarea
planteada en la vifeta 1). La segunda cuestion plantea lo mismo pero en otro
punto concreto, x=2, y de ahi pasa a confeccionar una tabla de valores para la

funcion derivada.

En la entrevista de planificacion Juan indica respecto a esta tarea:

“halla la pendiente de la recta secante que corta a la grafica en el punto de abscisa 1.5 y 2, pon el
resultado anterior en la columna correspondiente y completa los demas. Lo que estamos viendo un poco,
limite, pero calcular estos valores, f(x), el cociente incremental en puntos muy proximos a 2, y ahora que

los vayan poniendo, aqui a qué va tendiendo, realmente calcular el limite, pero calcular el limite con

. . bR
aproximaciones
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En la misma entrevista en relacién a cdmo pasar de la derivada de una

funcién en un punto a la funcion derivada Juan comenta:

“yo tengo una funcidn, entonces qué pasaria si yo pongo aqui los valores y aqui pongo su derivada, aqui
lo que vamos a obtener la tabla que corresponde realmente a una funcion, funcion que tiene una forma
algebraica y que va a ser la funcion derivada. O sea, que van a dar el paso de esta manera de la tabla esta

a la forma algebraica de la funcion”

Juan pretende fijar las ideas que consideraba relevante para construir sobre
ella el significado de “relacion” (entre la tasa de variacion y pendiente de la recta
secante) con la integracion del significado analitico y grafico, visualizando la

aproximacion independientemente del modo de representacion.

Enunciado de la tarea:
Dada la funcion f(x)=x* . Completar la tabla de valores dada por las tasas de variacion

media en el punto x=1. Obtener f'(1). Repetir y obtener f(2).

Para resolver la tarea Juan propone realizar la tabla siguiente:

X | 0,9 | 0,99 0,995 | ... | 1 |
S - f(a)
1-a

Representa graficamente la funcion f(x).

Se confecciona la tabla de valores para x=1 y después se hace el limite de

forma algebraica, limf M- (a%_ q bara comprobar que se obtiene el

a—1

mismo resultado.

A continuacién empieza a construir una nueva tabla de valores, pero ahora
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es una tabla de valores de la funcion derivada del tipo siguiente:
X | 0 | 1 -1 2
f'(x)

Después se confecciona otra tabla de valores de cocientes incrementales

pero en el punto x=2:

X | 1,9 | 1,99 1,999 | .......... | 2 |
S2)- f(a)
2-a

Después se vuelve al limite de forma algebraica, limf 2)-7 (a%

_ para
a—1 a

comprobar que se obtiene el mismo resultado. Ambos limites se obtienen
algebraicamente a través de la indeterminada 0/0, factorizando los polinomios
que resultan y simplificando, de esta forma se resuelve la indeterminada y se

obtiene el valor de la derivada de una funcién en cada punto.

Esto le permite a Juan mostrar la vinculacion entre los significados de la
derivada de una funcién en un punto, analitico y grafico, produciendose la
integracion de las representaciones. Juan pretende hacer visibles los significados
mediante el paso al limite. La consideracion “conjunta” de las aproximaciones
aplicada a diferentes puntos “en forma de limite algebraico” pretende subrayar
la consideracién de la derivada de una funcién en un punto como objeto, puesto

de manifiesto de manera general al utilizar una variable x.

El didlogo en la clase es el siguiente:
P: La tasa de variacion media, cogiamos un punto proximo, calculabamos el valor, vamos a llamar el
punto préximo, a, y aqui nos salia una recta que realmente no era tangente, pero ibamos acercando el
punto a al punto 1 cada vez mas, por ejemplo cogiamos ;cuanto mide esta altura? Pues en el punto 1, este

va a valer 1, 17 y en el punto a esto va a valer a% luego la diferencia esto va a ser 1-a*> y esto de aqui
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jcuédnto va a valer? Esto es lo que haciamos, pues esto va a valer 1-a, entonces aqui obteniamos la

relacion que habia entre lo que aumentaba el valor de la funcion y lo que aumentaba el valor de la x.

En un primer momento Juan recuerda a los estudiantes como calculaba la

tasa de variacion y luego subraya el proceso de aproximacion.
Cuando a se va acercando a 1 cada vez mas (y si a vale 0.9? ;y si vale 0.99? entonces ibamos poniendo
estos valores <confeccionando la tabla de valores de cocientes incrementales™>, aqui teniamos

el valor, el valor de a y aqui poniamos, recordais como lo poniamos (f(1)-f(a))/(1-a), estos valores y
deciamos ¢cuanto nos va a salir cuando pongamos aqui el 1? ;Cual es la variacion de la funcion en el
punto 1?

Si aqui poniamos 0.9, aqui va a salir una cosa, si aqui ponemos 0.99 otro valor, aqui ponemos 0.99999.

Cuando ponga 0.9 al cuadrado, pues saldra 0.81/(1-0.9) ;A ver cuanto sale aqui?. Venga que otro haga

éste <valor de la tabla para 0.99> y otro que haga el siguiente <valor 0.995>.
E: El primero da 1.9.

P: ;el segundo?

E: 1.99.

P: ;el tercero?

E: 1.999

P: Luego aqui ;qué habra que poner?

E:2

P: 2, la pendiente de la tangente en el puntol, es decir, cuando sea la recta tangente la pendiente va a ser

precisamente 2.

El “salto” que implica identificar el limite al cual tiende los sucesivos
valores obtenidos permitia a Juan ‘“hacer visible” de donde procede el valor
numérico. La manera en la que la manipulacidon algebraica encapsula todo el
proceso es introducido a continuacion.

Limite cuando tiende a 1 de (1-a?)/(1-a). Vamos a hacer ya el limite forma algebraica, para hallar la

tangente.

Vamos a hacer ya el limite de forma algebraica, esto, si yo sustituyo a por 1 aqui pues evidentemente nos
va quedar 0/0, entonces cuando habia una indeterminacion del tipo 0/0 ;qué se podia hacer? Podiamos
factorizarlo jeh? como estamos en un proceso de limite, que todavia esto no era 1, simplificamos arriba
y abajo, cuando todavia no estamos llegando a cero, y luego podiamos obtener otro numero, otro nimero,
1-a* como es muy f4cil factorizarlo os recuerdo que esto es diferencia de cuadrado (1-a)(1+a), y el de

abajo se quedad igual 1-a, entonces ;se puede simplificar algo? Estamos tendiendo a 1 ;eh? no ha ,
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todavia no es cero esto, entonces podemos simplificar arriba y abajo y lo que nos va a quedar limite
cuando a tiende a 1 de 1+a y esto ;que va a ser? 2,1+1 vale 2, luego eso seria, eso seria el valor de la
derivada en el punto 1, lo que varia la funcion o sea , que si yo tengo aqui la funcion, la funcion, x, f(x)
<Juan hace la tabla de valores de la funcion, x|f "(x)> que pongo 0, 0 que pongo aqui 1, 1, que

pongo aqui -1, 1 también, que pongo aqui 2 <confeccionar la tabla de valores de cocientes

incrementales para x=2>.

La repeticion del procedimiento, paso al limite, y la manipulacién
algebraica del cociente incremental permite a Juan mostrar el aspecto general de
los significados construidos y empezar a hacer visible el significado de f'(a)
(derivada de una funcién en un punto).

P: Si pongo aqui un 2 sera esto mismo, vamos a poner esto mismo, esto mismo de aqui, serd <limite

algebraico de cocientes incrementales pero cuando x tiende a 2> ' (2);quién vaaser? Va
a ser el limite. He puesto aqui, ahora, limite cuando a tiende a 2 de (f(2)-f(a))/(1-a).Nos centramos en el
punto 2, cogemos un punto proximo, este es el valor ;un punto proximo a 2? Aqui y ahora calculamos
la tasa de variacion media, y luego lo que hacemos es tender este punto, acercarse cada vez mas a 2, o sea
que seria, cambiar todos estos valores. Seria coger aqui el 2 y cogemos un nimero que se vaya acercando
a2 ;cual puede ser? 1.9, el 1.99, el 1.999,haber que valores nos salen?

E:3.9.

P: 3.9, aqui nos a sale 3.9, éste saldra a ver si lo acaba

E: 3.99.

P: 3.99 sale aqui ;no? y aqui saldra 3.999 luego /esto hacia donde va?

P: Vamos a hacer el limite de forma algebraica también igual que antes, esto también es diferencia de
cuadrado.

Estamos intentando calcular la pendiente de la tangente en el punto 2.

Sera, aqui sera ((2-a)(2+a))/(2-a), entonces esto se va con esto, y 1o que nos va a quedar 2+a que cuando
a se va acercando cada vez mas a 2, esto se va acercando a 4 ;Seremos nosotros capaces de encontrar la
forma algebraica de esto? si yo pongo aqui x ;,qué tengo que poner aqui? o dicho de otra manera ;a quien

sera igual f "(x)? O lo que es lo mismo, la funcién derivada de x°.

La relacion entre los dos casos calculados x=1 y x=2 permite a Juan hacer

visible el significado de f'(a).

Seria esto mismo, pero en vez de poner 1 y 2, aqui en vez de poner 4 y en estas cosas, pues poner X, y
ahora a se tiene que ir acercando a X, 0 sea, va a ser esto mismo que estamos haciendo aqui, no perdon,
aqui, en vez de poner 4 pongo aqui una x, en vez de poner aqui un 2, pongo una x, habra que calcular el

limite cuando a tiende a x de... (x*-a)/(x-a) ;Somos capaces nosotros? Lo he puesto al revés a tiende a
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X ¢, somos capaces nosotros de hacer este limite? ;Cuanto valdra (x*-a)/(x-a) cuando a se esta acercando
ax?.Estamos en un punto cualquiera, x, calculamos la ordenada y ahora cogemos un punto proximo a él,
a, calculamos la ordenada, calculamos la tasa de variacion media. O lo que es lo mismo la expresion
algebraica de una funcion nueva que se va a llamar funcion derivada.... esto va a ser x+x, que vamos a
tener 2 veces X, luego esto va a ser, esto cuando yo ponga aqui X, que voy a poner aqui 2 veces X, esta

va a ser la funcion derivada jeh?

El paso de x=1 y x=2 a considerar una x genérica (generalizacion) es

modelado por Juan para mostrar el significado de f'(a).

El paso de la derivada de una funciéon en un punto (f'(a)) a la idea de
“funcidn derivada” (f'(x)) apoyandose en el significado de f'(a) es un objetivo
explicito de Juan, realizado por la generalizacion a x. En la entrevista de

desarrollo dice:

“O sea, que lo que era, era pasar de la derivada en un punto, que es una cosa que ya me imagino que los
chavales estaban viendo, como pasabamos a lo que es la funcion derivada, que es donde me parece a mi

que estan, que hay un poquito mas de dificultad, el paso. A lo mejor pueden entender la tangente en un

punto, pero ver que eso, que esas pendientes se pueden conseguir a través de una funcion, cuesta trabajo””

Esta manera de actuar del profesor muestra la modelizacion del paso al
limite de la funcidn en varios puntos (x=1, x=2). En este paso al limite se produce
la plena integracion de lo grafico (rectas secantes) y lo analitico (las tasas de
variacion media). El confeccionar la tabla de valores de la funcion derivada es lo
que permite modelar el mecanismo de encapsulacion de la derivada de una

funcién en un punto.

La modelacion que hace Juan del mecanismo de interiorizacion es similar
a las realizadas en las vifietas anteriores (1 a 3), en las que se caracteriza dicha
modelacion, haciendo visible el paso al limite a través de las tablas de valores de

cocientes incrementales y las aproximaciones.

En relacion a la inferencia de la modelacion del mecanismo de

encapsulacion, Asiala et al. (1997) senalan:
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“3a. Grdfico: Encapsulacion del proceso del punto 2a para
producir la linea tangente como la posicion limite de lineas
secantes y también producir la pendiente de la linea tangente en
un punto del grdfico de una funcion.

3b. Analitico: Encapsulacion del proceso del punto 2b para
producir la razon de cambio instantanea de una variable respecto
a otra.

4. La encapsulacion de los procesos de los puntos 2a y 2b, en
general, produce la definicion de derivada de una funcion en un

punto como limite de cocientes de diferencias en un punto.” (p.

407)

En la vifieta, Juan modela la encapsulacién cuando utiliza los limites de
forma algebraica, como podemos ver en las lineas 23-34 y cuando usa el limite
para construir la funcion derivada, en tabla de valores y usando la variable x, en

las lineas 35 y 54 y siguientes.

Otra caracterizacion dada para este mecanismo de construccion viene dada
por (Dubinsky, 1991):
“Los objetos se pueden obtener a través de la reflexion sobre un

proceso, y de este modo llega a ser consciente del proceso como

una totalidad.” (p. 108)

En la vifieta, la reflexion sobre el proceso viene dada por la posibilidad de
que la “modelacion de la interiorizaciéon en un punto” es posible para cualquier
otro punto, Juan lo hace primero en un punto concreto x=1 y posteriormente en

otro punto x= 2.

Tomando en consideracion la siguiente caracterizacion dada sobre la

forma de construir los objetos a partir de procesos, segiin Dubinsky et al. (1994):
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“cuando un estudiante se enfrenta a una situacion en la que se le
pide aplicar una accion, entonces tiende a encapsular un proceso

en orden a tener un objeto sobre el que aplicar la accion.”(p. 280)

Zazkis y Campbell (1996) indican que la necesidad de realizar una accion
sobre un proceso existente, sirve como una precondicion para la encapsulacion.
Ademas no s6lo es un prerrequisito sino que también es una indicacion de que la
encapsulacion se ha realizado. Esta idea la sefialan Breidenbach et al.(1992) y no
solo de aplicar accion sino también de aplicar un proceso:

“Cuando es posible para un proceso ser transformado por alguna
accion, entonces podemos decir que ha sido encapsulado como un
objeto. De manera mas general, en el mismo sentido de la
afirmacion anterior la encapsulacion viene como necesidad de una

accion o proceso.” (p. 250)

De manera mas general Asiala et al. (1996) sefialan que cuando se
pretende aplicar una accidn a un proceso, éste tltimo se tiende a encapsular, y lo
que sucede es que tres cosas pueden ocurrir al mismo tiempo:

“l.- la necesidad de crear un objeto (en orden a aplicar una

accion a un proceso),

2.- la encapsulacion del proceso para formar un objeto, y

3.-la aplicacion de la accion al objeto.” (p. 20)

En la vifieta aparece una modelacién de una accion para el concepto
funcion, esta modelacion se da al confeccionar una tabla de valores (lo que
significa centrarse en un punto en cada momento) para la funcidn derivada, lineas
33 y siguientes (también puede comprobarse en la entrevista de planificacion).
De esta manera se modela la encapsulacion de la derivada de una funcién en un
punto. Ademas podemos considerar que se produce una modelacion del

mecanismo de interiorizacion de la funcion derivada, sobre esto volveremos en
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el apartado 2.2 (sub-apartado 2.2.1) en la vifieta que denominamos 4 (bis)

En el cuadro 2.8 (pagina 74) se muestra esta situacion (encapsular un
concepto “derivada de una funcion en un punto” mediante la accion del concepto
“funcion”) de la forma en que es descrita por Dubinsky et al. (1994) y Asiala et
al. (1996) sobre una accion que se pretende aplicar a un proceso. En esta vifieta
el proceso 1 es “derivada de una funciéon en un punto”, y el proceso2/la accion
se refiere a la nocidn de funcidn (accion dada por tabla de valores de la funcién

o proceso dado por usar la variable x).

Podemos representar graficamente este aspecto de la practica de Juan

como sigue:

Lineas | La derivada de una funcion f en
7-11 el punto x=a viene dada por el
limite de las tasas de variacion
media en los intervalos [a, a+h]

Tasa de variacion media en
un intervalo [a, b] viene
dada por el cociente (f(b)-

f(@))/(b-2) Analitico cuando h tiende a 0. Anpalitico )
Lineas Lineas
Lineas ¢ 24-33 32-65 La derivada de una funcién f es
1-3 B una funciéon que viene dada por
ﬁa recta tangente a una curva en\ ’ los pares de puntos
el punto (a, f(a) es el limite de I f(x+h)- f(x)
Secante a una curva por Lineas las rectas secantes a la curva en &, ;,l_’,’g h )
dos puntos (a, f(a))(b, 15-22 los puntos (a., f(a)), (ath, f(ath)) .
f(b)) tiene de pendiente —> (frua.rido dh ilende Z 40 t(c;)n Lel Analitico
(b)-f(a))/(b-a , imite de las pendientes). La
(o)) (®-2) Grifico derivada de la funcién en el
punto a es la pendiente de la
recta tangente en el punto a

k Grafico /

A partir de la consideracion conjunta de las cuatro vifietas descritas
podemos hacer algunas reflexiones. En conjunto o globalmente consideradas
muestran el paso de la interiorizacion a la encapsulacion para la idea de funcion
derivada en un punto realizada a través de la integracion de lo analitico y lo

grafico.

En primer lugar se observa que un aspecto caracteristico de la practica de
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Juan es el uso integrado de los sistemas de representacion que permite hacer
visible las aproximaciones y el paso al limite. Desde las primeras vifietas se ha
1do perfilando la integracion entre lo grafico (de rectas secantes a recta tangente)
y lo analitico (tasas de variacidn y tasa de variacidn instantanea), de esta forma
se modelan los mecanismos de interiorizacion de la derivada de una funcién en
un punto. El uso de la tecnologia le permite a Juan hacer este uso de los sistemas
de representacion haciendo “visible” la aproximacion independientemente del
modo de representacion. La idea que subyace en la practica de Juan es que sus
alumnos interioricen lo que significa la idea de “aproximacion” puesta de
manifiesto a través del paso al limite. Este planteamiento permite a Juan modelar
el mecanismo de encapsulacion del concepto derivada de una funcion en un
punto desde dichas interiorizaciones, el objeto que Juan potencia en los
estudiantes engloba dos significados, “pendiente de la recta tangente” y

“variacion instantanea” en un punto.

En la organizacion de las distintos conceptos que conforman la nocidn de
derivada, Juan hace explicito el paso de la derivada de una funcién en un punto
(f "(a)) a la 1dea de “funcion derivada” (f'(x)) apoyandose en el significado de
f'(a) construido independientemente de la representacion. Juan establece la
relacion entre los distintos conceptos sobre los que construye la nocién de
derivada. En la gestion del contenido matematico, Juan hace explicitas las
relaciones entre la tasa de variacion media y la recta secante, entre los
significados de la derivada de una funcién en un punto en las distintas
representaciones. Es importante para Juan que los conceptos matematicos lleven

vinculados significados en distintas representaciones.
En la practica de Juan la idea de relacion se pone de manifiesto de diversas

formas, entre los significados de los conceptos y entre los distintos conceptos que

aparecen en la nocion de derivada.
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Respecto a las formas de conocer, una caracteristica de la practica de Juan
es que la construccion de la derivada de una funcion en un punto es progresiva:
interiorizacion-encapsulacion relacionadas. Esta construccion progresiva la
denominamos “horizontal”. Juan organiza la construccion de la derivada de una
funcién en un punto de forma que se potencien en los estudiantes las distintas
formas de conocer el concepto relacionandolas entre si, desde la modelacion de
la interiorizacion modela la encapsulacion. Por tanto las relaciones entre las
formas de conocer pone de manifiesto la forma en la que Juan ve la construccion
del concepto. El concepto derivada de una funciéon en un punto se construye de
manera progresiva, como indicamos en el siguiente esquema teniendo como foco

la forma de conocer potenciada en la practica de Juan.

A NN

Accién ----» Proceso ----> Objeto

La derivada de una funcién en un punto

2.1.2.- La desencapsulacion: Las condiciones de existencia de la

derivada de una funcion en un punto como un objeto

El mecanismos de desencapsulacion de la derivada de una funcion en un
punto es modelado por Juan al tratar las condiciones de derivabilidad de una
funcién en un punto. La modelacion de este mecanismo lleva la integracion de
lo grafico y lo analitico. En esta vifieta se pone de manifiesto las relaciones entre
las distintas formas de conocer potenciadas por Juan, lo que ayuda a caracterizar
el contenido matematico ensefiado. El contenido matematico incluye significados

vinculados en diferentes representaciones.

V5: El objeto f "(a) como limite de cocientes incrementales y limite
de rectas secantes
Esta vifieta recoge un segmento sucedido en las clases quinta y sexta de
la unidad didactica. A partir del objeto f "(a) construido previamente (clase 2% y

4%) Juan modela la desencapsulacion. Esta manera de actuar de Juan pone de
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manifiesto su interés en que sus alumnos puedan realizar una construccion de los
significados de los conceptos teniendo en cuenta de manera implicita una
determinada manera de entender la idea de “construccion del conocimiento” (que
en la teoria APOS se expresa a través de la descomposicion genética del
concepto). La forma en que se manifiesta esto es la introduccion de las
condiciones en las que una funcién es derivable en un punto y la manera en que

lo hace.

La desencapsulacion que se modela en esta vifieta nos permite mostrar la

“relacion” entre las formas de conocer potenciadas proceso-objeto para f'(a).

Enunciado de la tarea:

Consideremos la funcion definida por

7 x* six en(-inf, 1]
¥ = . .
x six en(l,inf) Hallar el dominio y representar graficamente f(x).

Continuidad y derivada en el punto 1.

La primera parte de la tarea pide trasladar la representacion del modo
algebraico al modo grafico. La segunda parte plantea la continuidad y
derivabilidad de una funcioén en un punto. La derivabilidad de la funcion en un
punto se aborda desde la grafica de la funcion y desde la expresion algebraica y

la existencia de los limites laterales de los cocientes incrementales.

En la entrevista de planificacion Juan dice en relacion a los puntos donde

no es derivable la funcidn, con funciones definidas a trozos:

“Otras de las tareas, o de los puntos conflictivos que hemos puesto es ver qué pasaba en puntos que no
era derivable, qué ocurria por aqui, qué ocurria por alli.

Qué coémo hace, por limites, por limites, no derivada por derivada, qué pasa por aqui, qué pasa por alli,
pero no te vayas a creer que pongo yo mucho énfasis en eso, le pongo mas énfasis en la grafica, que lo

vean, aunque ellos vean una cosa asi pues ya van a saber que esto es una funcidon a trozos,
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algebraicamente, o sea, que de aqui a ponerlo de esta manera van a tener que poner, hasta aqui una recta,
y hasta aqui va a ser una recta diferente.
Y aqui van a ver evidentemente que la pendiente es de una manera y aqui va a ser la pendiente otra, ahora

como limite por aqui, limite por alli, pues también lo usaremos pero yo prefiero que lo entiendan mejor

por aqui <se refiere a la grafica>, prefiero vamos.”

Juan hace lo siguiente para resolver la derivada: para calcular la derivada
de f(x) en el punto 1 se confeccionan dos tablas de valores de cocientes
incrementales, una con valores de x a la derecha de 1 y otra para valores de x a

la izquierda de 1:

X 0,9 0,99 0,999 | ... 1 |
S - f(a)
1-a
X 1,1 1,01 1,001 | ... 1
S - f(a)
1-a

Se representa graficamente la funcidn y se razona utilizando la gréafica de
la funcion y las tablas de valores, para cada valor de la tabla se representa la recta

secante.

El didlogo en el aula es el siguiente:

P: Primero vamos a ver ;Cual es el dominio de la funcion?
E: R.
P: Venga, representarla en un minutito ;Esa es la recta? /Y la pardbola x*?

Sinosotros queremos calcular la derivada en el punto 1, ;qué vamos a hacer? un trozo de parabola hasta
el 1,y a partir del 1, un trozo de recta.
Lo que queremos intentar calcular es la tangente en este punto, busquemos un punto proéximo a 1 por un
lado nos va a salir una cosa, y por otro lado la pendiente va a ser otra, la pendiente de esta recta vale 1,
pero cuando yo calcule, cuando yo ponga a un poquito mas pequeiia que 1, esa pendiente no va a ser, por

ese ladono va a ser 1.
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Juan pone en antecedentes a los alumnos sobre el significado geométrico
de las aproximaciones laterales. Hacer explicito esto le permite modelar la
desencapsulacion del objeto f'(a) (derivada de una funcioén en un punto) en el

contexto de determinar la existencia de f'(a).

Primero damos valores proximos a 1, pero que sean un poquito mas pequefios , 0.9 6 0.99 6 0.999. a ver
qué valores nos va saliendo aqui la tasa de variacion, <en la tabla de valores de cocientes
incrementales™> y que qué valor tengo que poner aqui <el ultimo valor de la tabla, el valor de
la derivada lateral>

Y luego estos mismos, pero en vez de poner un poquito mas pequefios que 1, vamos a poner numeros que
se vayan acercando a 1, pero superiores. por ejemplo, 1.1, 1.01, 1. 001 y aqui <altimo valor de la

tabla> coloco el 1, a ver qué tengo que poner aqui, y a ver, que casi a ojo lo podemos ver.

Juan intenta hacer visible a sus alumnos el comportamiento distinto del
cociente incremental alrededor del punto x=1 pero haciendo uso de los

significados integrados de lo analitico y grafico de f'(a).

Fijaos que la tasa media de variacion o variacion media cuando estamos cogiendo puntos muy proximos
a 1 pero un poco mas pequefios que 1, esto nos va tendiendo a 2 esto es lo que significa es que la
pendiente de la tangente a esta curva valores un poquito mas pequefios que 1, esta pendiente va a ser
precisamente 2.

Ahora, si cogemos valores un poquito mas grandes que 1, ;a ver cdmo nos quedamos? Vamos, eso lo ha
hecho la calculadora. Bueno, ahi siempre vaaser 1, porque precisamente es una recta que tiene pendiente
constante, luego ahi precisamente va a ser 1.

Sinosotros calculamos la pendiente en el punto 1, pero vamos cogiendo valores por la derecha, pues nos
sale 1, y si vamos cogiendo valores por la izquierda nos sale 2, a esto es lo que le vamos a llamar
nosotros, a este limite, f(1) menos f (a) partido por 1 menos a, al limite cuando estamos cogiendo a tiende
a 1, pero un poquito mayores que 1, lo expresdbamos poniendo aqui un +, esto es 1 ¥, esto es lo que le
vamos a llamar nosotros la derivada en el punto 1 pero también por la derecha.

En el que nos vamos acercando a 1 pero por valores inferiores vamos a llamar nosotros la derivada de

la funcion pero por la izquierda, y lo vamos a representar.

Juan modela la idea de derivabilidad en un punto haciendo explicito en
este ejemplo lo que significa que las aproximaciones laterales no coincidan. Esta
manera de actuar pone de manifiesto el uso que hace Juan de los significados para

explicar lo que significa la existencia de f'(a). Es una manifestacion de la
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modelacion de la desencapsulacion del objeto. El uso de los significados de los
objetos construidos para explicar las condiciones de existencia del propio objeto
es una caracteristica de la practica de Juan. Asi en el discurso en el aula Juan

continua diciendo:

Para que sea derivable, lo que tiene que ocurrir es que ambas cosas,jeh! coincidan. Cuando una funcion
esta bien perfilada en la grafica, en estos puntos, no hay problema,pero cuando tiene angulos, pues
evidentemente en estos puntos si voy por la derecha me sale una pendiente positiva, y si voy por la
izquierda me sale una pendiente negativa, por lo que en estos puntos nunca va a ser derivable. Si me

acerco por un lado o por otro, la funcién no van a coincidir las tangentes, por tanto no va a tener una

tangente en este punto propiamente dicho, y por tanto no va a ser derivable.

Aunque podamos calcular estos limites < limites laterales> y existan como existen aqui, como el 1
y el 2, pero como no coinciden, pues, si me acerco por un lado o por otro, la funciéon no van a coincidir
las tangentes, por tanto no va a tener una tangente en este punto propiamente dicho, y por tanto no va a

ser derivable

En la entrevista de desarrollo Juan subraya la importancia de hacer visible
a los estudiantes las caracteristicas de los puntos en los que no existe f "(a). Su
mencidn de no recurrir a calculos de limites “engorrosos” sino hacerlo a través
de mostrar la “idea” es una manifestacion de la caracteristica de la practica de
Juan apoyada en el uso de los significados para hacer visible las condiciones de

existencia:

“Bueno, pienso ver algo mas, pienso insistir un poco en lo que eran las derivadas laterales. En fin, aunque
creo que este no es un concepto dificil en realidad es bastante facil, donde no sera derivable, los vértices,
los puntos angulosos, eso creo yo que es mas facil que los alumnos lo aprendan con algin ejemplo, si

hace falta recurrir a los limites recurrimos, si podemos evitarlos, los evitamos, en fin, que se queden con

la idea”.

En esta vifieta podemos hablar de desencapsulacion ya que Juan justifica
la necesidad de hablar de las “condiciones para que exista la derivada”. Un rasgo
importante de esta tarea es la discusion sobre la derivabilidad en x=1. En el caso
de que la funcidon que Juan hubiera presentado fuera derivable en el punto

considerado habria mas dificultades para poder identificar la modelacion del
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mecanismo de desencapsulacion a pesar de que los alumnos hubieran “tenido que

volver al proceso” de igual forma.

Por tanto, la clave para interpretar que esta situacion es una modelacion
del mecanismo de desencapsulacion del objeto f'(a) es la no derivabilidad de la
funcion usada como ejemplo en el punto x=1. Esto es lo que permite a Juan
hablar de que es necesario considerar las condiciones en las que existe “algo” (el
objeto f "(a)). Esta discusion de las condiciones de existencia (tanto como limite
de cocientes incrementales, como limite de rectas secantes) es lo que permite
“afianzar” la comprension de los estudiantes de la derivada de una funcién en un

punto como objeto.

En la vifieta se parte de que la derivada de una funcién en un punto es la
pendiente de la recta tangente (linea 6) y para ello con la gréafica de la funcion se
va a obtener el limite, pero a ambos lados y con aproximaciones de cocientes
incrementales. La inferencia sobre la modelacion del mecanismo de
desencapsulacion se basa en que el objeto derivada de una funciéon en un punto
como pendiente de la recta tangente ya se ha construido, el objeto “pendiente de
la recta tangente” se caracteriza como se sefala en Asiala et al. (1997) por el
limite del cociente incremental (como pendiente de una recta secante a la curva)
donde ese limite es la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto. En las
lineas 6-9 se considera el limite a través de la aproximacion por los dos lados,
esta caracterizacion con “aproximaciones” es la modelacion del paso al limite

que al no existir le permite a Juan la discusion sobre la existencia del objeto.

Planteada por Juan las condiciones para existir el “objeto” la presencia del
paso al limite (proceso) nos indica la modelacion de Juan del mecanismo de
desencapsulacion. En las siguientes lineas, 10-30 se hacen las aproximaciones
laterales, en las que basamos la inferencia de la modelacion del mecanismo de

desencapsulacion de la derivada de una funcidén en un punto. Por Gltimo en las
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lineas 31-40 Juan indica la condicion para que una funcién sea derivable en un
punto a través de las derivadas laterales. En la entrevista de planificacion Juan ha
hecho referencia al predominio de hacerlo con las graficas. Hay una integracion
de lo gréafico y analitico al abordar la existencia de los limites junto con las rectas

secantes a ambos lados.

Graficamente podemos representar este aspecto de la practica de Juan de

la siguiente manera:

Secante a una curva por
dos puntos (a, f(a))(b,
f(b)) tiene de pendiente
(f0)-F2))/(b-2) Grafico

Tasa de variaciéon media en
un intervalo [a, b] viene ,

dada por el cociente (f(b)- T Lineas
f@)/(b-2)  Analitico 21-23

; Aa recta tangente a una curva%
Lineas

el punto (a, f(a) es el limite de

10-13 las rectas secantes a la curva en

. ., Lineas los puntos (a, f(a)), (at+h, f(a+h))

La derivada de una funcion f en 17-20 cuando h tiende a 0 (con el

el punto x=a viene dada ;.)or. el limite de las pendientes). La
limite de las tasas de variacién +—>

derivada de la funcién en el
punto a es la pendiente de la
recta tangente en el punto a

Grafico

media en los intervalos [a, a+h]
cuando h tiende a 0. Analitico

Linea
l 31
Una funcién es derivable si no

/ \ estd “quebrada” en dicho punto.
Una funcion f(x) es derivable en x=a si existen los Si esta quebrada no es derivable
limites en el punto

i S(x+h)-f(x) . f(x+h)-f(x) | Lineas
im ) lim

> 0— h—>0+ h 34-40 1 i
. : . «—> . |
y son iguales. Se denominan respectivamente }
derivada lateral izquierda y derivada lateral derecha
(O]

de f en el punto a Si son diferentes no es derivable

Qn dicho punto. Analitico / — —
K Greiﬁco/

Las manifestaciones externas de la modelacion de la desencapsulacion de

f'(a) son “similares” a las que se presentan al modelar el mecanismo de
interiorizacion. Esto no es un hecho que debiera parecernos extrafio, ya que

ambos mecanismos, interiorizacion y desencapsulacion, desembocan en la forma
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de conocer proceso. La diferencia en las modelaciones de ambos mecanismos de
construccion las encontramos en el punto de partida. En la modelacion del
mecanismo de interiorizacion Juan parte de la forma de conocer accion y en la
modelacion del mecanismo de desencapsulacion partimos de la forma de conocer

objeto. El siguiente cuadro figura describe esta caracteristica:

Forma de conocer
ACCION

Forma de conocer Forma de conocer

INTERIORIZACION >~ ooy ren < DESENCAPSULACION OBJETO

Cuadro 4.4 Modelo APOS: relaciones entre “proceso” y
mecanismos de construccion

En este segmento de ensefianza el aspecto de la tarea que le permite a Juan
la modelacién de la desencapsulacion es poner el centro de discusion en el
estudio de las condiciones de existencia del objeto f '(a), utilizando una funcion
que no es derivable en un punto. Como hemos indicado antes, si la funcion
hubiese sido derivable en el punto habria dificultades para diferenciar las

modelaciones de los mecanismos de interiorizar y desencapsular.

Podemos hacer algunas reflexiones sobre la practica de Juan a partir de la

consideracion conjunta de las cinco vifietas descritas.

Juan pretende hacer visible la idea de aproximacién y vincular mediante
la de aproximacion y paso al limite los significados del objeto f "(a). El contenido
matematico de “la derivada de una funcién en un punto” asocia diferentes
significados integrando lo grafico y lo analitico. La practica de Juan gestiona el
contenido matematico para que los alumnos construyan el significado de la idea
de derivada de una funcidén en un punto independientemente del modo de
representacion usado. La idea de “generalizacion” mediante el uso de la variable

X (manipulacion algebraica) conecta con la funcion derivada.

En la practica de Juan subyace la idea de “relacion”en las matematicas,
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aparece respecto a los sistemas de representacion (y significados asociados en
cada uno de ellos), y a las distintas formas de conocer el concepto f "(a). Las
distintas relaciones entre formas de conocer facilitan a Juan el uso de los
significados. La relacion entre los conceptos f "(a) y f '(x) empieza a perfilarse

en la practica de Juan.

Un aspecto de la practica de Juan es que la construccion progresiva
horizontal de la derivada de una funcién en un punto, parte de potenciar la
derivada de una funcién en un punto como accion hasta llegar a construir el
objeto f "(a). Por lo tanto, en la construccion del concepto “derivada de una
funcion en un punto” aparece implicitamente lamodelacion de la descomposicion
genética del mismo, estableciendo relaciones entre las distintas formas de
conocer, y cuando es posible esta relacion se manifiesta en ambos sentidos

(encapsulacion-desencapsulacion).

Ademas se perfila una construccion progresiva (vertical) entre conceptos
que conforman la nocion de derivada ya que hemos podido empezar a vislumbrar
que la funcion derivada va a ser construida a partir de la derivada de una funcion

en un punto.

2.2.- De la “derivada de una funcion en un punto” al “operador

derivada” a través de la “funcion derivada”

En este apartado vamos a describir como Juan modela los mecanismos de
construccion de f ’(x) (funcion derivada) a partir del objeto f "(a) y como usa la
funcion derivada para abordar las modelaciones del operador derivada. La
construccion de la funcion derivada es progresiva (horizontal) en el mismo
sentido en que lo hizo para la idea de f (a). Juan comienza modelando f "(x)
como accidn, y modela los mecanismos de interiorizacion y de encapsulacion

para llegar a potenciar en los estudiantes la construccion de f '(x) como objeto.
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Mediante la funcion derivada Juan pone de manifiesto la existencia del operador
derivada, para el que modela el mecanismo de interiorizacion en un contexto

analitico.

La practica de Juan va a potenciar en los estudiantes una construccion de
la funcion derivada como objeto integrando lo grafico y lo analitico; y de una

construccion del operador derivada como proceso en un contexto analitico.

Identificamos de manera precisa en la practica de Juan un nuevo matiz
relativo a la idea de construccion progresiva de los significados. En el caso del
significado de f "(a) consideramos que la practica de Juan permite un desarrollo
de la comprension progresiva, indicando con esto que la modelacién de la
descomposicion genética parte de la modelacion de acciones, interiorizacion... y
sigue el orden prescrito en el modelo APOS, referido al desarrollo del concepto
(desarrollo progresivo de tipo “horizontal”). Este desarrollo progresivo sigue
presente en la introduccion de la funcion derivada. Ademas si consideramos la
nocion de derivada conformada por los conceptos: derivada de una funcidén en un
punto, funcion derivada, y operador derivada, la practica de Juan permite un
desarrollo de construccion progresiva entre los distintos conceptos. Entendemos
este desarrollo progresivo cuando un concepto se construye a partir de otro, hace
referencia a relaciones entre distintos conceptos. Este tipo de desarrollo del

concepto lo hemos denominado progresivo “vertical”.

En este apartado las caracteristicas de la practica de Juan se hacen mas
explicitas: integracion de los modos de representacion grafico y analitico; el
desarrollo de los conceptos es progresivo de forma horizontal (en el concepto) a
partir de significados y el desarrollo de conceptos es progresivo (entre distintos
conceptos). Estas caracteristicas de la practica vienen justificadas por
determinadas concepciones de las matematicas escolares y sobre el aprendizaje

de las matematicas de Juan.
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2.2.1.- La construccion del significado de la funcion derivada (f "(x)):
del paso al limite en un punto a la generalizacion en todos los puntos
La construccion de la derivada de una funcion en un punto se ha apoyado
en la modelacion del paso al limite y la aproximacion, y la construccién de la
funcion derivada se va a apoyar en la generalizacion a todos los puntos del paso

al limite. A partir de la funcion derivada Juan introduce el operador derivada.

La funcion derivada es una funcién siendo los significados asociados a los
valores de la funcion, tasa de variacion instantdnea y pendiente de la recta
tangente en un punto. El operador derivada es introducido por Juan a partir de la
funcion derivada, modelando primeramente el mecanismo de interiorizacion para
potenciar en los estudiantes el operador derivada como proceso, y esto desde dos

caminos, mediante una aproximacion por limites y, usando reglas.

V4(bis): De la derivada de una funcion en un punto a la funcion

derivada en contexto analitico

Esta vifieta es una parte de la vifieta 4 anterior en la que se recoge un
segmento de la cuarta clase de la unidad didactica. Reproduciremos aqui el
protocolo en el que Juan modela la interiorizacion de la funcion derivada para

potenciar en los estudiantes la concepcidn proceso de f'(x).

Esta vifieta muestra la construccion de la funcion f '(x) a partir de los
significados de f "(a), aspecto que caracteriza la practica de Juan. Esto le permite
a Juan relacionar los conceptos de derivada de una funcidn en un punto y funcion
derivada, de esta manera la construccion de la nocién de derivada que realiza

Juan es progresiva vertical.

En la entrevista de planificacion en relacion a como pasar de la derivada

de una funcidén en un punto a la funcion derivada Juan comenta para explicitar la
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relacion:

“yo tengo una funcion, entonces qué pasaria si yo pongo aqui los valores y aqui pongo su derivada, aqui
lo que vamos a obtener la tabla que corresponde realmente a una funcion, funciéon que tiene una forma
algebraica y que va a ser la funcién derivada. O sea, que van a dar el paso de esta manera de la tabla esta

a la forma algebraica de la funcion”

Aqui incluimos la parte de la tarea en la que se confecciona la tabla de
valores de la funcidn derivada ya que queremos hacer explicito en este informe
la modelacion del mecanismo de interiorizacidon de la funcion derivada y como

esta modelacion se apoya en f'(a). La tabla es:

X | 0 | 1 -1 2
f'(x)

El protocolo en el aula:
P: Luego eso seria, eso seria el valor de la derivada en el punto 1, lo que varia la funcién o sea , que si
yo tengo aqui la funcién, la funcion, x, f'(x)<Juan hace la tabla de valores de la func. derivada,
x|f "(x)> que pongo 0, 0 que pongo aqui 1, 1, que pongo aqui -1, 1 también, que pongo aqui 2
<confeccionar la tabla de valores de cocientes incrementales para x=2>.
Si pongo aqui un 2 sera esto mismo, vamos a poner esto mismo, esto mismo de aqui, serd <limite

algebraico de cocientes incrementales pero cuando x tiende a 2> f (2);quién va a ser? Va
a ser el limite. He puesto aqui, ahora, limite cuando a tiende a 2 de (f(2)-f(a))/(1-a).Nos centramos en el
punto 2, cogemos un punto préoximo, este es el valor jun punto préoximo a 2? Aqui y ahora calculamos
la tasa de variacion media, y luego lo que hacemos es tender este punto, acercarse cada vez mas a 2, o sea
que seria, cambiar todos estos valores. Seria coger aqui el 2 y cogemos un numero que se vaya acercando
a2 ;cudl puede ser? 1.9, el 1.99, el 1.999;haber que valores nos salen?

E:3.9.

P: 3.9, aqui nos a sale 3.9, éste saldra a ver si lo acaba

E:3.99

P: 3.99 sale aqui no? y aqui saldra 3.999 luego ;esto hacia donde va?

Juan intenta hacer visible hacia donde tienden los valores usando la tabla,
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visibilidad de la aproximacion.

Vamos a hacer el limite de forma algebraica también igual que antes, esto también es diferencia de
cuadrado. Estamos intentando calcular la pendiente de la tangente en el punto 2.
Sera, aqui sera ((2-a)(2+a))/(2-a), entonces esto se va con esto, y lo que nos va a quedar 2+a que cuando

a se va acercando cada vez mas a 2, esto se va acercando a 4

A partir de este momento Juan intenta hacer visible el paso a una x
general. Es el intento de hacer concebir las acciones anteriores como proceso. La

introduccion de f’(x) para f(x)=x* se hace usando el lenguaje.

(,Seremos nosotros capaces de encontrar la forma algebraica de esto? si yo pongo aqui x ;qué tengo que
poner aqui? o dicho de otra manera ¢a quien sera igual f (x)? O lo que es lo mismo, la funciéon derivada
de x%.

Seria esto mismo, pero en vez de poner 1 y 2, aqui en vez de poner 4 y en estas cosas, pues poner X, y
ahora a se tiene que ir acercando a X, o sea, va a ser esto mismo que estamos haciendo aqui, no perdon,
aqui, en vez de poner 4 pongo aqui una X, en vez de poner aqui un 2, pongo una x, habra que calcular el
limite cuando a tiende a x de... (x*-a)/(x-a) ;Somos capaces nosotros? Lo he puesto al revés a tiende a
X {,somos capaces nosotros de hacer este limite? ;Cuanto valdra (x*-a)/(x-a) cuando a se estd acercando
ax?.Estamos en un punto cualquiera, x, calculamos la ordenada y ahora cogemos un punto préoximo a él,
a, calculamos la ordenada, calculamos la tasa de variacion media. O lo que es lo mismo la expresion
algebraica de una funcioén nueva que se va a llamar funcion derivada.... esto va a ser x+x, que vamos a

tener 2 veces X, luego esto va a ser, esto cuando yo ponga aqui x, que voy a poner aqui 2 veces X, esta

va a ser la funcion derivada ;jeh?

El énfasis en el uso de una x general se apoya en menciones reiteradas a
valores particulares x=2, x=4... Esta manera de modelar la interiorizacion de las
acciones que calculaban los valores f (2), f '(4) para obtener el proceso f '(x) es
una caracteristica de la practica de Juan justificada por su concepcion de la forma

en que los estudiantes construyen el significado matematico.

Confeccionar Juan la tabla de valores de la funcidn derivada f '(x) y el
lenguaje que usa permite modelar el mecanismo de encapsulacion de la derivada
de una funcién en un punto (vifieta 4). En esta vifieta nos interesa la modelacion
de la interiorizacion de la funcion derivada, que Juan lleva a cabo intentando

generalizar a todos los puntos mediante la variable x.
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Considerando el concepto de funcidon (para referirnos a la funcion
derivada), Dubinsky (1996) considera que cuando se conoce la funcion como
accion poco puede hacerse ademas de evaluarla en puntos concretos, la funcion
como proceso se caracteriza de la siguiente forma:

“Una concepcion proceso permite al sujeto pensar en una funcion

como algo que recibe una o mas entradas, o valores de las

variables independientes, que realiza una o mds operaciones sobre

las entradas y que regresa las salidas, o los valores de las

variables dependientes, como resultado.” (p. 35)

De manera mas precisa, referente a la funcion derivada, Asiala et al.
(1997) se refieren a la funcion derivada como accién cuando para obtenerla, el
estudiante se va centrando en puntos concretos en cada momento. Zandieh (2000)
indica que la funcién derivada como proceso se caracteriza por considerarse
pasando por infinitos valores de entradas (lo que denominamos en el titulo del
apartado “generalizacion a todos los puntos™) y para cada uno determinando un

valor de salida dado por el limite de los cocientes incrementales en cada punto.

A partir de las caracterizaciones de la interiorizacion, inferimos que en el
segmento recogido en esta vifieta se modela por Juan el mecanismo de
interiorizacion para la funcion derivada. La generalizacion a todos los puntos se
identifica en la vifieta cuando cambia de los valores concretos en los que calcula

el limite a tomar una variable genérica x, todo en un contexto analitico.
Respecto a los elementos matematicos y modos de representacion

podemos verlos en la vifieta 4 del punto 1.1, al abordar la derivada de una funcion

en un punto.
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V6: De la derivada de una funcion en un punto (f'(a)) a la funcion
derivada (f’(x)), integracion de lo grafico y lo analitico
Esta vifieta recoge un segmento sucedido en la tercera clase de la unidad
didactica. En esta tarea Juan modela el mecanismo de interiorizacion de la
funcion derivada, a partir de la generalizacion en todos los puntos de la derivada
de una funcién en un punto. Juan obtiene la funcidn derivada de una funcion (In

(x)) utilizando el programa Cabri II.

Enunciado de la tarea:

Obtener la funcién derivada de y=In(x) utilizando una figura construida con Cabri Il,

graficamente y si es posible obtener la expresion algebraica.

Juan pone a disposicion de los estudiantes una figura de Cabri II (realizada
por ¢l) para que puedan manipularla (usando el “arrastre” de puntos). Usa la
figura de Cabri Il y calcula la derivada en varios puntos. Con la figura obtiene la
recta tangente en un punto y el valor de la pendiente de la recta tangente en dicho
punto, asi como el valor de la funcién en dicho punto. Los puntos en los que se
obtiene la derivada son 1, 2, 0.5 y completan una tabla de valores de la derivada.
Termina el segmento cuando Juan indica como las posibilidades de Cabri a través
de varias herramientas permite la generalizacion a todos los puntos de la derivada

de una funcién en un punto y obtener la funcion derivada.

La figura de Cabri es la siguiente:
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Ln(0,50)=-0,69

Pendiente=2,00

x | £'(x)

El didlogo en el aula es el siguiente:

P: Me imagino que todo el mundo, esa funcién la reconoce ;Cual es esa funcion?

E: El logaritmo.

P: ;el? el logaritmo neperiano... si cogemos aqui este punto y lo vamos variando <punto rojo

marcado con 0.5> ;Coémo va saliendo la recta?
E: Tangente a eso.

P: Tangente a esto, entonces la pendiente de esto, eso es la derivada.

Con esta interaccion con sus alumnos Juan intenta hacer visible en este
momento el significado geométrico de f'(a). Aunque el objetivo inicial es llegar
a identificar la funcion f'(x) en su forma algebraica, Juan intenta que realmente

se construya desde la interiorizacion del significado de f'(a).
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E: jah! O sea, cuando la tangente estd, cuando la recta esta tangente a la curva esa, la pendiente es la
derivada.

P: La pendiente es la derivada.

(Cuadl seria la derivada del logaritmo neperiano en 1, por ejemplo? en 1.;Qué tendriamos que hacer
nosotros para calcular la derivada del logaritmo neperiano en 1?7. En 1 que esté en el eje.

Pues llevar este punto a 1 <el punto del eje 0.5, arrastralo a 1> .ahora no estamos aproximando,
sino lo que hace unicamente esta figura es obtener, obtener la recta tangente, entonces la tangente en el
1,y dice que aqui no sale, bueno aqui he puesto yo 1.02, sale 0.95

Cuando lo aproximo un poquito mas, este punto, cuando lo aproximo a 1, 1, pues nos va salir 1. No, no,
aqui, me he pasado un poquito, pero tener en cuenta la imprecision del programa, vamos, que no es
exacto, exacto.

La derivada, por ejemplo, en 2 ;Cuanto seria? Pues cogemos el punto 2, ves, ves, y voy calculando la
pendiente de esta recta tangente cuando llegue a 2, aqui la tengo ;Qué pendiente tengo? 0.48, pues esa
es la derivada en el punto 2, la derivada, calculamos la tangente y ahora la tangente trigonométrica de ese
angulo.

(Cuanto seria la derivada del logaritmo neperiano en 0.5? Lo que estamos viendo ahora ya, ya no lo
estamos haciendo por aproximaciones ¢,eh? sino que automaticamente y nos da la pendiente y la tangente.
Nada mas que tenemos, nada mas que tenemos que aproximar el punto al que nos aparece ahi y nos da
la tangente ;Qué?

E:2

Con este tipo de expresiones y apoyado en las facilidades dadas por el
software, Juan intenta que sus alumnos lleguen a conocer como proceso primero
f’(a) y luego variando el punto x=a, la funcion f "(x).

P: Efectivamente sale a 2, sale 2, entonces ¢seriamos nosotros capaces de calcular?, o sea, si yo pongo
aqui, hemos dicho, x, si yo pongo aqui f '(x) <tabla de valores para x|f "(x)> por ejemplo. Si yo
pongo 0.5 sale un 2, si pongo 1, habéis visto que sale un 1, si pongo aqui todos los valores ;Podré yo
encontrar, podré yo encontrar la forma algebraica de esta funcion? Lo que si nos va a dar el programa qué

forma va a tener. A ver si somos capaces de reconocer €so.

Otro valor cualquiera, bueno en otro valor ;cuanto seria el logaritmo neperiano de un punto préximo a
0.5? que serfa 0.49, y luego partido por 0.1 <calcula cocientes incrementales para puntos
proximos a 0.5> Ta has puesto aqui <(f(0.5)-1(0.49))/0.1>, has calculado 0.5 y 0.49, la diferencia
entre estos dos es, es de una centésima ;no? pues deja aqui <denominador del cociente
incremental> 0.1, luego cuando la diferencia sea mas pequeiiita, o sea, esta diferencia entre ordenada

y abscisa, a ver ja qué va a tendiendo? <completar la tabla de cocientes incrementales en un

198



38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49

50

4.- Resultados José Maria Gavilan Izquierdo

entorno de 0.5> Entonces asi, eso seria utilizar aproximaciones para calcular el limite.

E: Si

P:Lo hacéis con la calculadora

E: Si.

P: Eso es lo que quiero que veais.

Bueno, tendriamos que haber hecho, que haber hecho, un momentito por favor, tendriamos que haber
hecho, coged, activad la traza de la imagen que nos aparece aqui en pendiente, llevarla aqui, activarla y
ver qué grafica nos aparecia de la funcion, como lo hemos hecho otras veces. A ver si podé€is reconocer
esa funcion, la funcién que habria que poner aqui , o sea, nos va a salir una cosa asi, nos va a salir una

cosa asi, esto no escribe, y es precisamente la grafica de la funcion 1/x, pero cuando x es mas grande que
cero tinicamente.<Lo hace en la pizarra y se refiere a la herramienta Traza de Cabri que
permite que de manera automatica quede una “huella” de algtin elemento de una figura

de Cabri al arrastrar algiin otro elemento de dicha figura>

En esta vifieta el recurso tecnoldgico permite integrar lo grafico y analitico
para construir la grafica de la funcién derivada de In(x) e identificar una
expresion algebraica para ella. En esta vifieta la integracion de lo grafico y lo
analitico le permite a Juan modelizar el paso de la idea de la derivada de una
funcién en un punto a la idea de funcion derivada. Para realizar este paso Juan
modela la desencapsulacion del significado grafico y analitico de f "(a) para el

caso de f(x)=In(x).

Para modelar el mecanismo de interiorizacion de la funcion derivada Juan
usa el significado de f"(a) como “pendiente de la recta tangente en el punto”. Usar
este significado, es lo que en términos APOS se denominaria desencapsular. Esta
situacion viene dada en las lineas 32-42. Este mecanismo de desencapsulacion de
la derivada de una funcién en un punto estd conectado a la construccion de la

funcion derivada.

Los usos de los instrumentos de la practica en esta viieta:
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La derivada de una funcién £ es \“1€8S (1 qerivada de una funcién fen Lin. | podemos trazar la recta te en
una funcién que viene dada por |27-31 el punto x=a viene dada por la 43-50 P d 1 val ﬁ 1
< - todos sus puntos y el valor de la

los pares de puntos

jim 5= f(x)
m

*, h—>0 h ) p}ln(tio cg)nlla parte p o'smva del que forma la recta tangente a la
Analiti ¢je deabscisas. — Grafico curva en el punto con la parte
nahfico Lin positiva del eje de abscisas.
32-41

tangente del angulo que forma la
recta tangente a la curva en el

ﬁa recta tangente a una curva eh

el punto (a, f(a) es el limite de

limite de las pendientes). La
derivada de la funcion en el

—

613 funcion es derivable }

derivada en cada punto viene
dado por la tangente del angulo

\ Grifico /

las rectas secantes a la curva en Lin.
los puntos (a, f(a)), (a+h, flath)) | 32-34| Secante a una curva por
cuando h tiende a 0 (con el |—p dos puntos (a, f(a))(b,

f(b)) tiene de pendiente
(f(b)-f(a))/(b-a) Grafico

punto a es la pendiente de la
recta tangente en el punto a

\ Grziﬁcy

Esta vifieta es similar a la anterior en el siguiente sentido, en ambas se
dispone de un método para calcular la derivada de una funciéon en un punto
concreto (en la vifieta anterior a través de los limites de cocientes incrementales
en cada punto, en esta vifieta a través del ordenador que da la pendiente de la
recta tangente a la curva en cada punto), en ambas se van obteniendo valores
concretos para la derivada de una funcidn en un punto y confeccionando la tabla
de valores para la funcién derivada. También en ambas se hace lo que llamamos
una generalizacion a todos los puntos, en la vifieta anterior analiticamente
mediante el uso de la variable independiente x y en esta vifieta viendo con las
posibilidades que ofrece Cabri de arrastrar el punto situado en el eje X e ir
obteniendo la recta tangente en cada punto y el valor de la pendiente (de la
derivada en dicho punto). Una diferencia entre vifietas es que en la vifieta anterior
el contexto era analitico, y en esta vifieta hay integracion de lo gréafico y analitico,

a través del uso de la tecnologia.

Podemos hacer algunas reflexiones a partir de la consideracién conjunta
de las dos vifietas (4 (bis) y 6). Un aspecto caracteristico de la practica de Juan
en relacion al contenido matematico es el uso de la idea de “generalizacion a

todos los puntos” para introducir la funcion derivada. El papel jugado en el
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concepto derivada de una funcioén en un punto por las ideas de aproximacion y
paso al limite es interpretado ahora para la funcion derivada por la idea de
generalizacion a todos los puntos. La idea de “generalizacion” analitica la hace

visible Juan mediante el uso de la variable x.

Respecto a la funcion derivada la préactica de Juan pretende potenciarla
como proceso. La tecnologia facilita la visualizacion de la generalizacion y la
potenciacion de f'(x) como proceso mediante el uso integrado de los sistemas de

representacion, grafico y analitico.

En relacion a la organizacion de los conceptos que van conformando la
nocion de derivada, Juan intenta atribuir significado matematico a la funcion
derivada mediante la construccion de la misma a partir de los significados de
f ’(a), analiticamente mediante el uso de la variable x y graficamente “variando
el punto” en el que se tiene la recta tangente. En la practica de Juan se hace
explicito la relacion entre los conceptos derivada de una funcién en un punto y
funcidn derivada ya que la nocion de “funcion derivada” (f '(x)) se apoya en el
significado de f "(a). Esta caracteristica es una manifestacion de las concepciones

de Juan respecto a las matematicas escolares y al aprendizaje de las matematicas.

En la préctica de Juan aparece por tanto, un desarrollo de la nocion de
derivada que es progresiva en sentido vertical: construyendose f '(x) a partir de
f "(a). La potenciacion de la funcidon derivada como proceso a partir de los
significados de f'(a). La relacion entre ambos, viene dada modelando el
mecanismo de interiorizacion de la funcion derivada (f '(x)) apoyandose en los
mecanismo de encapsulacion y desencapsulacion de la derivada de una funcion
en un punto (f '(a)). Aqui observamos que en la potenciacion de determinadas
formas de conocer un concepto aparecen explicitamente otros conceptos,
volviendo a aparecer la idea de “relacion” en la pratica de Juan respecto a los

distintos conceptos.
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V7: Modelacion de la generalizacion en todos los puntos: la funcion
derivada como un objeto
Esta vifieta recoge un conjunto de segmentos sucedidos en distintas clases,
cronoldgicamente los distintos segmentos que consideramos son: i) funcion
derivada de f(x)=7x* en la cuarta clase, ii) f(x)=x>+x en la quinta clase, iii)
f(x)=x en la quinta clase, iv) f(x)=x" séptima clase. Los distintos segmentos que

recogemos en la vifieta son similares, a partir de la derivada de una funcién en un

. . . . f(a)- f(®)
punto (como limite de los cocientes incrementales lim ) va a
a—>x a—Xx

construir la funcion derivada. A lo largo de la unidad didactica este tipo de
segmento se sigue repitiendo: f(x)= In (x) y f(x)=sen(x) en la novena clase,
h(x)=f(x)g(x) y h(x)=f(x)/g(x) en la décima clase (indica cémo hacerlo).
Analizamos los segmentos®, y considerados en forma conjunta nos permite hacer
la inferencia respecto al operador derivada. Los dos segmentos ultimos aqui

recogidos estan resumidos para que se observen las similitudes.

Esta vifieta muestra los intentos de Juan de modelar la encapsulacioén de
f’(x) con los significados construidos previamente. En relacion a las matematicas
y su contenido muestra como las diversas formas de conocer el concepto se
relacionan. La idea matematica en la que se apoya es la de “generalizacion a
todas las funciones”. En relacion al desarrollo de los conceptos se muestra un
aspecto caracteristico de la practica de Juan, la construccion de los conceptos de
manera progresiva horizontal, a partir de la modelacion de la interiorizacion de

f’(x) potencia como objeto f'(x).

Previamente a estos segmentos de la vifieta Juan ha calculado la funcion
derivada de f(x)=x* descrito en la vifieta n°4 y 4 bis. En ese segmento ha

modelado el mecanismo de interiorizacion de f'(x) para potenciar en los

SCon objeto de no ser repetitivos incluimos protocolos de 4 de los segmentos.
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estudiantes la funcidon derivada como proceso. El significado de la funcion
derivada como proceso permite considerarla como recibiendo entradas (valores
de x) y obteniendo como salida el limite de cocientes incrementales con los

significados analitico y grafico.

Enunciado:

Calcular la funcién derivada de la funcién y=7x2.

Juan plantea la derivada de la funcion en un punto como limite de los
cocientes incrementales y después generaliza a cualquier punto (este apartado de
los resultados lo hemos denominado del paso al limite a la generalizacion en

todos los puntos).

El didlogo en el aula.

P: ;y cuando tengamos nosotros, cuando tengamos un niimero por una funcién? Por ejemplo y=7x>.
Entonces vamos a tener, o sea, la derivada en el punto 2, si le llamamos f '(2), sera como antes el limite
cuando a tiende a 2 de el valor de la funcién en 2 que va a ser 7 por 2> menos el valor de la funcién en
un punto préximo, en un punto que vamos a llamar a como antes, 7a* partido por 2-a, ;eh? Siempre
hasta ahora estoy cogiendo el a un poco mas pequefio que el 2, pero también lo podiamos coger un poco
mas grande.

Bueno en este caso que es lo que nos interesa, fijaros que este nimero estd multiplicado por 7, este
nimero esta multiplicado por 7, yo puedo poner esto como limite cuando a tiende a 2 de 7 que multiplica
a (22-a%)/(2-a), en este 7 no hay ningtn valor de a, en este 7 no hay ningtn valor de a, luego al yo hacer
las operaciones que tenga que hacer de simplificar esto cosas luego es lo mismo que si yo el limite lo
hiciera sin el 7 y luego lo multiplicara por 7, o sea, que yo puedo poner aqui el “por” y ahora limite
cuando a tiende a 2, (2%-a%) /2-a y esto que tenemos aqui es la derivada de esta funcién sin el 7, en la cual
la he multiplicado por 7, 7 por la derivada de la funcion,

Entonces, si yo tengo que derivar esta funcion, sino en cualquiera de estos puntos,;que voy a poder

hacer? Si 7 por la derivada de x?, y esto era 2x ¢vale? Luego ya sabemos derivar cuando aparezca un

nimero por x°. ;Igual que yo he puesto x?, pues lo mismo va a aparecer cuando no sea x>, sea x°, otra.

Aqui construye la funcion derivada y al final del segmento intenta mostrar

que ocurre lo mismo para otras potencias.
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<Posteriormente con el limite obtiene la funcion derivada de las funciones, va a obtener
una nueva regla de derivacion, derivada de una suma de funciones, y=x*+x para ello
hace la derivada de una funcién en un punto concreto x=1 con el limite de cocientes

incrementales>

Vamos a llamar a esta funcion si queréis f (x), y vamos a calcular f *(1), entonces lo podemos hacer por
aproximaciones o ya directamente podemos calcular el limite.

La pendiente de la tangente o el valor de la derivada en el punto 1, cogemos un punto préoximo a 1, un
punto a calculamos en ese punto la recta que lo une aunque aqui como esta la curva lo pongo mas
exagerada. Y ahora lo que vamos a hacer como siempre es tender este punto a al punto 1, para calcular
la pendiente de la recta secante que va a tender a la recta tangente.

Por lo tanto aqui vamos a tener 3, luego la pendiente va a ser 3.

Eluso del significado de f'(a) permite a Juan plantear la generalizacion del
procedimiento “a cualquier punto”. Esta manera de actuar de Juan pone de
manifiesto su uso de la idea de generalizacion para crear las condiciones para que
los alumnos construyan el significado de f'(x) como proceso. La manera en la que
va a repetir esta forma de proceder para diferentes funciones permite suponer que
esta creando las condiciones para que los alumnos puedan dotar de significado

al operador derivada.

En definitiva, si en vez de hacerlo con 1, lo hacemos con un punto cualquiera, va a funcionar exactamente
igual...

que yo aqui puedo poner directamente que f ' de x es dos veces x mas 1, y lo mismo aqui, cuando
tengamos una funcién de la forma <y=f(x)+g(X)>, esa que he puesto aqui, o sea, suma de dos
funciones, su derivada va a ser, la derivada de ésta, de esta funcion, mas la derivada de esta otra.
<Juan calcula la funcion derivada de y=x’. Para ello hace la derivada de una funcion en
un punto concreto, x=2, con el mismo procedimiento que en el primer y segundo
segmento, limite algebraico>.

(Seréis capaces ustedes de calcular la derivada de esta funcion? La hacemos como siempre en un punto,
la hacemos en un punto, lo que vamos a hacer, como siempre, es la tangente aqui. <Juan obtiene la
derivada por el limite de cocientes incrementales>.

Fijaros que en definitiva lo que nos ha quedado es, lo que nos ha quedado aqui, f (x) igual a 3 veces
x%...cuando lo hagamos en un punto, nos va a quedar esto, 3 x°... pero en el punto 2 , 3 por 4, 12. O sea,
que si en vez de hacer esto en un punto concreto, en 2, lo hubiéramos hecho poniendo aqui x y aqui a

tendiendo a x, pues lo que nos hubiera quedado es esto de aqui, 3 x?, ;,vale? Entonces ya, como ejercicio,
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podréis hacer en vez de 3,4 6 5, o lo que sea, y siempre vamos a seguir esta misma regla, o sea, que de
un polinomio cualquiera, f de x igual a x". ;Quién va a ser la derivada? ;quién serd? N veces por X

siempre elevado a n-1.
<Juan continua haciendo funciones derivadas con el limite, y = x* para calcular la
funcion derivada hace la derivada de una funcidon en un punto x=2 por aproximaciones

con tabla de valores de cocientes incrementales y con el limite algebraico >.

Que la derivada de esta funcién y prima en el punto 2 nos quedara 4 veces por 2 al cubo. Si todo lo
cambiamos y en vez de poner aqui, jeh! Si en vez de poner aqui 2 pongo 5y de 5, nos quedaria 4 veces

por 5 al cubo, y si yo en lugar de poner aqui 5 pongo una x, ;qué nos quedaria? 4 veces por x al cubo.

En el primer segmento construye la funcion derivada para un caso
particular de funcion y en un punto concreto, generalizando a funciones mas
generales del mismo tipo potencial (x"). Repite el procedimiento en los restantes
segmentos de la vifieta: la funcion derivada se obtiene a partir de la derivada de
una funcidn en un punto, utilizando un punto concreto y viendo que se generaliza

a todos los puntos.

A partir de la construccion de varias funciones derivadas para casos
concretos, aparece la relacion entre una funcion y su derivada (el operador
derivada). En este caso pensamos que soOlo se empieza a modelar su
interiorizacion mostrando para casos particulares la existencia de la funcion

derivada.

Queremos senalar que la accion que se modela viene dada por el
procedimiento para construir la funcion derivada: “obtener la derivada de una
funcion en un punto concreto con un limite y generalizar a cualquier punto”, que
se ajusta a la descripcion general de la forma de conocer accion dada por
Dubinsky et al. (1994):

“Un sencillo tipo de accion en matemdticas es calcular de acuerdo

con una formula, frecuentemente, un estudiante puede tener éxito

con cdlculos antes de que el concepto esté totalmente

205



4.- Resultados José Maria Gavilan Izquierdo

comprendido.”(p. 286)

Para Dubinsky (1996), la interiorizacion de acciones para llegar a conocer
como proceso conlleva que las acciones se repitan y se reflexione sobre ellas. En
los distintos segmentos se aplica la regla para obtener la funcioén derivada a
través del limite. En este sentido Juan repite varias veces el procedimiento y
plantea la reflexion. La reflexion en el caso de las acciones la entendemos en el
sentido de que va planteando a los estudiantes que dichas acciones pueden
aplicarse para diversos tipos de funciones cuadraticas, clibicas y cudrticas, para
las cuales modela de forma detallada la accion. También se modela esta accion
(pasar de un punto a generalizar a todos los puntos) para las operaciones con
funciones polindmicas, funciones logaritmicas, trigonométricas. De esta manera,
Juan empieza a modelar el mecanismo de interiorizacion del operador derivada
con acciones. Aqui encontramos que la funcion derivada de funciones
particulares es el puente entre la derivada de la funcion en un punto y el operador

derivada.

Un aspecto de esta vifieta que queremos sefialar es respecto a la doble
generalizacion que presenta lo que Juan hace en estos segmentos. Por un lado,
generaliza cuando pasa de un punto particular a todos los puntos, que antes
hemos identificado como la modelacion del mecanismo de interiorizacion de la
funcidn derivada, pero a su vez generaliza en el tipo de funciones a los que aplica
el procedimiento, el siguiente cuadro (cuadro 4.5) esquematiza a lo que nos

estamos refiriendo:
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Caso particular 1

Punto particular

|

Cambiar puntos

Caso particular 2

Punto particular

|

Cambiar puntos

Caso particular 3

Punto particular

|

Cambiar puntos

.

Modelacion de
interiorizacion
de la funcién derivada

Modelacion de
interiorizacion
de la funcién derivada

Modelacion de
interiorizacion
de la funcién derivada

Modelacién de
interiorizacion del
operador derivada

Modelacion de
encapsulacion
de la funcién derivada

Cuadro 4.5 Doble generalizacion, modelacion de encapsulaciéon de la funcién

derivada

Al definir el operador derivada D, estamos considerando un operador que

a funciones le hace corresponder otras funciones, en este caso, a una funcion le

., : D . .
corresponde su funcion derivada: f——— f*'. La funcién derivada de la que

se ha modelado su interiorizacion, al aplicar el operador derivada, produce la

encapsulacion de f'(x).

Zandieh (2000) a este respecto sefiala que:

“La funcion derivada puede ser vista como objeto reificado, como

cualquier funcion (la funcion derivada puede ser concebida como

un objeto que es la salida de otro proceso, el operador derivada).”

(p. 107)

Por tanto en la vifieta con los distintos segmentos consideramos que:

- se empieza a modelar el mecanismo de interiorizacion del operador

derivada, y
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- se modela la encapsulacion de la funcion derivada.

La manera de actuar de Juan pone de manifiesto que el contenido
matematico relativo a la funcidn derivada se construye a partir de la derivada de
una funcién en un punto mediante generalizacion. La idea de doble
generalizacion le permite construir significados, una primera generalizacion a
todos los puntos para el objeto t'(a) y la generalizacion a todas las funciones para

el objeto f'(x).

En la practica de Juan observamos la caracteristica (ya detectada) de la
construccion de relaciones, en este caso para f '(x) a partir de f "(a) y

pretendiendo que los alumnos puedan dotar de significado al operador derivada

V8: El operador derivada como proceso
Esta vifieta recoge un conjunto de segmentos sucedidos en distintas clases,
cronologicamente los distintos segmentos que se consideran son aquellos en los
que dada una funcion Juan pide obtener la funcion derivada a partir de las reglas
de derivacion. El primer segmento sucede en la cuarta y quinta clase, el segundo
en la quinta clase, el tercer segmento sucede en la quinta clase, el ultimo
segmento reseflado en la vifieta sucede en la undécima clase.Las restantes

funciones de la vifieta se van resolviendo a lo largo de la unidad didéctica.

En la vifieta anterior (V7) se ha ido introduciendo la aritmética del
operador derivada (suma, resta, producto y cociente) mediante la generalizacion
a todos los puntos y a todas las funciones. Asi dispone tanto de dicho operador
como de su aritmética para su aplicacion a distintos tipos de funciones
(trigonométricas, etc.). Un caso diferente es el de la “regla de la cadena”, que es

introducida directamente como tal regla.

El procedimiento que sigue Juan para determinar las funciones derivadas
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es utilizar las reglas de derivacion en todos los casos. Las tareas aqui resefiadas
que conforman la vifieta, como en las restantes tareas planteadas que incluimos

enunciadas’ permiten obtener una idea de lo Juan pretende y hace.

Enunciado de la primera tarea:
Calcular la derivada de la funcién: y=8x>.

Se calculan también las siguientes funciones derivadas: y=3x*+2x-8, y=5x’-

3x2+x-8, y = In(cosv/x) .

El didlogo de clase es el siguiente:
P: Por ejemplo si yo pongo aqui y=8 x? ;quién sera la funcién'y ‘? Y ;como derivar? Sera...
E: 18x.
P: (Cuanto seria? 8 por 2, 16x.
P: ;Cual es la derivada de 1/2 x*?
E: 2de2x.
P: Y2 por 2 x.

;cual seré la deriva de esta funcion? <Escribe en la pizarra y =3x’+2x-8> la funcién que se obtiene

al derivar esto, otra cosa sera que os diga, /cual sera la derivada en un punto determinado?;Quién sera
la funcién derivada? Seria 6x+2, la derivada de una parabola, ;qué es ?

E: Una recta.

Eluso del operador derivada con las funciones particulares permite a Juan
generar las condiciones para que los alumnos puedan interiorizar el significado

del operador derivada y poder estar en condiciones de conocer como proceso.

"Juan plantea determinar las funciones derivadas de:
y =sen(x)+cos(x)+Logaritmo neperiano(x)+x%y=xsen(x), g(x)=xIn(x), h(x)=raiz(sen(x)), y=sen(2x+1),

y=(sen(x)+x)?, y=In(x+x?) y=raiz(sen(x)),y = 1/ Sen( x 242 ),
2
sen(x” - Jx ) 2 I-x
, — ex , — esen(x) e — 2cos(x) ) x)= L ,
cos(ln(+/x)) 7 Y Y S(x) I+ x

Sen2(2x+1)
8(x)= cos(1-x)
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P: Unarecta, lo que bajamos siempre cuando tengamos un polinomio al derivar lo que vamos obteniendo
es rebajando el grado del polinomio, yo puedo derivar ésta <y=6X+2> también,;no? Esto es, una recta,
puedo encontrar su pendiente; pues a eso le vamos a llamar la derivada segunda. Y lo vamos a escribir
igual, en vez de ponerle un so6lo palito aqui, pues le ponemos dos. La derivada segunda seria derivar
ahora esta funcion. Estamos derivando de la derivada ;Y cual seria la derivada segunda en este caso?
(cudl es la derivada de 3x*? 6x ;Cual es la derivada de 2x?2 ;Cual es la derivada si quieres de menos 8?
E: 0.

P:Hemos pasado de una parabola a una recta, de una recta a una recta constante, y de una recta constante
a 0. Pues ya sabemos derivar <Escribe en la pizarra: y = 5x’-3x*+x-8> esta funcion ya tenemos
que saber derivarla como funcion. ;no?

15, 5 por la derivada de x* que es 3x°, 3 por 5, 15, 15x*, 2 por -3,- 6, lo pasas para aqui <exponente
de x>y es una menos, lo hemos hecho antes. Habéis dicho que la derivada de x* es 3 x* , y cuando
estamos multiplicando por 5 pues esto también queda multiplicado por 5.

P: Bueno, pues conociendo esto <se refiere a las reglas para derivar suma, potencia y
producto de una funcidén por una constante> entonces, ya sea el polinomio, sea el polinomio que

sea, tenemos que saber encontrar la funcion derivada, la funcion derivada.

Juan reitera la aplicacion de combinaciones de reglas con el objetivo de
posibilitar que los estudiantes construyan por si mismos una nueva regla para un
tipo de funciones e interioricen el operador derivada, de esta manera crea las
condiciones que permiten a los estudiantes establecer las relaciones entre reglas.
En el siguiente ejemplo Juan posibilita que los estudiantes combinen las reglas

para determinar funciones derivadas.
<Juan va a calcular la funcion derivada de y = In(cos+v/ x) >

P: Como siempre estamos intentando nada mas hacer las reglas, pero que en los puntos donde eso tiene

sentido es bastante complicado. Hay 3 funciones efectivamente, ahora tenemos que aplicar la regla de la

cadena pero reiteradamente, primero con el logaritmo, luego con el coseno y luego con la raiz. ;Cual es

la derivada del logaritmo?

E: 1/x.

P: 1 partido de lo que tenga dentro, pues 1 partido por lo que tenga dentro, no le metas una raiz mas de
la cuenta.. mira la derivada del logaritmo es 1/x

E: Si

P: Pues 1 partido por el coseno de lo que sea.

Hombre es un poquito largo pero ya esta,
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Como ya veo que casi todo el mundo lo tiene bien hecho, primero derivamos el logaritmo, derivada del
logaritmo ;es? 1 partido por, si es x es X, si es todo esto, pues todo esto, 1 partido coseno de raiz de x por,
ahora tendremos que derivar el coseno, la derivada del coseno, -seno, el coseno esta aplicado a raiz de
X, pues -seno también va a estar aplicado a raiz de x por, y ahora tendremos que derivar la raiz, 1 partido

por 2 raiz de x.

En las lineas 1-6 Juan modela el operador derivada como accion, acorde
con la caracterizacion de DeVries (2001) para esta concepto:
“l.- Dada la regla general para encontrar la derivada de una
funcion polinomica, y dada una funcion polinomica concreta una
accion podria ser encontrar la derivada por sustitucion de los
numeros en la formula general. Uno estd a nivel de concepcion
accién para la diferenciacion® si sélo es capaz de encontrar la
derivada de una funcion cuando cada paso es externamente
proporcionado (por la memoria, por ejemplo, o mirando en una
lista de reglas) por una regla que es aplicada y solo se tiene que

introducir los numeros concretos.” (On-line)

Estas acciones modeladas por Juan estdn basadas en las reglas de
derivacion para las funciones elementales y las operaciones entre funciones.
DeVries (2001) caracteriza el operador derivada como proceso:

“Uno realiza un proceso cuando encuentra la funcion derivada de

una funcion dada usando las reglas estandares. Se tiene a los

sumo una concepcion proceso de la diferenciacion si puede

encontrar la derivada de funciones estindares pero no puede

utilizar la idea de la derivada segunda de una funcion a no ser que

haya calculado la derivada primera para una funcion concreta.”

(On-line)

La inferencia de la modelacion del mecanismo de interiorizacion se basa

¥Diferenciacion es una forma de referirse al operador derivada.
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en que Juan pretende potenciar el operador derivada como proceso ya que
pretende que sus estudiantes deriven funciones estandares a partir de las reglas
de derivacion, pero no aplicando una regla sino combinandolas. La idea central
para identificar la interiorizacion es la necesidad de “combinar reglas” ya que no
hay una regla que calcule directamente ninguna de las funciones derivadas sino
que son necesarias mas de una, y las reglas que se utilizan para calcular las
funciones derivadas no se combinan siempre de la misma manera, a veces se
combina primero la regla de la cadena y alguna de operaciones entre funciones

(y=In(x+x?) )y otras veces primero las operaciones entre funciones y después la

sen(x* - x)

regla de la cadena ( y = \/7» ), incluso en algunas son necesarias dos

cos(In(

reglas de la cadena, es decir, la regla de la cadena se utiliza con otra regla de la
cadena y con distintas funciones ( y = log neperiano(cos(raiz de x))). Creemos
que con la modelacion del operador derivada solo a nivel de accion (en este caso,
una regla de derivacion) no es posible calcular las funciones derivadas’; creemos
que esta situacion es a la que se refiere DeVries (2001) cuando sefiala el operador

derivada como proceso permite obtener las funciones derivadas estandares.

De manera mas detallada en esta vifieta en las lineas 7-26 Juan modela el
mecanismo de interiorizacion del operador derivada para funciones polindmicas.
Para las funciones polindmicas Juan no usa una férmula y sustituye los valores,
sino que combina la regla de derivacion para una suma, para el producto de un
escalar por una funcion y de la funcidon potencial. Modelar una accion para el
operador derivada en las funciones polindmicas puede ser dar la regla:

29

“dada f(x)=a,x"a"'x""+... a;x+a, la funcién derivada f "(x)=na x"'... a,”.

En las lineas 27-42 Juan modela el mecanismo de interiorizacion del

°La diferencia esencial entre accion y proceso es disponer de una regla, cuestiéon que no se da
en estos casos.
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operador derivada para laregla de la cadena. A partir de laregla de la cadena para
dos funciones se obtiene la funcion derivada de una composicién de tres
funciones, combinando dos reglas de la cadena y las reglas de algunas funciones
elementales (logaritmo neperiano, coseno y potencial). La combinacion de
diferentes reglas de derivacion, en cada caso de distinta manera, es una forma de
modelar el mecanismo de interiorizacion del operador derivada, ya que no hay
una formula que aplicandola llegue a la funcion derivada, es de esta forma en la
que podemos entender la idea de reflexion (qué reglas hay que combinar y cdémo
combinarlas) que lleva a interiorizar acciones segun describe Dubinsky (1996):
“Cuando una accion se repite y el individuo reflexiona sobre ella,

puede interiorizarse en un proceso” (p. 34)

Una manera de describir la modelacion del mecanismo de interiorizacion

analitico que realiza Juan es el siguiente esquema:

Regla de la derivada de una
suma:
D(f(x)+g(x))=D(f(x))+D(g(x))-
Lineas Estas acciones
21-23 se interiorizan
Regla de la  derivada  del Operador derivada aplicado a
producto de un escalar por una —> funci s
o unciones polindmicas
f];“;:;on'ikD . Lineas
( (X))7 ((X)) 24-26
Lineas
16
Regla de la funcion potencial
[ D(X"):IIX n-1 ] / \

; Regla de la funcion logaritmica
Lineas [ D(In(x))=1/x. ’

Regla de la cadena, derivada de la 29-32
composicion de funciones: —> < >
D(f(g(x)))=D(f)(g(x))D(g(x)).

Regla de la cadena, derivada de la
composicion de funciones:

D(f(g(x)))=D(H)(g(x))D(g(x)).

Lineas
38-42

trigonométricas seno:
D(cos(x))=-sen(x).

/'
[ Regla de las  funciones
‘ D(x")=nx ™1,

Regla de la funcion potencial J

. /
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De manera conjunta las cuatro vifietas (4 (bis), 6, 7y 8) (y las reflexiones
sobre las cuatros primeras vifietas) permiten inferir algunos aspectos de la

perspectiva de la practica de Juan.

El uso de los sistemas de representacion en la practica de Juan posibilita
integrar lo grafico y lo analitico a través de la tecnologia cuando se modelan los
mecanismos de construccion de la funcion derivada. La construccion que se

modela sigue los “caminos” grafico y analitico de forma relacionada.

En este caso, como en el de la derivada de una funcién en un punto, la
construccion del concepto funcion derivada es progresiva horizontal
(interiorizacion y encapsulacion). Las formas de conocer que se potencian se

construyen a partir de los significados previamente interiorizados.

En la organizacion de los conceptos, la construccion de la funcion
derivada permite introducir el operador derivada como una funcién que a cada
funcion le hace corresponder su funcion derivada. En este caso para el operador
derivada se empieza la modelacion de la interiorizacion por medio de una doble
generalizacion (paso al limite generalizado a todos los puntos y esta
generalizacion de todos los puntos a distintos tipos de funciones) y
posteriormente se pasa a la modelacion del mecanismo de interiorizacion para
potenciar en los estudiantes el operador derivada como proceso visto a través de
la combinacion de reglas, en ambos casos en un contexto analitico. La “doble
generalizacion” es la manera en la que Juan establece la relacion entre los

conceptos que conforman la nocion de derivada organizando los conceptos.

Esta manera de organizar el contenido matematico y plantear la ensefianza
parece apoyarse en una concepcion de las matematicas que potencia las
relaciones y una concepcion del aprendizaje que potencia la construccion

progresiva de los significados.
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Un aspecto caracteristico por lo tanto de la practica de Juan es la
potenciacion de la idea de “generalizacion” tanto cuando se trata “a todos los
puntos” como para “todas las funciones”. Cuando Juan trabaja el concepto de
funcion derivada y operador derivada, el papel que la idea de “paso al limite”
jugaba en la construccion de la derivada de una funcién en un punto, lo realiza
en estos nuevos conceptos la idea de “generalizacion”. Podemos decir que las
ideas sobre el contenido matematico que guian la practica de Juan son:
“aproximacion, paso al limite, generalizacion”. La funcion derivada es la
conexion entre la derivada de una funcion en un punto y el operador derivada,
desarrollandose una construccidn progresiva, tanto horizontalmente (dentro del

concepto) como verticalmente (entre los distintos conceptos).

Todo esto indica que respecto a la construccion de nociones matematicas
en la practica de Juan subyace la idea que esta construccion se realiza de forma
progresiva. Por un lado los significados se construyen mediante relaciones de
distinta naturaleza: relaciones que posibilitan que se vinculen los significados
graficos y analiticos, y relaciones entre las diferentes formas de conocer un
concepto que se potencian para un mismo concepto. También se establecen
relaciones entre los diferentes conceptos, vinculando los significados, en este
caso los significados de f'(x) se apoyan en los de f'(a), y a partir de f'(x)
interiorizar el significado del operador derivada y poder estar en condiciones de
conocer como proceso. La construccidon de la nocion de derivada pretende Juan
realizarla de forma progresiva, horizontal (para cada concepto) y vertical (entre

los distintos conceptos).

Enrelacion a las matematicas en la practica de Juan subyace la idea de que
los conceptos matematicos llevan vinculados diversos significados. Cuando es
posible Juan vincula los significados en los distintos modos de representacion.
La visualizaciéon de los conceptos de funcion derivada y operador derivada la

lleva a cabo Juan apoyandose en la idea de generalizacion. Hay una doble
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generalizacion, primero “a todos los puntos” y posteriormente pasa a generalizar
“a todas las funciones”. La visualizacion de la “generalizacion a todos los
puntos” la pretende realizar Juan independientemente del modo de
representacion. El contenido matematico sobre la funcidn derivada y operador
derivada se organiza mediante dichas ideas. Los distintos conceptos que forman
lanocion de derivada se organizan mediante relaciones entre ellos: de la derivada
de una funcion en un punto a la funcion derivada y de ésta al operador derivada.
La idea de relacion juega un papel preponderante en las matematicas desde el

punto de vista de Juan.

2.3.- Del operador derivada a la integracion

Para Zazkis y Campbell (1996), dentro del marco APOS se proporcionan
dos formas de obtener procesos a partir de procesos existentes: coordinacion, e
inversion. Esta manera de construir un proceso deja de lado la necesidad de
disponer de acciones a partir de las que construir por interiorizacion dicho
proceso, pues el punto de partida de ambos mecanismos (coordinacién e

Inversion) son procesos.

Juan modela el mecanismo de inversion del operador derivada integrando
lo grafico y lo analitico. Con esta modelacion Juan potencia en los estudiantes la
construccion del reciproco del operador derivada como proceso. El inverso del
operador derivada es un nuevo operador, el operador integral indefinida
(antidiferenciacion). De esta manera la integracion indefinida se potencia como
proceso sin necesidad de modelar el mecanismo de interiorizacion para este
concepto. Larelacion entre el operador derivada (diferenciacion) modelado como
proceso (a través de combinacion de reglas de derivacion) y su proceso reciproco
se indica por Dubinsky (1991):

“Interiorizar acciones es una forma de construir procesos. Otra

manera es trabajar con los procesos que ya existen para formar

nuevos procesos. Esto se puede hacer, por ejemplo, con la
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inversion [reversal]l. Un estudiante de cdlculo puede haber
interiorizado la accion de calcular la derivada de una funcion y
puede ser capaz de hacerlo con éxito en un gran numero de
ejemplos usando varias técnicas que son enseriadas con frecuencia
v aprendidas ocasionalmente en los cursos de cdlculo. Si el
proceso es interiorizado, el estudiante puede ser capaz de
invertirlo para resolver problemas en los que se proporciona una
funcion y se pide encontrar una funcion cuya derivada sea la

funcion original” (p.107)

2.3.1.- La inversion del operador derivada

Juan modela la inversion a partir de la funcion derivada, que es el objeto
sobre el que actiia el operador integral (antidiferenciacion). Juan usa los
significados de la funcion derivada para modelar la inversion del operador
derivada. Asiala et al. (1997) indican que usar estos significados de la funcion
derivada para invertir el operador derivada puede ser una manifestacion de la
desencapsulacion de la funcién derivada:

“Esta inversién' [del operador derivada] indica una clara

concepcion proceso de la interpretacion grafica de la derivada que

puede ser la desencapsulacion de una concepcion objeto [de la

funcion derivada]” (p. 425)

En las dos vifietas siguientes se muestran las relaciones que permiten a
Juan relacionar el operador derivada y su reciproco. Estas relaciones permiten
preparar el terreno para cuando posteriormente trate la nocion de integracion. En
la préctica de Juan aparece explicitamente la vinculacion entre la nocidon de

derivada y la nocion de integracion. En ambas vifietas Juan usa los significados

Del operador derivada: dada la funcién derivada obtener la grafica de la funcién original.
Dentro del esquema mas general de relaciones entre propiedades de funciones y derivadas (Asiala et al.,
1997, p. 407 y 425).
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de la funcidén derivada y de esta forma posibilita que los estudiantes

desencapsulen el objeto f'(x).

V9: Lo grafico y lo analitico como medio para usar la funcion
derivada
El segmento recogido en esta vifieta abarca dos tareas, Juan propone la
primera y después plantea la misma cuestion con una funcidon mas elemental

(funcién constante). La vifieta sucede en la séptima clase.

En la entrevista de planificacion en relacion a este tipo de tareas Juan
indica:
“Dada la derivada hacernos una idea de la funcion, son tareas que no son complicadas, que no son

complicadas, pero vamos si se las pongo son graficamente, esto seria la derivada, donde va a ser
creciente, donde decreciente y si podemos imaginarnos un poco como va a ser la funcion que
evidentemente podemos buscar una funcion paralela y todas sus paralelas no la podemos afianzar hasta

que no sepamos un punto por el que pasa.”

Enunciado de la tarea:
Dada la recta y = -2(x-3), encontrar una funcién cuya derivada sea dicha recta.
Para resolver la tarea: a partir de la ecuacion de la recta se obtiene la funcion,

para reforzar la idea plantea que dada y "= 4 obtener la expresion de .

El didlogo de clase:

P: Hemos dicho, la derivada de una funcion que representa un polinomio de grado 3, ;qué sera? si es de
grado 3, grado 2, seglin esto siempre un grado menos de grado 2, que es una parabola, la derivada es una
recta, una recta, otra recta, pero ya horizontal.

LY al revés? Seriamos nosotros capaces de hacer estas cosas? Si yo doy la derivada, ;podemos encontrar
la funcion? Que es pensarlo al revés.

Una funcién que es una cosa facil. Esta recta. esta recta -2 (x - 3) jsomos capaces de encontrar una
funcion cuya derivada sea esta recta? Estamos pensandolo al revés.;como tendria que ser esa funcion?

E: Una parabola.

La forma en la que Juan plantea la tarea permite conectar de manera
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natural el operador derivada con su inversa. Esta manera de actuar subraya la
concepcidon de Juan sobre el contenido matematico escolar. Juan subraya las
relaciones entre ideas matematicas como una manera de dotar de significado a los

conceptos.

P: Estas diciendo que en el 3 la parabola tiene que tener el vértice porque su pendiente ahi es 0.
Bien, una parabola ;cuando esa funcion va a ser creciente y cuando esa funcion va a ser decreciente?
(cuando van a tener las pendientes positivas esa funcion, y cuando van a tener las pendientes negativas?

estas diciendo que en el 3 la parabola tiene que tener el vértice porque su pendiente ahi es 0. La pardbola
ira hacia arriba o hacia abajo. En general, estara de esta manera o de esta manera. <La parabola sera
concava o convexa>.

E: Esta para abajo.

P: Esté para abajo ;porqué esta para abajo? tendremos que ver la pendiente de la parabola. La parabola
va para arriba, o la parabola va para abajo. Vamos a suponer que aqui la ponemos para arriba y aqui la
ponemos para abajo. En el 2, ;cuanto valdria la derivada en el 2? ;positiva o negativa? Positiva, luego
[a qué parte corresponde?

Va a tener que ir creciendo en las partes en que su pendiente es positiva, o sea hasta el 3, hasta el 3 van
creciendo, porque todas las pendientes aqui van a ser positivas, en el 3 vale 0, y a partir del 3, va a venir

de esta manera.

A esta de aqui <parabola con maximo>, luego efectivamente es una parabola que va hacia abajo
Supongamos que yo pongo esto y'=4 ;Podemos saber cual es y? Dado y'=4, tendria que ser y =4 x, 6
y = 4x +9, 6 y igual a 4x - 18 ;porqué? porque si la derivada es constante Esto de aqui <dada la

funcién y se pude obtener y es lo que hemos intentado que vierais pero un poquito mas

complicado, lo que quiero decir, lo que os quiero hacer ver, es que si nos dan la derivada, nosotros a partir
de la derivada, ya tenemos que saber mucho de la funcién, porque a partir de la derivada, podemos saber

cuando tiene la pendiente positiva, cuando tiene la pendiente cero.

El apoyo de Juan en el significado de las graficas de las funciones y las
traslaciones entre los distintos modos de representaciéon como un medio para
construir el significado de la inversa del operador derivada permite inferir una
concepcion sobre el aprendizaje. La construccion de los conceptos se hace de
forma progresiva, después de potenciar un proceso (operador derivada) se

persigue potenciar otro (operador antidiferenciacion).

En la entrevista de desarrollo respecto a estas tareas Juan comenta:
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“Yo les pedia que hicieran la integral realmente, la integral, la integral indefinida. Para que supieran como
tenia que ser una funcioén que tenia por derivada esto, para que hicieran el proceso inverso a la derivada.
Saben que si la derivada es una recta la funcion tiene que ser una parabola, una parabola que derivandola

diera eso, pues eso es lo Gnico que tenia que saber por la regla de derivacion”

En las lineas 4-8 Juan pretende modelar la inversion del operador
derivada. Lo mismo sucede en las lineas 25-26. Para Juan de la funcion derivada
podemos obtener informacion de la funcion original, en las lineas 27-29. Pero
para la modelacion de la inversion va a usar la funcion derivada, que tiene ya
potenciada su construccion como objeto, por tanto y de acuerdo con lo sefialado
por Asiala et al. (1997) va a desencapsular los significados (graficos y analiticos)
de la funcion derivada, en concreto en la vifieta para los casos particulares de una
recta y una parabola. En esta vifieta por tanto Juan usa significados de la funcion
derivada para dotar de sentido a la idea de “buscar la funcion de la cual y es la

derivada”.

En las lineas 1-3 y 6-8 Juan utiliza la regla de derivacion de las funciones
polinémicas tal y como Juan indica en la entrevista de desarrollo de la unidad
didactica (funcion derivada de un polinomio de grado n es un polinomio de
grado n-1, al revés, si la derivada es un polinomio de grado n la funcién es de
grado n+1, pero referido como recta, parabola, etc). En las lineas 9-24, se
obtienen caracteristicas (monotonia y extremos) de la funcion a partir de
propiedades de la funcién derivada (signo), que es una de las informaciones que
para Asiala et al.(1997) permite resolver el problema “dada y obtener y ”, que
proviene de la desencapsualcion de la funcion derivada:

“Algunas coordinaciones para obtener la grdfica de f: ... el

proceso de mover x a través de un intervalo”,... monotonia de la

funcion y signo de la derivada” (p. 425)

""Pensar en x (variable) moviéndose a través de un intervalo, pensamos que es una caracteristica
de concebir el concepto funcion (en este caso, funcion derivada) como proceso ya que no se reduce a
pensar en puntos concretos.
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En el marco APOS, la inversién de un proceso es un mecanismo de
construccion de nuevo proceso, Juan modela el proceso reciproco o inverso del
operador derivada que es la integracion indefinida (anti-diferenciacion), sin

necesidad de modelar la interiorizacion de acciones para la misma.

La manera en que Juan usa los elementos matematicos integrando lo

grafico y lo analitico puede describirse a través del cuadro siguiente:

Regla de la derivada de una
funcion polindmica. Analitico

Lineas
11-13
Klna funcion es  derivable m Si las pendientes de las rectas

Lineas| tangentes a una curva en un
conjunto A son  positivas
entonces f(x) es creciente en el
conjunto A. Andlogo para el
decrecimiento y ser constante.
Grifico Grifico

podemos trazar la recta tg en Lineas Condicion necesaria de extremo
todos sus puntos y el valor de la | 20-22 | relativo: Si f(x) es derivable ena | 20-21
derivada en cada punto viene | —® | 'y tiene un extremo en a entonces | —
dado por la tangente del angulo la pendiente de la recta tangente

que forma la recta tangente a la en (a, f(a)) es 0.
curva en el punto con la parte
positiva del eje de abscisas.

k Grafico /

V10: Lo grafico como medio para usar la funcion derivada
La situacion descrita en este segmento sucede en la ultima clase de la
unidad didactica cuando ya se han modelado los mecanismos de construccion
descritos hasta este momento. Para resolver la tarea Juan va a usar la funcion
derivada. En esta vifieta Juan intenta poner de manifiesto a sus estudiantes que
el uso de los significados graficos de la funcion derivada son lo suficientemente
potentes como para resolver cualquier tipo de situacion para la inversion del

operador derivada.

En la entrevista de planificacion en relacion a este tipo de tareas Juan
indica:
“Dada la derivada hacernos una idea de la funcién, son tareas que no son complicadas, que no son

complicadas, pero vamos si se las pongo son graficamente, esto seria la derivada, donde va a ser

creciente, donde decreciente y si podemos imaginarnos un poco como va a ser la funciéon que

221



AW N =

—_— O O 0 9 N W

[ —

4.- Resultados José Maria Gavilan Izquierdo

evidentemente podemos buscar una funcion paralela y todas sus paralelas no la podemos afianzar hasta

que no sepamos un punto por el que pasa.”

Enunciado de la tarea:

Dada la grafica de la derivada, esbozar la grafica de la funcion y determinar algunas

propiedades de la funcién que se deducen de la derivada.

[y
d
w

El didlogo en el aula es el siguiente:

P: Hacer lo mismo de antes ;jeh? Lo mismo que hemos hecho antes, poner la tabla de la funcion y a ver
entre qué valores va a ser creciente, entre qué valores va a ser decreciente, etc, etc, etc., o sea, aqui

ponemos, estas son las pendientes y ahora empezaremos ;qué pasa en el 1?7 ;qué pasa entre el 1 y el 27

(qué pasa entre el 2 y el 3? ;o qué pasa por aqui? <en valores de X mayores que 3>.

Con estas indicaciones Juan intenta que sus alumnos puedan interpretar la
informacion que le proporciona la grafica de una funcién (f 7) y poder inferir el

“comportamiento” de la funcion primitiva (f).

Pues ahora vais poniendo los signos y vais a poner donde va a ser creciente, donde va a ser decreciente,

y luego cogéis una funcion que se ajuste a eso.
E: Bueno y si tenemos que decrece crece, tenemos crece decrece jdos minimos? <se completa una
tabla con los signos de la funcién en el dominio de la funcion>.

P: Vamos a ver, claro, esto pasa de decrecer a crecer, minimo, minimo ;dénde?
E:Enel 1.
P:Enel 1.
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Luego pasa crecer a decrecer.

E: maximo.

P: maximo en el 2 ;y luego?

E: De decrecer a crecer, minimo en 3.

P: Minimo en 3. Y luego, luego va creciendo.
E: ;Todo eso?

P: Exactamente no tiene porqué estar en este lado, vamos ni ser rectas.

<el estudiante representa una funcién a trozos dada por segmentos que da una funcioén
continua pero no derivable en los puntos en que se contintian las rectas, 1,2,3>.

P: ;esta funcion <representada por el estudiante> es derivable en el 1? entonces tienes que poner
una funcién que sea derivable en el 1,. por que en el 1 no seria derivable .

E: En el 2 tampoco.

P: En el 2 tampoco.

E: En el 3 tampoco.

P: En el 3 tampoco, no, luego esta funcion no puede ser, rectas asi cortadas de pico no podria ser,
podemos dibujar una funcion que haga esto, pero que sea en todos los puntos derivables y no aqui con
estos picos, con estos puntos angulosos.

Esta funcion no puede ser, rectas asi cortadas de pico no podria ser. Podemos poner, lo que si sabemos

que hasta el 1 va a ser decreciente, del 1 al 2 va a ser creciente, del 2 al 3 decreciente y a partir del 3

creciente otra vez ;eh? Asi es como va a ir, podemos dibujar una funcién que haga esto <trozos de

parabolas que en los puntos 1,2, 3 coinciden pero no con pico sino de forma derivable>.

En esta vifieta Juan modela la desencapsulacion de la funcion derivada
como objeto de la misma manera que hemos indicado en la vifieta anterior (vifieta
9) para obtener la funcion original a partir de la funcidon derivada y algunas

caracteristicas de la funcidon que se deducen de la funcion derivada.

Tall (1996) senala que el célculo puede resumirse como el estudio de
“hacer” y “deshacer'®” de los procesos implicados, para la nocién de razon de
cambio (derivada) propone para la representacion simbolica como “hacer” la
derivada simbolica y su correspondiente “deshacer” es antiderivada (soluciones

simbdlicas de ecuaciones diferenciales), en la representacion grafica como

"2os términos originales son doing e undoing.
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deshacer aparece visualizar la grafica de una funcion a partir del gradiente dado.

A esta ultima situacidn corresponde esta vifieta.

La descripcion de la forma en la que Juan modela el mecanismo de
inversion del operador derivada a través del uso de los elementos matematicos y

modos de representacion se puede representar de la siguiente forma:

ﬁJna funcién es derivable 31\ Si las pendientes de las rectas
podemos trazar la recta tg en ] tangentes a una curva en un
todos sus puntos y el valor de la Lineas | conjunto A  son ~ positivas
derivada en cada punto viene 1-8 entqnces f(x) es creciente en el
dado por la tangente del 4ngulo |—» conjunto  A. Andlogo para el
que forma la recta tangente a la decrecimiento y ser constante.
curva en el punto con la parte Grafico
positiva del eje de abscisas.

\ Grifico / Lineas
18-29
Gna funcion es derivable si rh

esta “quebrada” en dicho punto.
Si esta quebrada no es derivable
en el punto

ey

-

Consideradas en forma conjunta las vifietas 9 y 10, Juan modela el

. : . . D
mecanismo de inversion del operador derivada f——— f*'. De esta manera

aparece un nuevo operador, integral indefinida o anti-diferenciacion, relacionado
con el operador derivada. Juan realiza esta relacion por medio de la modelacion
de la desencapsulacion de la funcion derivada haciendo uso de la grafica y
del modo analitico. Es decir, la construccion del operador integral la lleva a cabo

utilizando la desencapsulacion de la funcion derivada.

Esta forma de introducir el operador integral permite a Juan conectar la

nocion de derivada con la nocion de integral. Podemos identificar caracteristicas
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de la practica de Juan que subyacen en estas vifietas:

- una caracteristica es el predominio de lo grafico para dar significado a
la anti-diferenciacion. El contenido matematico se organiza a partir de las
posibilidades que ofrecen los distintos modos de representacion: el modo
analitico posibilita funciones polindmicas facilmente reconocibles graficamente
y el modo grafico abre el campo a funciones mas generales sobre las que
“visualizar” la inversion del operador derivada, y

- otra caracteristica de la practica de Juan que subyace es que el desarrollo
de la construccion de la nocidon es progresiva en cada concepto (desarrollo
horizontal):

1) el concepto funcion derivada se ha encapsulado y a continuacion en
estas vietas modela la desencapsulacion de dicho objeto usando los
significados, y

i1) Juan modela la inversion del operador derivada a partir de que

previamente se ha modelado su interiorizacion.

Ademas hay una construccion de la nocién de derivada en la que se
relacionan distintos conceptos (desarrollo vertical): para modelar la inversion del
operador derivada usa los significados de la funcion derivada, dichos significados
son usados mediante la modelacién que hace Juan de la desencapsulacion de la
funcion derivada. Los conceptos que conforman la nocion de derivada se

relacionan entre siy la nocion de derivada se relaciona con la nocion de integral.

De todas las vifietas en su conjunto podemos indicar las siguientes

reflexiones sobre la practica de Juan.

En la practica de Juan hay un uso de los sistemas de representacion
integrados, de manera que los significados se construyen relacionando los
significados graficos y analiticos. La tecnologia le da a Juan el soporte necesario

para llevar a cabo esta integracion.

225



4.- Resultados José Maria Gavilan Izquierdo

Respecto a las formas de conocer potenciadas para cada uno de los
conceptos de la nocidn de derivada, la practica de Juan refleja la descomposicion
genética de cada uno de ellos. Tanto para la derivada de una funcion en un punto
como para la funcion derivada se llevan a cabo modelaciones de los mecanismos
de interiorizacion, encapsulacion y desencapsulacion. Los objetos que se
potencian se construyen a partir de los significados interiorizados. Las
desencapsulaciones que modela Juan posibilitan el uso de los significados. Para
el operador derivada Juan modela el mecanismo de interiorizacion e inversion,
sin llegar a potenciarlo como objeto. La modelacion de Juan del mecanismo de

inversion lleva a introducir el significado de la “anti-diferenciacion”.

Considerando la organizacion de los conceptos que conforman la nocion
de derivada, en la practica de Juan los conceptos se construyen unos a partir de
otros:

- la idea de funcion derivada se construye a partir de los significados de

la derivada de una funcién en un punto,

- el operador derivada se introduce a partir de la funcion derivada, y

- el operador integral indefinida (anti-diferenciacion) se introduce a partir

de los significados del operador derivada y usando el significado de la

funcion derivada.

Esta forma de organizar la nocidn de derivada alrededor de los conceptos
involucrados mediante relaciones es otra caracteristica de la practica de Juan.

Juan ve el desarrollo de la derivada como progresivo vertical.

De esta manera se subrayan algunas caracteristicas de la practica de Juan:
el uso integrado de los sistemas de representacion, el desarrollo de los conceptos
es progresivo y la importancia dada por Juan a la idea de “relacion”. Estas
caracteristicas son una manifestacion de las concepciones de Juan respecto a las

matematicas escolares y al aprendizaje.
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3.- LA PERSPECTIVA DE LA PRACTICA DE JUAN:
PERSPECTIVA HOLISTICA

Consideramos la perspectiva de la practica del profesor como “lo que subyace”
a su practica. La perspectiva de la practica del profesor hace referencia a los
aspectos que caracterizan su practica cuando se considera la potenciacion de la
construccion de conceptos. Vamos a caracterizar la perspectiva de la practica del
profesor a partir de la modelacion de la descomposicion genética de la nocion de

derivada.

La perspectiva de la practica es un “constructo” teorico definido por un
“conglomerado” de ideas agrupadas en dos dimensiones:

- como concibe el profesor el desarrollo de la comprension: concepcion
sobre el aprendizaje de los conceptos visto a través de los mecanismos de
construccion del conocimiento que se potencia, secuencia y relaciones y
su justificacion.

- su vision de las matematicas: concepcion de las matematicas como
objeto de enseflanza y aprendizaje visto a través de como organiza el

contenido matematico para ensefiarlo.

Las inferencias sobre estas dimensiones la hemos realizado mediante el
uso de las variables siguientes:

- La forma en que usa los sistemas de representacion como instrumentos

de la practica.

- Como el profesor organiza los distintos conceptos matematicos y como

establece relaciones entre ellos.

- Formas de conocer que parece potenciar mediante las modelaciones de

los mecanismos de construccion.

El andlisis de la practica de Juan permite identificar el “posicionamiento”
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de Juan en cada una de las dimensiones que definen la idea de “perspectiva de la
practica” en general. Con este objetivo describimos los valores de las tres

variables utilizadas para la inferencia sobre dichas dimensiones.

En relacion al uso de los sistemas de representacion como instrumentos
de la practica, podemos sefalar que Juan promueve en sus estudiantes la
integracion de lo analitico y lo grafico. Cuando el concepto que se maneja admite
las dos representaciones, Juan utiliza las dos representaciones y lo hace de forma
integrada, realizando una sintesis de los modos de representacion. Algunas de las
situaciones de integracion de lo grafico y analitico se facilita a través del uso del
software. Juan pretende con su manera de actuar hacer visibles las ideas
subyacentes y que los significados de los conceptos en los diferentes sistemas de
representacion aparezcan vinculados. Sobre esta caracteristica de integracion de
modos de representacion Juan empieza a construir el significado de “relacion”,
haciendo visible la relacion entre los significados graficos y analiticos y la
sintesis de los modos de representacion. Esta manera de proceder de Juan
manifiesta una concepcion sobre las matematicas en las que el contenido
matematico se organiza alrededor de los distintos significados de los conceptos
y sus traslaciones. Ademas pone de manifiesto una concepcion del aprendizaje
de las matemadticas en el que los conceptos se construyen con significados

vinculados en las traslaciones entre las distintas representaciones.

Respecto a la organizacion de los distintos conceptos vinculados a la
nocion de derivada en la practica de Juan se pone de manifiesto que la
construccion de la nocién de derivada a través de los distintos conceptos
(derivada de una funcion en un punto, funcion derivada, operador derivada) se

lleva a cabo estableciendo relaciones entre ellos.

Juan se apoya en unos significados para proceder a la construccion de los

significados de nuevos conceptos. Juan considera necesario hacer explicito el
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paso de la derivada de una funcién en un punto (f'(a)) a la idea de “funcion
derivada” (f'(x)) apoyandose en el significado de f'(a) construido
independientemente de la representacion. Del mismo modo Juan hace explicito
el significado del operador derivada a partir de los significados de la funcion
derivada. La forma de actuar de Juan pone de manifiesto su interés en hacer
visibles las relaciones entre conceptos mediante la manera en la que se apoya en:
- la derivada de una funcion en un punto para mostrar el significado de la
funcion derivada,
- la forma en que se apoya en el significado de la funcion derivada para
mostrar el significado del operador derivada, y

- el operador anti-diferenciacion a partir del operador derivada

Esta manera de actuar de Juan pone de manifiesto coémo organiza el
contenido matematico, la funcidn derivada se organiza alrededor de la derivada
de una funcién en un punto mediante “generalizacion a todos los puntos” y el
operador derivada a partir de la funcién derivada mediante “generalizacion a
todas las funciones”. Juan subraya las relaciones entre ideas matematicas como

una manera de dotar de significado a los conceptos.

Esta forma de proceder pone de manifiesto una concepcion de las
matematicas como objeto de ensefianza y aprendizaje en la que las matematicas
estan formadas por conceptos relacionados entre si, formando una red integrada.
Las relaciones entre conceptos ayudan a vincular determinados significados a los

conceptos.

La construccion de la idea de “relacion” en la practica de Juan aparece
ahora vinculada a los distintos conceptos: los objetos de un nivel (de un
concepto) se relacionan con las acciones de un nivel superior (otro concepto).
Juan pretende que sus alumnos puedan realizar una construccion de los conceptos

teniendo en cuenta de manera implicita las relaciones que se prescriben en el

229



4.- Resultados José Maria Gavilan Izquierdo

marco APOS.

En el cuadro 4.2 las flechas en sentido vertical indican las relaciones entre
los distintos conceptos, esta manera de actuar de Juan pone de manifiesto una
concepciodn del aprendizaje constructivista entre conceptos, el desarrollo entre

conceptos es progresivo vertical.

Respecto a las formas de conocer que se potencian, la practica de Juan
potencia una construccion progresiva para cada uno de los conceptos de lanocion
de derivada. Para la derivada de una funcion en un punto la progresion que sigue
Juan en las formas de conocer es accion-proceso-objeto, al igual que en el caso
de la funcién derivada. Para el operador derivada se potencia la forma de conocer
proceso. Haciendo uso de los objetos construidos con el fin de afianzar los

significados.

Juan respecto a las formas de conocer que se potencian en cada concepto
matematico, manifiesta su interés en que sus alumnos construyan los significados
de conceptos teniendo en cuenta de manera implicita la descomposicion genética
del concepto. El desarrollo progresivo en cada concepto es otra manifestacion de
una concepcion del aprendizaje constructivista para un concepto matematico. En
el cuadro 4.2 las flechas en sentido horizontal indican las relaciones entre las
distintas formas de conocer potenciadas. El desarrollo de cada concepto es

progresivo horizontal.
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7 x> 7 x>

Accién ---» Proceso ----» Objeto

La derivada de una funcién en un punto

<< N <£<£ D

Objeto «--- Proceso <---  Accién
La funcién derivada

7 x>

Accion ----» Proceso

El operador derivada

Proceso
La anti-diferenciacion

Cuadro 4.2 Relaciones entre conceptos y
formas de conocerlos

En un intento de fundamentar psicologicamente la practica de ensefianza,
Ernest (1989 b) propone un modelo de estructura cognitiva en el que las creencias
se consideran separadas del conocimiento. Segun este autor pueden caracterizarse
distintas visiones de las matematicas, entre ellas la basada en el “falibilismo”".
En esta vision, se enfatiza la practica de los matematicos en la que son tan
importante los productos como los procesos matematicos. Una caracteristica
viene dada por las “conexiones”, valorando las relaciones y la tendencia a ser
holisticas (Ernest, 1996). Basandose en esta aproximacion, Golafshani (2004)
caracteriza una vision constructivista de las matematicas en la que se ven como
en continuo crecimiento, cambiantes y revisables. El modo de instruccion permita

a los estudiantes explorar e investigar mientras el profesor es un facilitador. La

resolucion de problemas es central en esta ensefianza y las actividades propuestas

“Considera que el conocimiento matematico es “falible” y por tanto sujeto a
revision, inspirada en el “cuasi-empirismo” de Lakatos (1978)
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requieren razonar y pensamiento creativo, obtener y aplicar informacion,
descubrir, inventar y comunicar y validar ideas (a partir de Thompson, 1992). La
vision de las matematicas escolares que incorpora todas estas caracteristicas son
las pretendidas en las reformas propugnadas por la NCTM (1980, 1989). Por otro
lado, centrandonos en la vision del aprendizaje matematico, Wilson y Cooney
(2002) sefialan que en las investigaciones sobre creencias de profesores el papel
desempenado por dicha vision, particularmente sobre como aprenden los
estudiantes, desempefian un papel cada vez mas preponderante. Caracterizan una
vision “relativista” de la ensefianza de las matemaéticas en la que lo mas
importante es la comprension del estudiante, contrasta esta vision con una
orientacion “dualistica” hacia la ensefianza caracterizada por poner en énfasis en

los productos, tales como la adquisicion de procedimientos sin significados.

En nuestro caso, la practica de Juan hace explicita la idea de “relacion” a
lo largo de toda la unidad didactica. Las diferentes formas de visualizar la idea
de relacién en la practica de Juan vienen dadas por: relaciones entre significados
en distintos modos de representacion, relaciones entre los diferentes conceptos
que conforman la nocién de derivada, y relaciones entre las distintas formas de
conocer potenciadas para cada concepto. Esta forma de proceder haciendo
explicito el significado de “relacion” es una manifestacion de las concepciones
que sobre las matemadticas escolares y sobre el aprendizaje de las matematicas que
justifican la practica de Juan. De esta forma en Juan una determinada concepcion
sobre las matematicas escolares tiene relacion con una determinada concepcion

sobre el aprendizaje de las matematicas.

Las dos dimensiones de la “perspectiva” se manifiestan en la practica de
Juan de la siguiente forma. La practica de Juan se apoya en la potenciacion de la
idea de “aproximacion” que se hace visible con el paso al limite para la derivada
de una funcién en un punto (f'(a)). Ademas potencia laidea de “generalizacion”,

tanto cuando se trata “a todos los puntos” para construir la funcion derivada,
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como para “todas las funciones” para dar significado al operador derivada.
Cuando Juan trabaja el concepto de funcion derivada y operador derivada, el
papel que la idea de “paso al limite” jugaba en la construccion de la derivada de
una funcién en un punto, lo realiza en estos nuevos conceptos la idea de
“generalizacion”. Podemos decir que las ideas matematicas que subyacen para
Juan en la nociéon de derivada desde el punto de vista de su ensefianza en este
nivel (Bachillerato) son: “aproximacion, paso al limite, (doble)generalizacion a

todos los puntos-a todas las funciones”.

La concepcidon de las matematicas escolares de Juan se apoya en la
“riqueza de relaciones” y eso es coherente con su vision del aprendizaje apoyada
en procesos de construccion de conocimiento, de ahi que la practica de Juan
(13 2 b . L4

muestre” un mundo de relaciones entre las ideas matemadticas o entre las

distintas formas de conocer que potencia con su practica.

De manera resumida podemos por tanto caracterizar la perspectiva de la
practica de Juan en funcion de las dos dimensiones consideradas:

a) Las concepciones sobre el aprendizaje que se infieren de la practica de
Juan. Para Juan la construccion o desarrollo de los conceptos matematicos es
progresivo y conectado. Progresivo para la construccién de cada concepto, y
progresivo entre los distintos conceptos. La sintesis de los modos de
representacion juega un papel fundamental en la construccion. Juan considera

necesario potenciar la construccion de los conceptos como objeto.

b) La vision de las matematicas escolares que se infiere de la practica de
Juan. Para Juan las matematicas son algo mas que un conjunto de reglas y
procedimientos para recordar, son un conjunto de conceptos con significados
vinculados y con diferentes representaciones, e interconectados entre si, donde
un concepto estd relacionado con otros conceptos formando una red de

conceptos.
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4- EL CASO DE MARiA: LA MODELACION DE LA
DESCOMPOSICION GENETICA DE LA NOCION DE DERIVADA
EN LA PRACTICA DE MARIA

En este apartado vamos a describir los resultados del andlisis de la practica
de Maria. La modelacion realizada por Maria de la descomposicion genética de
la nocion derivada viene dada en términos de mecanismos de construccion y su
secuencia-relaciones. Maria modela mecanismos de construccion para la derivada
de una funcioén en un punto, la funcién derivada y el operador derivada. Algunos
de estos conceptos aparecen relacionados, al menos una parte de ellos. Las
relaciones se establecen entre la derivada de una funcion en un punto y funcion
derivada (mediante reglas), mientras que el operador derivada no se relaciona con
los otros dos conceptos. En el cuadro siguiente se indican los mecanismos
modelados por Maria para los diferentes conceptos de la nocion de derivada y sus

relaciones.

Operador derivada

IR Invag
Interiorizacion Inversion
Relacion entre

PN Mecanismos de

construccion

Funcién derivada
Relacion entre

L Mecanismos de
Interiorizacion construccién de
conceptos

diferentes

Derivada de una
funcién en un punto

Ia, Ig
Interiorizacion

AgR=Accion grafica regla Ia=Interiorizacion analitica
Aal=Accion analitica limite Ig=Interiorizacion grafica
AaR=Accién analitica regla IR=Interiorizacion regla
Aag=Accion analitico-grafico Invag=Inversion analitico-grafico

Cuadro 4.6 Modelacién de mecanismos de construccion
en la practica de Maria
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En el cuadro anterior de la modelacion de la descomposicion genética de
lanocion de derivada, ademas de los mecanismos de construccion hemos incluido
las modelaciones que hace Maria de la derivada de una funcion en un punto como
acciones (sefialadas con una elipse). Lo hemos hecho asi porque en el caso de
Maria hemos identificado algunas modelaciones de acciones que no se
interiorizan. Las modelaciones de acciones se identifican al principio de la unidad
didactica, lo que es acorde con el marco APOS, en el que las acciones marcan el
principio para la construccion de un concepto (Dubinsky, 1996; Asiala et al.,
1996). Esta modelacion de acciones desvinculadas del mecanismo de
interiorizacion pone de manifiesto el interés de Maria en la formulacion de

“reglas” vinculadas a los conceptos.

Maria modela la interiorizacidon y algunas acciones (no interiorizadas) para
la derivada de una funcién en un punto. Los significados interiorizados y las
aciones no interiorizadas no guardan relacion alguna, hay una separacion entre
ambas, en este sentido entendemos que no hay progresion en las formas de
conocer potenciadas para el concepto. Los significados se interiorizan mediante
el paso al limite. Lo esencial en la practica de Maria es el disponer de un
procedimiento de calculo siempre que sea posible, y si es necesario “pegar’” un
significado de naturaleza geométrica. No se hace uso de los significados de la
derivada de una funcién en un punto. Maria no modela otros mecanismos para

la derivada de una funcién en un punto.

Maria modela para la funcion derivada el mecanismo de interiorizacion a
partir de las acciones de la derivada de una funcién en un punto dadas por una
regla (regla de los cuatro pasos). La funcion derivada se potencia mediante la
generalizacion a una variable x de la regla dada para un punto. De esta forma se
pone de manifiesto el interés de Maria en vincular “reglas” a los diferentes
conceptos. Para el operador derivada Maria modela los mecanismos de

interiorizacion € inversion.
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De esta manera la construccion de la derivada de una funcién en un punto
que potencia la practica de Maria es como proceso y como accion, para la funcion
derivaday para el operador derivada potencia la construccidon como proceso. Una
caracteristica de la practica de Maria es la no integracion entre lo analitico y lo
grafico en las modelaciones de mecanismos y acciones, si aparecen ambas
representaciones predomina la analitica y el significado geométrico es meramente

“testimonial”.

Como hemos indicado, Maria modela diferentes acciones para la derivada
de una funcién en un punto. Maria modela el mecanismo de interiorizacion
grafica (Ig: la recta tangente a la curva en un punto como limite de rectas
secantes) a partir de las acciones analiticas-graficas y el mecanismo de
interiorizacion analitica (Ia: la tasa de variacidn instantdnea en un punto como
limite de las tasas de variacion media) a partir de las acciones analiticas. Las
acciones modeladas y no interiorizadas vienen dadas por reglas para obtener el
numero f'(a), AaL (regla de los cuatro pasos) y AgR (la derivada de una funcion
en un punto es la pendiente de la recta tangente). La relacion entre ambas

desempefia un papel minimo en la practica de Maria.

Para la funcion derivada Maria generaliza la derivada de una funcién en

fash=f@y g,

un punto dada por un limite como regla /' (a) = lim

h—0
es la conexion entre la derivada de una funcion en un punto y la funcion derivada.
De esta forma la modelacion del mecanismo de interiorizacion permite a Maria
introducir la funcién derivada como generalizacion de una regla. La regla
introducida calcula la derivada de una funcién en un punto como limite en 4

pasos'. La generalizacion para cualquier x permite obtener una regla general.

'Los cuatro pasos para calcular f (a) son: 1) calcular f(a+h) y f(a), 2) calcular f(a+h)-f(a), 3)
calcular (f(a+h)-f(a))/h, y 4) calcular lim(h tiende a 0)(f(a+h)-f(a))/h.

236



4.- Resultados José Maria Gavilan Izquierdo

Dicha regla para un x genérico potencia la funcidon derivada como proceso. Por
tanto, Maria utiliza la regla de la derivada de una funcién en un punto para
producir valores concretos de la funcion derivada (generalizacion). Esta
construccion potenciada por la practica de Maria no se relaciona con el operador
derivada. Esta forma de proceder enfatizando la regla de los cuatro pasos hace
que los significados geométricos que se pueden vincular no pasen de

“testimoniales”.

Para el operador derivada, Maria modela el mecanismo de interiorizacion
a partir de reglas de derivacion. Maria proporciona las reglas de derivacion de las
funciones elementales y de las operaciones entre funciones (suma, resta,
producto, cociente, composicion y reciproca de una funcion). El sistema de
representacion usado es analitico. Una vez modelado el mecanismo de
interiorizacion, Maria modela el mecanismo de inversion del operador derivada.
El mecanismo de construccion de inversién de un proceso construye un nuevo
proceso, en este caso se modela la inversion del operador derivada, lo que
permite la consideracion de la integracion indefinida (anti-diferenciacién) como
un proceso sin necesidad de modelar las acciones y su mecanismo de
interiorizacion. Maria modela este mecanismo de inversion del operador derivada

colocando el énfasis en la “regla” de “reducir un grado el exponente”.

Aparecen varios aspectos de la practica de Maria que aportan informacion
sobre la perspectiva de la practica de Maria: 1) Maria modela mecanismos que no
se relacionan con otros mecanismos, ii) Maria modela acciones que no se
interiorizan y no relacionadas con las acciones interiorizadas (procesos), y iii)

papel poco relevante de los significados geométricos.

En el siguiente cuadro (cuadro 4.7) se esquematiza para cada concepto las
relaciones entre las formas de conocer potenciadas y las relaciones entre los

distintos conceptos que conforman la nocion de derivada.
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7 x>

Accién ----» Proceso Accion (AalL)

La derivada de una funcién en un punto

Proceso

La funcion derivada

7 x>

Accion ----» Proceso

El operador derivada

Proceso
La anti-diferenciacion

Cuadro 4.7 Relaciones entre conceptos
y formas de conocerlos

Consideramos que la practica de Maria se caracteriza por el énfasis dado
a las reglas y procedimientos para calcular, y la poca presencia de relaciones
significativas (entre representaciones, formas de conocer y distintos conceptos).
La falta de relaciones se observa, por ejemplo, en la construccion “separada”de
f’(a), f'(x)y del operador derivada y en que la relacion entre f "(a) y £ '(x) es
por generalizacion de una regla. Los significados interiorizados de f "(a) no
aparecen para apoyar la construccion de f (x). Esta manera de actuar parece
apoyarse en las concepciones que mantiene Maria respecto a las matematicas

escolares y sobre el aprendizaje de nociones matematicas.

En el cuadro siguiente (cuadro 4.8) se esquematizan las formas de
conocer potenciadas para cada concepto y las relaciones, junto con el uso de los
sistemas de representacion e ideas “visibles” en las que se apoya. Indicamos las

vifietas que nos proporcionan las evidencias empiricas para nuestra inferencia.
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Nocion de derivada

La accion f “(a)
V1 El proceso f "(a) Lo analitico y lo grafico
V2 Lo analitico y lo grafico vs Por separado
V3  por separado
V4 El limite como regla
El paso al limite V6

El proceso f “(x)
Lo analitico
V7
Generalizacion
de unaregla

El proceso

“Operador derivada”
V8 Lo analitico a través de reglas

V9

“La integracion”
COMO proceso
Lo analitico

Cuadro 4.8 Organizacién de las vifietas: formas de conocer,
modos de representacion e ideas

En el siguiente punto detallamos las evidencias empiricas que permiten
caracterizar la practica de Maria. Estas evidencias empiricas tendran la forma de
vifietas que nos permitiran ejemplificar aspectos de la practica de Maria desde los
que inferir lo que fundamenta su practica. El hecho de mirar la practica de Maria
a través de la “modelacion que realiza de la descomposicion genética de la
nocidon” permite ordenar las vifietas siguiendo el orden de los mecanismos que
modela. Maria no sigue estrictamente el orden de modelacion que se prescribe en
la caracterizacion de la idea de comprension en el marco APOS, ya que modela
acciones no interiorizadas, y salvo el mecanismo de inversiéon s6lo modela

interiorizaciones.

Indicamos a continuacién los dias y las vifietas de la gestion de Maria.
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Dias 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12

Vifietas | V1 V2 V4 V8. .. ... V9
V3 V6
V5 Vi

En cada vifieta se indican:
- la tarea y/o el grupo de tareas con las que se desarrolla el segmento de
ensefianza presentado,
- organizacion del contenido (desde la entrevista de planificacion y de la unidad
didactica),
- discurso en el aula (lo que el profesor dice y hace en el aula), y
- como justifica la gestion realizada.
En cada vifieta indicaremos la inferencia realizada sobre la modelacion del
mecanismo de construccién que realiza el profesor mediante los elementos

matematicos y sistemas de representacion (instrumentos de la préctica).

Esta seccion la hemos organizado en tres apartados, 1) derivada de una
funcion en un punto, ii) La funcién derivada como proceso, y iii) del operador

derivada a la integracion.

4.1.-Derivada de una funcion en un punto

En este primer apartado describimos como Maria modela Ia
descomposicion genética relativa a la derivada de una funcion en un punto. Se
organiza en dos partes. La primera parte se centra en las modelaciones que
potencian la derivada de una funcién en un punto como proceso a través del paso

al limite de las secantes y de las tasas de variacidn, pero por separado.

La segunda parte trata de las modelaciones de acciones de la derivada de
una funcidn en un punto y que no llevan a otra forma de conocer. Maria modela

por separado el mecanismo de interiorizacidon de una funcion en un punto y la
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derivada de una funcién en un punto como accion.

Por tanto la construccion de la derivada de una funcion en un punto no es
progresiva, sino que hay una ruptura entre las dos formas de conocer potenciadas
(accion y proceso). Maria parte de modelar la derivada de una funcién en un
punto mediante una regla dada por un limite (regla de los cuatro pasos) para
llegar a modelar el mecanismo de interiorizacion para la funcion derivada

mediante una regla.

4.1.1.- La derivada de una funcion en un punto como proceso

En este apartado incluimos las modelaciones que realiza Maria de los
mecanismos de interiorizacion de la derivada de una funcion en un punto. En la
practica Maria modela diferentes acciones, de algunas acciones modela su
interiorizacion y de otras acciones no. La modelacion de las acciones las
incluimos separadas de la modelacion del mecanismo de interiorizacion de las
mismas por la importancia dada por Maria a esta forma de conocer. Maria modela

la interiorizacion de las acciones a través del paso al limite.

Los significados graficos y analiticos aparecen separados en las
modelaciones de la interiorizacion. Unicamente se integran lo grafico y lo
analitico en la modelacion de acciones. Estas modelaciones se identifican en la

primera parte del desarrollo de la unidad didactica.

V1: Laintroduccion de la tasa de variacion media como proceso en
un contexto analitico
La situacion descrita en esta vifieta tiene lugar en la primera clase de la
unidad didactica. En esta vifieta Maria pretende introducir la derivada de una
funcién en un punto usando un contexto de velocidad. Las funciones vienen
dadas por su expresion algebraica. Maria representa las funciones y pide que se

calculen velocidades medias en determinados trayectos y generaliza a la nocion

241



0 N N L kW N

— e
A WO = O O

4.- Resultados José Maria Gavilan Izquierdo

de tasa de variacion media en un intervalo.

En la entrevista de planificaciéon Maria indica sobre esta tarea:
“La tasa de variacion media, se la pretendo introducir pues a través de darle dos funciones con sus
graficas que ellos ademas las dibujan, es decir, yo les doy las funciones y ellos las dibujan y les planteo
el problema sobre que si fuesen por ejemplo la trayectoria de 2 mdviles... les planteo que calculen la
velocidad media en un intervalo tanto para un caso como para otro, no? y una vez que me hayan calculado

las velocidades medias en los distintos intervalos, no? bueno pues les hago ver que como uno lleva una

. . . , . . 29
velocidad media, es decir, como se calculan las velocidades medias™ .

Enunciado de la tarea:
Consideremos moviles cuyos movimientos siguen las ecuaciones y=x* y=raiz(x),
tenéis que dibujar sus “trayectorias” [se refiere a la relacion tiempo-espacio], y

calcular sus velocidades medias en las cuatro primeras horas.

Maria representa graficamente las funciones y realiza los célculos que se

piden en la tarea.

El didlogo se centra inicialmente en el intento de Maria de que los

alumnos calculen la velocidad media para la funcién f(x)=x".

P: La velocidad media, es decir, tendras que calcular el espacio que recorre, éste es el espacio y éste es
el tiempo <Eje x: tiempo, Eje y: espacio>, tendras que ver el espacio que ha recorrido en las cuatro
primeras horas partido por el tiempo que ha tardado. Venga las velocidades medias.

E: Pero ;como lo calculas? jcomo se calcula?

P: ;td como calculas la velocidad media? El espacio que ha recorrido partido por el tiempo que has
tardado.

A lo mejor no esta claro que en este ejercicio la x corresponde al tiempo /eh? hay quien no lo tiene claro
(no? pues venga la x corresponde al tiempo y la 'y ;corresponde? Al espacio que recorre, entonces como
se calcula una velocidad. O dicho de otra manera el espacio que recorre en esas cuatro horas partido
(por?

E: Por el tiempo.

P: El tiempo que tarda en recorrer ese espacio. Pues venga, qué espacio va a recorrer en esas cuatro horas,
venga hacerlo para cada una de las ecuaciones de los movimientos.Podemos medirlo en kilometros por

hora no?
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E: (El espacio?

P: El espacio en kilometros y el tiempo en horas porque como te lo he dicho ya en horas el tiempo.
Luego a las cuatro horas ha recorrido 16 kilometros, por tanto la velocidad media entre 0 y 4 ;jno? en el
intervalo [0, 4] ha sido, pues a 16 que es lo que ha recorrido .

E: 4

P: {como?

E: menos 4.

P: Le quitamos 0 que ha recorrido en el minuto 0, 4 menos 0, como ti decias muy bien, a ver, espacio
final menos espacio inicial /no era eso? Partido por tiempo final menos tiempo inicial. En definitiva ;qué
os ha dado?

E: 4.

P: 4 (qué?

E: kilometros por hora.

Posteriormente Maria centra la atencion de sus alumnos en el calculo de

la velocidad media en el intervalo [0, 4] en el caso del segundo movil.

P: En la otra, cuando la x vale 4 la y vale 2 ;no? entonces la velocidad aqui entre 0 y 4 ha sido ha sido

E: 2 partido de 4.

P: 0.5 ;no? kilémetros-hora. Bien, hacerlo ahora entre, entre la cuarta y la novena hora. <Dej aun

tiempo para hacerlo>.

El foco sigue siendo el calculo de la velocidad media en otro intervalo.

El espacio final menos el espacio inicial partido del tiempo final menos el tiempo inicial ;jno? ;no hemos
hecho eso? Y aqui igual ;jno? (2-0)/(4-0) ;vale? Y quiero que hagais lo mismo, que ya lo habréis
hecho, ;no? entre la cuarta y la novena.

Nosotros vamos a hablar solamente de intervalos y como varia la funcion, en vez de llamarle velocidad

media le vamos a poner ahora la tasa de variacion media. <Calculan la tasa de variacion media

en el intervalo [0,4]]>.

Bien, en general, en general la tasa de variacion media en un intervalo [a, b] ;quién seria?
E: f(b)-f(a).
P: Pues copiarlo eso, (f(b)-f(a))/(b-a).

Maria con esta ultima intervencion pretende generalizar los calculos
realizados en el caso del intervalo [a, b] y por tanto simbolizar la idea de tasa de

variacion media
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En las lineas 5-6, 22-24, 32 y ss, 35 y ss. Maria modela una accion para
la derivada de una funcion en un punto dada por la tasa de variacion media en un
intervalo. Esta inferencia se basa en la descripcion que hace Asiala et al. (1997)
sobre dicha forma de conocer para este concepto derivada de una funcion en un
punto:

“Ib. Analitico: la accion de calcular la media de la razon de

cambio a traves del calculo del cociente incremental en un

punto’.” (p. 407)

La modelacion realizada por Maria mediante los instrumentos de la

practica puede ser representada de la siguiente manera:

Tasa de variacion media en
un intervalo [a, b] viene
dada por el cociente (f{b)-

fla))/(b-2)  Analitico

Esta forma de actuar es caracteristica de la practica de Maria en la que a
partir de unos ejemplos particulares intenta “mostrar” a sus alumnos cémo se
calcula, en este caso, la tasa de variacion media. Desde el punto de vista de
construccion de los significados podemos suponer que Maria intenta que sus
alumnos construyan como proceso el significado de la tasa de variaciéon media al

vincular la realizacion de los casos particulares a la notacion general.

V2: La tasa de variacion media como proceso: la integracion de lo

grafico y lo analitico
La situacion descrita en esta vifieta tiene lugar en la segunda clase de la
unidad did4ctica. Maria introduce la tasa de variacion media y lo vincula al

significado grafico dado por la pendiente de la recta secante a la curva en dos

2Ver pagina 95.
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puntos. Como indica Maria su objetivo aqui es dotar de significado geométrico
al nimero dado por la tasa de variacién media. Es por tanto objetivo explicito de

Maria vincular la 1dea de tasa de variacion media calculada como

f@)-f (a%_ g, con la idea de pendiente de la recta secante, en lo que se

perfila la integracion de lo grafico y lo analitico.

En la entrevista de planificacion Maria indica sobre esta tarea:

“Ellos en casa perfeccionen sobre cual es la interpretacion geométrica de la tasa de variacion media, es
decir, qué representa la tasa de variaciéon media en la grafica, es decir, qué es la grafica de la tasa de
variacion media y lo que pretendo es que me digan que es la pendiente de la recta secante que une esos

dos puntos, es lo que pretendo que me digan, pero bueno, a ver si ellos intentan graficamente ver ese

I r 7 29
numero qué es en la grafica

Enunciado de la tarea:
Interpretar geométricamente la tasa de variacion media de una funcién en un intervalo.
Calcula la T.V:M. de f(x)=3x-2 en los intervalos [-1, 2], [1, 3] y [-3, 4]. Justifica por qué

obtienes el mismo resultado (pagina 286, tarea 80).

f(b)

Para resolver la primera parte representa graficamente una funcion
arbitraria, como en la figura anterior y los puntos A (a, f(a)) y B (b, f(b)).
Después representa f(x)= 3x-2 y se calculan las tasas de variacion media en los

intervalos.

En cierta medida el uso simultaneo de un caso genérico (el dibujo de una
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funcion arbitraria) y de un caso particular (f(x)=3x-2) para mostrar la vinculacion
entre el significado analitico y lo grafico puede ser entendida como un intento de
Maria de que sus alumnos construyan como proceso (esta vez integrando lo

grafico) la idea de tasa de variacion media.

El didlogo de clase:
P: Interpretar geométricamente la tasa de variacion media de una funcién en un intervalo.
Para hacer esto, aparte de todo lo que hemos hecho durante la clase <Maria hace un dibujo y
calcula la tasa de variacion media >, lo penséis, vosotros dibujar una grafica de una funcién ¢eh?

hallar la tasa de variacion media entre dos puntos y ahora ver el numero que os da, qué es exactamente,

que se puede, ese niimero qué es en la grafica. Para ayudaros os propongo también un ejercicio que esta
en la pagina 286 del libro y es el niimero, las cuestiones tedricas, el numero 80.<Maria pregunta si
algun estudiante sabe qué es>

Cristina. A ver.

E: Es la pendiente en un intervalo.

Maria intenta explicitar el significado geométrico de la idea de pendiente

de la recta secante con sus alumnos usando un ejemplo genérico.

P: A ver, a ver, serias capaz de hacer un dibujo, de hacer un dibujo y sobre el dibujo.

E: Yo he puesto, la pendiente del segmento que une los puntos del intervalo.

P: Vale, venga, utiliza este dibujo para que se vea mejor, Juan Miguel, escribe a y b a los puntos del
intervalo. Bueno, eso es y ahora pon la abscisas del punto, la abscisas del punto a. Vamos a llamarla a
pequeila, a la abscisas, a la x, a la x del punto A. Venga, vale (f(a) quién seria?;donde estaria f(a)? Ponlo

y ahi f(b) <representando graficamente f(x) y los puntos A y B> ;vale? Ahora, ;qué es la tasa

de variacion media?

En este momento intenta mostrar como quedaria reflejada la tasa de
variacion media en la graficay para ello intenta trasladar la expresiones genéricas
usadas, f(b)-f(a) y b-a a la grafica.

Pues pon la expresion que pusimos ayer: tasa de variacion media en "ab", en el intervalo [a,b].
Pon en el dibujo quién es f(b) - f(a). (quién seria?, f(b)-f(a), sobre el dibujo.
E: Seria esto ;no? <diferencia de ordenadas>.

P: Eso, eso es, perfecto.

Y lo que estamos viendo en el dibujo ¢, qué significa? Esto es f(b) - f(a) ;vale? ; quién es b-a? Sobre el
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dibujo <Diferencias de abscisa y ordenadas>. Ponlo, y ahora el cociente. La tasa de variacién
media es el cociente entre f(b) - f(a) y b-a. {no? y eso ;qué es?

E: La tangente.

Finalmente vincula la expresion (f(b)-f(a))/(b-a) a su significado
geométrico como la pendiente de la recta secante.

P: La pendiente que es la tangente del angulo ;no? Si yo esto <f(b) - f(a)> lo divido entre esto <b-a>,
pues se ha formado ahi un tridangulo rectangulo. Es la pendiente de la recta que une los puntos, que une

los puntos, los puntos A y B. Lo que ta habias dicho. <Deja un tiempo y los estudiantes

resuelvan el problema 80>.

Maria pasa a continuacion a resolver el problema de la funcién particular
vinculando el significado como pendiente de la recta secante con el valor de la

tasa de variacion media en esta funcion concreta (cuya grafica es una recta).

P: A ver, Samuel, tu has dicho que has hecho el problema 80. ;Qué te sale? ; Qué es la tasa de variacion
media en cada uno de los intervalos?

E: Tres.

P: ;tres?

E: El del 80 es tres.

P: ;en todos los intervalos? Esta bien, te sale bien.

Dice el problema, justifica por qué obtienes el mismo resultado
E: Porque es una funcion lineal.

P: Porque es una funcion lineal .

E: Es una recta.

P: Es una recta. Bueno, y qué?

E: Pues, que cada intervalo que pongas te va a salir lo mismo.

P: Porque a lo largo de toda la recta la pendiente es la misma.

En la entrevista de desarrollo Maria dice:

“La tasa de variacion media como pendiente de la recta por esos dos puntos, se hace un trasvase entre el

cociente y el concepto, es un aprendizaje mas amplio.”

Con esta idea Maria pone de manifiesto que para la tasa de variacion
media la integracion de lo analitico y grafico es importante para que los alumnos

construyan el significado. Sin embargo hay que resefiar que mientras en la
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introduccidn de la idea de tasa de variacién media con lo analitico la secuencia
fue de lo particular a lo general, cuando realiza la integracion de los significados
geométrico y analitico de la tasa de variacion media la secuencia seguida es de

lo general a lo particular.

En las lineas 15 y ss. y 27 y ss. se da la modelacion de la accion en forma
analitica (calculo de la tasa de variacion media en un intervalo) y en las lineas
24 y ss. identificamos la modelacion de la accion en forma gréfica (recta secante
ala curvay calculo de su pendiente), que basamos en las caracterizaciones de las
mismas dadas por Asiala et al. (1997) sobre la forma de conocer accion:

“la. Grdfico: la accion de conectar dos puntos de una curva y

formar la cuerda que es la parte de la recta secante a través de los

dos puntos, junto con la accion de calcular la pendiente de la linea

secante por los dos puntos.

1b. Analitico: la accion de calcular la media de la razon de

b

cambio a través del calculo del cociente incremental en un punto.’

(p. 407)

Enlas lineas 21-27 y en las lineas 27 hasta el final observamos la relacion
entre los dos significados y en los comentarios hechos en las entrevistas, de
planificacion (qué representa la tasa de variacion media en la grafica) y en la de

desarrollo (se hace un trasvase).

Para la modelacion de la forma de conocer accion de la derivada de una
funcion en un punto, en forma analitica y grafica relacionadas, que hace Maria

utiliza los elementos matematicos y modos de representacion siguientes:

Lin.
Tasa de variacion mediaen | 21-27 Secante a una curva por
un intervalo [a, b] viene I I dos puntos (a, f(a))(b,
dada por el cociente (f(b)- f(b)) tiene de pendiente
fa)/(b-a)  Analitico (f(b)-fla))/(b-a) Grafico
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V3: Modelacion del paso al limite de la tasa de variacion media
La situacion descrita en esta vifieta sucede en la segunda clase. En esta
vifieta Maria va a obtener la velocidad instantanea en un punto a partir de la
velocidad media (tasa de variacion media). Retoma la gréfica de la vifieta 1, en
la que se calcularon velocidades medias. Aunque utiliza la grafica de la funcion
se refiere siempre a significados matematicos de caracter analitico en genérico y

solo usa la grafica para mencionar como disminuir el intervalo en x.

En la entrevista de planificacion Maria indica:

“Yo lo que quiero mover es el punto, el intervalo, lo que quiero decirles, es que bueno, si esa velocidad

media de la que hablamos en intervalo, en vez de hacerla de aqui a Cédiz, la hacemos de aqui a Las
Cabezas (pueblo de la provincia de Sevilla), después de aqui a Los Palacios (pueblo de la provincia de
Sevilla), después de aqui a Dos Hermanas (pueblo de la provincia de Sevilla) y asi vamos acercandonos
sucesivamente, vamos acercdndonos a un punto y como esos dos puntos se van acercando, uno se va

acercando al otro. Entonces esa es mi idea.”
Maria utiliza la situacion tiempo-espacio de la vifieta 1 para contextualizar

el paso de la tasa de variacion media a la tasa de variacion instantanea con el

significado de la velocidad. Maria utiliza el siguiente grafico.

f(b)

f(a)

El dialogo de clase:

. ., .. , ) ., .. ,
P: Ayer empezamos la explicacion diciendo: sea ésta < y=X" > la ecuacion de un movimiento. Esa es la

trayectoria.
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Dijimos, hallar la velocidad media entre los puntos a y b, en un intervalo. Hallar la velocidad media. La
velocidad media entre a y b es igual, pues a f(b) - f(a)/ b - a . Que salian tantos kilémetros. ;Eso qué
significaba? Pues que el movil al hacer esta trayectoria ha llevado de velocidad media, pues, en el primer
problema nos salian 13 kilémetros ;jno? 13 kildémetros por hora vamos a suponer. /Eso qué significa?
Que cada hora recorre 13 kildmetros.

Pero eso, no quiere decir, a lo mejor, que la primera hora haya tenido que recorrer 13km, la segunda otros
13, la tercera otros13 y la cuarta otros 13 ;no? A lo mejor, ha recorrido en una hora, ha recorrido 26 km
y la 2% hora ha recorrido ninguno, y no quiere decir que todas las horas ha estado recorriendo 13 km.
El movil al ir desde el punto a hasta el punto b, de velocidad media, la velocidad media ha sido ésta. El

problema que se plantea ahora es ;qué velocidad es la que llevaba el movil en un instante concreto? en

el punto a, concretamente. Lo que interesa ahora, el estudio que interesa ahora es ;qué velocidad lleva
un movil en un instante, no en un intervalo, sino en un momento concreto. ;vale? Bien ;cémo se hace

eso?

Maria utiliza una gréafica genérica para modelizar el paso al limite
haciendo aproximarse un extremo del intervalo al otro. Maria usa el discurso
hablado con el apoyo de la grafica genérica para “mostrar” como el paso al limite
de la expresion (f(b)-f(a))/(b-a) cuando b se aproxima a a se llama “velocidad

instantanea”.

Este punto b lo hago tender, lo hago acercarse al punto a, es decir, el intervalo cada vez lo hago mas
chico, en vez de cogerlo aqui, lo cojo aqui y ahora tengo este intervalo, jeh! esta recta secante ;jqué
ocurre? Cuando en punto, en el limite, acordaros lo que era el concepto de limite, me aproximo tanto
como yo quiera. El limite jeh! Cuando este intervalo se haga 0, cuando esto sea 0, ;qué ocurre? Que el

punto b estara sobre el punto a, luego si yo hago el limite de esta expresion, la velocidad media entre a

y b se me convertird en la velocidad instantanea en el punto a. ;si 0 no? Es decir, si yo hallo el limite

cuando "b" tiende a "a", cuando la "b" tiende a "a", si yo hallo el limite de f(b) - f(a)/b -a ;qué ocurrird?
Que sera la velocidad que lleva en el punto a, sera la velocidad instantanea, vamos a ponerle una i, en
el punto a.

Luego vamos a estudiar las velocidades ahora, instantaneas, mediante un limite.

Entonces, vamos a estudiar este limite, este limite lo vamos a estudiar pero, no va teniendo en cuenta que

estamos viendo velocidades, sino en general. Este limite es el limite de la tasa de variacion media. ;si o

no? Limite de la tasa de variacion media.
El limite de la tasa de variacion media entre a y b cuando la "b" tiende a "a", o lo que es lo mismo, el
limite cuando la "b" tiende a "a" de f(b) - f(a)/ b - a ;eh? le vamos a llamar derivada, derivada de la

funcion f en el punto a.
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Aunque hay una gréafica genérica sobre la que Maria apoya su discurso, los
significados que usa son siempre analiticos (el cociente incremental). En ningtin
momento usa la idea de recta secante que tiende a la recta tangente para apoyar
sudiscurso. Debido a esta caracteristica del discurso de Maria decimos que Maria
intenta que sus alumnos construyan el significado de la tasa de variacion
instantanea como paso al limite de la tasa de variaciéon media s6lo en su
significado analitico. Por tanto queda implicito el significado geométrico

introducido con anterioridad.

En la entrevista de desarrollo Maria dice:

“Esto es novedoso, la aproximacion, ya que la tasa de variacion media es un calculo”

La modelacién por parte de Maria del mecanismo de interiorizacion se
lleva a cabo cuando considera los intervalos que aparecen cada vez “mas
pequetios”, modelando el paso al limite. Este paso al limite no se realiza de
ninguna forma explicita numérica (no se llevan a cabo céalculos de ningln tipo).
En concreto, en las lineas 3-5 Maria explicita el significado de la tasa de
variacion media a partir del cual organizaré su discurso para modelar el paso al

limite.

En la linea 17, menciona la recta secante, pero abandona el intento de
seguir por esa linea. De las lineas 17-25, inferimos que Maria modela el paso al
limite de acuerdo con la descripcidon dada por Asiala et al. (1997):

2b. Analitico: Interiorizacion de las acciones del punto 1b°

cuando los intervalos de tiempo son cada vez mas pequenos, es

decir, la amplitud del intervalo tiempo se acerca cada vez mas a

cero.” (p. 407)

3Calculo de la tasa de variacién media.
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En las entrevistas, Maria plantea utilizar la idea de limite mediante la idea
de acercar los puntos entre los que se calcula la velocidad (“acercarse
sucesivamente”), creemos que se refiere a la idea de limite con infinitos célculos
(pero que no se realizan) y segun Cottrill et al. (1996) al tratar el tema del limite,
cuando es necesario realizar infinitos calculos para obtenerlo, s6lo puede ser
comprendido a través de una forma de conocer proceso. Por tanto es posible
pensar que Maria estd intentando hacer explicito ese paso al limite, haciendolo
“visible” en su discurso y con el apoyo de la grafica genérica para facilitar el que
sus alumnos construyan los significados de la tasa de variacion instantdnea como

proceso (f " (a)).

La descripcion de esta vifieta mediante los instrumentos de la practica es

la siguiente:

. . Lin. [ La derivada de una funcion f en
Tasa de variacion media en .
. . 17-25| el punto x=a viene dada por el
un intervalo [a, b] viene , . .,
; —> limite de las tasas de variacion
dada por el cociente (f(b)- . .
f(a))/(b-a) liti media en los intervalos [a, ath]
alitico cuando h tiende a 0. Analitico

V4: Modelacion del paso al limite del cociente incremental en
contexto grafico (de la secante a la tangente)

La situacion descrita en esta vifieta ocurre en la tercera clase. En esta

vifieta Maria va a obtener la recta tangente a una curva en un punto como limite

de rectas secantes a través del paso al limite.

Enunciado de la tarea. Una vez que se ha introducido la tasa de variacion
media, su interpretacion geométrica y la tasa de variacion instantanea, Maria

pretende introducir la interpretacién geométrica de ésta ultima.

Interpretacion geométrica de la derivada de una funcién en un punto.

Para resolver la tarea Maria se apoya inicialmente en la relacion entre la
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tasa de variacion media y la pendiente de la recta secante.

El dialogo en el aula:

P: La interpretacion geométrica de la tasa de variacion media, ;no?

E:Cuando b tiende a a (b -->a).

P: Cuando b -->a (b tiende a a). Entonces cuando b-->a , ;qué le pasa a la recta, a la secante?
E: Que es la tangente a la curva en el punto.

P: A ver, dilo fuerte ,hijo.

E: La tangente a la curva en el punto a.

P: (Y por qué has llegado ti1 a esa conclusion?

E: Como es el limite, entonces, los puntos es como si estuvieran en uno; entonces la recta que pasa por

la, por la curva nos da unicamente ese punto. <Los estudiantes no entienden la explicacion y

pasa a explicarlo Maria>

P:A ver, ;qué era, qué era la tasa de variacion media, la interpretacion geométrica? La recta que unia los
puntos a y b; la pendiente de esa recta ;no? ;os acordais de aquello de ayer? Si el punto b tiende a
acercarse a a, esa recta, ;qué terminara siendo?. La recta que pasa por quién, por el punto a, porque
tiende a confundirse con el a; el b y el a, tienden a ser el mismo punto, ;no?; luego, sera la recta que pasa
por el punto a; y entonces, la derivada, que es el limite se, ese cuando el limite, cuando la b-->a; la
derivada, ;qué serd?, la pendiente de esa recta, ;de qué recta? de la tangente a la curva en ese punto.
Vamos a ver si haciendo el dibujo.

Si, si yo tengo el punto a y el punto b, la pendiente de esa recta era

E: La tasa de variacion media.

P: La tasa de variacion media. Vamos a ver, si yo, si este punto va corriéndose para aqui hasta que llega
aqui; esa recta, vamos a ir dibujandola, ;cémo va a ir siendo?. Esa recta serd, ésta, ésta, ;qué , qué recta
sera cuando este punto b coincida con el a?, ;quién sera, qué sera, qué recta sera esa?

E: La tangente.

P: La tangente. Cuando este punto coincide con éste <los puntos a y b>, larecta ésta <una secante>

que estamos dibujando sera esta recta <la tangente™, la que pasa por este punto y, ademas, tangente

a la curva en ese punto, esa sera la recta. Entonces, y cuando la b coincide con la a, estamos en el limite,
(no?, que es la derivada.
En el limite, es la derivada, si esta era recta, la pendiente de la recta tangente, la recta secante que pasa

por estos dos puntos, ;,quién sera entonces el limite?, la pendiente de esta recta, de la recta tangente a la

curva en este punto.

En la entrevista de desarrollo, Maria indica la importancia de la

interpretacion geométrica:
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“La interpretacion geométrica de la derivada siempre tiene que ser nuestro punto de referencia, siempre,
siempre, cuando hablemos de derivada que sea algo tangible, no sea algo que se pierda, que no sea un

limite o una regla, tiene que ser algo que nos representa lo que estamos haciendo”

Maria modela en su discurso, y apoyada en la representacion grafica, el
paso al limite de las rectas secantes. Por lo que Maria dice en las lineas 12-17 y
20-30 y de acuerdo con las descripciones de Asiala et al. (1997), sobre las
acciones y el mecanismo de interiorizacion de la derivada de una funcién en un
punto:

“la. Grdfico: la accion de conectar dos puntos de una curva y

formar la cuerda que es la parte de la recta secante a través de los

dos puntos, junto con la accion de calcular la pendiente de la linea

secante por los dos puntos.

1b. Analitico: la accion de calcular la media de la razon de

cambio a través del calculo del cociente incremental en el punto.

2a. Grdfico: Interiorizacion de las acciones del punto la a un

proceso cuando los dos puntos de la grafica de la funcion estan

“cada vez mas proximos”.” (p.407)

Sefialar que en las lineas 11-12 se consideran las dos acciones modeladas
que aparecen descritas por Asiala et al. (1997), la tasa de variacion media y la

pendiente de la recta secante.

Para la modelacién del mecanismo de interiorizacion grafica de la
derivada de una funcién en un punto (la recta tangente a la curva en un punto
como limite de rectas secantes) Maria usa los elementos matematicos y modos

de representacion siguientes:
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Tasa de variacién media en
un intervalo [a, b] viene
dada por el cociente (f(b)-

f(a))/(b-a)  Analitico

Lin.
11-12 /La recta tangente a una curva en\

Lin. el punto (a, f(a) es el limite de

Secante a una curva por | 15-22 las rectas secantes a la curva en
dos puntos (a, fa))(b, los puntos (g, f(a)), (a+h, f(at+h))
cuando h tiende a 0 (con el

f(b)) tiene de pendiente

, limite de las pendientes). La
f(b)-f(a))/(b- p
(f0)-@)b-a) ~ Grfico derivada de la funcion en el

punto a es la pendiente de la
recta tangente en el punto a

k Griafico /

Podemos hacer algunas reflexiones a partir de la consideracion conjunta
de las cuatro vifietas. Las dos vifietas primeras presentan las modelaciones del
calculo de la tasa de variacion media en un intervalo y recta secante a la curva y
calculo de su pendiente. En la segunda vifieta en relacion al uso de los sistemas
de representacion integra lo grafico y lo analitico para la tasa de variacion media
como proceso. En las vifietas 3 y 4 Maria hace visible en su discurso el paso al
limite (que no se aborda en forma numérica en ningin caso), de esta forma se
modelan los mecanismos de interiorizacion de la derivada de una funcion en un
punto (la tasa de variacidon instantdnea en un punto como limite de las tasas de
variacién media y la recta tangente a la curva en un punto como limite de rectas

secantes). Pero hay una separacion entre lo grafico y lo analitico.

Respecto a las formas de conocer potenciadas un aspecto caracteristico de
la practica de Maria es que modela la derivada de una funcion en un punto para
potenciar su comprension como proceso con dos significados separados: la
variacion instantanea en un punto y la recta tangente a la curva en un punto. No
hay modelacion de otros mecanismos de construccion, como encapsulacion y
desencapsulacion, para la derivada de una funciéon en un punto. Y la forma de
conocer que se ha potenciado, derivada de una funcioén en un punto f'(a) como

proceso, no vuelve a aparecer en ningin momento del desarrollo de la unidad
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didactica.

De esta manera Maria apoya expresamente en su discurso todos sus
intentos de que los alumnos logren llegar a conocer como proceso la nocion f'(a)
(derivada de una funcion en un punto). La secuencia en la que modela los
diferentes “paso al limite” muestran que en primer lugar intenta que sus alumnos
construyan el significado de f'(a) en un contexto analitico para con posterioridad
comprobar el significado geométrico de la nocidn ya presentada. Graficamente

se describe del siguiente modo:

Tasa d . Significado Significado
asa de V§r1ac1on »  Analitico de Analitico de
media f(a) f(a)
Secante

Integrar la idea de lo

Integrando lo geométrico en lo analitico

geométrico y lo analitico

Lo caracteristico de la practica de Maria es que aunque aparecen los
significados analiticos y geométrico para f'(a), estos significados no son usados
de la misma manera en el “proceso de construccion”. En este sentido aunque hay
una declaracion explicita de la importancia de los significados, la practica
desarrollada y la forma en que se ha organizado el contenido matematico para
presentarlo a los estudiantes parece indicar que para Maria en el proceso de

construccion del significado de f "(a) prioriza lo analitico.

4.1.2.- La derivada de una funcion en un punto como accion: las

reglas

En este apartado se detallan las vifietas en las que se calcula tanto en
contexto analitico o grafico la derivada de una funcién en un punto aplicando un
algoritmo. En este sentido el énfasis de Maria estd en que los alumnos asocien el

significado de f'(a) a una serie de célculos y a producir un niimero como
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respuesta.

V5: Modelacion de acciones, contexto analitico
El segmento recogido en esta vifieta sucede en la segunda clase. Maria
proporciona a los estudiantes una receta para calcular la derivada de una funcion
en un punto, “laregla de los cuatro pasos”. Las dos tareas se resuelven aplicando

la regla de los 4 pasos.

En relacion a esta vifieta, Maria indica en la entrevista de planificacion:

“Ademas yo voy a insistir mucho en este curso por ser la primera vez en que los nifios ven las derivadas,
la derivada no de funciones...la funcién derivada, sino en la derivada en un punto, en un punto. Ahi es
donde quiero que apliquen la definicion eh? a través de la regla de los 4 pasos, es decir, que f(x+h),

f(x+h)-f(x) etc, entonces pero en un punto concreto.”

Enunciado de la tarea:

Hallar la derivada de y=x? en el punto x=2.

Halla la derivada de las siguientes funciones en x=1, utilizando la definicién de
derivada (tarea del libro de texto, pagina 282, tarea 7):

a) f(x)=3x>-1  b) f(x)=(2x+1)?

c) f(x)=3/x d) f(x)=1/(x+2)

La profesora hace lo siguiente: para resolver la tarea da un algoritmo que
permite obtener la derivada de una funcién en un punto utilizando la definicion

de limite. Primero da el algoritmo y luego lo aplica a la tarea propuesta.

El didlogo en el aula

P: Tenemos que hallar esto, este limite <limite de cocientes incrementales>.

Bien, yo, para que no os perdais os voy a dar 4 pasos a seguir, jeh! Para que en el calculo no os perdais.

Como tengo que calcular este limite, y antes de este limite, tengo que calcular este fraccion y antes de esta
fraccion tengo que calcular f(a + h) y f(a) ;no? Vamos a hacerlo paso a paso ;vale? 1°- vamos a calcular
f(a+h), en este caso f( 2 + h ), 2°- vamos a calcular f (2 +h ) - f( 2) ;no? 1° calculamos esto, después
calculamos la resta, ;después qué tenemos que calcular?

E:lah.
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P: jah! no, porque la h es un numero que tiende a cero. Antes de calcular el limite, ;qué tendremos que
calcular? Todo esto, hacer el cociente este, jno? 3°- f(a+h)-f(2)/h, entltimo lugar

E: El limite.

P: El limite, el limite cuando la h tiende a cero de f(a+h)...

E: ;(Laano seria 2?

P:Partido por h, que esto ya es la derivada. El limite, venga, paso a paso, ;cuanto es? Siguiendo los 4
pasos, llegamos en el Gltimo a lo que es la derivada. ;Cuanto es f(2 + h)?

E:(2+h).

P: y=f(x) es x%, si f(x) es x?, ahora en vez de tener x ;qué tengo? 2+h, donde tengo que poner la x, pongo
2+h. Luego seria (2+h)™.

Ahora, a esto hay que restarle f(2), ;de acuerdo?. Vamos a restarselo. A esto le tenemos que restar f(2),
(qué quedaria?

E: h%

P:bueno, vamos a ponerlo todo, 4+h*+4h le restamos f(2), f(2) ;cuanto es?, ;qué me quedaria entonces?
h*+4h.

(el siguiente paso en qué consiste?. Esto, /qué hay que hacerle?

E: Dividirlo entre h.

P: Dividirlo entre h, pues venga. h*+4h se divide entre h, y ahi ; qué se puede hacer?

E: Sacar factor comun.

P: Sacar factor comiin arriba y abajo y simplificar, h factor comun de h+4/h, ;qué quedaria? E: h+4
h+4. ;Este limite cuanto da?

E: 4.

P: ;Cuanto es la derivada en el punto 27 4.

<Se resuelve el apartado a> Cuando la "x" vale 1, lo primero es f(x+h), f(1+h)

E: hay que calcular primero f(-1), ;no?

P: cuando la x vale 1, entonces la primero es f (x+h), f (1+h),

Eso es, seria 3 (1+h)? Esto esta mal, cuando ti sustituyes la x por (1+h), si lo sustituyes por h te queda
esto, pero por (1+h).

P: Tienes que poner cuanto es f(1+h). Entonces da 3(1+h)*-1, ;no?

E: (qué se puede simplificar?

P:;que si se puede simplificar?, claro.

E: 3h*+6h, ¢lo puedo simplificar?

P:claro, tienes que sacar factor comun 3h.

En las lineas 2-11 hay una modelacién de la regla para calcular f'(a). Esta
regla termina con el calculo de un limite algebraico formalizado por Maria, se

ajusta a la modelizacion de la forma de conocer accion. Dubinsky (1996) indica
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que en una accion solo se puede realizar la transformacion cuando hay detalles
precisos sobre qué pasos dar (los pasos precisos vienen dados por los 4 pasos que
se detallan); en segundo lugar Breidenbach et al.(1992) senalan las diferencias
existentes entre las dos formas de conocer, como acciones y como procesos, que
podemos utilizar en esta vifieta para realizar la inferencia:
“Tanto acciones como procesos transforman objetos. La principal
diferencia (que nosotros vimos bastante explicitamente en las
entrevistas) entre una accion y un proceso es la necesidad en la
primera de una receta o formula explicita que describa la
transformacion. Es mds, en una accion se tiende a pensar sobre la
transformacion en forma paso-a-paso con los pasos relacionados

solamente por la receta.” (p. 278)

Aqui la caracterizacién de Breidenbach et al. (1992) de disponer de la
transformacion paso-a-paso, esta en los cuatro pasos de la regla para calcular la
derivada de una funcidén en un punto. De ahi que la practica de Maria al
proporcionar una “transformacion” en forma paso-a-paso permite suponer que

esta modelando ““acciones”.

Para la modelacion de la forma de conocer accidon analitica a través de un
limite de la derivada de una funcion en un punto (regla de los cuatro pasos) que

hace Maria usa los elementos matematicos y modos de representacion siguientes:

Lin. La derivada de una funcién f en
2-11 el punto x=a viene dada por el
—p | limite de las tasas de variacion
media en los intervalos [a, ath]
cuando h tiende a 0. Analitico

Tasa de variacion media en
un intervalo [a, b] viene
dada por el cociente (f(b)-
fla))y(b-a)  Analitico

Regla
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V6 : Modelacion de acciones, contexto grafico (recta tangente a la
curva)

Los segmentos descritos en esta vifieta suceden en la tercera clase. En
estas tareas Maria a partir de una regla obtiene el valor de la derivada de una
funcion en un punto. La regla viene dada por la receta: “El valor de la derivada
de una funcion en un punto a es el valor de la pendiente de la recta tangente a la

curva en (a, f(a))”.

En la entrevista de planificacion Maria indica:

“Que te den la grafica y te dicen, es decir, que los ejercicios vienen muy directos para que saquen ellos
las preguntas que yo les hago, pero quiero que la enuncien, que ellos digan, la pendiente de la recta

tangente a una curva, y que eso se lo graben bien porque es el caballo de batalla que nosotros vamos a

99

ver

Enunciado de la tarea
Libro de texto, pagina 284, tarea 54.
Halla f “en los puntos de abscisas -3, 0 y 4.

- Halla las pendientes de

las rectas tangentes

trazadas en esos puntos.

Enunciado de la tarea

Libro de texto, pagina 284, tarea 56.
¢ Existe algun punto en esta funcién en el que la derivada sea negativa? Compara los
valores f '(-2), f '(2) y f "(0).
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EREEE)

Para resolver las tareas: se utiliza una regla que da la derivada de una

funcion en un punto como la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto.
Repiten la regla varias veces para que se recuerde. A partir de representaciones
graficas se obtiene la pendiente de la recta y ese valor es la derivada de una

funcidn en el punto.

El didlogo en el aula es el siguiente:

: Lo tenéis hasta que memorizar, lo tenéis que saber, ;qué es la derivada, en un punto?
: La pendiente de la recta tangente a la curva en el punto que es igual a a

: Vale. Jorge, ;qué es la derivada?

: La pendiente de la curva a la recta, recta tangente igual.

: A'lacurva. Venga, Noelia.

: La pendiente a la recta tangente a la curva en el punto x igual a a.

: Muy bien. Miriam

: La pendiente de la recta tangente a la curva en x igual a a.

: ¢ Qué es, Eduardo, la derivada en el punto -3?

: Pues la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto a = - 3.

0 o Y - v M o Tom YoM

: Luego, fijate en el dibujo, vamos a ver; vamos hallar la recta, la tangente en el punto - 3.

Nos viene incluso dibujada la recta pendiente, la roja, nos viene en rojo; ;/Cual es la pendiente de esta
recta?, ;como hallabamos la pendiente de esa recta?

Seria - 3, seria 3/1.

(Cual seria la derivada en el punto 0? La roja, en le punto 0, ;estas viendo la recta que tiene dibujada,
la tangente que tiene dibujada la curva? <en la grafica de la tarea>.

(Qué inclinacion tiene?, es decir, tengo que fijarme en otro punto para ver la inclinacion, para saber la
pendiente, porque la pendiente, tiene que formar el triangulo; ese rectangulo que veiamos para hallar el

cateto opuesto partido por el cateto contiguo que era la pendiente, ;no? Por el punto que pasa por el
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punto.

E: (2,7).

P:;Qué pendiente tiene, Ana?, ;qué pendiente tiene esa recta?, ;jtodavia no las visto?;Cuanto? Es cateto
opuesto.

Vamos a ver el triangulo es éste, jves?, 1,2y 3, ;no?,y 1y2;3/2, tres medios, es la derivada, a la curva.
P: Roberto, f * (4), ;cuanto es?

E:-2.

P: La recta esa, pasa por el punto, a ver, /por que, por qué punto pasa? /, es la tangente? dime un punto

por el que pasa . Bien esta es la recta <en la grafica de la tarea> vamos a ver esa recta ;qué

pendiente tiene?

(No tienes el triangulo éste? cateto opuesto, éste es el angulo que forma la recta con el horizontal, ;cual
seria?, cateto opuesto partido por cateto contiguo; cuanto mide el cateto opuesto?

E: 4.

P: 4,y /el cateto contiguo?

E: 2.

P: 2, 4/2.

<Para la segunda tarea>.

P: T te vas a la grafica, si.

E: Pones, no puede ser 2 entre 1.

P: Hombre t0 tienes que coger, ;qué tridngulo es el que coges?<Maria se refiere a un triangulo

rectangulo que forma la tangente con el eje x>.

En esta vifieta Maria usa la idea de que la derivada de una funcién en un
punto es la pendiente de la recta tangente en el punto. Asi para calcular la
derivada de una funcion en un punto se recuerda esa idea y lo aplica en cada caso.
En las lineas 1-10 Maria sefala lo que hay que recordar. En las lineas siguientes
Maria recuerda cémo calcular la pendiente de una recta. Estas descripciones
vienen dadas en Dubinsky et al. (1994) para los que un tipo de accién en
matematicas puede ser calcular de acuerdo con una formula, en el mismo sentido
también tiene la consideracidon de forma de conocer accion el acto de recordar un

hecho de la memoria (Cottrill et al., 1996).

Para Asialaetal. (1997) la derivada de una funcion en un punto f'(a) como

accion viene dada por:
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“la recta tangente es identificada en un punto, y su pendiente es
calculada. Hay (al menos) dos maneras para construir esta accion.
El estudiante puede simplemente haber memorizado una regla: la
derivada de una funcion en un punto es la pendiente de la recta

tangente a la grdfica en el punto.” (p. 425)

Lamodelacién realizada por Maria corresponde con la accidon descrita por
Asiala et el (1997). La modelacion de la forma de conocer accion de la derivada
de una funcién en un punto que hace Maria en esta vifieta puede ser descrita

usando un solo elemento matematico y un modo de representacion.

La derivada de una funcion f en
el punto x=a viene dada por la
tangente del angulo que forma la
recta tangente a la curva en el
punto con la parte positiva del

eje de abscisas. Grafico

Podemos hacer algunas reflexiones a partir de la consideracién conjunta
de las dos vifietas (5 y 6): la separacion que hace Maria, cuando trata la derivada
de una funcion en un punto, de lo grafico y lo analitico, y la importancia dada por
Maria a que los estudiantes recuerden reglas, tanto basadas en lo analitico (regla
de los cuatro pasos) como en lo grafico (trazar la recta tangente y calcular su
pendiente apoyado en el triangulo caracteristico). Es decir, la modelacion de

acciones en la practica de Maria es importante per se.

De la consideraciéon conjunta de las seis vifietas podemos hacer las

siguientes reflexiones.

En primer lugar y en relacion a los sistemas de representacion un aspecto
de la practica de Maria es el desarrollo separado de los significados grafico y

analitico, tanto con la derivada de una funcion en un punto como proceso, como
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con la derivada de una funcidn en un punto como accion. Esta separacion entre
lo grafico y lo analitico se apoya en el hecho de que no desencapsula los
significados de la idea de limite que se hubiere podido hacer “visible” con el uso

explicito de la idea se “aproximacion”.

Un segundo aspecto de la practica de Maria es el desarrollo aislado de las
distintas formas de conocer el concepto derivada de una funcién en un punto. El
desarrollo del concepto derivada de una funcidn en un punto se hace por un lado
potenciandolo como proceso, la variacidon instantdnea en un punto y la recta
tangente a la curva en un punto como limites (con lo grafico y analitico por
separado) y por otro potenciandolo como accidon, mediante la regla de los cuatro
pasos o bien trazar la recta tangente y calcular su pendiente (igualmente lo
grafico y lo analitico por separado), hay una diferenciacion clara entre las dos.
Podemos decir que en la practica de Maria el desarrollo de la comprension
progresiva horizontal no se potencia, sino que se organiza a través de formas de

conocer aisladas.

En la practica de Maria las formas de conocer potenciadas para f'(a) no lo
son de manera relacionada, por un lado potencia la interiorizaciéon de los
significados y de forma separada se apoya en dar a los alumnos procedimientos
algoritmicos para obtener el numero f’'(a). Parece que Maria se apoya para la
construccion de f'(a) en las reglas de calculo y no en los significados que se han
interiorizado. De esta manera Maria no parece potenciar la comprension de f'(a)
como objeto durante el desarrollo de la unidad didactica. La concepcion del
aprendizaje de las matematicas que muestra Maria es que no es necesario un

desarrollo progresivo (horizontal) en las formas de conocer para un concepto.

Maria gestiona el contenido matematico de manera parcelada sin
establecer relaciones y cuando aparecen distintas reglas éstas no se vinculan. La

relaciones que establece son limitadas y generalmente hay un predominio de la
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representacion analitica.

4.2.- La funcion derivada como proceso

En este apartado vamos a describir como Maria modela los mecanismos
para el concepto de funcion derivada generalizando la regla de los 4 pasos dada
para la derivada de una funciéon en un punto. En este caso Maria modela el

mecanismo de interiorizacion para la funcion derivada en un contexto analitico.

Respecto al planteamiento de relaciones entre los distintos conceptos
Maria durante la modelacion de la interiorizacion de la funcion derivada no lo
relaciona con los significados de la derivada de una funcién en un punto. Asi,
aunque Maria parece intentar que sus alumnos construyan el significado de f'(x)
lo hace desvinculado de los significados dados a f'(a) y por tanto no tiene mas

alternativa que basarse en la aplicacion de algoritmos.

Sin embargo, Maria establece relacion entre la derivada de una funcion en
un punto como limite del cociente incremental (regla de calculo) y la funcion
derivada. Asi, la modelacion de la interiorizacion presenta la idea de funcion
derivada como una generalizacion de una regla, la regla que calcula la derivada
de una funcién en un punto como limite en cuatro pasos*, obteniéndose la regla

para x general.
La derivada de una funcion en un punto no se utiliza en las modelaciones
que siguen, por otra parte la funcion derivada tampoco se utiliza en las siguientes

modelaciones.

En cierta medida, Maria introduce y gestiona el contenido matematico en

“Los cuatro pasos para calcular f "(a) son: 1) calcular f(a+h) y f(a), 2) calcular f(a+h)-f(a), 3)
calcular (f(a+h)-f(a))/h, y 4) calcular lim(h-->0)(f(a+h)-f(a))/h.
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el aula como ideas que pueden tener alguna relacion implicita pero dicha relacion
no se explicita. Ademas desde el punto de vista de los “procesos de construccion
de la comprension” que pueden estar potenciandose en los estudiantes se dificulta
que los estudiantes puedan ir mas all4 del establecimiento de reglas y algoritmos.
De esta manera en Maria la organizacion de las matemadticas escolares que
desarrolla puede ser coherente con una concepcidn del aprendizaje que enfatiza
el aprendizaje de reglas y la realizacion de célculos. Es sobre estos dos pilares

sobre los que se organiza la practica de Maria.

4.2.1.- La interiorizacion de la funcion derivada: generalizacion de

una regla

La funcion derivada es una funcion que a cada “x” le asigna el limite del
cociente incremental o el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva en
el punto. Para Maria esta forma de asignar valores son “reglas” que ya ha
introducido. La funcion derivada se construye a partir de la generalizacion a
todos los puntos de la regla analitica dada por los cuatro pasos, primero
construyendo la funcidn derivada como una tabla de valores (cada vez fijandose
en un punto concreto) y posteriormente pasando a considerar un valor genérico

X (un punto arbitrario).

V7: De la derivada de una funcion en un punto como accion a la

funcion derivada como proceso en contexto analitico
La situacion descrita en esta vifieta sucede en las clases tercera y cuarta de
launidad didéctica. Maria modela la funcién derivada como accion construyendo
una tabla de valores y centrandose en cada momento en un so6lo punto. Los
valores se obtienen en cada punto por medio de la regla de los cuatro pasos.
Después Maria generaliza a todos los puntos la forma de obtener los valores. En
la vifieta hace referencia al calculo de la derivada en x=2 realizada en la vifieta

3.
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En la entrevista de planificacion, Maria indica:

“A través de la regla de los 4 pasos, es decir, que f(x+h), f(x+h)-f(x) etc... entonces...pero en un punto

concreto, que lo haga muchas veces, que se habitien a ese calculo, y después haremos, no ya demasiadas

veces, haremos para una funcién ya concreta, por ejemplo: dando un punto y la funcién x? ;Cual seria
su derivada? aplicando la propia definicion eh? y a lo mejor hacemos alglin ejemplo mas pero no me
quiero entretener ahi mucho.

Lo que es la funcion derivada, es decir, ya no vamos a determinar en un punto, sino vamos a hacerlo para
cualquier valor de x, entonces le podemos hacer un ejemplo, Fijate incluso como se la quiero decir. Le
quiero decir por ejemplo, la derivada de x* ya la hemos hallado. Esta funcién la hemos hallado en el
punto 2, en el punto 3, en varios puntos, no? incluso si quiero: venga! Vamos a hacer una lista, vamos
a hacer una tabla de valores, no? cuando la x vale 2, ;Cuanto vale la f '(x)? Cuando la x vale 3, ;Cuanto
vale? Cuando la x vale...

Es una funcion, entonces si es una funcion incluso la podemos representar.

Pues entonces, a eso le podriamos llamar una funcién y ademas la funcién derivada, derivada, sale. ;De
donde sale? De hecho la misma palabra “derivada” sale de ahi, que deriva de la funcidn, entonces a esa
funcion le vamos a llamar funcion derivada.

Bueno, en vez de hacer punto a punto... y ahora ;Cudl va a ser su formula? A todo esto ;Cudl va a ser
la expresion algebraica de esa funciéon? Incluso podrian sacar la derivada a través del doble y una vez
que ellos sepan esto, pues mira, esto se puede hacer en vez de una de limites en un punto, lo vamos a

hacer dandole cualquier valor a x. Pero no me quiero insistir mucho ahi.”

En esta declaracion de los objetivos pretendidos, Maria modela en su
discurso la construccion de f(x) como proceso al generar dicha funcion desde la
“generalizacion” de un conjunto de casos particulares. En este momento Maria
parece asumir que f’(a) es una regla que debe aplicarse en varios puntos y luego
usando la tabla y “viendo” la sucesion de valores obtenidos intentar establecer la
expresion de f '(x). Para que el “paso a lo general” sea “visible” a los alumnos
exige que el ejemplo sobre el que se construye la situacion sea conocido. De ahi
que use f(x)=x* y espere que la sucesion de valores que se obtiene con la
aplicacion de la regla a distintos valores de x le permita “mostrar” que

corresponden a valores de la funcion f(x)=2x.

Enunciado de la tarea.

Obtener la funcién derivada de f(x)=x?
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Asi Maria para obtener f "(x) parte de la modelacién de una accidn para
la derivada de una funcion en un punto. La accidn viene dada por la “regla de los
cuatro pasos” que obtiene la derivada de una funcion en un punto y construye una
tabla de valores.

X | 0 | 1 -1 2
f'(x)

Posteriormente construye la funcion derivada a partir de la regla de los
cuatro pasos pero utilizando una variable x en lugar de un punto concreto. Esta
forma de proceder le permite “mostrar” que lo que valia para cada x=a especifico

también sirve para x cualquiera.

El didlogo en el aula es el siguiente:
P: El otro dia estuvimos viendo f' (2), la calculabamos utilizando la regla de los cuatro pasos esos ¢ cuanto
salio f'(2)?
E: 4.
P: Igual lo podriamos haber hecho f'(0), en vez de haberlo hecho con f' (2), lo podriamos haber hecho
con el 0, ;verdad?, de la mima manera, ;y qué pensdis que hubiera salido?
E: 0.
P: 0, lo sabéis porque va, sabéis ya. Si hubiéramos hecho en el 1, ;qué hubiera salido?
E: 1.
P: No, si lo hubiéramos hecho en el 1.
E: 2.
P: Hubiera salido 2; y si lo hubiéramos hecho en el -1; quién no sepa el porqué, bueno, no importa, es
si lo hubiésemos hecho de la misma manera .
E: -2.
P: Hubiese salido -2, etcétera. Es decir <completa la tabla de valores x/f"(x)>, en el punto 3 me
hubiera salido 6; en el...6, hubiese salido 12, etcétera, ;eh?

Si yo hubiese hecho en cada uno de esos puntos, me hubiese ido saliendo eso <se refiere a esos

valores>. Resulta que la, la derivada, la derivada, la derivada, se puede considerar como una funcién,

la que a cada valor, a cada nimero les va a tomar un valor. La derivada, se puede considerar como una
funcién que a cada punto de la curva, le asigna el valor de la pendiente.

E: Tangente.
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P: De la tangente en ese punto.

Esa funcion ;qué es una funcion?, la que a cada x le asigna una y, ;jno?, bueno, pues, repito otra vez, la
pendiente de la recta tangente a la curva en ese punto, bien, pues esa funcion, esa funcion, es la funcion
derivada, esa es una funcion, eh, que se llama funcion derivada.

Entonces, /como se obtiene? es decir, como se me dan a mi la funcidon y cémo paso a lo que se llama su

funcion derivada.
Le asigna su pendiente, su pendiente, es 2x, esta seria la funcion derivada de esta <la funcion
f(x)=x*>;de donde sale eso, de que estas 2x es la funcion derivada de esta x*? pues sale de aplicarle la

regla de los cuatro pasos que vimos ayer, pero en vez de a un punto, a la funcion; es decir, acordaros de

la regla de los cuatro pasos.

Maria introduce en su discurso el significado de f "(a) como pendiente de
la recta tangente pero sdlo en sentido nominal ya que sobre lo que se apoya en la
construccion de f '(x) es en suponer que lo mismo que se hace para valores
concretos se puede hacer con un x genérico y la expresion que le sale se asume
que es f '(x).

Pues esto es una muletilla, que os he puesto para que os ayude un poco a calcular la derivada por la

definicion, espero que algun dia no la tengais que necesitar, sino que halléis la derivada poniendo un
limite y la tasa de variacién media y todo a continuacién <se refiere a la regla de los cuatro
pasos>.

Pero en vez de poner a que es un punto concreto, eh; que nosotros poniamos 1 + h, los problemas que

hicisteis que no hemos terminado tampoco de corregir, pusisteis el 1, ponéis la x, en general, cualquier

valor.

" o . S(x+h)- f(x)
Este limite <se refiere al cociente incremental, lim >

osvaa daren
h—o h

funcién de x, no como un nimero concreto, sino que os va a dar con x, y entonces lo que os va a salir ese
limite es la funcién derivada. <Los estudiantes hacen la derivada en un punto x=-2>.

Hallar la funcién derivada y=x*, ;ti qué tienes hecho?

E: Ahora que yo he puesto (2+ x)* .

P: Pero por qué si no era eso, no era en ningun punto, era en general.

Decia hallar la derivada en un punto, lo que estabamos haciendo hallar la funcion derivada, en cualquier
punto luego en lugar de darle a la x un punto concreto le ddbamos a la x cualquier valor, f(x+h) ;pues
quién seria? (x+h)?, f(x+h)-f(x), ;quién va a ser? Pues el cuadrado de esto <de X+h> menos x%, lo

divido por h, divido esto por h. y aqui ya en esta expresion saco factor comun la h, se van hallo el limite,
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lo que pasa es que ella no ha puesto los pasos, ;no? bueno los tiene puestos mas o menos, primero, el

segundo, el tercero y éste seria f "(x) ¢ vale? venga, gracias.

En la entrevista de desarrollo:

“Pasar de la funcidn a la funcion derivada lo hice con una tabla de valores, me refiero que a cada punto
de la curva se le asigna su pendiente. Una funcion, una regla mediante la cual asignas valores, la funcion

derivada que no le veo dificultad, es una regla mas que tu haces.”

Aunque Maria sigue mencionando el significado de f '(a) como pendiente
de la recta tangente a f(x) en x=a. Esto parece que lo hace asumiendo que los
alumnos asocian a f "(a) los dos significados que ella ha introducido:

- el limite del cociente incremental, y

- el limite de las secantes
parece que como el limite de las secantes tiene un “nombre” que es “tangente de
f(x) en x=a” mientras que el limite de la tasa de variacion media no tiene ningun
nombre especifico (tasa de variacion instantdnea), Maria aunque calcula los
cocientes incrementales, estos los ve en su paso al limite como tangente. Sin
embargo, el énfasis en la regla de los cuatro pasos hace que esta mencion al
significado geométrico siga siendo “testimonial”. Una manifestacion de este
hecho es que Maria no modela mecanismos de desencapsulacion durante su

ensenanza.

Maria construye la funcidon derivada del siguiente modo, para cada valor
x asocia la regla de los cuatro pasos o la pendiente de la recta tangente a la curva,
aunque a esta ultima pendiente no se hace mas referencia. La construccion de la
funcidn derivada se realiza en las lineas 14 y siguientes en las que relaciona las
modelaciones de la derivada de una funcién en un punto con la regla de los cuatro

pasos para obtener f (a) (lineas 17-40) y después f "(x).

Al usar la tabla de valores construida aplicando una regla potencia la

construccion de la funcion derivada como accion al tomar puntos concretos
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(Dubinsky, 1996), Asiala et al. (1997) sefialan que para la funcioén derivada:
“Un estudiante muestra esto [la funcion derivada] como una
accion cuando se centra en un punto del dominio en cada

momento.” (p. 425)

En este sentido la modelacion del mecanismo de interiorizacion de la
funcion derivada que hace Maria potencia en los estudiantes la funcion derivada
como proceso en un contexto analitico. Zandieh (2000) caracteriza la funcion
derivada como proceso al considerar el paso por infinitos valores de entrada (lo
que denominamos “generalizacion a todos los puntos’), determinando para cada
valor de entrada un valor de salida dado por el limite de los cocientes
incrementales en cada punto. La generalizacion a todos los puntos en los que
calcula el limite al tomar una variable genérica x (lineas 28 y siguientes) es un

indicio de lamodelacion del mecanismo de interiorizacion de la funcion derivada.

Los elementos matematicos y modos de representacion usados por Maria
en la modelacion de la interiorizacién de la funcion derivada se pueden

representar de la siguiente manera:

Lin. La derivada de una funcion ea

- . Lin. [ La derivada de una funcién f en una funcién que viene dada por
Tasa de variacion media en . 32-48
un intervalo [a, b] viene 6-31| el punto x=a viene dada por el los pares de puntos
; —»| limite de las tasas de variacion | ——» f(x+h)- f(x)
dada por el cociente (f(b)- media en los intervalos [a, ath] X, li
f(a))/(b-a)  Analitico >0 h

cuando h tiendea 0.  Analitico

Analitico /
Regla de los cuatro pasos,
se “menciona” como Se aplica la regla de los
tangente en x=a cuatro pasos a un X cualquiera
J

El siguiente cuadro describe la situacién que hemos comentado:
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Modelacion de interiorizacion de la funcidn derivada

Regla de los 4 pasos en un punto a Derivada de una
funcién en un punto

Generalizacion a
todos los puntos

v

Regla de los 4 pasos en x Funcidén derivada

Cuadro 4.9 Relacion entre derivada de una funcion en
un punto y funcion derivada

En las entrevista de desarrollo Maria pretende dar un procedimiento para
obtener funciones derivadas dadas por una regla, la regla de los cuatro pasos
utilizando un punto arbitrario x, a partir de la regla de los cuatro pasos en puntos
concretos. La modelacion del mecanismo de interiorizacion realizada por Maria

produce la funcion derivada como generalizacidén de una regla, la regla que

calcula la derivada de una funcion en un punto en 4 pasos, obteniéndose la regla
para x general. La interiorizacion de la accion dada por la regla para la derivada
de una funcién en un punto, generalizar dicha regla para x genérica potencia la
funcion derivada como proceso. En definitiva la funcion derivada como proceso

viene de alguna forma dada “como una regla”.

4.3.- Del operador derivada a la integracion

En este apartado abordamos las modelaciones realizadas por Maria en
relacion al operador derivada (a cada funcion f se le asigna como imagen 7).
Se organiza en dos partes, en la primera parte describimos la modelacion del
mecanismo de interiorizacion del operador derivada a partir de las reglas de
derivacion y en la segunda parte describimos la modelacion del mecanismo de
inversion del operador derivada. Un aspecto caracteristico es que en las
modelaciones realizadas por Maria para el operador derivada no establece

relaciones ni con la derivada de una funciéon en un punto ni con la funcion
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derivada.

4.3.1.- El operador derivada como proceso
Maria presenta a sus alumnos algunas reglas de derivacion de funciones
tipicas mediante una tabla. Luego se apoya en la combinacién de dichas formulas

(operaciones entre funciones o regla de la cadena) para calcular derivadas.

Esta manera de actuar se apoya en la importancia dada por Maria al uso
de reglas por parte de los alumnos. Desde la perspectiva de la modelacion de la
descomposicion genética esta forma de proceder s6lo permite construir la forma

de conocer como accion. Solo una mencion explicita sobre lo que se hace durante

una serie de ejercicios en los que se aplican las reglas podria llevar a que los

estudiantes construyeran un significado como proceso del operador derivada.

V8: El operador derivada como proceso a partir de reglas de
derivacion
En esta vifieta se recoge un conjunto de segmentos sucedidos en distintas
clases, cronoldgicamente los distintos segmentos que se consideran en los
enunciados son aquellos en los que dada una funcién, Maria obtiene la funcion
derivada a partir de las reglas de derivacion. Los segmentos suceden a partir de
la quinta clase. Maria entrega una tabla de reglas de derivacion (aparece en el
cuadro siguiente) y explica los significados de las “letras” de cada regla y hace

un ejemplo aplicando la regla.

La columna de la derecha (regla de la cadena) permite obtener funciones
derivadas de la composicion de dos funciones. En un principio Maria pretende
usar dichas reglas, pero la dindmica de aula hace que no se utilicen. Esta forma
de proceder es un indicador que nos permiten hablar de que los alumnos lleguen

a construir un significado como proceso del operador derivada.
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En la entrevista de planificacion Maria indica respecto a estas tareas:

“Las reglas de derivacion las voy a utilizar para cualquiera de las funciones elementales que hemos estado
viendo en otros temas, que los alumnos ya conocen la exponencial, la logaritmica y la trigonométrica,...
la funcioén arco y la funcidn arcoseno, arcocoseno y arcotangente y vamos a ver las reglas, las reglas de
derivacion.

En la composicion de funciones, tanto componer funciones como dadas funciones decir de cuales estan
compuestas, que es el paso que a mi me interesa, que dada una funcion, vean de que funciones tengo que
componer para obtener esa funcion porque es la manera que después a la hora de explicar la regla de la
cadena ellos vean de qué funciones... les doy la regla de la cadena no se las demostramos, las reglas yo
no se las demuestro, entonces, una vez que le doy la regla de la cadena, les hago ver primero la
composicion, jesta funcion de quién esta compuesta? y ademas ;quién es la primera? ;en qué orden? y
después para que sea un poquito mas mecanico les digo siempre: la primera que se deriva es la tiltima que

se hace... funciones compuestas y cudles son y en qué orden estan hechas; sino saben eso es imposible

entrar en la regla de la cadena.”

El énfasis estd colocado en la aplicacion de reglas conocidos los pasos. Asi

en la regla de la cadena se apoya en el conocimiento de los pasos intermedios.

Sigue en la entrevista de planificacion sobre estas tareas:

“Y lo que quiero es que sepan derivar para que el aflo que viene cuando los alumnos salgan de este curso,
ellos sepan derivar... Quiero rapidamente meterme en el cuadro de derivadas.

Me limito a leer el cuadro y manejar el cuadro, ya les tengo un cuadro seleccionado, viene muy bien, muy
grandota, muy claritas y entonces: venga! Por supuesto les doy una serie de ejercicios que vienen aqui
a final de capitulo y en cada uno de ellos me tienen que decir qué tipo de funcion es y que propiedades
es la que utiliza, si es una suma, si es un producto, si es la funcion logaritmica, si es la exponencial, si es
la potencial, etc. Que ellos me digan en cada caso, que me lo escriban explicitamente: si...cuando el
alumno te explica es cuando realmente sabe sus conceptos y lo que piensa y muchas veces a lo mejor

tiene un error de calculo pero no de concepto.”

El uso de una tabla con las cabeceras de las columnas como f(x) y f (x)
establece los elementos necesarios para poder hablar del operador derivada e
intentar generar las condiciones para que los alumnos construyan su significado
como proceso. Sin embargo para darse este paso es necesario segun sefala
Dubinsky (1996) que haya una “reflexién” explicita sobre lo realizado que

permita “concebir” el operador derivada como proceso. Esta reflexion explicita
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sobre la vinculacion entre f(x) y f'(x) aparece en el discurso y la practica de

Maria cuando se considera que es posible combinar reglas para obtener la '(x)

de cualquier f(x).

TABLA RESUMEN DE LAS REGLAS DE DERIVACION

Derivadas de funclones elementales Regla de la: cadena
DX =rxX"' , (reR). D fxy < Prixy™' - f(x)
D& =& Cnmoe Delt = o+ f(x) dur o
1 ] [ - Py b, e
Dinx =y Dlopx=Llgue | o =L2 Dloy foo- o
i
D sen x = cos x D sen f(x) = cos fix) - [(x)
. 4
Dcosx = —sen x ' D cos fix) = —sen f{x)- f'(x)

1 S iy -
Digx=—— =1+ tg? x Dtg fix) = v [L+ 1 f(x)] - f(x)
Dcotg x = sc:,l'x = —(1 + cotg? x) D cotg fx) = sc:(j(ﬁ) = —[1 + cotg® Ax)}"f'(x)

t . - S(x)
D = 4 D [y~
arc sen x = arc sen f{x) \/ = =0
—1 : —f(x)
D o= = A
arc cos x — ) ‘Darccosf(x) \/1—:—}7(;5
R ‘ S
Darclgx—T—I——x—z v Darctg,{tx)—l+ﬂ(x)
-1 -/
D arc cotg x. =T D.arc cotg f{x) =i +f;2;-) )

Derivada de wna syma: D(f{x) + g(x)) = Dj(;r)‘hi-pg(x).

Derivada de un producto: D(f(x)- g(x)) = Dﬁx)' g(:v)‘ +(ﬂx) * Dgix).
Sx) _ Dfix) g(x) ~ fix) Dg(x):

g(x) glxy?

Derivada de s, funcién constante: D(k) = 0. N

Derivada de In fimcién identidad: D(x) = I.

Derivada de un coclente: D

Se resuelven diversas tareas, la primera tarea (libro de texto’, pagina 271,

tarea 1):

Calcula la funcién derivada de la siguiente funcion: f(x)=3x*-6x+5.

Se calculan las siguientes funciones derivadas, f(x) =Jx +/x,

>Bachillerato Mateméticas I, Andalucia,
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f(x) :L’ f(x)=sen(x)cos(x), f(x)=xe*, f(x)=x2%, f(x)=(x>+1)log, (x),

xx

2 x> +3x% - 5x+3 log(x)

x“+1
S(xX)=—F—,f(x)= S (x) =
x° -1

b
X X

todas ellas se

obtienen aplicando reglas de derivacion

La regla de la cadena la aplica a las siguientes funciones: y=sen(2x+1),
f(x)=(3x%-2x)*, f(x)=sen(3x+1)cos(3x+1) y otras mas combinando las reglas de
los diferentes tipos de funciones con la regla de la cadena, aunque la tabla de
reglas de derivacion aparecen formulas para la regla de la cadena no se utilizan,
sino que se aplica la regla de la cadena identificando las funciones que se
componen. Para terminar esta vifieta indicamos que propone y=tg’(x?), en la que
se componen tres funciones, para la que no hay formula. Este tipo de tareas son
las que de alguna forma parecen apoyar la idea de Maria en el sentido de que se

reflexione sobre la aplicacion de las reglas y como se aplican.

El didlogo de clase:

P: Sino que la vamos a utilizar, yo os doy ya las derivadas, las funciones derivadas de las funciones
elementales.

Y nosotros las vamos a utilizar esas funciones derivadas, bien, leemos, de la tabla que os he dado
leemos la columna de la izquierda ;de acuerdo? La columna de la izquierda, tenemos dos columnas, la
que pone derivada de funciones elementales ;estamos ahi? Esa es la que vamos a ver, pone D X", jsi o
no?

E: Si.

P:Igual ar por x™', la derivada de una potencia, de X", ;a quién va a ser igual? Al exponente que es r
por la base que es x elevado a una unidad menos, a r-1, ;vale? Por ejemplo, David ;cudl seria la derivada
de x a la sexta?

E: 6 por x elevado a 5.

P: Muy bien.

Pasamos al segundo, a la derivada de a*, a* es un numero, es una exponencial, un nimero elevado a x,
la x esta en el exponente, ;Cudl es la derivada? a* . In a.

Por ejemplo, Cristina, ;cual es la derivada de 2*?
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E: 2" porel In de 2.

P: Jorge, ;cual es la derivada, por ejemplo, de €*?

E:e*porel Indee.

P: Pasamos a la tercera, la derivada de un In. Esta tabla la vais a tener delante siempre a la hora de,
siempre no.

La derivada del In de x jes? 1/x. <se leen las distintas reglas>.

Bueno, ya vamos a dejarnos de comentar mas, como véis, continda, por ejemplo, la derivada del sen de
x que seria el cos de x,la derivada del cos de x seria el -sen de x, la derivada de la tang = 1/ cos® x que es
lo mismo que 1+ tag” x, etc, la del arcsen, la del arcos y la de la arctang, las tenéis ahi, repito, la columna
de la izquierda, cuando os aparezcan pues os vais aqui y lo mirais, /de acuerdo? Bien

Me falta comentaros el cuadro que viene abajo, que son operaciones, ;cémo se hace la derivada de una
suma? Es decir, si tengo por ejemplo, el sen x+ x°. Tengo una funcién que es la suma de otras dos. ;Qué
es lo que dice la primera regla de derivacion? ;Qué aparece aqui en la hoja? Derivada de una suma

E: La derivada de sen x + derivada de x°.

P: La derivada de la primera funcion + la derivada de la segunda, la derivada de una suma es la suma de
las derivadas, es decir, ;como se haria esta? ;Cual seria la derivada?

E: Derivada del sen x.

P:cosx+ ...

E: 6x°

P: Aqui.

Bien, ¢si en vez de una suma tuviese un producto? <Maria continua explicando la tabla de

derivadas, cada regla con un ejemplo>.
E: (Y si hubiese sido derivada de una resta?

P: También, es lo mismo, si en vez de una suma hay una resta, se resta. Cuando hay un producto, cuando
hay un producto, si nos fijamos aqui, en la regla de derivaciéon... <Maria explica la regla de la
cadena y la aplica a distintos ejemplos>.

E: Pero la de la cadena jhay que aprendersela toda? <en la tabla de reglas de derivacion, la

columna de la regla de la cadena>.

P: ;Cual? no, s6lo, pero es que la de la izquierda, la de la derecha al final no la hemos utilizado, es la

regla de la cadena. La primera columna, pues €sa es la que te tienes que aprender, la primera columna.
<Después de varios ejemplos Maria propone>.
P:;Cuél era mas complicado? <obtener la funcién derivada de y= tg*(x*)> El cubo ¢de quién es?

seria lo mismo que poner tangente(x?), todo ello elevado al cubo.
E: Sale 1+ tangente(x?).
P: ;Yaesta? Esa es una funcion potencial, la derivada primero y después la base de la potencia, luego ahi

hay un producto.

Pero tienes que hacerla al cubo, derivas el cubo, que es una potencia y después deriva la tangente <que
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es la base en la composicion de funciones>. Arriba pones la tangente(x?) entre paréntesis todo
al cubo, y asi se ve mejor. Seria, el exponente por la base elevada a una unidad menos y por la derivada
de la base. Seria para derivar esto <la funcidn>, quedaria, primero tienes que derivar el cubo ¢no? que

es lo Gltimo que se hace y ;como se deriva un cubo? La primera, la primera, una funcion potencial, el
exponente por la base elevada a una unidad menos /si 0 no? Luego seria 3 por la base, por la base, que
es ésta <tangente(x?)>.

P: Porque la derivada de la base, la derivada de la tangente. Aqui mira, aqui hay 3 funciones, 3, una seria
elevado al cubo, otra seria hallar la tangente y otra seria elevar al cuadrado ;si 0 no?

La derivada de la tag(x?) es, ;cudl es la derivada de la tangente? Buscala en las listas.

E: 1/cos’(x).

P:En este caso en vez de poner x tiene que poner de la funcién a la que se aplica ;jno? de x* ;vale? ;de
acuerdo? Y ahora por, tienes que multiplicar a la otra. Ya que has derivado la tangente, tienes que derivar

ahora la x?, por eso le pone 2x, por 2x, entonces te da 6x, muy bien, muy bien.

El objetivo explicito de Maria para este tipo de actividades es subrayar el
que los alumnos usen y combinen reglas memorizadas, para producir en cada

caso la funcion derivada.

En las entrevistas de desarrollo, Maria senala:

“Las reglas de derivacion les ha resultado faciles de adquirir porque es pura mecanica. El objetivo es

hacer muchas derivadas, ya que adquieren manejo en las reglas, para después a la hora de hacer la

derivada de cualquier funcion tengan soltura. Un alumno recuerda algo que ha repetido muchas veces.”

De las lineas 1-36 inferimos que Maria aplica reglas por lo que modela
acciones analiticas para el operador derivada. Dichas acciones vienen dadas por
las reglas de derivacion para las funciones elementales y para las operaciones
entre funciones. Dubinsky et al. (1994) indican en relacion a la forma de conocer
accion que:

“Un sencillo tipo de accion en matemdticas es calcular de acuerdo

con una formula, frecuentemente, un estudiante puede tener éxito

con cdalculos antes de que el concepto esté totalmente

comprendido.”(p. 286)
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DeVries (2001) describe cuando se conoce sélo la forma accion:
“l.- Dada la regla general para encontrar la derivada de una
funcion polinomica, y dada una funcion polinomica concreta una
accion podria ser encontrar la derivada por sustitucion de los
numeros en la formula general. Uno esta a nivel de concepcion
accién para la diferenciacion® si sélo es capaz de encontrar la
derivada de una funcion cuando cada paso es externamente
proporcionado (por la memoria, por ejemplo, o mirando en una
lista de reglas) por una regla que es aplicada y solo se tiene que

introducir los numeros concretos.” (On-line).

En esta vifieta las “férmulas” son las reglas de derivacion que se aplican
(en las lineas 1-41) para cada tipo de funcidén u operaciéon. Como se ha sefialado
anteriormente, Dubinsky (1996):

“Cuando una accion se repite y el individuo reflexiona sobre ella,

puede interiorizarse en un proceso” (p. 34)

El aspecto fundamental es la reflexion sobre la accion, de manera que la
transformacion que describe la accion llega a estar bajo control del individuo
(Cottril et al., 1996). En este sentido el profesor repite varias veces las

modelaciones de la forma de conocer accion.

En esta situacion en la que se dispone de una “tabla” de entradas (funcion)
y salidas (su derivada), Maria hace explicita la relacion entre cada funcion y su
derivada mediante dicha tabla. Este hecho (usar una tabla para hacer mas o menos
visible la idea de entrada-salida) es la que nos permite decir que Maria intenta
que sus alumnos:

- repitan una accion (que es calcular diferentes derivadas), y

®Diferenciacion es una forma de referirse al operador derivada.
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- mostrarles que eso se puede hacer para funciones diferentes.

Esto puede ser interpretado como que Maria coloca las condiciones para
que el estudiante reflexione sobre la accidon repetida de calcular derivadas
pudiendo asi interiorizar esta accidon en un proceso (el operador derivada como

proceso).

Para los casos en los que aparece la regla de la cadena Maria aplica la
regla varias veces a casos particulares. Podemos describir con los instrumentos

de la siguiente forma:

s R

Regla de las  funciones
trigonométrica seno:
L D(sen(x))=cos(x)

Operador derivada aplicado a

Regla de la cadena, derivada de la funciones polindmicas
composicion de funciones: g
D(f(g(x))=D(H)(g(x))D(g(x)). > ’ - . )
Regla de la funcion potencial
Analitico D(x")=nx "1,
\. J

Regla de la cadena, derivada de la
composicion de funciones:

D(f(g(x)))=D()(g(x))D(g(x))-

K Analitico _/

El énfasis sobre el manejo de reglas que propone Maria parece apoyarse
en un objetivo explicito en su practica que es que los alumnos memoricen el
calculo de derivadas, sin ninguna vinculacion con el significado de la funcion
derivada. La concepcion sobre las matematicas escolares con la derivada como
contenido escolar se concreta en este apartado en la explicitacion de un conjunto

de reglas que hay que conocer, combinar y aplicar.

En este sentido la practica de Maria es coherente con su concepcién del

aprendizaje y su manera de ver esta parte del contenido matematico. En la
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practica de Maria el aprendizaje del concepto operador derivada esta
desconectado del concepto funcion derivada antes construido, por tanto Maria
organiza los conceptos sin necesidad de establecer relaciones de significado entre

ellas, apoyandose en el uso de reglas que se interiorizan.

La practica de Maria potencia en los alumnos el operador derivada como
proceso a partir de la reflexion sobre las reglas de derivacion y no sobre el
significado de la funcion derivada ni de la derivada de una funcion en un punto.
De esta manera, la construccion del operador derivada que realiza Maria esta

desvinculada del contenido matematico anteriormente construido.

4.3.2.- La inversion del operador derivada en modo analitico

Maria modela este mecanismo de inversion del operador derivada
colocando el énfasis en la “regla” de “reducir un grado el exponente” en las
funciones polindmicas. Las funciones aparecen representadas en el modo grafico
y se trasladan al modo analitico. La modelacidn de la inversion que realiza Maria
se basa en las reglas de derivacion, pero al utilizar representaciones graficas y
analiticas para las funciones tinicamente aparecen las funciones que son faciles
de reconocer (polindémicas de grado inferior a 4, pues su funcion derivada es de

grado 2, y su grafica es una parabola).

V9: La inversion del operador derivada

El segmento recogido en esta vifieta se organiza alrededor de la realizacion
de una tarea en la tltima clase de la unidad didactica. Con la primera cuestion
planteada parece que puede aparecer la funcion derivada y sus significados, sin
embargo Maria no responde a esa pregunta, y pasa a relacionar la funcion
derivada con la funcion original, con una discusion sobre los grados de la
expresiones polindmicas que corresponden a cada grafica. Este énfasis sobre
aspectos memoristicos se justifica por la necesidad de Maria de fijar “reglas” para

realizar tipos de tareas.

281



4.- Resultados José Maria Gavilan Izquierdo

En la entrevista de planificacion, Maria dice:

“Pero si no me queda tiempo aqui para hacer este tipo de problemas, ves, dadas las graficas de las
derivadas ;cual de estas funciones tiene un punto de tangente horizontal? ;cual de estas graficas es la
funcién derivada de una funcion polindmica?;Cual de ellas corresponde a una funcidén polinémica de
segundo grado? Si no entrase en la evaluacion, pero es que quiero que lo vean, porque quiero que lo
adelanten, ten en cuenta que yo la semana siguiente les voy a empezar a hablar, o bien se las doy en la

semana de después con las integrales, les doy ese tipo de problemas se lo meto un dia con las integrales.”

La necesidad de gestionar el tiempo hace que Maria condicione su
practica. En este momento Maria explicita como objetivo desarrollar los
significados de lainversion del operador derivada en contexto grafico, aunque los
significados graficos no aparecen.

Enuciado de la tarea.

1

Estas graficas representan las funciones derivadas.

a) ¢ Cuales de estas funciones, de las f, g, h, j, tienen puntos de tangente horizontal?
b)¢ Cual de estas graficas es la derivada de una funcién polinémica de primer grado?
¢) ¢ Cual de ellas corresponde a la derivada de una funcién polindmica de segundo

grado?

Maria hace lo siguiente: discute la relacion entre los grados de una funcion
y su funcidn derivada cuando se trata de funciones polindomicas, clasifica las
graficas segiin correspondan o no a polinomios, y a las que corresponden a

polinomios les asigna el grado del mismo.

El didlogo en el aula:

P: Primero tenéis que pensar qué son puntos de tangente horizontal
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E: Es cero, (no?

P: Es cero, entonces, ;como afecta la tangente horizontal a la derivada? <Maria abandona esta

cuestion>.

El trabajar con significados resulta complicado cuando el énfasis ha sido
colocado en las reglas. Las dificultades identificadas por Maria en usar los
significados geométricos hace que se centre en fijar la regla de la relacion entre

los grados de los polinomios.

E: La derivada de una recta es igual a una recta.

P: jAh! no sé, tG aver laderivada de una recta, jes otra recta? a ver, la derivada de una recta, ;qué
seria ? otra recta. Pero una recta particular o cualquier

E: Horizontal.

P: (Por qué?

E: Porque cuando deriva una de primer grado, sale una constante.

P: Venga! pues a ver si los demas habéis visto ya una lucecita encenderse o no. {Venga! ya estoy, hay
dos o tres ideas que hay que enlazarlas.

E: j es de tercer grado.

P: Pero ¢l dice que la j tiene que ser una funcion de tercer grado ;Estais de acuerdo?

E: Si.

P: Si su derivada es una parabola, es una funcion de segundo grado por tanto la j tiene que ser una
funcion de tercer grado porque la derivada es un grado menos. Bien, ésta < se refiere a la grafica
de g "> por ejemplo seglin decia Rocio, tendria que ser la derivada de jquién? ;quién seria la g?

E: Una recta.

P: Una recta, ;jno? ;por qué? porque la derivada de una recta es un numero, ;no? Por ejemplo sila g,

fuese, la g (x) fuese -2 x+1, ;como derivo esto? ;quién seria g’(x)? -2, por tanto seria ésta <se refiere
a g ">, que es una recta.
Y ésta <se refiere a f "> dice Ana que seria, ésta seria de segundo grado <se refiere a la funcion

>, ;por qué? porque la grafica de la derivada seria una funcion de primer grado ;no? jVale!

Otro de este tipo, a ver, bueno la otra pregunta era sobre si hay alguna de la de la derivada de alguna
(como era? De una funcion de primer grado.

E: Y de segundo.

P: Esa si la habiamos ;no? ésta serfa la de segundo grado ~ <se refiere a f, usando la grafica de
f ">, ésta <se refiere a g, usando la grafica de g "> seria la de primer grado, incluso ésta <se

refiere a j, usando la grafica de j "> ;de quién seria?

E: De tercer.
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P: De tercer grado.

Sin embargo este discurso no resulta coherente con el énfasis en la regla
y la “relacion entre los grados de los polinomios”. En cierto sentido la tarea
implica la posibilidad de realizar un cierto trabajo con los alumnos pero la forma
en que estan redactadas las cuestiones y la idea de Maria de fijar reglas hace que
el discurso generado en el aula se centre en la potenciacion de reglas y no de

significados.

En la entrevista de desarrollo Maria sigue insistiendo en la riqueza de los
significados geométricos para hablar de la inversion de la derivada en contexto
grafico:

13 . ., . .. , . .
Esto es la culminacion, es el proceso inverso. Volver a insistir, solo que la derivada es la pendiente de

la recta tangente pero desde otro punto de vista, para volver a insistir sobre el mismo concepto, pero con
otro tipo de preguntas, para que un concepto quede fijado tu tienes que preguntar desde muchos puntos,
angulos. Ademas estos problemas te dan la derivada como una funcion, es decir, que tiene su grafica, a
la vez es mucho mas rico, estas utilizando la funcion derivada como una funcion, que tiene su grafica
igual que cualquier funcion. Larecta es tal, de f *, y dar f, para ellos es mas facil volver a la ecuacion pero

no lo pretendo.”

De la linea 18-21 identificamos la modelacion del mecanismo de
construccion de la inversion o reversibilidad de un proceso. Para esta inferencia
tenemos en consideracion que cuando una accion ha sido interiorizada a un
proceso es posible invertir los pasos del mismo, por ejemplo la “regla” de
derivacion de funciones polindmicas usada: si f(x) es de grado n, su derivada es
de grado n-1, de la siguiente forma:

“f(x)=a, x"+a"'x"'+...a,x+a, f’(x)=na,x""'+.. a,”.

En esta vifieta en las lineas 5-8, 13-17 y 17-21 se observa que se estan
invirtiendo los pasos de la regla dados para obtener funciones derivadas, que es

una caracteristica del mecanismo de inversion. Ademas en la entrevista de
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planificaciéon Maria sefiala que estas tareas estdn ya relacionadas con la
integracion de funciones. En la entrevista de desarrollo Maria indica que estamos
ante el “proceso inverso” (ella no piensa en la terminologia APOS) sino que pone
de manifiesto la relacion entre las tareas anteriores de calcular funciones

derivadas y la que ahora les plantea.

El énfasis de Maria en las reglas limita las posibilidades de modelar la
inversion del operador derivada. Serian necesarias mas tareas para poder afirmar
de manera categoérica la inversion como mecanismo modelado. El hecho de
invertir pasos (invertir pasos del operador derivada como regla) con la regla de
los polinomios pone la base para la modelacion del mecanismo de inversion del

operador derivada.

De acuerdo con la teoria APOS, la inversion de un proceso permite
obtener un nuevo proceso, por tanto, en la vifieta Maria modela el proceso
inverso del operador derivada que es la integracién indefinida o anti-
diferenciacion. De este modo se introduce la integral indefinida como proceso,

sin necesidad de modelar la interiorizacién de acciones para la misma.

Considerando de manera global las vifietas 8 y 9 debemos resaltar el
predominio de lo procedimental al tratar las funciones tanto cuando actia el
operador derivada como cuando lo hace el operador integral (anti-diferenciacion).
Esta es una manifestacion de la concepcion de las matematicas que caracteriza

la practica de Maria.

Al considerar todas las vifietas en su conjunto, podemos sefialar que hay
predominio de lo analitico y que generalmente si aparecen los dos sistemas de
representacion, analitico y grafico no hay integracion entre ellos, sino que
aparecen separados. Esta forma de proceder de Maria condiciona la organizacion

del contenido matematico, ya que se pueden desarrollar los significados (grafico
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y analitico) de forma autéonoma. Maria no considera necesario establecer
explicitamente relaciones entre los significados, y cuando lo hace tiende a

“pegar” los significados geométricos a los analiticos, que son los prioritarios.

Maria tiene una vision de las matematicas escolares como “algoritmicas”,
los conceptos matematicos se caracterizan por reglas que aplicadas dan un
resultado, lo mismo para f'(a), que para f'(x). Esta vision se caracteriza en la
practica por la potenciacion de reglas y procedimientos de calculo, Maria pone

el énfasis en calcular siguiendo recetas paso-a-paso.

La manera de actuar de Maria se caracteriza por la ausencia de relaciones
entre determinados conceptos. Maria gestiona el contenido matematico en el aula
de forma que las relaciones entre los conceptos no aparecen ni se consideran
necesarias. Esto manifiesta que Maria concibe el aprendizaje de los conceptos de
forma auténoma sin relaciones, decimos que es una construccidon no progresiva

vertical.

En cuanto al desarrollo de cada concepto, la practica de Maria se
caracteriza por desarrollar las distintas formas de conocer sin relaciones entre si.
Maria potencia la derivada de una funcién en un punto como proceso y como
accion sin vinculaciones entre ellas de ningun tipo. La practica de Maria al
apoyarse en reglas le permite no vincular las formas de conocer. Esta manera de
proceder de Maria esta indicando una concepcion sobre el aprendizaje de las
matematicas en el que no hay un desarrollo progresivo (horizontal). De ninguno
de los conceptos que conforman la nocién de derivada se potencia su
construccion como objeto. En la practica de Maria no aparece de forma explicita

la descomposicion genética de un concepto.

De forma genérica las relaciones no parecen ser un objetivo en la practica

de Maria:
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- la derivada de una funcién en un punto como accién (mediante una
regla) y como proceso aparecen sin vinculacion,

- la derivada de una funcién en un punto como proceso no se vincula a
ningun concepto,

- la funcidn derivada se apoya en la “regla” de la derivada de una funcion
en un punto y no en los significados interiorizados,

- el operador derivada no se apoya en el significado de la funcidon
derivada, la relacion es “nominal”, y

- la funcion derivada construida mediante una regla y la derivada de una

funcién en un punto no guardan relacion con el operador derivada.

5- LA PERSPECTIVA DE LA PRACTICA DE MARIA:
PERSPECTIVA TRADICIONAL

Como hemos sefialado la perspectiva de la practica del profesor hace
referencia a “lo que subyace” en dicha practica, a los aspectos caracterizadores
de la misma desde la consideracién de la potenciacioén de la construccion de
conceptos en los estudiantes. Caracterizamos la perspectiva de la practica del
profesor a partir de la modelacion de la descomposicion genética de la nocion de
derivada que pone de manifiesto dos dimensiones:

- cdmo concibe el desarrollo de la comprension: concepcion sobre el

aprendizaje de los conceptos visto a través de los mecanismos de

construccion del conocimiento que se potencia, secuencia y relaciones y

su justificacion.

- su vision de las matemadticas: concepcion de las matematicas como

objeto de ensefianza y aprendizaje.
Para obtener las inferencias sobre las dos dimensiones anteriores hemos

utilizado las variables siguientes:

- La forma en que usa los sistemas de representacion como instrumentos
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de la préactica.

- Coémo organiza los distintos conceptos matematicos y como establece
relaciones entre ellos.

- Formas de conocer que parece potenciar mediante las modelaciones de

los mecanismos de construccion.

El analisis de la practica de Maria realizado nos permite identificar “las
ideas” que definen las dos dimensiones que delimitan la perspectiva de la

practica. Con este objetivo describimos los valores de estas variables.

Respecto al uso de los sistemas de representacion en algunas situaciones
el uso de los sistemas de representacion se reduce al uso de significados
analiticos, estando ausentes los significados del modo grafico. En otras ocasiones
para Maria los significados vinculados a algunos conceptos pueden venir dados
en contexto grafico y contexto analitico y puede ocurrir:

- que no haya integracion de lo grafico y lo analitico,

- que pueda parecer que haya integracion de los significados graficos y

analiticos, pero lo que sucede es que no los usa de la misma manera: 1) en

la construccion prioriza el significado analitico y “pega’ a €l el significado
geométrico, y i1) aunque “aparentemente’ se usa y apoya en significados
geométricos, éste uso es testimonial, pues lo importante son los

significados analiticos.

Esta manera de actuar de Maria es coherente con una concepcion de las
matematicas en la que los significados de los conceptos son esencialmente
analiticos, y cuando se asocian significados en varias representaciones no son

importantes las relaciones entre los significados.

La ausencia de relaciones significativas explicitas entre los significados

de los conceptos en distintas representaciones es una manifestacion de que Maria
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concibe la construccion de los conceptos en itinerarios separados sin relaciones
entre ambos. Los “procesos” de construccion grafica y los “procesos” de
construccion analitica del mismo concepto no es necesario que guarden

relaciones.

Respecto a los distintos conceptos que conforman la nocion de derivada
(derivada de una funcién en un punto, funcion derivada y operador derivada) en
la practica de Maria, estos conceptos no necesitan estar relacionados entre si.
Maria considera que pueden construirse conceptos sin que guarden relacion. Un
aspecto caracteristico de la practica de Maria es que en las modelaciones
realizadas para el operador derivada no establecen relaciones con los significados

de la derivada de una funcion en un punto ni de la funcion derivada.

Esta desvinculacion de significados entre distintos conceptos en la practica
de Maria puede ser una manifestacion de la importancia dada por Maria al uso de
“reglas” o procedimientos de célculo. La forma de actuar de Maria pone de
manifiesto su interés en que los estudiantes asocien el uso de reglas a los
conceptos. La importancia de las reglas en la practica de Maria se manifiesta en
que en los casos en que se establece relacion entre dos conceptos, derivada de una
funcién en un punto y funcién derivada, la relacion viene dada mediante la

“generalizacion de una regla”.

Lamanera de proceder de Maria pone de manifiesto una concepcion de las
matematicas escolares en la que no es necesario establecer relaciones entre los
distintos conceptos ya que lo esencial es que los estudiantes utilicen “reglas™ o
procedimientos del tipo paso-a-paso para calcular los nimeros o expresiones que
representan a los conceptos. Maria organiza el contenido matematico apoyandose
en dos bloques tematicos sin establecer relaciones explicitas: f'(a), f'(x) por un
lado y el operador derivada por otro. Por tanto, de la practica de Maria se infiere

que las matematicas escolares se organizan mediante “métodos de calculo”
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alrededor de los conceptos independientes entre si, y estan caracterizadas por el

caracter “algoritmico” del contenido.

Estas caracteristicas de la practica de Maria pueden relacionarse con una
caracterizacion de una filosofia de las matematicas, que Ernest (1996) denomina
“absolutista”, en la que se priorizan las reglas y que tiende a ser atomista. Esta
vision se puede transmitir en las escuelas dando a los estudiantes “rutinas” sin
relaciones y tareas matematicas que implican aplicar los procedimientos
aprendidos con una Unica respuesta. Ernest (1989 a) considera que existe una
vision instrumentalista en la que las matematicas son una acumulacién de hechos,
reglas y estrategias para ser usadas, es decir, un conjunto de reglas utiles y
hechos. Lerman (2002) identifica un profesor tradicional que se caracteriza a
través del modelo de “perfomance” tradicional, apoyado en una psicologia

conductista.

Por otra parte, la manera de actuar de Maria refleja una concepcion del
aprendizaje en la que no se consideran relevantes las relaciones entre conceptos,
ya que los distintos conceptos pueden relacionarse o no. Por tanto, en la practica
de Maria aparece una concepcion del aprendizaje en el que el desarrollo de la

comprension no es progresiva en sentido vertical (relaciones entre conceptos).

En el cuadro 4.7 las flechas en sentido vertical nos muestran las relaciones
que se establecen entre los distintos conceptos. Cuando aparece unarelacion, ésta
viene dada por una “regla”. Como se observa ademas hay conceptos aislados de
otros. Este cuadro sefiala que de la practica de Maria se infiere unas
caracteristicas del aprendizaje como poco progresivo entre los conceptos que

conforman la nocion de derivada.

Respecto a las formas de conocer que la practica de Maria potencia para

cada concepto podemos indicar que en ningin caso se construyen objetos,
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potenciandose a los sumo la concepcion proceso. En estos casos los significados

geométricos y analiticos interiorizados lo son de forma independiente.

Maria en la construccion de la derivada modela por separado el
mecanismo de interiorizacidon de la derivada de una funciéon en un punto y la
derivada de una funcion en un punto como accion Y de los dos, los significados
interiorizados no son usados en la unidad didactica. Las acciones modeladas
permiten a Maria dar a los alumnos procedimientos algoritmicos para obtener el
nimero f’(a), aspecto sobre el que se apoya para construir la funcidén derivada
mediante generalizando de la regla de los cuatro pasos. En este caso, los
significados geométricos no juegan un papel relevante. La construccion del
operador derivada hecha por Maria gira alrededor de las “reglas de derivacion”

de naturaleza analitica, con ausencia de aspectos geométricos en su construccion.

En el cuadro 4.7 las flechas en sentido horizontal indican las relaciones

que se establecen entre las distintas formas de conocer para cada concepto.

T N

Accion ----» Proceso Accion (Aal)

La derivada de una funcién en un punto

Proceso

La funcion derivada

x>

Accion ----> Proceso

El operador derivada

Proceso
La anti-diferenciacion

Cuadro 4.7 Relaciones entre conceptos
y formas de conocerlos
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Desde estas caracteristicas, Ernest (1989 a) indica que en la vision
instrumentalista, las matematicas se consideran como una acumulacion de
hechos, reglas y estrategias para ser usadas, es decir, un conjunto de reglas utiles
y hechos; los hechos, reglas y métodos matematicos aparecen como entidades

independientes.

En resumen las dimensiones que caracterizan la perspectiva de la practica
de Maria vienen dadas por:

a) Las concepciones sobre el aprendizaje de las matematicas, o la
construccion de los conceptos. Para Maria la construccion de un concepto no
tiene necesariamente que ser progresiva, las formas de conocer de un concepto
pueden construirse de forma aislada y sin vinculaciones entre los significados en
las diferentes representaciones. El desarrollo entre los conceptos no tiene por qué
ser de forma relacionada, pueden aparecer conceptos de la nocion aislados entre

si. Por tanto, no es necesario construir la nocidon de manera progresiva.

b) Las Matematicas son un conjunto de hechos y procedimientos, para
recordar y usar procedimentalmente. Un concepto puede tener asociados
significados distintos; y éstos pueden estar relacionados, o no. Esencialmente las
matematicas escolares son reglas analiticas a memorizar. Los distintos conceptos
pueden estar, o no, conectados. Los conceptos que forman una nocion no tienen

porque formar una red conectada.

6.- DISCUSION INTERCASOS

Terminamos este capitulo de resultados haciendo una reflexion final
considerando los resultados de las perspectivas de los dos casos de manera
conjunta. Contrastaremos las dos perspectivas de la practica identificadas para
Juan y Maria. Nuestra conceptualizacion de la perspectiva de la practica permite

considerar que el analisis de la misma se ha llevado a cabo bajo la consideracion
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de la “ensefanza para la comprension”.

Como indica Simon (2003) los esfuerzos en la reforma de las matematicas
que “pretenden promover el aprendizaje de las mateméticas con comprension”
requieren una reconceptualizacion de la naturaleza de las matemadticas, qué
significa hacer matematicas en la escuela, como los conceptos matematicos son
aprendidos y como los conceptos matematicos pueden se ensefiados. Propone
para ello que:

“La distincion entre actividad empirica y actividad logico-

matematica se centra en la naturaleza de los conceptos

matematicos y como esos conceptos se desarrollan, cuestion
principal en la demanda de enseiiar matematicas para la

comprension.” (vol 4- p. 183)

Por lo tanto en el mismo sentido la distincidon entre las perspectivas de
Juan y de Maria es plausible centrarla en como se conciben las matematicas y
como se concibe el aprendizaje de conceptos matematicos. Estos dos aspectos son
las dimensiones que definen cada perspectiva. Para ellos tendremos en cuenta la
forma en que hemos realizado las inferencias sobre las dimensiones basada en el
uso de tres variables:

- La forma en que usa los sistemas de representaciéon como instrumentos

de la préactica.

- Como el profesor organiza los distintos conceptos matematicos y como

establece relaciones entre ellos.

- Formas de conocer que parece potenciar mediante las modelaciones de

los mecanismos de construccion.

Mediante los valores asignados a cada una de estas variables hemos

posicionado a cada uno de los profesores en las dos dimensiones.
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La perspectiva de la practica de Juan, sus dos dimensiones, se manifiesta
mediante la construccion explicita de la idea de “relacion”. Esta idea de relacion
esta presente de manera sistematica en la practica de Juan. Las relaciones que se
establecen permiten el uso de los significados construidos. Los niveles de
relacion establecidos por Juan en su practica son varios:

- relacion entre los significados vinculados a un concepto en los distintos

sistemas de representacion,

- construccion de relaciones entre las distintas formas de conocer un

concepto, construccion que implicitamente se describe en la

descomposicion genética del concepto, y

- construccion de relaciones entre los distintos conceptos que conforman

la nocion de derivada.

La perspectiva de la practica de Maria se manifiesta a través del énfasis
puesto en la necesidad de “reglas” para determinar los significados de los
conceptos. La practica de Maria al apoyarse en reglas hace que no sea necesario
construir relaciones, ya que la idea de relacion juega un papel poco relevante al
no explicitarlas:

- los significados en los distintos modos de representacion no se

relacionan entre si. En el caso en que aparecen ambos, el significado

geométrico se pega al analitico o su presencia es poco relevante,

- las relaciones en la construccion de un concepto matematico no son

necesarias, y

-los diferentes conceptos que conforman la nocidén de derivada pueden

construirse sin vinculaciones significativas entre ellos.
De esta forma la discusion entre las dos perspectivas de la practica

identificadas en Juan y Maria se puede establecer a partir de la idea de “relacion”

y el papel desempefiado por las “reglas”.
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La perspectiva de la practica en la que el énfasis estd puesto en la
necesidad de reglas y procedimientos algoritmicos paso-a-paso, no hay necesidad
de establecer relaciones entre los “elementos” de las variables definidas: uso de
sistemas de representacion, organizacion de conceptos matematicos y formas de
conocer potenciadas. En los casos en que se relacionan, éstas se pueden construir
mediante reglas. En esta perspectiva lo relevante es recordar y aplicar las reglas
sin vinculaciones. Esta forma de proceder manifiesta una determinada concepcion
de las matemdaticas y una concepcién del aprendizaje matematico. Esta
perspectiva de la practica esencialmente “algoritmica” en la ensefianza de las
matematicas la denominamos “tradicional”. El caso de Maria es un ejemplo

empirico que nos ha permitido caracterizarla desde un punto de vista teorico.

La perspectiva de la practica apoyada en la necesidad de establecer
relaciones explicitas entre todos los “elementos” involucrados en las tres
variables: uso de los sistemas de representacion, organizacion de los conceptos
matematicos y formas de conocer potenciadas, ponen de manifiesto una
determinada forma de concebir las matematicas escolares y de concebir el
aprendizaje de las matematicas. Para esta situacion tenemos una perspectiva de
la practica del profesor en la que son relevantes no s6lo los modos de
representacion, los conceptos matematicos y las formas de conocer presentes en
la practica desarrollada, sino que son esenciales las relaciones entre dichos
elementos. En este sentido, hay un “plus” al considerarlos en conjunto en la
practica, que va mas alla de la “suma” de las partes involucradas, ese plus viene
dado por las relaciones. Por ello esta perspectiva de la practica del profesor la

997

hemos denominado “holistica”’. Y el caso de la perspectiva de la practica de Juan

es un ejemplo empirico de la misma, que nos ha ayudado a caracterizarla desde

’El diccionario de la Real Academia de la Lengua (disponible on-line) define holistico como
“perteneciente o relativo al holismo” y define holismo como “Doctrina que propugna la concepcion de
cada realidad como un todo distinto de la suma de las partes que lo componen”.

Asiala et al. (1996) denominan “holistica” la aproximacion a la enseflanza desarrollada por el grupo
RUMEC, debido a que el estudiante desarrolla la comprension resumiendo y considerando ideas juntas
relacionadas.
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un punto de vista teorico.

La importancia de las creencias de los profesores en su practica es
destacada por distintos autores. Lerman (1994) sefiala que lo que ocurre en la
clase esta fuertemente influenciado, si no determinado por ellas. En su revision,
Lerman (2002) indica que las investigaciones sefialan una fuerte conexién entre
las creencias y las practicas de los profesores y sugieren que el cambio en las
practicas de éstos depende de cambios en sus creencias. Otros investigadores
(Ernest, 1989 a, b; Wilson y Cooney 2002; Golafshani, 2004) también destacan
la importancia de las creencias en la practica de los profesores, no sélo de las
creencias sobre las matematicas, sino que consideran también las creencias sobre

la ensenanza y aprendizaje de las matematicas.

La identificacion y caracterizacion de distintos “modelos™ de profesor es
una preocupacion y realidad en las investigaciones en Educacion Matematica.
Lerman (2002) identifica esencialmente dos modelos, un profesor tradicional que
se caracteriza por un modelo “perfomance tradicional”, y que viene a reflejar la
posicion de partida de los profesores desde la que se cambia. El modelo de
“reforma” es un modelo de competencia (competence model), en el que los
profesores necesitan una preparacion distinta. Wilson y Cooney (2002) abordan
dos orientaciones, una orientacion “dualistica” hacia la ensefianza y la vision
relativista de la ensefianza que se basa en la busqueda de la comprension del

estudiante.

En relacion a las concepciones sobre las matematicas, su ensefianza y
aprendizaje Golafshani (2004) nos habla de dos concepciones, tradicional-
absolutista y no-tradicional constructivista. Los profesores que tienen una vision
“absolutista” sobre las matematicas, su ensefianza y aprendizaje crean un entorno
mas centrado en el profesor, ensefian matematicas como reglas para ser

memorizadas, y describen las matematicas como una disciplina infalible. Estos
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profesores tienden a presentar las matematicas como una materia lineal, hechos
y reglas referidas a nimeros generalmente ofrecidas como actividad con lapiz y
papel. El principal objetivo del profesor es que los aprendices dominen las
estrategias matematicas, la clara presentacion de los paso-a-paso de cualquier
procedimiento matematico. Los profesores con una visidon “constructivista”

tienden a permitir que los estudiantes exploren y comprendan las nociones.
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CAPITULO V: DISCUSION E IMPLICACIONES

1.- INTRODUCCION

En este capitulo vamos a realizar una discusion de los resultados y obtener
algunas implicaciones. La discusion e implicaciones que vamos a realizar se
centran en distintos aspectos que aparecen en nuestro trabajo. En primer lugar
vamos a centrarnos en aspectos tedricos que permiten relacionar y situar nuestros
resultados en las lineas en desarrollo en Educacion Matematica. Los resultados
obtenidos han permitido caracterizar las perspectivas de la practica del profesor
desde la modelacion de los mecanismos de construccion de conocimiento
conjeturados en una descomposicion genética de la nocion de derivada generada
desde la perspectiva APOS. La caracterizacion de distintas perspectivas de la
practica la llevamos a cabo desde un punto de vista teorico. En segundo lugar
analizamos la adecuacion de nuestra investigacion a criterios que deben cumplir
las investigaciones en el campo de la Educacidon Matematica, basados
principalmente en los trabajos de Schoenfeld (2000). Finalizaremos con

indicaciones sobre el desarrollo de futuros trabajos en esta linea de investigacion.
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2.- ANALISIS DE LA PRACTICA DEL PROFESOR

Nuestra propuesta para el analisis de la practica tiene en cuenta que la
ensefianza de las matemadticas pretende que los estudiantes comprendan las
nociones matematicas involucradas (Hiebert y Carpenter,1992). Hiebert y
Carpenter (1992) relacionan el aprendizaje con la ensefianza para la comprension.
Otros autores (Artzt y Armour -Thomas, 1999) consideran “la ensefanza para la
comprension” base para el andlisis de la practica. En el mismo sentido se dirige
el grupo de investigadores Simon, Tzur y colegas:

“Centramos nuestros informes de la prdctica... en como el

profesor se conduce para promover cambios en el conocimiento

matemadtico de los estudiantes.” (Simon et al., 2000, p. 583)

Nuestra investigacion aporta nueva informacion a esta linea de trabajo
centrada en el analisis de la practica del profesor que tiene como referente la
ensefianza para la comprension. Nosotros hacemos un andlisis de la practica del
profesor relacionada con el aprendizaje que potencialmente pueden llegar a
conseguir los estudiantes. Por ello realizamos un andlisis de la practica
adaptando elementos de un marco teodrico de comprension. Para dar sentido a
estas declaraciones tenemos que precisar qué entendemos por comprension de las
matematicas. En nuestra investigacion hemos considerado la comprension de las
matematicas en términos del marco tedrico APOS. Pensamos que el profesor a
través de su practica potencia una determinada forma de conocer los conceptos
matematicos en sus estudiantes. Esta idea la concretamos en que el profesor en
su practica modela una serie de mecanismos de construccion que ayudan a sus
estudiantes a construir unas determinadas formas de conocer del concepto
(accidn, proceso, objeto). A partir de la idea de descomposicion genética de un
concepto como “el camino para construir conocimiento que deben realizar los
estudiantes”, consideramos modelacion de la descomposicidon genética de la
nocion, “modelaciones realizadas por el profesor de los mecanismos de

construccion”. Para nosotros la modelacion de un mecanismo de construccion es
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visible mediante los instrumentos de la practica que usa el profesor.

Nuestros datos confirman que es posible hacer un analisis de la practica
del profesor que ensefia matemadticas para que sus estudiantes lleguen a la
comprension de los conceptos. Por este motivo hablamos de aprendizaje
potencial que pueden llegar a construir los estudiantes, pero no decimos que éste
sea el aprendizaje que efectivamente realicen los estudiantes. La hipdtesis de
trabajo es que de alguna forma lo que el profesor modela en su préctica, tiene

reflejo en el aprendizaje que alcanzardn los estudiantes.

Algunas de las investigaciones en Educacion Matematica (Koirala, 1997;
Artzt y Armour-Thomas, 1999; Tzur et al., 2001) incluyen entre sus resultados
la caracterizacion de diferentes “perspectivas” de practica del profesor.
Consideran estos investigadores que es posible identificar y caracterizar distintos

tipos de practica.

Koirala (1997) plantea la ensefianza del calculo para la comprension
conceptual por los estudiantes, se apoya en las ideas de comprension de Skemp
(1976) que distingue entre comprension instrumental y comprension relacional:

“En sentido amplio, hay dos maneras de ensenar el cdlculo.

Primero, hay una manera tradicional, con profesores que dan

reglas y estudiantes que las aplican, ... sin llegar a comprender lo

que hacen... La segunda manera se basa en aproximaciones

exploratorias e intuitivas al desarrollo de los significados de los

diferentes conceptos del cdlculo” (Koirala, 1997, comunicacion

personal)

La primera de las formas de ensefianza del célculo es instrumental o
tradicional, y una diferencia entre ambas maneras de ensefar el calculo es el

papel del profesor. En la ensefianza tradicional su papel es el de “decir” las reglas
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mientras que en la otra forma de ensefianza més informal el papel del profesor es

el de facilitar el aprendizaje.

Para Simon (1995) son necesarios modelos de ensefianza de las
matematicas basados en el constructivismo como teoria de aprendizaje. Este
investigador considera que el papel del profesor es promover el aprendizaje de
los estudiantes y el andlisis de la practica le lleva a identificar la perspectiva que
subyace en la practica de los mismos' desde el punto de vista de los
investigadores (Simon et al., 2000). Para Tzur et al. (2001):

“Resaltamos que tradicional’, basada en la percepcion y basada

en la concepcidn’® son nuestras caracterizaciones de las prdcticas

de los profesores, y no como los profesores podrian describir sus

practicas.” (p. 246).

Estos investigadores (Simon y colegas) describen tres perspectivas que
han sido caracterizadas mas detalladamente en el Capitulo II. La perspectiva
tradicional se caracteriza por una ensefianza en la que el profesor transmite las
ideas a los estudiantes (Simon et al., 2000). Una diferencia entre la perspectiva
tradicional y la basada en la percepcion viene dada por la idea de que en la
tradicional el estudiante recibe el conocimiento, mientras que en la perspectiva
basada en la percepcion el estudiante debe “percibir” el conocimiento
personalmente, ambas perspectivas asumen que las matematicas existen
independientes de la experiencia (lo que es una vision platonica de las

matematicas) (Simon et al., 2000). La “perspectiva basada en la concepcion” se

'En un primer momento identifican dos aproximaciones a la ensefianza, tradicional y de reforma,
y que los profesores que buscan nuevas formas de ensefiar presentan en su practica aspectos de las dos
aproximaciones (Simon y Tzur, 1999).

?Aproximacién tradicional, perspectiva basadas en la percepcion y perspectiva basada en la
concepcion. En Heinz et al. (2000) se denomina “perspectiva tradicional” a la aproximacion tradicional.

*Resaltadas en el original.
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basa en la idea de que sblo se puede llegar a conocer algo a partir del
conocimiento previo, las matemadticas son una red de concepciones que se
abstraen a través de la reflexion, y el aprendizaje en esta perspectiva es la

construccion y transformacion de las concepciones (Tzur et al., 2001).

Las tres perspectivas pueden dibujar un “continuo” para el desarrollo del
profesor, en un extremo (izquierda) tendriamos la perspectiva tradicional, y en
el otro extremo (derecha) la perspectiva basada en la concepcion, como punto

intermedio se situaria la perspectiva basada en la percepcion.

Desde el punto de vista del desarrollo del profesor, €ste podria comenzar
en la izquierda y se “moveria” hacia la derecha, hasta alcanzar la perspectiva
basada en la concepcion. La idea de continuo subyace en que las perspectivas no
aparecen en “estado puro”. Los profesores en “transicion” serian los que
desarrollan practicas que estan cambiando como resultado de participar en las
reformas de educacion matematica. Tzur et al. (2001) sefiala:

“una perspectiva basada en la percepcion puede ser un paso hacia

la basada en la concepcion,... El cambio de una perspectiva

tradicional a una basada en la percepcion no requiere un gran

cambio de paradigma... las perspectivas tradicionales pueden

evolucionar hacia las basadas en la percepcion.” (p. 248)

Otro grupo de investigadores que también plantean una situacion similar
a la descrita por Simon y sus colegas, en lo referente a distintos estilos que
pueden llegar a formar un continuo en el desarrollo del profesor son Artzt y
Armour-Thomas (Artzt 1999; Artzt y Armour-Thomas, 1999). Artzt (1999)
indica que:

“Investigadores que han descritos cambios en las creencias y

practicas de profesores, estan de acuerdo en que puede haber

varios estados de desarrollo de la enserianza.” (p. 143)
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Tanto las nociones y resultados del grupo de Simon y colegas como el de
estas dos investigadoras tienen posibles repercusiones en la formacion y
desarrollo del profesor, segin aseguran los distintos investigadores. Simon et al.
(2000) senalan que los profesores pueden ser considerados en evolucion desde
perspectivas basadas en la percepcidn a perspectivas basadas en la concepcion 'y
que ello permite ayudar a los formadores de profesores en el disefio de

programas.

Los resultados de nuestra investigacion aportan informacion sobre estas
perspectivas de la practica del profesor al identificar dos perspectivas: holistica
y tradicional (“basada en reglas™). Estas perspectivas han sido caracterizadas
considerando las siguientes variables:

- La forma en que usa los sistemas de representacion como instrumentos

de la préactica.

- Cémo el profesor organiza los distintos conceptos matematicas y como

establece relaciones entre ellos.

- Formas de conocer que parece potenciar mediante las modelaciones de

los mecanismos de construccion.

A través de estas variables en la practica del profesor, inferimos lo que
fundamenta su practica en relacion a las dos dimensiones:

- como concibe el desarrollo de la comprensidn (la concepcion sobre el

aprendizaje de los conceptos), y

- su vision de las matematicas como objeto de ensefianza-aprendizaje.

Esta manera de explicar lo que subyace en y justifica la practica del
profesor viene justificada por los resultados de Escudero (2003) que apunta a que
la forma en que los profesores organizan y gestionan el contenido matematico en
el aula se relaciona con sus concepciones sobre las matemadticas escolares y por

la manera en la que los profesores conocian dichos contenidos. Afirmando que
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es necesario apoyarse en los resultados de los andlisis epistemologicos de los
conceptos matematicos que el profesor ensefia para identificar las concepciones
que sobre las matematicas subyacen en su practica. En esta misma linea nosotros
nos apoyamos en los analisis epistemologicos sobre la nocion de derivada
realizada en otros estudios (Azcarate, 1990; Azcarate y Deulofeu, 1990; Font,
1999; Badillo, 2003) en las que se sefiala la relevancia del papel que desempenan
los sistemas de simbolos en el proceso de construccion del significado de

derivada a través de la historia.

La segunda idea usada en la caracterizacion de la perspectiva de la practica
ha sido la que procede de la manera en que histéricamente se ha ido reificando
los significados de la nocidn de derivada desde la idea del paso al infinito de las
aproximaciones sucesivas como una manera de medir la velocidad de cambio.
Estas dos ideas han sido usadas para intentar identificar las concepciones sobre
el aprendizaje y las matematicas y sus relaciones que subyacen a la practica del

profesor.

De esta manera, la caracterizacion del uso de los modos de representacion
y la manera en la que el profesor modelaba los diferentes mecanismos de
desarrollo del concepto nos han proporcionado los medios para identificar las
diferentes perspectivas de la practica. Desde nuestro punto de vista y de acuerdo
con Simon et al. (2000), las perspectivas de la practica son construcciones

teoricas derivadas de los datos empiricos, pero no son monoliticas.

La “Perspectiva tradicional” que hemos identificado en nuestra
investigacion podemos caracterizarla de la siguiente forma:

- La visién que el profesor tiene del desarrollo-construccion de los
conceptos es que no hay relaciones entre las distintas formas de conocer un
concepto. Se considera la forma de conocer accion y alguna forma de conocer

proceso. Los sistemas de representacion son usados sin relaciones entre ellos y
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sin vinculacién de los significados. Por otra parte los distintos conceptos
matematicos son presentados sin conexiones entre si, abordandose por separado.
No hay un desarrollo progresivo de la construccion de los conceptos, ni

verticalmente (entre diferentes conceptos) ni horizontalmente (en cada concepto).

- Esta caracterizacion de la comprension de los conceptos matematicos es
compatible con una concepcion de la matematicas en la que se consideran como
un conjunto de hechos y procedimientos sin relaciones entre ellos que deben ser
aprendidos memoristicamente. Asi las matematicas tienen reglas que se
memorizan, sin necesidad de significado y sin vinculacién de los significados de

unas con otras.

Ladenominacién de “perspectiva tradicional” nos parece adecuado ya que
es muy similar a lo que lo que Simo6n y sus colegas (Tzur et al., 2001) llaman
aproximacion tradicional, o a la caracterizacion realizada por Artz y Armour-
Thomas (Artz, 1999; Artz y Armour-Thomas, 1999) al poner el acento en reglas,
hechos y procedimientos a recordar sin vinculaciones, el profesor da
instrucciones detalladas de las “recetas” para que los estudiantes las memoricen.
Por tanto se ajusta a la idea de que el papel del profesor es “transmitir” el

conocimiento.

La otra perspectiva de la practica identificada viene caracterizada por la
presencia de relaciones entre distintas formas de conocer, existiendo mas
significados vinculados a los conceptos y estos significados podran estar
relacionados. El uso de los sistemas de representacion se caracteriza por el
establecimiento de relaciones. La practica iran aumentando en grado de
complejidad al aumentar las modelaciones del profesor de mecanismos de
construccion y relaciones, lo que se refleja en la modelacion de Ia

descomposicion genética del concepto.
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La perspectiva identificada es la que denominamos “Perspectiva
holistica” caracterizada por:

- La vision que el profesor tiene del desarrollo de los conceptos es que éste
se realiza de forma progresiva. En sentido horizontal ya que se desarrollan
diferentes formas de conocer el concepto (accion, proceso, objeto) y estas formas
se relacionan entre si, conectando los significados y con la sintesis de los modos
de representacion. En sentido vertical, ya que se establecen conexiones entre los

distintos conceptos que se abordan.

- Las matematicas son un conjunto de conceptos con significados
vinculados y con diferentes representaciones, € interconectados entre si, donde

un concepto esta relacionado con otros conceptos.

Por tanto en este sentido creemos que se crea un continuo en las distintas
perspectivas de la practica desde una “Perspectiva tradicional” y a medida que
aumentan los mecanismos modelados por el profesor, sistemas de representacion
y relaciones vamos generando una practica mas completa en cuanto a la formas
de conocer que pueden alcanzar los estudiantes llegandose al otro extremo del

continuo donde situamos la “Perspectiva holistica”.

Por este motivo podemos decir que la perspectiva de la practica del
profesor “holistica” de manera teorica asi construida posibilita el objetivo de una
“ensefianza para la comprension” objetivo a largo plazo de las investigaciones en

educacion matematica.

Desde el punto de vista del desarrollo profesional, la tendencia deberia ser
alcanzar la perspectiva holistica. Esta idea es similar a lo que proponen Simon y
colaboradores (Simon et al., 2000; Heinz et al., 2000):

“Una meta superior que hemos identificado es promover el cambio

en la perspectiva de los profesores, de perspectiva basada en la
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percepcion a basada en la concepcion... Promover cambios en las
perspectivas de los profesores desde la perspectiva basada en la

percepcion a la basada en la concepcion es un significativo

desafio.” (Heinz et al., 2000, p. 104)

La formacidn del profesorado puede ayudar a este desarrollo, siendo de
interés para ello la idea que sefiala Chevallard (1999) sobre la “zona de desarrollo
préximo” respecto al desarrollo de praxeologias con un costo aceptable, ya que
el profesor tiende a introducir modificaciones al desarrollar una praxeologia. Por
tanto, la evolucioén y desarrollo de la practica puede tender a realizarse con
modificaciones pequefias en la misma, que se identifican con nuestro analisis a

través de la modelacion de la descomposicion genética de la nocion.

Nuestra idea de “perspectiva de la practica” vista de esta manera nos
permite “complementar” con la aproximacion de la TAD (Espinoza, 1998;
Chevallard, 1999; Bolea et al., 2001), ejemplificada en la investigacion de

Espinoza (1998), en la que se defiende que es la organizacion del contenido en

el curriculo la que determina la practica del profesor. Desde nuestra investigacion
podemos decir que las “concepciones’ del profesor pueden ser lo suficientemente
potentes como para modificar la estructura del curriculo y por tanto definir la

practica del profesor.

En este sentido, en la revision de investigaciones de Golafshani (2004) se
pone de manifiesto que el uso de “textos” basados en la reforma no produce
cambios en las practicas de los profesores. En dichas investigaciones partiendo
de una vision absolutista se pretendia un cambio a posiciones mas acordes con
la reforma a partir de utilizar determinados textos, las creencias de los profesores
adaptaban el “nuevo texto” a su propias creencias absolutistas primando la

realizacion de algoritmos.
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Nuestra investigacion esta en consonancia con los resultados obtenidos por
otros investigadores en relacion al papel jugado por las creencias en la practica
del profesor (Ernest, 1989 a, 1996; Lerman,1994, 2002; Wilson, y Cooney,
2002; Golafshani, 2004). Ernest (1989 a) considera que el conocimiento que
poseen los profesores es importante, pero no suficiente, para explicar las
diferencias entre ellos en relacion a la practica; son los sistemas de creencias los
que permiten explicar dichas diferencias. Respecto a los cambios de los
profesores hacia posiciones mas acordes con la reforma de las matematicas,
Ernest (1989 a) comenta:

“Un cambio hacia una aproximacion de resolucion de problemas

en la ensefianza requiere profundos cambios. Depende

fundamentalmente de los sistemas de creencias de los profesores,

v en particular, de la concepcion del profesor de la naturaleza de

las matematicas y su modelo mental de enserianza y aprendizaje de

las matemdaticas. Las reformas de la enserianza no pueden llevarse

a cabo a menos las creencias mantenidas por los profesores sobre

matemadticas, su ensefianza y aprendizaje cambien.” (p. 249)

Coincide nuestra investigacion con la idea de Lerman (2002) en relacion
a que caben diversos posicionamientos de los profesores, desde un modelo
tradicional hacia un modelo mas acorde con las reformas emprendidas en la
ensefianza de las matematicas. Los movimientos o desplazamientos de los
profesores por el continuo desde una “perspectiva tradicional” hacia una
perspectiva mds “holistica” se basan, fundamentalmente, en cambios en las

creencias.

3.- ADECUACION DE LA INVESTIGACION PRESENTADA

Eveny Schwarz (2003) plantean la cuestion de que diferentes perspectivas
tedricas aplicadas a una misma situacion (andlisis de la practica) dan lugar a

diferentes interpretaciones y por tanto se preguntan como integrar las diferentes
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perspectivas, socioculturales y cognitivas, ya que estamos ante una problematica
de investigacion demasiado compleja:
“Podemos concluir de nuestra discusion anterior que una
comprension mds completa de la complicada practica de la
ensenianza y aprendizaje de las matematicas requiere el uso tanto
de las perspectiva cognitiva como de la perspectiva sociocultural”

(p.309)

Para estos autores esta integracion no es facil de resolver y no se dispone
todavia de una respuesta para conseguirla, ya que aunque ambas perspectivas
responden al mismo problema general, en cada una de ellas las preguntas de
investigacion que se plantean son distintas y las interpretaciones también. Creen
que por esa senda de integracion de ambas perspectivas estan nuevos desarrollos

en el campo de la investigacion en Educacion Matematica.

Schoenfeld (1999) identifica varios &mbitos de investigacion en educacion
matematica dentro de tres grandes areas que son: el desarrollo tedrico (pendiente
de la practica), teoria y practica integrados y desarrollo practico (pendiente de la
teoria). En el area de desarrollo tedrico, incluye el ambito relativo la unificacion
de “lo Cognitivo y Social”, en este caso indica:

“Queda un largo camino hasta que dispongamos de una

perspectiva tedrica integrada que suministre una vision adecuada

v unificada de las maneras en que pensamos y actuamos” (p. 5)

En nuestro estudio al plantear nuestro problema de investigacion en
términos de practica del profesor la perspectiva sociocultural nos proporciona los
elementos teoricos para hacerla “visible” mediante la nocion de instrumento de
la practica. Llinares (2000 a) nos dice que podemos intentar describir la practica
analizando qué instrumentos usa el profesor, como los utiliza y con qué

proposito. Nosotros seleccionamos como instrumentos de la practica, los
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elementos matematicos y los modos de representacion y hemos dado significado
al uso de los instrumentos, entendiéndolo coémo establecer las relaciones. En
cuanto al proposito del uso de los mismos hacemos una asignacion, de que el
propdsito es la construccion de conocimiento mateméatico mediante la modelacion
de un mecanismo de construccion. En este sentido, es en el que hacemos uso de

la perspectiva sociocultural.

En cuanto arespuestas que podemos dar desde la perspectiva sociocultural
en nuestra investigacion, podemos responder a “la naturaleza” y proposito del
uso: uso de los instrumentos de la practica hecho por el profesor y con el
proposito “determinado”. Pero no respondemos a preguntas de tipo sociocultural

en relacidn a la cultura de clase, naturaleza de las interacciones en el aula, etc.

La perspectiva cognitiva aparece cuando atendemos al propdsito del uso
de los instrumentos, el proposito es que los estudiantes construyan conocimiento
matematico, pero el sujeto de nuestra investigacion es el profesor ;como resolver
este problema? Introducimos y utilizamos la idea de que el profesor “modela” los
mecanismos de construccion que permitiran al estudiante la construccion de
conocimiento, es decir, llegamos a las formas de conocer que potencialmente
pueden construir los estudiantes. ;Cémo hace el profesor esta modelaciéon? A

través de los instrumentos de la préctica y su uso.

En la investigacion usamos la idea de la “modelacion de la
descomposicion genética del concepto” por el profesor (que nos informa de los
mecanismos modelados por el profesor). Es a través de las modelaciones que
realiza el profesor desde donde inferimos lo que parece justificar la practica. El
uso que se hace de los instrumentos y como determinados usos permiten la
modelacion de los mecanismos de construccion por el profesor posibilita

identificar la perspectiva que subyace a la practica del profesor.
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En cuanto a la validez de la investigacion (adecuacion a los criterios de
calidad de una investigacion), Cobb (2000) plantea que se estan produciendo
cambios en la forma de enfocar los problemas y resultados en Educacion
Matematica, la teoria ha pasado a considerarse emergiendo a partir de la practica
y guiandola. Considera que se pueden considerar dos “caracteristicas” en las
metodologias de investigacion, generabilidad, ajustabilidad® (caracter fidedigno)
refiriéndose a los andlisis tedricos en los experimentos de ensefianza. Creemos

que son criterios validos de manera general.

La caracteristica de generabilidad para Coob (2000):

“no es generalizacion en sentido tradicional de que las
caracteristicas de casos particulares son o ignoradas o tratadas
como elementos intercambiables de un conjunto a los que se
pretenden aplicar afirmaciones... lo que es generalizable es la
forma de interpretar y actuar que preserva las caracteristicas

especificas de los casos individuales” (p. 327)

En relacion a la otra caracteristica, Coob (2000) senala que:

“La ajustabilidad se refiere a lo razonable y justificado de las
inferencias y afirmaciones. La nocion de ajustabilidad reconoce
que un rango de andalisis plausibles pueden hacerse a un conjunto

de datos con una variedad de propositos distintos” (p. 328)

Nuestra investigaciéon pensamos que se puede considerar acorde con
ambas caracteristicas. Respecto a la generalidad, los dos casos analizados dan
lugar a dos caracterizaciones de la practica a través de la modelacion que hace el
profesor de la descomposicidon genética bastante distintas y ambas nos permiten

pensar que la forma de interpretar que hemos utilizado es suficientemente general

*En el original “trustworthiness”.
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al poderse relacionar con los resultados de otros estudios. Respecto a la
ajustabilidad, hemos tenido en consideracion la propuesta metodoldgica para el
analisis de Coob y Whitenack (1996). Ademas en los diferentes analisis hemos
hecho indicaciéon expresa de la inferencia realizada, y hemos tenido en
consideracion que las explicaciones que hemos dado formaran un todo coherente
para la descripcion de la modelacion de la descomposicion genética realizada por

el profesor y de la perspectiva de la practica.
Por otro lado, Schoenfeld (2000) indica algunos criterios para evaluar las
teorias, modelos e investigaciones en Educacion Matematica, nuestro trabajo se

ajusta a dichos criterios de la siguiente manera.

Poder descriptivo, creemos que nuestra propuesta de uso de lamodelacion

de la descomposicion genética realizada por el profesor a través de los
instrumentos de la practica nos permiten describir la practica del profesor. Esta
aproximacion no necesita dar cuenta de todo, pero si de aquellos aspectos que
queremos destacar, como el propio Schoenfeld (2000) sefiala “los modelos son

aproximaciones”.

Poder explicativo, en el sentido de que puede explicar en términos de

“comprension potencial” lo que los profesores “hacen” en su practica, es lo que
hemos senalado anteriormente sobre los propdsitos del profesor con los

instrumentos y su uso, enseflanza para la comprension.

Alcance, en el sentido de que es aplicable a diferentes perspectivas de la
practica del profesor. Creemos que tiene un potencial amplio, como queda de
manifiesto con los dos casos empiricos recogidos en la memoria. Ambos casos
dan como resultado perspectivas bastante diferentes, y la caracterizaciones
teoricas nos permiten concluir que el rango de casos a los que cabe aplicar

nuestro analisis es amplio. La generabilidad descrita por Coob (2000) como
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caracteristica de las interpretaciones permite concluir el alcance amplio de la
teoria. Schoenfeld (2002), considera el examen de diferentes casos es una buena

forma de “evaluar” el alcance de una teoria que esta emergiendo.

Poder predictivo, nuestro trabajo permite hacer predicciones, en dos

sentidos, por un lado nos permite hablar del aprendizaje potencial que pueden
llegar a realizar los estudiantes, y por otro lado puede permitir hacer predicciones
de la evolucion o desarrollo del profesor. Respecto al desarrollo del profesor de
forma hipotética podemos admitir que su practica puede variar respecto a la
analizada en un momento dado, pero el desarrollo del profesor sera hacia
modelacion de la descomposicion genética (y por tanto de la perspectiva inferida)
que no serd “muy diferente” de la identificada, es decir, a “cambios pequefios”del
profesor le siguen pequefias perturbaciones en la modelacion de la
descomposicion genética, y es posible que descomposiciones genéticas de
diferentes conceptos tengan rasgos y aspectos comunes, que dan lugar a una
perspectiva de la practica “global” independiente del concepto matematico

concreto.

Rigor y especificidad, nosotros hemos indicado expresamente las

elecciones realizadas desde el punto de vista tedrico, desde la practica del
profesor (los instrumentos de la practica), desde la construccion de conocimiento
(modelo de comprensiéon APOS), como conjugamos ambos “chequeando” las
acciones del profesor. Hemos definido los términos que usamos, por ejemplo,
cémo entendemos la modelacion de la descomposicion genética de la nocion,
realizada por el profesor, y los instrumentos de la practica junto con su uso que
hacen visible dicha modelacion. En cuanto al rigor, es similar a lo que Coob

(2000) plantea como ajustabilidad, que ya hemos comentado anteriormente.
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Falsabilidad’, relativo ano hacer afirmaciones tautoldgicas y predicciones
no verificables, este criterio esta ligado a los dos criterios anteriores.

Replicabilidad, pensamos que con la forma de realizar las inferencias, justificadas

en todos los casos y la explicitacion de los elementos teodricos, nuestra
investigacion es replicable, este criterio estd conectado con el criterio de rigor y

especificidad.

Multiple fuentes de evidencia (triangulacidon) hemos utilizado distintas

fuentes de datos, entrevista previa, entrevistas de desarrollo, grabaciones de las
clases, unidades didacticas, que nos han permitido elaborar vifietas detalladas, la
fase de planificacion que se puede considerar una fase de la practica, la hemos
considerado como fuente de datos. Ademas hemos utilizado como tridngulacion,
una idea procedente de la triangulacidon que utilizan los investigadores del marco

APOS, y es el consenso de los investigadores para realizar las inferencias.

Autores como Borko y Peressini (1998) consideran algunos de estos
criterios®, poder explicativo, poder predictivo y alcance, apropiados para juzgar
la calidad de teorias en Educacion Matematica. Borko y Peressini (1998) incluyen
un nuevo criterio sobre la viabilidad de realizar estas investigaciones, pero este
criterio ya no se refiere a la calidad propiamente de la investigacion sino a la
posibilidades reales de llevar a cabo estos analisis en el marco de programas de
formacion del profesorado, referido a la propuesta de Schoenfeld y colegas
(“Ensenanza-en-Contexto”). Coob (2000) considera que el criterio de
replicabilidad’ es un criterio que carece de sentido cuando se estan haciendo

tentativas de construir teoria a partir de un conjunto de datos, situacioén esta

*En el original falsifiability.

°En el borrador disponible en internet Schoenfeld (1998 a) sobre la ensefianza en contexto
unicamente hace referencia a estos tres criterios.

7Feasibility en el original.
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ultima en la que nos encontramos.

4.- PERSPECTIVAS DE FUTURO

Nuestra investigacion nos deja una serie de cuestiones que pensamos

pueden ser motivo de estudio en futuras investigaciones:

-- (Como evoluciona la modelacion de la descomposicion genética
realizada por el profesor cuando se analizan dos periodos cercanos del mismo
profesor y del mismo concepto? Centrarnos en el desarrollo de la perspectiva de

la practica.

-- ; Podriamos aislar las caracteristicas de la practica que estdn mas alla