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Abstract

Grobner basis is a basic concept in Computational Algebra; it was introduced by the Austrian
mathematician Bruno Buchberger in 1965. A Grobner basis of an ideal in a polinomial ring with
coefficients over a field is a special generator set of the ideal. These bases have a very useful
properties and applications.

In this project we deal with the theory of Grobner bases, starting with the definition of
the concept, studying their main properties and explaining Buchberger’s algorithm for their
computation. Then we give some applications.

The main objective of Elimination theory is the resolution of systems of polynomials equa-
tions. We use the Elimination theorem and the Extension theorem repeatedly, so at each step
we only have to solve equations that depend on a finite subset of the original variables. The
simplest case is when, at each step, we only need to solve equations depending on one single
variable, but unfortunately this is not always posible.

We also include here a geometric interpretation of Elimination theory, the Closure theorem,
and its proof, being the main result in this subject.

Finally, we give an application of Grobner bases theory to Integer Lineal Programming. Our
ultimate aim is to provide an algorithm whose input is a problem of Integer Lineal Programming,
say in its standard form, and by using Grobner basis, the algorithm returns, as an output, an
optimal solution if it exists, or otherwise, the algorithm informs us that the problem has no
solution.
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Introduccion

El anillo de polinomios en una variable x con coeficientes en un cuerpo K, K[z], es un dominio
de ideales principales, de hecho es un dominio euclideo, y por ello, todo ideal puede ser generado
por un unico elemento. Esto y el algoritmo de divisién euclidea, nos permite saber facilmente si
dado un polinomio f € K[x], f estd en un ideal dado o no, es decir se puede decidir la pertenencia
de un polinomio a un ideal. Contamos con un orden en los monomios y un algoritmo de divisién
en KJz] entre otras cosas.

La primera idea de este trabajo es adaptar estos conceptos al anillo de polinomios en varias
variables K[z1,...,x,]. Se dedica la primera parte del Capitulo 2 a definir un orden en los
monomios de K[z, ..., x,] y un algoritmo de divisién que de alguna manera sea consistente con
lo ya conocido en K[x]. Posteriormente llegaremos al objeto principal de estudio de este trabajo,
las bases de Gréobner; que se puede considerar una nocién béasica del dlgebra computacional.

El matematico austriaco Bruno Buchberger introdujo el concepto de base de Grébner en su
tesis doctoral en el ano 1965. En este trabajo y en otros posteriores desarrollé entre otras muchas
cosas el Algoritmo de Buchberger, que permite calcular una base de Grébner de cualquier ideal
de K[zy,...,x,] a partir de un sistema finito de generadores del ideal. El nombre de base de
Grobner se debe a su director de tesis Wolfgang Grobner.

Se introduce detalladamente el concepto de base de Grébner alo largo del Capitulo 2, veremos
que podemos calcular una base de Grébner de todo ideal de Kz, ..., z,], y como se caracterizan
estas bases. Parte de su importancia radica en que usando bases de Grobner podemos solucionar
el problema de la pertenencia de un polinomio a un ideal dado. Este capitulo estd basado casi
por completo en el capitulo 2 de [2]; aunque también me he apoyado en el capitulo 1 de [4].

Una vez familiarizados con el concepto de base de Grobner, dedicaremos el resto del trabajo
a ver algunas de sus muchas aplicaciones.

El propésito de la Teoria de Eliminacion, Capitulo 3, (para el cual hemos usando princi-
palmente las secciones 1 y 2 del capitulo 3 de [2] de la bibliografia), es simplificar sistemas de
ecuaciones polindémicas con coeficientes en un cuerpo algebraicamente cerrado. Lejos de dar un
algoritmo para poder resolver completamente estos sistemas, nos hemos conformado con usar
bases de Grobner para simplificarlos. Coloquialmente lo que hemos hecho es ver una manera
de escalonarlos. Para ello nos servimos de los Teoremas de Eliminacion y Ertension, que usa-
dos iteradamente, nos permiten reducir considerablemente la tarea de resolver dichos sistemas.
En primer lugar se calcula un sistema de ecuaciones polindmicas equivalentes, es decir, con las
mismas soluciones, que viene dado por una base de Groébner respecto a un orden monomial que
llamaremos de eliminacién. A partir de ahi en cada paso se intenta resolver ecuaciones que solo
dependan de algunas variables del sistema (lo ideal es que en cada paso solo tengamos que resol-
ver polinomios de una variable pero esto desafortunadamente no siempre es posible), de manera
que tenemos las soluciones de estas variables. Usaremos entonces el Teorema de Extension para
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saber cuales de estas soluciones pueden extenderse a soluciones del sistema original y cudles
no. Para las que si podamos extenderlas, lo que se hace es sustituir las soluciones parciales, ya
obtenidas, en las ecuaciones restantes. Y volver a repetir el proceso de nuevo con el Teorema de
Eliminacién para encontrar las soluciones de las siguientes variables.

La prueba del Teorema de Extension se realizara en el Capitulo 4, ya que como era necesario
definir el concepto de resultante generalizada inicamente para desarrollar esta prueba, hemos
decidido incorporarla aparte. Este capitulo estd basado en la seccién 6 del capitulo 3 de [2].

También se incluye, en la parte dedicada a la Teoria de Eliminacion, una interpretacién
geométrica de estos resultados siendo el Teorema de la Clausura el resultado principal. La
ultima seccién del Capitulo 3 estd dedicada por completo a la prueba de la segunda parte del
Teorema de la Clausura, que la hemos hecho muy detalladamente dada su complejidad y su alto
contenido en conceptos de geometria algebraica. Para llevar a cabo esta demostracién nos hemos
basado en la seccién 6 del capitulo 5 de [2].

Por 1ltimo hemos incorporado a este trabajo una primera aplicacién de las bases de Grobner
a la resolucién de problemas de Programacion Lineal Entera, Capitulo 5, eligiendo en parte este
tema por su gran aplicacién préactica a muchas otras disciplinas. Para ello hemos usado [4] y
principalmente el capitulo 8 de [3]. El objetivo de este capitulo es el desarrollo de un algoritmo que
dado un problema de Programacién Lineal Entera en forma estandar, nos devuelva una solucién
Optima, si existe; y en caso contrario nos informe de que no existe soluciéon del problema. Por
ultimo se ilustra con un ejemplo sencillo el desarrollo de este algoritmo.

He intentado escribir este trabajo de la forma maés autocontenida posible. Por ello he incor-
porado el Capitulo 1 donde estan recogidos muchos resultados que se usan posteriormente, pero
que no he considerado necesario probar pues son resultados con los que estoy familiarizada ya
que forman parte del temario impartido en el Grado en Matematicas. Mas detalles sobre estos
resultados y sus pruebas se pueden encontrar en la bibliografia.

Muchos sistemas de cédlculo simbdlico tienen implementados paquetes relacionados con el uso
de érdenes monomiales, algoritmo de divisién de polinomios y bases de Grobner. En particular
he utilizado Maple y Sage para llevar a cabo los cédlculos en los ejemplos tratados. De hecho
considero que gracias a ello he mejorado notablemente mis capacidades en el uso de estos pro-
gramas. En el trabajo he insistido sobre todo en el desarrollo tedrico y solo he incluido algunos
ejemplos que he considerado importantes para entender determinados conceptos y resultados.
Naturalmente en el transcurso del trabajo he utilizado los sistemas de calculo simbdlico antes
citados para realizar otros muchos ejemplos que no he incluido aqui.

Al final del trabajo se incluyen las referencias bibliograficas detalladas més arriba que han
servido para la escritura de este texto. Asi mismo, la obra mas usada ha sido [2], hasta el punto
de que en cierto modo, originariamente la idea de este trabajo era plasmar el esfuerzo empleado
en la compresién de parte de esta obra. También he usado de manera especial mis apuntes
personales de algunas asignaturas de mis estudios de Grado, que por consejo de mi tutor he
incluido en la bibliografia.

Quiero hacer notar también que empecé a estudiar temas relacionados con las bases de
Grobner, durante el curso 2013-14 como alumna interna del Departamento de Algebra tutelada
por el profesor D. Francisco Jestus Castro Jiménez. Durante ese periodo me dediqué principal-
mente a la lectura y comprensién de los capitulos 1, 2 y 3 de [2], y los capitulos 1 y 2 de [3].
También me gustaria hacer constar que empecé a escribir mis notas sobre estos temas, antes de
cursar la asignatura de Algebra, Combinatoria y Computacion, [9], que se ha impartido en el
segundo cuatrimestre del presente curso 2014-15.



Capitulo 1

Resultados Previos

En este trabajo vamos a usar el simbolo IN para denotar al conjunto de los niimeros enteros
no negativos y IK para denotar un cuerpo. De la misma forma, usaremos la palabra anillo para
referirnos a un anillo conmutativo con elemento unidad. Salvo mencion expresa de lo contrario
todos los resultados enunciados y no probados en este capitulo han sido consultados en [1], [2]

y [11].

Definicion 1.1.1. Un polinomio f en las variables x1, . ..,y con coeficientes en K es una suma
finita
f= Z aqx™
«

con a = (ag,...,a,) € N" a, € K y a* = z{* -+ 28", Cada sumando aqx® se llamard un

monomio (o un término) de f. El grado de un monomio no nulo (es decir, anx® con a, no

nulo) es la suma |a| := a1 + - -+ + ay. El grado total (o simplemente el grado) de un polinomio
no nulo f es el mdzimo de los grados de los monomios que lo forman.

Notaremos K|z1, ..., z,] al conjunto de todos los polinomios en las variables x1, ..., z, con
coeficientes en K que tiene estructura de anillo.
Teorema 1.1.2. (Teorema Fundamental del Algebra)
Todo polinomio f € C[z] de grado n tiene a lo mds n raices distintas en C.

En realidad este resultado es cierto para todo cuerpo K algebraicamente cerrado.

Definicion 1.1.3. Sea A un anillo, A se dice noetheriano si todo ideal de A es finitamente
generado.

Teorema 1.1.4. (Teorema de la Base de Hilbert)
Si A es un anillo noetheriano entonces A[x] es noetheriano.

Teorema 1.1.5. (Condicién de Cadena Ascendente, CCA)
Sea A un anillo. Son equivalentes:
i) A es noetheriano.
1) Todo conjunto no vacio de ideales tiene un elemento maximal (para la inclusion).

ii1) Toda cadena I C Is C I3 C ... creciente de ideales es estacionaria.
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A continuacién vamos a ver algunos conceptos basicos sobre geometria algebraica que usa-
remos fundamentalmente en el Capitulo 3.

Definicién 1.1.6. Un conjunto V.C A™(K) es algebraico si existe S C Klx1,...,zy] tal que
V =V(5) donde

V(S) ={(a,...,an) € A"(K) | f(ai,...,an) =0 Vf € S}.
Definicién 1.1.7. Dado un conjunto cualquiera Z C A™(KK) se define el ideal de Z como

Z(Z) ={f € Klzx1,...,z,] | fla1,...,an) =0 Y(a1,...,an) € Z}.

La interseccion de conjuntos algebraicos es un conjunto algebraico y la unién finita también lo
es. Por esta razon se define una topologia en A"(KK), la Topologia de Zariski, donde los conjuntos
algebraicos son los cerrados. Dado un conjunto V C A"(K), llamamos clausura de Zariski de V,
V al menor conjunto algebraico que contiene a V.

Ademads tenemos que V(S) = V((S)) para cualquier conjunto S C K[zy,...,z,]; luego un
ideal define un conjunto algebraico, y reciprocamente, un conjunto algebraico siempre viene
definido por un ideal. Pero esta correspondencia no es biyectiva, pues hay ideales distintos que
dan lugar al mismo conjunto algebraico.

Definicién 1.1.8. Sea I C K[xy,...,z,] un ideal. Se define el radical de I como
VI={feXK[z,...,xn] | f™ €I para algin m > 1}.

Un ideal T se dice radical si T = /.

Observacién 1.1.9. Se tiene V(I) = V(VI) para todo ideal I.

Teorema 1.1.10. (Nullstellensatz o Teorema de los Ceros de Hilbert)
Supongamos que IK es un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea I un ideal del anillo K[z, ..., zp].
Entonces T(V(I)) = V1.

Como consecuencia del Nullstellensatz, si K es algebraicamente cerrado, existe una corres-
pondencia biyectiva entre los ideales radicales de K[z1,...,z,] y los conjuntos algebraicos de

A™M(K).
La correspondencia viene dada por

Ideales Radicales +— Conjuntos Algebraicos

de K[z1,...,xy) de A"(K)
I — V(I)
(V) — \

Ademis V(Z(V)) = V para todo V C A™(IK); y se invierten las inclusiones, es decir,
L Clh= V(IQ) C V(Il)

ViCVy= I(Vz) C I(Vl).

Si K es un cuerpo cualquiera, y Z1, Zs son dos subconjuntos de A" (IK), entonces Z(Z1UZ3) =
I(Zl) N I(ZQ)
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Definicién 1.1.11. Sea V C A™(K) un conjunto algebraico. Se define el anillo de coordenadas

de V como el anillo cociente
Kz, ...,zy]

AV) =

Entonces A(V) es una K-élgebra finitamente generada y reducida. Es decir, A(V) ademés
de estructura de anillo tiene estructura de espacio vectorial, y es finitamente generada como
anillo y es reducida (i.e. no tiene elementos nilpotentes). Ambas estructuras, la de anillo y la de
espacio vectorial, son compatibles para las operaciones correspondientes.

Definicién 1.1.12. Un conjunto algebraico V.C A™(K) es irreducible si VX,Y C A™(K) con-
Jjuntos algebraicos tales que V=X UY esV =X oV =Y. En tal caso decimos que V es una
variedad algebraica.

Si V. C A™(K) es una variedad algebraica, Z(V) es un ideal primo. Y reciprocamente, si
I € K[zy,...,2,] es un ideal primo, V(I) es una variedad algebraica. Notemos que si I es un
ideal primo, I es radical, es decir, I = /1.

Teorema 1.1.13. Todo conjunto algebraico V.C A" (K) se descompone de manera unica (salvo
reordenacidon) como unidn finita de variedades algebraicas donde ninguna de ellas estd contenida
en ninguna otra. Es decir, exriste una unica expresion

V=ViU--UVp

con V; C A"(K) variedad algebraica parai=1,...,m; yV; € V; Vi # j.



Capitulo 2

Bases de Grobner

2.1. Ordenes monomiales

En esta seccién vamos a definir un orden en los monomios del anillo de polinomios K[z, .. ., 2]
va que ello es necesario para definir posteriormente un algoritmo de divisién.

Si nos fijamos en casos particulares ya conocidos como el algoritmo de divisién de polinomios
en K[z] o la eliminacién Gaussiana para polinomios lineales en K[z1,...,z,| implicitamente
estamos utilizando un orden en los monomios. Para dividir polinomios de una variable, usamos el
grado de los monomios, de modo que ... > 2"t > 2" > ... > 2?2 > 2 > 1, mientras que cuando
hacemos el método de Gauss seguimos usualmente el orden de las variables 1 > xo > ... > xz,.

Ahora pretendemos ampliar este concepto al anillo de polinomios Klz1, ..., zy].
Sea f € K[xy,...,z,], entonces f es una suma finita de la forma
f= Z ax® = Z agxyt gt
(6% (6%
con a, € K, a=(ag,...,a,) € N™.
Podemos establecer una correspondencia biunivoca entre los monomios ménicos de K[z, . . ., zy]

y IN", de modo que si tenemos un orden establecido en IN?, tendremos un orden en los monomios.
Definamos T" = {x* = z{* --- 25" | a = (a1,...,a,) € N"}.

De todas las formas existentes de ordenar T", nosotros tenemos que considerar aquellas
que sean consistentes con el algoritmo de divisién en K[z] y de eliminacién Gaussiana en
]K[J?l, ooy xn].

Para ordenar los términos de un polinomio necesitamos una relacién de orden total (es
decir, donde dos elementos cualesquiera se pueden comparar). Y por tltimo, cuando usemos un
algoritmo de division, queremos acabar en un nimero finito de pasos, lo que nos lleva a la nocién
de un buen orden.

Definicion 2.1.1. Un orden de los términos en T™, o equivalentemente, un orden monomial
en K[z, ..., 2], es una relacion de orden total < en T™ tal que:

i) < es un buen orden,

ii) Siax* <2 = 22 <P, Vo e T

12
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Recordemos que una relacion de orden en T™ es una relacién binaria que es reflexiva, an-
tisimétrica y transitiva. Con un buen orden nos referimos a que todo subconjunto no vacio de
T", debe tener un elemento minimo respecto a la relacién de orden <. Escribimos x® < x? si
x*<xPya#p

Observacion 2.1.2. Si < es un orden monomial en K[xy,...,z,] =

1 <z® VaeN".

Demostracion.
Reduccion al Absurdo. Supongamos Ja € IN™ tal que x* < 1y a # 0.

Multiplicamos a ambos lados de la desigualdad por x* y aplicamos i), con lo que obtenemos
x2® < x®. Multiplicando sucesivamente por x* y aplicando i) en cada paso,

X > x2 > x3 >

Luego el conjunto {x%, x>* x3* ...} no tiene primer elemento, lo que hace que < no sea un buen

orden y tenemos una contradiccién. O

Veamos una caracterizacién de buen orden.

Lema 2.1.3. Una relacion de orden total < en T" es un buen orden si y solo si toda sucesion
estrictamente decreciente en T™ es finita.

Demostracion.

Probaremos el contrareciproco: Una relacion de orden total < en T™ no es un buen orden si vy
solo si existe una sucesion infinita estrictamente decreciente en T™.

Si < en T" no es un buen orden = 35 C T", S # (), que no tiene un primer elemento. Sea
x* € §. Como Xx* no es un minimo en S, debe existir x*2 € S con x* > x%2,

De la misma forma, debe existir x* € S tal que x* > x“2 > x®. Asi sucesivamente,
podemos construir una sucesion estrictamente decreciente en T™ con infinitos términos.

Sea x* > x* > x* > ... sucesién estrictamente decreciente en T" con infinitos términos.
Tomando S el conjunto formado por los términos de esta sucesion, es claro que S no tiene
un minimo, y por tanto, la relacion < no es un buen orden.

Veamos ahora algunos 6rdenes monomiales que seran los que usaremos proximamente.

Definicién 2.1.4. (Orden Lexicografico)

Dados dos monomios distintos x*,2° € Kzy,...,x,] con a = (a1,...,0p) € N* y B =
(Bi,...,Bn) € N". Diremos que x* <;op @° si el primer elemento no nulo (por la izquierda)
del vector o — B € Z" es negativo.
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Ejemplo 1.

» FEn el caso de 3 variables K[z1, xo, x3],
L2075 <jop 112073
pues (0,2,4) — (1,1,2) = (—1,1,2) tiene el primer elemento negativo.
w Fstd claro que xp <jex Tn-1 <jeg - - <lex T1-

» Si usamos letras para denotar las variables, por ejemplo, Kz, y, z], es importante fijar
primero un orden entre estas variables. En nuestro caso, x >y > z.

Proposicion 2.1.5. El orden lexicogrifico es un orden monomial.

Demostracion.

El orden asi definido establece una relaciéon binaria que verifica la propiedad reflexiva, anti-
simétrica y transitiva.

= <jer €s un orden total. Dados x%, xP:
Si a = /8 entonces x* = x”.
Si no, consideramos el vector @ — 5 que tendrd al menos un elemento no nulo. Si el
primer elemento no nulo es negativo, entonces X% <., xP. Si el primer elemento no nulo

es positivo, entonces el primer elemento no nulo de 8 — a es negativo y por lo tanto es
xP < -
lex X7

= Veamos que <j, es un buen orden, para ello basta ver que toda sucesion estrictamente
decreciente en T" es finita.

Reduccion al absurdo. Supongamos que existe una sucesiéon estrictamente decreciente infi-
nita x4 > X2 >0, ... Si consideramos la primera coordenada de los vectores «;, éstos
deben formar una sucesién decreciente (no necesariamente estrictamente decreciente) de
elementos en IN. Como tenemos un buen orden en IN, debe existir k& tal que a partir del
elemento x“* el grado de la primera variable no cambie. A partir del elemento x* de
la sucesién, sucede algo similar con las segundas coordenadas de los vectores «y; y por
el mismo motivo también se estabiliza el grado de la segunda variable. Repitiendo este
procedimiento y teniendo en cuenta que el nimero de variables es finito, llegamos a la
conclusién de que la sucesién completa debe estabilizarse; y por tanto a una contradiccion
con nuestra hipdtesis. Luego <j.; es un buen orden.

» Si XY <jp xP, el primer elemento no nulo por la izquierda de a — § es negativo. Pero
(@+7) = (B+7) =a—B, Vy e IN". Luego x*xY <o, xPx7, ¥x7 € T".

Veamos otros érdenes monomiales.

Definicién 2.1.6. (Orden Lexicografico Graduado)
Dados dos monomios distintos =*,2° € Klzy,...,x,] con a = (a1,...,0,) € N* y B =
(B1s .-, Bn) € N™. Diremos que &% <gpiea z° si

o] => i <> =18, osi (|a| =Y =) Bi= ’5|> Yy (a:o‘ <lex mﬁ> .
i=1 i—1 =1 =1
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Definicién 2.1.7. (Orden Lexicografico Graduado Inverso)
Dados dos monomios 2, x° € K[zy,...,z,] con a = (a1,...,00) € N* y B = (B1,...,5Bn) €
IN"™. Diremos que % <grevles 2’ si

n n " "
‘a|:2ai<25i:]m, 081 \a\:zai:Z@.:‘m
=1 =1 i=1 i—1

y el primer elemento no nulo por la derecha del vector a — € IN" es positivo.

Ejemplo 2. Veamos algunos casos de comparacion de monomios en IK[x1, x9, x3] con los drdenes
vistos anteriormente:

] :Elx%x% <lex T3x2w3 porque (1,2,2)—(2,1,1) = (—1,1,1) tiene el primer elemento negativo.
Este orden se distingue muy fdacilmente, solo hay que fijarse que la primera variable tenga
menor grado en el monomio menor. Caso de que la primera variable tenga el mismo grado
en ambos monomios, nos fijaremos en que la sequnda variable tenga menor grado en el
monomio menor y asi sucesivamente.

2 2.2 2 2.2
» B7T2%3 <griew T1T5T5 Y TIT2T3 <grevlew 12573 porque |(2,1,1)] =4 <5 =(1,2,2)|. En
estos dos ordenes en lo primero que hay que fijarse es en el grado total del monomio, y
serd menor el monomio con menor grado.

. xlx%x;; <grlex l’%l‘zﬁ?% pues el grado total de los monomios es el mismo pero £U1:E%SC3 <lex

3x9x? ya que (1,3,1) — (2,1,2) = (—1,2,—1) que tiene el primer elemento negativo. En

este orden, caso de que los grados totales de los monomios sean los mismos, los comparamos
siguiendo el orden lexicogrdfico.

. fL’%.’L‘g%% <grevlex xlazgz‘g pues el grado total de los monomios es el mismo pero (2,1,2) —
(1,3,1) = (1,—2,1) tiene el ultimo elemento positivo. Cuando los grados totales de los
monomios coinciden, los comparamos siendo el monomio menor el que tenga grado mayor
en la ultima variable. Caso de que tengan el mismo grado en la ultima variable, serd menor
el que tenga grado mayor en la peniltima variable y asi sucesivamente.

Proposicion 2.1.8. El orden lexicogrdfico graduado es un orden monomial.

Demostracion.

El orden asi definido establece una relacién binaria que verifica la propiedad reflexiva, anti-
simétrica y transitiva.

» <grlez €8 un orden total. Dados x%, xB:
Si a = /3 entonces x* = x”.
Si |a| < |B| entonces X® <gper XP.
Si |a| > |B| entonces X* > gper XP.
Si |a] = || entonces aplicamos el orden lexicografico que ya sabemos que es un orden
total.
» <grlez €8 Un buen orden.

Reduccion al absurdo. Supongamos que existe una sucesion estrictamente decreciente in-
finita X' > e X% >gpiep - .. Se tiene |oy| > |1, Vi. Ademas, la sucesion debe esta-
bilizarse pues |o;| € IN donde tenemos un buen orden. Luego debe existir x* a partir del
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cual los monomios se comparan usando el orden lexicografico, que ya sabemos que es un
buen orden. Por lo que de una forma u otra la sucesién debe estabilizarse. Lo que es una
contradiccién. Por tanto, <y, es un buen orden.

» Sea X% <grleq x?. Sea v € IN".

Silaf < [B] = |a+9|=lal+ v <[B]+ [ = |8+~ ya que a, 8,7 son vectores de
enteros no negativos. Luego xx7 <guer X°x7. Si |a| = |B|, entonces |a + 7| = |8 + 7|
Debe ser x* <}, x° y por tanto X*xX7 <je, XBX'Y, lo que implica que X*X7 <grieq xPx7.

O]

Nota. Una prueba muy similar a la anterior puede hacerse en el caso del orden lexicogrdfico
graduado inverso.

Por ultimo, vamos a fijar un poco mas de notacién para que una vez tengamos fijado un orden
monomial < en K[zy,...,z,] podamos ordenar los términos de cualquier polinomio respecto a
dicho orden.

Consideramos f € K[z, ..., z,] no nulo y un orden monomial < en K[z, ..., z,]. Entonces
escribiremos f ordenadamente de la forma:

f = alxal + e _|_ aTXOé7'

donde a; € K, a; # 0, x* = x?il oo ap'™ con (ayy,...,q;) € N" para i = 1,...,r tal que
XM > x> 0> x0T,
Definicién 2.1.9. Sea f € K[z1,...,x,], f # 0 y en las condiciones anteriores.

i) El monomio lider de f (aunque no sea necesariamente monico) es ml(f) = x*.
i1) El coeficiente lider de f es cl(f) = ay.

iii) El término lider de f es t1(f) = ajx™.

Tanto ml(f) como cl(f) y tI(f) dependen del orden monomial < elegido en IN™.

Observacion 2.1.10. Sean fi,..., fm € K[x1,...,2,] no nulos. Fijado un orden monomial en
Klz1,...,2y]; st ml(f;) # ml(f;) para todo 1 <i < j < m, se verifica

i) fit-+ fm #0.

it) ml(f1 + -+ fin) = max; {ml(f;)}.

FEsto se tiene porque max;{ml(f;)} no se va a anular con ningin otro término de fi+-- -+ fm
ya que todos los monomios de los f1,..., fm son menores que méx;{ml(f;)}.
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2.2. Algoritmo de division de polinomios

Nuestro objetivo es ahora describir un algoritmo de divisién en K[z1,...,x,] que extienda
la divisién de polinomios en K[z] y la eliminacién Gaussiana para polinomios lineales.

Consideremos f, f1,...,fs € K[z1,...,2p] con f; # 0, 1 < i < sy un orden monomial <
en K[xi,...,x,]; queremos dividir f entre la s-upla de polinomios F' = (f1,..., fs). Es decir,
expresar f de la forma:

f=hfi+...+hsfs+r

con h;,r € Klzy,...,z,] cumpliendo las siguientes propiedades:
e r=0o0r # 0yml(f;) no divide a ningiin monomio de r, donde i =1,...,s. (2.1)
o (/) = mix{ pud {ml(hg)ml(fi)}, ml(r)}. (2.2)

Algoritmo 1 Algoritmo de Divisién
Entrada: f, fi,..., fs € Klz1,...,z,] con cada f; # 0.
Salida: hy,...,hs,r tales que f = hifi + -+ hsfs + r y verificando (2.1) y (2.2).
Inicializacién: h; :=0,...,hs :=0, r := 0 y definimos p := f
1: mientras p # 0 hacer
2:  si Ji tal que ml(f;) divide a ml(p) entonces

3: devolver elegimos ¢ el menor indice cumpliendo 2 y definimos:
tl(p) tl(p)
hi = h; + ; pi=p— fi
t1(f3) t1(f3)
4: sino
5: definimos:
ri=r+tl(p), p:=p—tlp)
6: fin si

7. fin mientras

En el siguiente ejemplo vemos que la division depende del orden de los polinomios f1, ..., fs.
Ejemplo 3. Consideremos K|x,y] y el orden lexicogrdfico (x > y). Sean
fi=ay—x, fo=x—y’ f=2y+ay+1.
Notemos que ml(f1) = zy y ml(f2) = x. Si dividimos f entre (f1, f2) obtenemos
f=@+y+2fi+@+2)f+ 27 +1)
mientras que si dividimos f entre (fa, f1) obtenemos
f=0f+@y+y’ +y)fat (@ +y° +1).

Teorema 2.2.1. El algoritmo de division 1 es correcto.
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Demostracion.

Veamos que el algoritmo termina. Fijémonos en que en cada etapa eliminamos el término lider
de p, de forma que vamos construyendo una sucesiéon pi,pz,... donde p;y1 se obtiene de p;
sustrayendo tl(p;), pues si existe 4,1 < i < s, tal que ml(f;) divide a ml(p;) entonces p;jy1 =

Pj — tl p 7 fz (lo que elimina tl(p;) de p; y puede que algunos monomios mas); y si no existe

i,1 g i S s, tal que ml(f;) divide a ml(p;), eliminamos tl(p;) de p;.

De modo que en cada etapa, ml(pj;+1) < ml(p;j). Y como partimos de un orden monomial (que es
un buen orden), la sucesién de los p;-s cuyos términos lideres forman una sucesién de monomios
estrictamente decreciente debe acabar. Por lo que nuestro algoritmo termina.

Probemos también que los polinomios h; y r obtenidos en el algoritmo anterior verifican las
propiedades (2.1) y (2.2).

Teniendo en cuenta lo anterior y que al principio del algoritmo p = f, en todos los pasos tenemos
que ml(p) < ml(f). Y como, para i € {1,...,s} vamos obteniendo h; anadiendo términos de la

forma ((p )) donde ttll(;’ fi cancela al término lider de p, tenemos que ml(h;)ml(f;) < ml(f).

Ademads r se obtiene anadiendo términos de la forma tl(p) en determinadas etapas, entonces

ml(r) < ml(f). Como f = hif; + -+ hsfs + 7 (que lo probaremos a continuacién) debe darse
la igualdad, y por tanto se tiene (2.2) y trivialmente (2.1).

Falta ver entonces que f = hyf1 + -+ 4+ hsfs + r. Para ello basta probar que en cada paso del
algoritmo tenemos f = h1f1 + -+ + hsfs + p + r para un cierto polinomio p. Lo hacemos por
induccion.

En el caso inicial esta claro tal y como definimos los elementos en la inicializacion del algoritmo.
Suponemos que en una etapa intermedia del algoritmo se da la igualdad. Entonces, en el siguiente
paso:

Si el término lider de algtin f; divide al término lider de p, tenemos la igualdad

hifi +p (h + 1((f7,))> fi+ <p— ;ll((i)) fi>

lo que muestra que h; f; + p no ha cambiado. En caso contrario, cambian los términos de p y r,
pero no de p + 7 por lo que en cualquier caso la igualdad se mantiene del paso anterior. ]

A continuacién veamos una caracterizacién de la expresién f = hif1 +--- + hsfs + 7 dada
por el algoritmo. Sean ml(f;) = x®() y definimos

Al = Oz(l) + IN®
AQ = (a(2) + IN”) - Al
Ag = (a(?)) + IN”) — (Al @] AQ)

A= (a(s)+ ") - (UZ! &)
A= N"— (U A)
Notemos que A;NA; =0sii#j, ANA;=0parai=1,...,s,y AU;_; A; = N™.

Definicién 2.2.2. Sea f € Klzy,...,2,] no nulo, f = Y, acx® con aq € K. Se define el
diagrama de Newton de f como el conjunto

Nw(f)={a € N"|a, # 0}.
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Teorema 2.2.3. (Caracterizacién de la divisién)
Dados f € Klz1,...,xn) y F = (f1,..., fs) € Klx1,...,2,]° con f; #0,i=1,...,s, existe un
tinico vector (hy, ..., hs,7) € K[z1,..., 2,5 cumpliendo las siguientes propiedades:

i) f=hifi+ -+ hsfs+r.

i) Parai=1,...,s, a(i) + Nw(h;) C A,.

iii) Sir #0, Nw(r) C A.

Demostracion.

El vector que nos devuelve el algoritmo de divisién verifica ). Vamos a comprobar entonces
que también verifica i) y 4ii) para asegurar la existencia. En la prueba del Teorema 2.2.1
queda de manifiesto que los monomios x? que aparecen en el cociente h; satisfacen la condicién
B+ a(i) € A;, dado que en cada paso del algoritmo se elige el menor indice i tal que ml(f;) (que
es x*()) divide a tl(p). Se tiene por tanto

Ademsds si r # 0, sabemos que se tiene que ningiin ml(f;) divide a ningiin monomio de r por
(2.1). Luego Nw(r) C A.Y tenemos ii) y #i).

Unicidad. En primer lugar observemos que:
BeN & xo‘(i)|xﬁ y x°U) " xP Vi <i

veA & x*0) 1x"Vi=1,...,s.

Con estas observaciones probemos la unicidad. Sea
f=hfi+--+hfs+r
f=hfi+-+hfs+7r

por tanto tenemos que

0=(h1 = hi)fi4 -+ (hs = o) fs + (r =1").
Llamamos A; = h; — h, y R =r —r'. Entonces tenemos
0=A1fi+---+Asfs + R.

Como consecuencia de la Observacion 2.1.10 se tiene A1 = --- = A; = R = 0, dado que los
monomios lider de los A;f; y de R son distintos dos a dos supuesto que A; es no nulo y R no
nulo. Asi probamos la unicidad.

O]

Al polinomio 7 en la expresién de la divisién se le llama resto de la divisiéon de f entre F
respecto del orden monomial < y se denota resto(f; F, <) o si no hay riesgo de confusién con el

orden monomial < se le llama forma reducida de f por F'y se denota resto(f; F') o incluso fF
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2.3. Bases de Grobner

En esta seccién vamos a definir el objeto central de este trabajo, que luego nos permitira tra-
tar algunas cuestiones referentes a geometria algebraica y optimizacion.

Dado un ideal I C K[zy,...,z,]|, podemos asegurar la existencia de f1,..., fs € K[z1,..., 2]
tal que I = (f1,..., fs) gracias al Teorema 1.1.4. El objetivo ahora es conseguir una base de
polinomios, con unas propiedades especiales, que nos generen I.

Para toda la secciéon supondremos fijado un orden monomial < con respecto al cual traba-
jaremos.

Definicién 2.3.1. Un ideal I C K[z1,...,x,] es un ideal monomial si estd generado por mo-
nomios. Lo denotaremos como I = (x* : aw € A) con A C N"™.

Definicién 2.3.2. Sea M C K[z1,...,z,] (no necesariamente un ideal). Se define el ideal de
términos lider de M como

TL(M) = (t1(f) : f € M).

Notemos que TL(M) es un ideal monomial.

Consideremos ahora I C K[x1,...,z,] un ideal distinto de cero y su ideal de términos lider,
TL(I). Supongamos I = (fi,..., fs). Entonces, en general, los ideales monomiales (t1(f1),. .., tl1(fs))
y TL(I) pueden ser distintos. Siempre tendremos que (t1(f1),...,tl(fs)) € TL(I); pero TL(I)
puede ser estrictamente mayor.

Ejemplo 4. En R[z1, z2] con <jep sea I = (f1, fo) con f1 = x14+x2 y fo = ©1—x2. Tenemos que
(t1(f1),t1(f2)) = (z1), sin embargo probaremos mds tarde (ver Ejemplo 6) que TL(I) = (x1,x2).
Buscamos entonces unos generadores donde se dé la igualdad (t1(f1),...,t1(fs)) = TL(I).

Definicién 2.3.3. Sea I C K[z1,...,x,] ideal no nulo. Un subconjunto de polinomios no nulos
G ={g1,...,9t} C I es una base de Grébner del ideal I respecto al orden monomial < si

VEEL f#0, Fie {1, ...t} / mi(g)|ml(f).
Veamos que este conjunto G, supuesto que existe, tiene una serie de propiedades muy espe-
ciales.

Teorema 2.3.4. Sea I C K[z1,...,x,] un ideal distinto de cero y sea G = {g1,...,9:} C I.
Son equivalentes:

i) G es una base de Grobner de I.
1) Vf € Klxy,...,z], f €1 siy solo si YG =0.

iii) Vf € K[z1,...,zy,], f €I siysolosi3h; € Klxy,...,zn], 0 =1,...,t tal que f = 25:1 higi
con ml(f) = méxlgzgt{ml(hz)ml(gz)}

) TL(G) = TL(I).
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Demostracion.

i) = ii) | Supongamos que G es una base de Grobner de I respecto al orden monomial fijado.
Sea f € K[x1,...,x,]. Por el algoritmo de la divisién, tenemos que
-G
f=hign+--+hge+r, donde r=f".
Si?G:0 = f=higi+ -+ htgs, y como G C I entonces f € I.

f-r=hig+---+hgel.Sifel = rel.
Sir # 0, por definicién de base de Grébuner, Ji € {1,--- ,t} tal que ml(g;) |ml(r), y
entonces r no serfa el resto de la divisién por (2.1). Luego r = 0.

i1) = iii) | Por hipétesis se tiene Vf € K[z1,...,z,], f €1 & TG = 0. Por la divisién se tiene
para f € I que f = hig1 + -+ hege, y ademds ml(f) = méx;<j<;{ml(h;)ml(g;)}

i1i) = iv) | Esta claro que TL(G) C TL(I) pues G C I. Para probar la otra contencién es
suficiente ver que Vf € I, tl(f) € TL(G) ya que TL(I) estd generado por los tl(f) con
fel.
Tenemos que ml(f) = maxi<;<;{ml(h;)ml(g;)}. Entonces 35 tal que ml(f) = ml(h;)ml(g;)
y tenemos por tanto el resultado.

iv) = 1) | Por hipétesis se tiene TL(G) = TL(I). Sea f € I, f # 0. Entonces

t1(f) € TL(I) = TL(G) = (tl(g:) :i = 1,..., ).

Y por tanto debe existir un monomio h € Klz1, ..., z,] tal que tl(f) = h-tl(g;) para algin
gi- Con lo cual, ml(g;)|ml(f).

O]

Observemos que de iv) se obtiene que TL(I) = (tl(g1),...,tl(g¢)) que no lo tenfamos para
bases en general. Ademds una base de Grobner, si existe, es un conjunto generador finito de I,
por el apartado ii) del Teorema anterior.

Corolario 2.3.5. Sea f € K|z1,...,x,] no nulo y G = {g1,...,g:} una base de Grébner para un

ideal I C K[x1,...,xy,]. Entonces, 7G estd univocamente determinado (independientemente del
orden de los elementos de G y mds aun, independientemente de la base de Grobner G si fijamos
un orden monomial <).

Demostracion.

Sean G = {g1,...,9:} vy G' = {4}, ..., 4.} dos bases de Grobner del ideal I respecto del orden
monomial <. Sabemos entonces que TL(I) = TL(G) = TL(G’). Y por el algoritmo de divisién
tenemos que
f=higi 4+ +hg +r
f=hg+- 4 hgs 1
Entonces
(higi + -+ hege) — (high + -+ higy) =r" —r

Luego r' — r € I, pero como ningtin término de r’ — r estd en TL(I), debe ser ' —r = 0 y por
tanto r = 1’. dJ
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Teorema 2.3.6. Todo ideal I C Klzy,...,z,] distinto de {0} tiene una base de Grébner,
respecto de un orden monomial fijado de antemano.

Demostracion.

Sea un ideal I C K[xy,...,z,] distinto de {0}. Consideramos el ideal de términos lider de
I, TL(I). TL(I) C K[zy,...,z,] y por el Teorema 1.1.4, 3g1,...,g+ € I tal que TL(I) =
(t1(g1), ..., tl(gr)). Que G = {g1,...,9:} es una base de Grobner del ideal I es consecuencia de
la equivalencia ) si y solo si iv) en el Teorema 2.3.4. O

2.4. Algoritmo de Buchberger

Gracias al Teorema 2.3.6 sabemos que todo ideal no nulo I C K[z, ..., z,] tiene una base de
Grobner respecto de un orden monomial < dado. En esta seccién vamos a estudiar un algoritmo
que nos permite calcularla.

Definicién 2.4.1. Sean f,g € K[z1,...,x,] no nulos. Sea € = mem(ml(f), ml(g)). Se define
el S-polinomio de fy g como

1l 7

S(f,9) = mf— @9

Ejemplo 5. Consideremos <je; en Rlx,y] con > y. Sean:

flz,y) = 222y — 3x2
9(x,y) = zy® + 22y
tl(f) = 22%y; ml(f) = 2%y
£l

)
(9) = zy® ml(g) =y’

' = mem(z?y, 2y°) = x93

2 3 2,3
S(f.9) = 54, f — 2k 9 = 3y*(22%y — 32%) — x(ay’® + 22y°) = 2%y° — J2%y? — 2Py — 207y =

x2y2

NI~y

Lema 2.4.2. Sean fi,...,fs € K[z1,...,2,] no nulos tales que ml(f;) = ¥ coni=1,...,s.
Sea f=37  cificonceK, ie{l,...,s}. Siml(f) <z’ =

[ es una combinacion lineal con coeficientes en IK de los S-polinomios S(f;, fj) con 1 <i < j <
S.

Ademds, ml(S(fi, fj)) < & paral <i<j<s.

Demostracion.

fi = a;x7 + (términos menores); con a; € K. Como

ml(f) = ml (Z czfl> =ml (Z ci(a;x7 + (términos menores))) <x7

i=1 =1
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= Zle ca; = 0.
Por otro lado, S(fi, fj) = x;)fi - tf((;j)fj = a%.fz - *f]

Entonces;

1 1
f=afi+ +cefs=aa <f1> + -+ csas <fs> =
aj ag
1 1 1 1 1 1
=ca1 | —fi— —fo | F(aar+caz) | —fo— —f3 | +(cra1+ceaa+cza3) | —f3 — —fa |+
al a9 ao as as a4

1
A+ (car + -t esqas) | ——

s—1

1 1
fsl_afs> +(Cla1+"'+csas)7fs:
S

Qs

= c1a1S(f1, f2) + (cra1 + c2a2)S(f2, f3) + (101 + c2a2 + c3a3)S(f3, fa) +
NS (Clal 4+ -+ Csflasfl)s(fsfh fs)

Teorema 2.4.3. (Teorema de Buchberger).
Sea G = {g1,...,9:} C K[z1,..., 2] con g; no nulo para i € {1,...,t}. Entonces, G es una

base de Grobner del ideal I = (g1,...,9:) si y solo si S(gi,gj)G =0,Vl<i<j<t

Demostracion.

Supongamos que G = {g1,...,g:} es una base de Grébner del ideal I = {(g1,...,g:). Se

tiene
x7 x7

tl(g) %~ ti(g) ¥

donde x7 = mem(ml(g;), ml(g;)). Entonces

S(gi,95) =

- ¢
= S(g9i,9;) €1 = S(gi,9;) =0

por ser GG una base de Groébner y por el Teorema 2.5.4.

Supongamos S(gi,gj) =
vamos a probar que TL(G
)-

tl(f) € (tl(g1), ..., tl(ge)

0 para 1 < i < j < t. Para ver que G es base de Grobner de I,
) = TL(I). Probaremos que Vf € I = (g1,...,g:), se tiene que

fel={g,...,q) = 3Fh; € Klxy,...,z,] tal que f = 2521 higi (2.3)

Sea m(i) = ml(h;g;) y sea x” = maxj<;<s{m(i)}. Por lo tanto, ml(f) < x7. Para cada
una de las formas posibles de expresar f como en (2.3) tendremos un x” diferente. Como
tenemos un orden monomial que es un buen orden, nos quedamos con cualquier expresién
de f con menor x7. Veamos que en este caso, se tiene que ml(f) = x7.

Reduccion al Absurdo. Supongamos ml(f) < x7 =

= > higi+ Z higi= Y W(h)gi+ Y (hi—tl(h Z higi

m(i)=xY 1) <xY m(i)=x7 m(i)=x7 1) <xY
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Tanto los dos ultimos sumandos de la expresiéon anterior como f tienen monomio lider
< x7 por lo que

ml | ) tl(h)g | <x.

m(i)=x7

Expresando tl(h;) = ¢;ix*(®) podemos escribir el primer sumando como

> tlh)gi= Y, exg,.

m(i)=x" m(i)=xY

Llamamos f; = x*(g;, y entonces tenemos que ml(f;) = ml(x*@g;) = x7 (si m(i) = x7);
aplicamos el Lema 2.4.2 al Gltimo sumatorio para escribirlo como una combinacién lineal
con coeficientes en KK de los S-polinomios S(f;, fi) = S(xa(j)gj, x*®) ), con j < k en un
cierto subconjunto ® no vacio de {1,...,t}.

Se tiene , ,
S(x D g, xo® gy = X el X salk), _
(X g5,X gk’) Xa(])tl(gj)x gj Xa(k)tl(gk)x 9k
x7 x7

_ L — X7k S (g,
g~ g™ (9121

donde x"i* = mem(ml(g;), ml(g)).
Luego podemos expresar:

> tlha)gi =Y SV x* W) =3 " epx 558 (g;, i)

m(i)=x"
para ciertos cji € K, con cj = 0si j, k ¢ o.
—G
Pero S(gj,gr) =0 = S(gj,9%) = Zle ajrig; con ajp € Klz1,...,zy], donde el mono-
mio lider de S(g;, gr) es igual a méx;{ml(a;x)ml(g;)}.

Multiplicamos la expresién S(gj, gi) por X7~ Vi:k

t t
xS (g5, g1) = X7 augi = Y biwgy
I=1 I=1
donde bji = X" Vikajy.
Tenemos que
ml(bjrg) < ml(x"7*S(gj, gi)) < x7
donde la primera desigualdad se sigue de la condicién sobre el monomimo lider de S(g;, gx)

v la segunda desigualdad se sigue del Lema 2.4.2.

Se tiene entonces

Z tl(hi)gi = Z Cij’yi’Yj‘kS(gjagk) =

m(i)=xY
t t
= ZCjk: (Z bjlel) = Z (Z Cjkbjkl) gi-
=1

=1

Denotamos El = > ¢jibjr con ml(ﬁlgl) =ml(bjrg) < x".
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Ahora sustituimos en la ecuacién de los tres sumandos y tenemos que

t
F=Y"hg+ > (hi—tlh))gi+ > higi
=1

m(i)=x" m(i)<xY
donde todos los sumandos tienen monomio lider estrictamente menor que x7 lo que nos
lleva a una contradicciéon pues tomamos x7 minimal.

Por lo tanto, ml(f) = x” y entonces ya tenemos el resultado ya que ml(f) = ml(h;g;) para
algin i = 1,...,t. Por lo que tl(g;) divide a tI(f) y t1(f) € (t1(g1), ..., t1(gr))-

O

Teorema 2.4.4. (Algoritmo de Buchberger)
Sea I = (f1,...,fs) CK[z1,...,2,] ideal con f; #0, Vi =1,...,s. Podemos construir una base
de Grébner G ={g1,...,g¢+} para I con el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2 Algoritmo de Buchberger

Entrada: F = {f1,..., fs} C K[z1,...,2zy) con f; 0, Vi=1,...,s.

Salida: G = {g1,...,9:} base de Grébner de I con F C G.
Inicializacién: G := F

1: Repetir:

G:=a _
2: Para cada par {f,g} C G con f # g hacer S = S(f,g)G
3: Si S # 0 entonces hacer G := GU {S}
4: Hasta que G = G

Demostracion.

En primer lugar veamos que el algoritmo termina: Reduccion al Absurdo. Supongamos que no
fuese asi, construiriamos en cada paso un conjunto G; estrictamente mayor que G;—1 de manera
que

GGGy GCG3C ...

donde cada G; se obtiene anadiendo a G;_1 un polinomio S € I pero que estd reducido con
respecto a G;_;. Por lo tanto, t1(S) ¢ TL(G,;—1) =

TL(G1) € TL(Gy) & TL(Gs) & ...

cadena estrictamente creciente de ideales monomiales que debe estabilizarse debido a la Condi-
cion de Cadena Ascendente de los anillos Noetherianos, Teorema 1.1.5. Por lo tanto el algoritmo
debe terminar.

Ademéds F = {f1,...,fs} € {g1,...,9:} = G C I, luego estd claro que (g1,...,9:) = I; pues
I ={(f1,...,fs) por hipdtesis.

——FG
Por ultimo, observemos que cuando el algoritmo termina, Vf,g € G con f # g es S(f,g) =0
por construccién, y gracias al Teorema 2.4.3, G es una base de Grobner de [I. 0

Ejemplo 6. Sean fi =z +y, fo = x —y en el anillo de polinomios Q[x,y]. Consideremos el
orden lexicogrdfico con x > y en los monomios del anillo. Aplicando el Algoritmo de Buchberger,
una base de Grobner del ideal I = (f1, f2) respecto del orden mencionado es G = {g1,g2} con
91 = f1 y g2 =y. Por tanto TL(I) = (z,y).



26 CAPITULO 2. BASES DE GROBNER

Lema 2.4.5. Sea G = {g1,...,9:} C I una base de Grébner de un ideal I C K[zq,...,x,]. Si
existe g; € G tal que t1(g;) € TL(G — {g;}). Entonces G — {g;} también es una base de Grobner
de I.

Demostracion.

Como G es una base de Grobner = TL(G) = TL(I). Veamos que TL(G) = TL(G — {g:}).

Que TL(G — {g¢;}) C TL(G) es trivial. Para la otra contencién; como

tl(g:) € TL(G —{g:}) = (tl(gs)) € TL(G —{g:}) = TL(G) C TL(G - {gi})

Luego TL(I) = TL(G — {gi}) = G — {gi} es base de Grébner de I. O
Definicién 2.4.6. Una base de Grébner G = {g1,...,g:} de un ideal I C K[z, ..., x,] respecto
del orden monomial < fijado de antemano se dice que es minimal si
i) clg) =1, Vi=1,...,t.
i) (g) ¢ TL(G — {gi}), Vi=1,....L.
Esté claro que una vez calculada una base de Grobner con el Algoritmo de Buchberger, basta
eliminar los elementos g; tales que ml(g;) € TL(G — {g¢;}) y después hacer los términos lider

monicos dividiendo cada g; por cl(g;); de esa forma ya tendremos calculada una base de Grébner
minimal.

Definicién 2.4.7. Una base de Grébner G = {g1,...,q9:} de un ideal I C K|x1,...,z,] respecto
del orden monomial < fijado de antemano se dice que es reducida si

i) cl(gi) =1, Vi=1,...,t.

i) ¢t =g Vi=1,...,t.

Aqui i) no solo pide que tl(g;) ¢ TL(G — {g¢:}), sino que ningin término de g; esté en
TL(G — {gi}). Luego toda base de Grobner reducida es minimal.
Proposicién 2.4.8. Sea un ideal I C K[z1,...,zy] no nulo. Entonces I tiene una tinica base
de Grébner reducida (fijado por supuesto con anterioridad un orden monomial).
Demostracién.

Primero se calcula G una base de Grobner minimal para I. Ahora modificamos esta base hasta
conseguir que sea reducida.

Sea g € @, definimos § = g¢ 19} y G = (G — {g}) U {7}

Notemos que G sigue siendo una base de Grébner minimal de I donde el elemento g ya esté re-
ducido respecto de G — {g}. Luego hay que hacer este proceso con todos los elementos de Gy
obtendremos una base de Grébner reducida.

Unicidad. Supongamos G y G dos bases de Grobner reducidas para el ideal I; en particular son
minimales. Veamos primero que por el hecho de ser minimales G y G tienen el mismo nimero
de elementos y Vg € G, 3g € G tal que tl(g) = t1(g).
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Sea G ={g1,---,9t}, G= {g1,...,9s}. Como g1 € I y G es base de Grobuer de I, dg; € G tal
que ml(g;) |ml(g1). Reordenamos y consideramos g; = g1 = ml(g1)|ml(g1).

Pero como g € I y G también es una base de Grébner, 3g; € G tal que ml(g;) | ml(g1). Entonces

ml(g;) [ml(g1) [ml(g1) = g5 = g1yml(g1) = ml(g1).
Pero como cl(g1) = cl(g1) = 1 debe ser tl(g1) = t1(g1).
Ahora sea go € I = 3g; € G tal que ml(g;) | ml(gs).

Reordenando y repitiendo el procedimiento, tl(ga) = t1(g2). Al final, llegamos a que s =t y
tl(gs) = tl(g;) Vi=1,...,t.

Volvamos entonces a nuestras dos bases reducidas G y G como antes con s =t y t1(g:) = t1(g:)

paral <7 <s.

Dado g € G, 33 € G tal que tl(g) = tl(g). Basta ver que g = g para probar que G = G. Pero como
~ . —=G p ~ ; 4o

g—g € Iy como G es base de Grobner, g —g = 0, ademas tl(g) = tl(g), asi que los términos

lider se cancelan en g — g y el resto de los términos no deben ser divisibles por TL(G) = TL(G)

~ 7A{G - ~
puesto que G y G son reducidas. De modoqueg—g =g—g=0 = G=4G. O



Capitulo 3

Teoria de Eliminacion

El objetivo fundamental de este capitulo es describir un procedimiento que permita resol-
ver sistemas de ecuaciones polinémicas. Sean fi,..., fs € K[z1,...,2,], queremos calcular los
puntos (ai,...,a,) € A"(K) tales que anulen a los polinomios fi,..., fs. Es decir, calcular
el conjunto algebraico V(fi,...,fs) = {a = (a1,...,a,) € A"(K) | fi(a) = 0,7 = 1,...,s}.
Ademas sabemos que V(f1,..., fs) = V({f1,-.., fs))-

Nos ayudaremos de las bases de Grobner para poder resolver este problema. La idea es
calcular un sistema equivalente a

f1=0

fs:O

que sea mas sencillo de resolver. Mas adelante explicaremos qué se entiende por un sistema més
sencillo que el dado.

3.1. Teoremas de Eliminacion y de Extension

Dado I = (f1,...,fs) con fi,...,fs € Klx1,...,2,] no nulos, nuestro objetivo aqui es
calcular una base de Grobner G = {gi,...,q:}, del ideal I, con buenas propiedades; de modo
que como V(G) = V(I), baste resolver el sistema

g1=0

g =0

que buscaremos que sea sencillo de resolver, en el sentido de que consecutivamente solo tengamos
que calcular las raices de polinomios de una variable.

Definicién 3.1.1. Dado un ideal I C Klzy,...,z,], se define el ideal de eliminacion Iy para
te{l,...,n—1} como
I,=1nN ]K[.%'g+1, R ,:Bn].

Observacion 3.1.2. I; es un ideal de K[xyiq,...,2s]; ya que la contraccion Iy de un ideal I
de K[z, ...,zy,] es un ideal del subanillo K[xpiq,...,z,] C Klzq, ..., x,).

28
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Se trata de un resultado bdsico de teoria de anillos. Es consecuencia de un resultado mds
general ([1], pag 5): A C B anillos, f : A — B morfismo de anillos, y J C B ideal. Entonces
f~YJ) es un ideal de A.

En la Definicion 3.1.1 podemos tomar ¢ € {0,...,n}, notemos entonces que Iy = I; y
abusando del lenguage I, = I N K, es decir, el ideal formado por las constantes de I, que
unicamente serd no nulo si I = K[zj,...,z,|. Es importante también fijar un orden en las
variables x1, ...,z ya que el ideal Iy estd compuesto por los polinomios de I que solo dependen
de las n — £ dltimas variables.

El objetivo es ahora encontrar unos generadores de cada ideal I, partiendo de un sistema de
generadores del ideal I.

Teorema 3.1.3. (Teorema de Eliminacion)

Sea I C K[zy,...,z,] un ideal y sea G una base de Grébner del ideal I respecto del orden
lexicogrdfico, <jey (conxy > xg > -+ > xp). Paral € {1,...,n—1} sea Gy = GNK[zy1, ..., Tn].
Se verifica que,

i) Gy =10 siy solo si I, = (0).

1) Si Gy # 0 entonces Gy es base de Gréobner de Iy respecto del orden <je, (restringido a los

monomios de K[zy1,...,zn]).
Demostracion.
Sea £ € {1,...,n — 1} fijo. Consideramos el ideal de eliminacién Iy = I N K[zpi1,...,2,] v €l
conjunto Gy = GNK[zpiq,...,zy].

i) Supongamos que Gy = ().

Reduccion al Absurdo. Supongamos f € Iy no nulo, en particular f € I y por lo tanto
tl(f) € TL(I) = TL(G) por ser G una base de Grobner de I. Luego debe existir g € G
tal que tl(g) | t1(f). Como tl(f) € K[zpt1,...,zy,] entonces tl(g) tampoco depende de las
variables x1, ..., z,. Como estamos considerando el orden lexicogréfico (con zy > -+ > xy,)
ninguin monomio de g puede depender de las variables x1,...,z,. Entonces ¢ € Gy lo que
es una contradiccion.

Si Iy = (0) entonces Gy = ) ya que Gy C I; y G no contiene al polinomio 0.

i1) Supongamos que Gy # (). Para ver que Gy es una base de Grobner de Iy, por el Teorema
2.3.4 basta probar que TL(I;) = TL(G).
Que TL(Gy) C TL(I;) esta claro pues Gy C I;. Veamos la otra contencién:

Sea f € Iy no nulo, hay que demostrar que tl(f) € TL(Gy). Pero como f € I; y como G es
una base de Grobner de I, 3g € G tal que tl(g) | t1(f). Veamos entonces que g € Gy.

Notemos que tl(f) y por tanto, tl(g) estdn en K[zsyi,...,2zn], pues f € I;. Y como
estamos trabajando con el orden lexicogrifico donde z; > x9 > .-+ > x,; si tl(g) €
Klzpi1,. .. xn] = g€ Klzpsq,...,z,]; y por tanto g € Gy.
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Retomemos nuestro objetivo de encontrar V(I) para cierto ideal I C K[xy,...,zy]. Si cal-
culamos G, _1 base de Grobner para el ideal I,,_1, tendremos polinomios de I que solo invo-
lucran a la variable z,,. La idea es resolver estos polinomios de una variable, es decir, hallar
V(I,,1) € AY(K); y sustituir z,, por cada valor posible (en V(I,,_1)) en los polinomios de G, _2;
y asi, paso a paso ir extendiendo las soluciones de V(Iy) a las de V(Iy_1); para al final llegar a
calcular V(1y) = V(I); de forma que en cada paso solo tengamos que resolver polinomios de una
variable.

Ejemplo 7. Supongamos que queremos calcular las soluciones en A3(C) del sistema

2?2+ 22 =5
rzz =1
Consideramos el ideal I = (x® +y* + 22 — 4, 2% +2y* — 5, vz — 1) C C|x,y, 2]. Calculamos*

G={r+23-32, 9222 -1, 2%~ %22 + %}, la base de Grébner reducida de I respecto del
orden lezicogrifico (x >y > z).

Aplicando el Teorema de Eliminacién tenemos que Go = {z* — %zQ + %} es base de Grobner
de Iy = INC[z] respecto del orden lexicogrciﬁco (que en este caso es el orden de las potencias de
z). Resolviendo la ecuacion z* — 32% + 3 = 0 obtenemos que V() = {1, —1, }

Aplicando de nuevo el Teorema de Eliminacién Gy = {y? —2%2 -1, 2* — 52 + 5} es una base

de Grébner de Iy = I N Cly, z] respecto del orden lexicogrdfico. Como ya tenemos V(I3), para
cada ¢ € V(I3) sustituimos z = ¢ en la primera ecuacion de G1 y extendemos V(I2) a V(I1) de
manera que

»wg:{@ag(;ﬂﬂy@@_g(ﬂﬁﬁg,

V6 V2) (VB V2) (V6 V2) (VB V2
e )\ )\ )\ e )

Repetimos el proceso ahora en G y calculamos V(I) que era nuestro propdsito.

V(1) = { (1,\@, 1) , (1, V2, 1) , (-1, V2, —1) : (-1,—\/5,—1) ,

(9) (2 19) (u24) (2 2-9))

2 2
El problema aqui radica en que no todas las soluciones de V(I;) pueden extenderse a solu-
ciones de V(I;_1) en general.

Ejemplo 8. Supongamos que queremos calcular las soluciones en A3(C) del sistema

rz=1
y—z=0

Consideramos el ideal I = (xz—1,y—2z) C Clz,y,z]. Sea G = {zz—1,y— =z} la base de Grébner
reducida de I respecto del orden lexicogrifico (x >y > z).

!Para los célculos en los ejemplos hemos usado los sistemas de calculo simbélico Maple y Sage.



3.2. GEOMETRIA DE LA ELIMINACION 31

Entonces Go = GN C[z] =0, por lo que I = (0) y por tanto V(I3) = C.

G1=GNCly, z] = {y—=z}, luego V(I1) = {(a,a) |a € C}. Ahora calculamos V(I) resolviendo
la ecuacion xz = 1 para cada valor de z obtenido anteriormente. Pero vemos que si z = 0 no
podemos encontrar © que verifique la ecuacion, luego V(I) = {(1,a,a) |a € C — {0}}. Es decir
no hemos podido extender (0,0) € V(I1) a una solucion de V(I).

Teorema 3.1.4. (Teorema de Extensién)

Sea I = (f1,..., fs) un ideal de Clz1,...,x,] y sea I el primer ideal de eliminacion de I. Para
cada i € {1,...,s} escribimos f; como
fi = hi(za, ... ,xn)xivl + (términos con grado < N; en 1)

donde N; >0 y h; € Clxa, ..., zy] no nulo.

Sea una solucion parcial (ag, . ..,an) € V(I1). Si (ag,...,an) € V(hi,...,hs), entonces existe
ay € C tal que (ay,...,a,) € V(I).

Dedicaremos el siguiente capitulo a la prueba de este resultado.

Hasta ahora hemos trabajado en un cuerpo arbitrario K, pero en el Teorema de Extension
fijamos C pues necesitamos ahora un cuerpo algebraicamente cerrado para poder asegurar que
todo polinomio, ya en una variable, tenga raices en el cuerpo; es decir, para que se verifiquen
las hipotesis del Teorema Fundamental del Algebm.

Ejemplo 9. Si en el Ejemplo 7 escribimos fi = xz — 1 como en el Teorema de Extensién
tenemos que hy = z. Para (0,0) € V(I1) se tiene (0,0) € V(h1), luego no tenemos la sequridad
de que podamos extender este punto a una solucion total (es decir, a una solucion de V(I)); de
hecho en el ejemplo vimos que (0,0) € V(I1) no se puede extender a una solucion en V(I). Sin
embargo, Ya € C — {0}, (a,a) ¢ V(h1) y por eso la solucion parcial (a,a) se puede extender a
una solucion en V(I).

El Teorema de Extension nos dice que si una solucion parcial (ag, ..., a,) € V(I1) cumple que
(ag,...,an) & V(hy,..., hs), es decir, que al sustituir (ag,...,a,) en fi,..., fs no se anulen todos
los términos lideres simultdneamente entonces podremos extender (ag,...,a,) a una solucién

(a1, a2, ...,a,) de V(I).

Luego en el caso de que algin f; tenga tl(f;) = cixivi, con ¢; € C — {0}, es decir, si algin f;
tiene término lider donde solo aparezca la variable x1, cualquier solucién parcial (ag,...,a,) €
V(I;) podra extenderse.

El teorema nos dice como extender soluciones de V(I1) a V(I); pero se puede aplicar de
forma similar para pasar de cualquier solucién en V(I;) a una solucién en V(Iy_1) ya que I; es
el primer ideal de eliminacién de I,_q.

3.2. Geometria de la Eliminaciéon

Aqui daremos una interpretaciéon geométrica a lo visto en la seccién anterior.

Definicién 3.2.1. En el espacio afin A™(C), definimos la proyeccion sobre las ultimas n — £
variables como
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0 A"C) — A"YO)
(a1,...,ap) +—— (@pg1,...,0p)

para £ € {0,...,n—1}.

Notemos que 7 es la identidad sobre A™(C).

Sea V.= V(f1,...,fs) € A™(C) un conjunto algebraico. Consideremos el conjunto (V)
obtenido aplicando la proyeccién 7y a V. Es decir,

(V) = {(agg1,...,an) € A" YC) : Jay,...,ap € Ccon (ay,...,ap am1,...,a,) € V}.

Queremos en primer lugar ver qué relacién existe entre 7;(V) y el ideal de eliminacién I, de

I= <f17"°7fs>‘

Lema 3.2.2. Sea Iy = I N Clxpiq,...,xy,] el (-ésimo ideal de eliminacion de I = (fi,..., fs).
Entonces, (V) C V(1) y en general la inclusion es estricta.

Demostracién.

Sea (agy1,--.,an) € m(V) = 3Fay,...,as € C tal que (ay,...,as ap41,...,a,) € V. Entonces
f(al,...,an):(), Vf el

En particular Vf € Iy, f(a1,...,an) = f(aps1,...,a,) = 0y por tanto (agi1,...,a,) € V(Iy).
Que la inclusién es estricta en general se vera en el siguiente ejemplo. O

Ejemplo 10. Volvemos de nuevo a la situacion de los Ejemplos 7 y 8, donde teniamos que
1
V=V(I)= { <,a,a> la e C— {0}},
a

V(L) ={(a,a)|a € C}.
Luego tenemos entonces que
(V) = {(a,0) |a € C— {0} }.
Por lo tanto en este caso m (V) C V(I1) pues (0,0) € V(I1) — (V).
De la definicién del conjunto 7¢(V), se obtiene facilmente que 7¢(V) es el conjunto de solu-
ciones parciales de V(I;) que se pueden a extender a soluciones de V(I).

Teorema 3.2.3. (Teorema de Extensién Geométrico)
Sea I = (f1,...,fs) un ideal de Clx1,...,xy,], sea Iy el primer ideal de eliminacion de I, y sea
V=VY(I) Cc A"(C). Para cada i € {1,...,s} escribimos f; como

fi=hi(xa,... ,xn)x]lvl + (términos con grado < N; en 1)

donde N; > 0 y h; € Clxa, ..., z,] no nulo.

Entonces,
V(1) = 11 (V) U (Wi, ... h) AV(T)

donde m : A™(C) — A""Y(C) es la proyeccion en las iltimas n — 1 variables.
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Demostracion.

Vamos a probar que V(I1) = m1(V) U (V(h1,...,hs) N V(11)).

Sea (ag,...,a,) € V(I1).
Si (ag,...,a,) € V(hi,...,hs) entonces (az,...,a,) € m (V) U (V(h1,...,hs) NV(I1)).

Si (ag,...,an) ¢ V(hi,...,hs), aplicando el Teorema de Eztension, (ag,...,a,) puede
extenderse a una solucién de V(I); luego (ag,...,a,) € m1(V).

Se tiene directamente porque 71 (V) CV(I1) y V(h1,...,hs) NV(I1) C V(I1).

Nota. Si en las condiciones anteriores V(hq,...,hs) N V(I1) = 0 entonces V(1) = w1 (V).
Ademds tenemos que V(I1) = w1 (V) si y solo si V(hi,...,hs) N V(I1) C m (V). Osea que
toda solucion de V(I,) se extiende a una solucion total de V(I) si y solo si toda solucion de
V(hi,...,hs) NV(I1) se extiende a V(I).
Pero ésta no es la tnica relacién existente entre m,(V) y V(Iy).

Observemos que el conjunto (V) no tiene en principio por qué ser un subconjunto algebraico
de A" (C).

Ejemplo 11. Vimos en el Ejemplo 9 que m1(V) = {(a,a) € A%(C)|a € C — {0}}. Veamos que
no es un cerrado para la Topologia de Zariski, es decir, que no es un conjunto algebraico.

Reduccién al Absurdo. Supongamos que si lo es. Entonces w1 (V) = V(f1,..., fs) para ciertos
polinomios f; € Clz,y] no nulos®. Escribimos

filz,y) = qi(z,y)(y — ) +ri(v)

(division por y — x) con ri(x) € Clz]. Como fi(a,a) = 0Va € C— {0}, se tiene que fi(a,a) =
ri(a) =0 Va € C—{0}, lo que implica que r;(x) = 0. Tenemos entonces que f; = q;(y —x) y por
tanto (f1,..., fs) C (y — z) C Clx,y]. Entonces V(y — x) = {(a,a) € A%(C)|a € C} C m (V) lo
que es una contradiccion.

El siguiente resultado nos dice que V(Iy) es la clausura de Zariski de 7p(V).

Teorema 3.2.4. (Teorema de la Clausura)
Sea V=V(f1,...,fs) CA™(C) y sea Iy el {-ésimo ideal de eliminacion del ideal I = (f1,..., fs)
con l € {1,...,n—1}. Entonces se verifica

i) V(I;) es el menor conjunto algebraico que contiene a (V) en el espacio afin A"~¢(C).

1) Si'V # 0, existe un conjunto algebraico W & V(Iy) tal que V(Iy) — W C mp(V).

Demostracion.

Veamos de momento solo la prueba de i), la demostracién de ii) la veremos en la siguiente
seccion.

*En los Ejemplos 7, 8 y 9 hemos trabajado en el anillo C[y, z]. Por comodidad hacemos aqui el cambio de z
por .
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La clausura de Zariski de 7;(V), o lo que es lo mismo, el menor conjunto algebraico que contiene
a my(V), sabemos que es V(Z(m;(V))) (ver Resultados Previos, Capitulo 1). Luego lo que tenemos
que probar es que V(Z(m(V))) = V(1y).

Como por el Lema 3.2.2 sabemos que m,(V) C V(I;), se tiene que

V(Z(me(V))) = me(V) S V(1) = V(Ly).

Vamos a ver que Z(m(V)) C /I; (una vez probado esto, se tiene que V(y/I;) = V(I;) C
V(Z(me(V)))-

Sea f € Z(m(V)). Se tiene
flags1, .- an) =0, Y(apt1,...,an) € (V)
donde f € Clxytq,. .., 24 C Clzy,...,2,]. Luego
flar,...,an) =0, Vay,...,ap € Cy V(aps1,...,ay) € (V).
En particular,
flat,....an) =0 Y(ay,...,ay) €V = feI(V)=Z(V({I)) =VI

(hemos usado aqui el Nullstellensatz). Luego existe N € N tal que f~ € I. Pero como
f€Clxprr, ..,z = fN €Clrgyy,... 2] Luego fN € INClzpyy,...,x,) = Iy, por

lo que f € I,.

O]

Nota. Como ya vimos cuando enunciamos el Teorema de Extensién, si algun polinomio f;
verifica que t1(f;) = cilevi con ¢; € C— {0}; toda solucion parcial de V(1) se puede extender a
una solucion de V(I), luego en ese caso, 1 (V) =V (I1).

En este capitulo hemos trabajado con el cuerpo de los nimeros complejos, C. En realidad,
todos estos resultados son validos para cualquier cuerpo K algebraicamente cerrado dado que
solo hemos usado el Nullstellensatz que es valido sobre cualquier cuerpo algebraicamente cerrado.

3.3. Continuacion de la demostracién del Teorema de la Clau-
sura.

Vamos a dedicar esta tdltima seccién a demostrar la segunda parte ii) del Teorema de la
Clausura. En primer lugar lo haremos en el caso particular donde ¢ = 1, aunque realmente no
necesitemos esta prueba para la demostracién del caso general que haremos posteriormente, aun
asi es interesante ver este caso particular.

Teorema 3.3.1. Sea V. =V(fi,...,fs) C A"(C) y sea I el primer ideal de eliminacion del ideal
I ={f1,...,fs). Entonces si V. # 0, existe un conjunto algebraico W C A" 1(C), W ¢ V(I1)
tal que V(I1) — W C w1 (V).
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Demostracion.

Por el Teorema de Extension Geométrico, tenemos que (con las notaciones del Teorema 3.2.3)
V(1) =m(V)UV(hi,...,hs) N V(1)) .

Sea W = V(hy,...,hs)NV(I1) que es un subconjunto algebraico de A"~!(C) por ser interseccién
de otros dos conjuntos algebraicos.

Si W # V(I1), entonces ya tenemos el resultado.

Si W = V(I1), probaremos al final que podemos expresar

V=V(f1,..., fs b1, ..., hy). (3.1)

Consideremos I = (fi,..., fs) nuestro ideal original e I = (fiy---s fs,h1,..., hs). En principio
estos dos ideales no tienen por qué ser iguales, aunque si definen el mismo conjunto algebraico
por (3.1). Como no son iguales, en general tampoco lo son sus ideales de eliminacion Iy y .
Sin embargo, notemos que V(I1) = V(1) pues

(V) =mV(f1,..., f5) =m(V)) = m(V()),

y como V(I1) es el menor conjunto algebraico que contiene a m1(V(I)), del mismo modo que
V(I1) es el menor conjunto algebraico que contiene a 71 (V([I)), tenemos que V(I1) = V(7).

Recordemos que tenemos, para:=1,...,s,
fi = hA( N; térmi d N,
i = hi(xg,...,xy)z] " + (términos con grado < N; en 1)

donde N; > 0y h; € C[xo,...,z,] no nulo.

Definimos entonces ﬁ = fi— hixiv ¢, Notemos que para cada ¢ = 1,...,s; el polinomio ﬁ es nulo
o tiene en x; grado estrictamente menor que N;. Tenemos ademas que

I={f1,-..,fs;h1,...,hs) = (f1,..., fsyh1,... D) (3.2)
y por tanto

V=V(fi,.. ., fs) =V(f1, s fssht, oo hs) = V(f1, - fss b1, - .- hs).

Aplicamos el Teorema de Extension Geométrico, a V(fl, ce Ji, hi,... hs).
V() =V() =m (V) UW

donde W son aquellas soluciones parciales, es decir, soluciones de V(fl), donde los coeficientes
lideres como polinomios en Clzg, ..., zy,][z1] de fi,..., fs, h1,..., hs se anulan simultdneamente.
Ademas notemos que esta descomposicion es diferente de la que tenfamos al principio pues los
coeficientes lideres de los generadores son ahora en general distintos.

Si ahora W # V(I1); ya tenemos el resultado probado. Caso contrario, habria que repetir todo
el proceso. Y asf sucesivamente hasta que en alguna etapa demos en esta descomposiciéon con un
conjunto algebraico estrictamente menor que V(I;) y ya habriamos terminado. La clave estd en
notar que cada vez que repetimos el proceso, los grados N; en z1 bajan o se mantienen en 0; por
lo que al final si en ninguna etapa conseguimos que W # V(1) todos los generadores tendrian
grado 0 en x1. En este caso, si (ag,...,a,) es una solucién parcial siempre se puede extender
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a (a1,as,...,a,) € V, Ya; € C. Lo cual quiere decir que m(V) = V([;) y basta tomar como
conjunto algebraico W el vacio.

Para completar la prueba falta demostrar (3.1).

V:V(fla"'vfsvhlv"‘vhs)

Como (f1,..., fs) C{fi,..., fs, h1,..., hs) tenemos que V(f1,..., fs, h1,..., hs) CV(f1,...
V.

Sea (a1, ...,a,) € V. Entonces
(ag,...,an) €m (V) C V() =W =V(h1,...,hs) N V() =
(ag,...,an) € V(h1,...,hs) = hi(ag,...,a,) =0, Vi=1,...,s.
Luego, (a1,...,an) € V(f1,..., fs,h1,. .., hs).

O]

En lo que queda de seccién nos dedicaremos a terminar poco a poco la prueba de ii) del
Teorema de la Clausura para £ > 1. Lo que haremos sera probarlo antes en el supuesto de que
V = V(f1,...,fs) sea un conjunto algebraico irreducible, es decir, una variedad algebraica. Y
luego extenderlo al caso general. Vamos a ver a continuacién algunas observaciones relativas a
este caso particular.

Observacién 3.3.2. Si el ideal I = (f1,...,fs) C Clz1,...,x,] es primo entonces para cada
¢={1,...,n—1} el ideal Iy = I N Clxp41,...,xs] €s primo (La contraccion de un ideal primo
es un ideal primo. [1], pag 4.), y por tanto V(I;) es una variedad algebraica (ver Resultados
Previos, Capitulo 1). Ademds si V = V(I), por el apartado i) del Teorema de la Clausura, 3.2.4,
el conjunto algebraico m(V) = V(1) es irreducible si V lo es.

Nuestro objetivo es ahora probar el apartado i) del Teorema de la Clausura, 3.2.4 en el caso
de que tengamos un conjunto algebraico irreducible, es decir:

Sea V.=V(f1,...,fs) CA™(C), V#0 e irreducible. Sea I, el {-ésimo ideal de eliminacion
del ideal T = (f1,...,fs) con £ € {1,...,n — 1}. Entonces existe un conjunto algebraico W C
V(Iy) tal que V(1) — W C mp(V).

De hecho vamos a probar un teorema mas fuerte, del cual se obtiene directamente el resultado
anterior tomando Wy = 0.

Teorema 3.3.3. Sea V.=V(f1,...,fs) C A"(C), V # 0 e irreducible. Sea I, el (-ésimo ideal
de eliminacion del ideal I = (f1,..., fs) con £ € {1,...,n —1}. Dado un conjunto algebraico
Wo C 'V, existe un conjunto algebraico Wy, C V(Iy) tal que

V(Ig) - W, C 7Tg(V — Wg).

Demostracion.

En primer lugar por el apartado ¢) del Teorema de la Clausura, 3.2.4 se tiene m,(V) = V(Iy).
En la igualdad anterior, el conjunto de la izquierda solo depende de V = V(Z(V)). Por tanto
podemos tomar I = Z(V) que es un ideal primo dado que V es irreducible (ver Resultados
Previos, Capitulo 1).

7f8)
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Lo demostramos por induccién sobre £ € {1,...,n —1}. Sea Wy C V.

En primer lugar lo probamos para ¢ = 1. Como Wy C V| existira (aj,...,a,) € V. — Wy. E
igualmente debe existir f € Z(Wy) tal que f(ay,...,a,) # 0, pues si todo polinomio de Z(Wj)
se anula en (ay,...,a,) serfa (ai,...,a,) € V(Z(Wy)) = Wy y tendrfamos una contradiccion.

Distinguimos dos casos:

Caso 1 Supongamos que V(ba,...,b,) € V(I1) y Vb1 € C se tiene que (by,bo,...,b,) € V.

Vamos a escribir f como un polinomio en x; con coeficientes en Clxa, ..., x,] :
m
f= Zgi(azg, ey T
i=0
Y definimos W1 = V(I1) N V(go, - - -, gm), veamos que el conjunto Wi es el que buscamos.
En primer lugar por la eleccién que hicimos de (ai,...,ay), como (ai,...,a,) € V en

particular (ag,...,a,) € m(V) C V(I). Pero por otro lado como f(aq,...,a,) # 0 debe
ser gi(ag,...,a,) # 0 para algin i de modo que (ag,...,a,) ¢ V(g0,--.,9m) y por tanto
(ag,...,an) ¢ Wi. Luego tenemos que Wy C V(I3).

Ahora probemos que V(I1) — Wi C m1(V — Wy). Sea entonces (ca,...,cn) € V(I1) — Wi,
lo que significa que g;(ca,...,¢,) # 0 para algin i y en ese caso f(r1,c¢2,...,C,) NO €S
el polinomio nulo. Un polinomio no nulo con coeficientes en C tiene un nimero finito de
raices en C y como C es infinito, debe existir ¢; € C tal que f(cq,c2,...,¢,) # 0 lo que
implica que (c1,¢2,...,¢,) ¢ Wy pues en su momento tomamos f € Z(Wy). Pero como
estamos en el Caso 1 se tiene entonces que (c1,ca,...,¢,) € V. De modo que entonces

(c1,¢2,. . 00) €V =Woy (c2,...,¢n) €m(V = Wo).

Luego ya tenemos en este caso asegurada la existencia de un conjunto W7 C V(I1) tal que
V(Il) — Wi C 7T1(V — Wo).

Caso 2 Supongamos que 3(ba,...,b,) € V(I1) y 3b; € C tal que (by,ba,...,b,) ¢ V.

Como V(I) =V es irreducible, Z(V) = v/T = I pues es un ideal primo. Luego debe existir
h € I tal que h(by,bs,...,b,) # 0. Escribimos h como un polinomio en x1 con coeficientes
en Clza, ...,z :

T
h = Zui(:vg, .. .,xn):cll.
=0

Como h(by,bg,...,b,) # 0, para algin i debe ser w;(ba,...,b,) # 0 por lo que u; ¢
I ya que (bg,...,b,) € V(I1). Ademas si u, € Iy = wuy(b2,...,bp,) = 0 = (h —
upxy) (b1, b2, ..., by) = h(b1,...,b,) =0.Y por otro lado u, € I C I luego, h—u,z] € I lo
que implica que podemos reemplazar h por h —u,z]. De manera que repitiendo el proceso
y renombrando podemos suponer que en el h original u, ¢ I;.

FEl siguiente objetivo es probar que

.
Ju; € Clxa, ..., x,) tal que Zvifi €elyuvy¢Ih. (3.3)

i=0
Para ello veamos f y h = >.\_,ui(z2,...,2,)z} como polinomios en z;. Si dividimos f

entre h (como polinomios en x1) es posible que algunos coeficientes del cociente y del resto
no sean polinomios en Clxa, ..., 7,]; asi que consideramos u f en lugar de f, tomando



38

CAPITULO 3. TEORIA DE ELIMINACION

N, suficientemente grande como para que no aparezcan denominadores al dividir uivl f
entre h, obteniendo entonces que
r—1

uivlf = q1h +vio +v1121 + - - + V117

donde ¢; € Clxy,...,z,] y v1; € Clze, ..., 2, parai=0,...,r — 1.

Ahora hacemos el mismo procedimiento para f7 con j € {0,...,r}.
uo = goh + weo + voar + + vo,r,lx’fl
uMf = qh + vio + vnz + -0+ v1vr_1x71“_1
Uq]nVQfQ = @h + v + var1 + + 02,1_193;71
N; LA— . . . r—1
Uy = a@h + vo + vazx1 + -+ + Up 127
En general,
ur? f7 = qjh +vjo +vjier + - vj_12t T con j=0,...,7 (3.4)

Usamos ahora el anillo de coordenadas de V(I1), A(V(I1)), al que para abreviar notaremos
A. Sabemos que A = C[m[ilx"} y que ademds A es un dominio de integridad pues I; es

un ideal primo ya que es la restriccién a C[za,. .., x,] del ideal primo I. Consideramos las
clases de equivalencia de los elementos v;; € Clx,...,2,] en el anillo de coordenadas, es
decir,

[vjil =vji+ (1) € A, conj=0,...,7,i=0,...,7r—1.

[voo] -+ [vos—1]

Sea M = : . :
’V/UT',OJ ce ['Ur,r—l]

la matriz de dimensién (r+1) x r con entradas en el anillo A. De manera que podemos ver
las r+1 filas de la matriz M como r+1 vectores de Q(.A)", que deben ser obligatoriamente
linealmente dependientes (donde Q(A) es el cuerpo de fracciones de A). Luego (después
de reducir a un comun denominador) existen [wp], ..., [w,] € A no todos nulos tal que

r

Z[wj][vji] =[0] parai=0,...,7—1,
=0

conw; € Clza,...,x,) paraj =0,...,7. Olo que es lo mismo, Juwy, ..., w, € Clza,...,x,]
tal que Y% _gwjvj € Iy para i =0,...,7 — 1,y w; ¢ I para algin j € {0,...,7}.

Multiplicando (3.4) por w;, obtenemos
N; i _ .
wiur’ f1 = wjqih + wjvjo + wivjixer + - - - + WU 1] Leonj=o0,...,r

Si los sumamos, " _, wjuivjfj €lpueshely) ' qwjvy €1 CIparai=0,...,7r—1.

N .
Sea entonces v; = wju,’ de manera que Z;:O vjf? € 1. Falta ver que vy ¢ I;.

Como u, ¢ I, w; ¢ I para algin j € {0,...,r} e I; es un ideal primo, v; ¢ I; para algin
j €{0,...,r}. Supongamos vy ¢ I1 y vo,v1,...,0—1 € I1.

r t—1 r
Zvjfj :Zvjfj —I—Zl}jfj el =
j=0 j=0 j=t
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t—1 r
Sufl+ 1D v tel =

J=0 J=t

Como Z;;é vjfj € I pues vg,...,v—1 € I se tiene que
T
Y v ter
j=t
y ahora como f ¢ I e I es primo,
,
Z Ujf]_t el
=t

Luego renombrando podemos suponer que vy ¢ I.

Partiendo de que se verifica (3.3) vamos a ver que entonces se tiene
(V) N (A" HC) — V(vo)) € mi(V — Wp). (3.5)

Sea (c2,...,¢,) € m(V) N (A"1(C) — V(vp)), entonces tenemos que debe existir ¢; € C
tal que (c1,ca,...,¢,) € V (lo que implica que todo polinomio de I = Z(V) debe anularse
en el punto (c1,co,...,¢,)) v que (ca,...,¢n) ¢ V(vg). Ahora usamos (3.3) y entonces se
tiene que

0= (ZUL}M) (01,025 s 7cn) =
=0

T

=vg(ca,...,cn) + fler, e,y .. cn) <Z vi(ca, ... cn) (f(er,ca,. .. ,cn))i_1>
i=1
Como wg(ca,...,c,) # 0, se tiene que f(c1,co,...,¢,) # 0y tenfamos que f € Z(Wp)
por lo que (c1,c2,...,¢p) & Wo = (c1,¢2,...,¢n) € V— Wy, y por tanto, (ca,...,cp) €
m1(V — W) lo que prueba (3.5).
Falta ver para acabar con el Caso 2 que 3W; & V(I;) tal que V(1) — Wy C m(V — Wo).

Como u,,v9 ¢ I y I1 es un ideal primo, se tiene que g = u,vg ¢ I;. Sea entonces el
conjunto W1 = V(g) N V(I1) C V(I1). Ademds no se tiene Wi = V(I1) pues en ese caso
tendrfamos que V(I1) C V(g) y por tanto g € v/I; = I; lo cual es una contradiccién. Luego
se tiene que Wi =V(g) N V(11) C V(I1).
V(

Sea (c2,...,cn) € V(I1) — Wi, lo que implica que g(ca,...,c,) # 0, luego ni u, ni vy se
anulan en (ca,...,cp).

Como wg(c, ..., cn) # 0 se tiene que (c2,...,cn) € A"(C) — V(vp).

Como h = >, ui(xa,... ,Tn )2t € I podemos considerar h otro generador del ideal I, es
decir, I = (f1,..., fs,h) donde wu,(ca,...,cp) # 0.

Entonces tenemos que (ca,...,c,) € V(I1) v ur(ca,...,cn) # 0, basta aplicar el Teorema
de Eztension para saber que la solucién parcial (ca,...,c,) se puede extender, es decir,

Jdey € C tal que (c1,¢9,...,¢,) € V; y por tanto (co,...,cp) € w1 (V).

Luego (c2,...,cn) € m(V)N(A"(C) — V(vp)) y aplicando (3.5), (c2,...,cn) € m(V—Wp),
lo que demuestra que V(I;) — Wy C w1 (V — Wy).
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De manera que obtenemos que existe un conjunto algebraico Wi C V(1) tal que V(I;) — Wy C
1 (V — Wo)

Hipdétesis de Induccion. Suponemos el resultado cierto para £ — 1, es decir; existe un conjunto
algebraico Wy_1 C V(Iy—1) tal que V(Iy—1) — Wy—y C mp—1(V — W) y suponemos ¢ > 1.

Vamos a ver ahora la prueba para (. Fijémonos en que el ideal I; es el (¢ — 1)-ésimo ideal
de eliminacién de I7, y que por la Observacion 3.3.2 tenemos que V(1) es irreducible. Por la
primera parte de la induccién, tenfamos que existe Wy C V(I;) tal que V(I1)—W; C w1 (V—Wp).
Luego podemos aplicar la Hipdtesis de Induccion a este conjunto Wi C V(I1). De manera que
tenemos que existe Wy, C V(Iy) tal que

V(L) = We C i (V(I1) — Wh)
donde 7y_1 : A" 1(C) — A" (C) es la proyeccién en las tltimas n — £ variables.

Pero observemos que m; = my_1 o m. Y como por el caso £ = 1 tenfamos que V(I1) — W; C
71 (V — Wy) obtenemos ya el resultado pues

V(Ip) = Wy C 1 (V(I1) — Wh) C 1 (m(V = Wh)) = me(V — Wp).
L]

Necesitamos por dltimo un lema maés, que anadimos a continuacién, para poder probar el
resultado general.

Lema 3.3.4. Sean V,V1,...,V,, C A"(C) conjuntos algebraicos con m > 2 y V irreducible. Si
VcViU---UV,,, entonces V.C V; para algin i € {1,...,m}.

Demostracion.
La hacemos por induccién sobre m. Supongamos m = 2.

Si V. .C Vi UVy se tiene que (ver Resultados Previos, Capitulo 1) Z(Vi) NZ(Va) = Z(V1 U
Vq) € Z(V) donde Z(V) es un ideal primo. Por la Proposicién 1.11 de [1] se tiene que o bien
Z(V1) CZ(V) 0 Z(Va) C Z(V) y por tanto V.C Vi o V C V.

Hipdtesis de Induccion. Suponemos el resultado cierto para m — 1.

Sea entonces V. C Vi U---UV,, con V irreducible. Sea V' = VoU---UV,,, de modo que tenemos
entonces V C Vi UV’. Aplicamos el caso para m = 2 y obtenemos que V.C Vi o V C V'. Si se
tuviese V. C V' aplicamos la Hipdtesis de Induccion a V'. Luego se puede asegurar que V C V;
para algun i € {1,...,m}. O

Teorema 3.3.5. Sea V = V(f1,...,fs) C A"(C) y sea I; el {-ésimo ideal de eliminacion del
ideal I = (f1,...,fs) con £ € {1,...,n— 1}. Entonces si V # (), existe un conjunto algebraico
W G V(1) tal que V(Iy) — W C m(V).

El resultado anterior para £ =1 es el Teorema 3.3.1.
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Demostracion.

Podemos escribir el conjunto algebraico V como unién de sus componentes irreducibles, de
manera que tendremos que V = V; U --- U V,,, donde cada V; es una variedad algebraica.
Consideramos entonces para cada i € {1,...,m} los conjuntos

mo(Vi), Vi = m(Vi) € A"4(C).
Probaremos al final que
V(I))=Vju---uV, (3.6)

donde ademds sabemos que cada V! es irreducible por la Observacion 3.5.2 ya que como V;
es irreducible, también lo es m(V;) = V.. Por lo tanto tenemos una descomposicién de V(1)
en componentes irreducibles que no tiene por qué ser la descomposicion minimal; pero dénde
si podemos suponer que la primera de esas componentes no estd contenida en la unién de las
demads (pues en caso contrario, podemos quitarla). Es decir, en particular podemos suponer,
Vi ¢ V! para todo i =2,...,m.

Aplicamos ahora el Teorema 3.3.8 a Vi (tomando Wy = (), luego existe un conjunto algebraico
Wie € V] tal que V| — Wiy C 7(V1) ya que Vi = m(Vy).

Sea entonces W = Wiy, U V, U --- U V). Se tiene que W C V(1) y por tanto es facil ver que
V() -W=ViU---uV, —(W,UVyU---UV.)
C Vll - (WM U V/2 y---u V;n) C Vll — Wiy C W@(Vl) C W@(V).
Nos queda ver que W # V(1).
Reduccion al Absurdo. Supongamos W = V(I;). Entonces tendriamos que
Wy uViau---uUV, =ViuU---uUV,
y en particular
VicWy UVyaUu--- U V.
Como V] es irreducible, aplicando el Lema 3.3.4 se tiene que V) deberia estar contenido en
uno de los Wiy, Vi, ---, VI lo cual es imposible por la eleccién de V) y de Wy, y tenemos la
contradiccion.

Queda por ultimo probar (3.6).
V(I)=V,U---uUV,

Sea (ags1,...,an) € m(V) =

Jdai,...,ap € C tal que (a,...,ap,ap41,...,a,) EV=Vy U---UV,, =

(a1,...,a¢,a041,...,a,) € V; para algin j =

(ag1,---ran) €m(V;) CVE C VLU - UV,
Luego my(V) C V{ U --- U V] . Como V(Iy) es el menor conjunto algebraico que contiene
am(V)y Vi U---,UV! esun conjunto algebraico, se tiene que

V(I,)cViuU---uUV, .

Wg(vi) C TI'g(V) C V(Ig), Vi=1,...,m.
Tomando clausura, V. C V(I;), Vi=1,...,m. Luego V| U --- U V] C V(Iy).



Capitulo 4

Resultantes y prueba del Teorema de
Extension

El propésito de este capitulo es probar el Teorema de Extensién que enunciamos en el capitulo
anterior, para ello necesitamos introducir el concepto de resultante. Este concepto surge al
preguntarnos cuando dos polinomios de una variable tiene un factor en comun.

Consideremos el problema siguiente: dados f, g € K[z], queremos saber si 3h € K[z] tal que
h|f, hlgy gr(h) > 0.

Podemos resolver esta cuestion calculando el maximo comun divisor de f y g, o factorizando-
los en productos de polinomios irreducibles, pero queremos evitar estos dos métodos y buscar
un método que resuelva el problema usando solo algebra lineal.

Proposicién 4.1.1. Sean f,g € K[z]| donde gr(f) =€ > 0 y gr(g) = m > 0. Entonces f y g
tienen un factor comin si y solo si existen polinomios A, B € K[x] no nulos tales que:

i) gr(A) <m—1ygr(B)<{-1.

ii) Af + Bg =0.

Demostracién.
Supongamos que existe h € K[z] tal que h| f, h|g y gr(h) > 1. Entonces podremos escribir
f="hficongr(fi) <l-1

g = hgi con gr(g1) <m —1

Entonces
g1f +(=f1)g = gihfi — fihg1 = 0.
Por lo tanto basta tomar A =g¢g; y B = —fi.

Supongamos que existen A, B € K[z] no ambos nulos que verifican i) e ii). Reduccion al Absurdo.
Supongamos que f y g no tienen ningiin factor en_comiin, entonces m.c.d.(f,g) = 1y por la
identidad de Bézout existiran A, B € K[z| tal que Af + Bg = 1.

Como Bg = —Af, tenemos que

B = (Af + Bg)B = ABf + BBg = ABf — BAf = (AB — BA)f.

42
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Como B es no nulo, debe ser gr(B) > /¢, y ya tenemos la contradiccion. O

Luego gracias a este resultado basta saber si existen los polinomios A y B para decidir si f
y ¢ tienen un factor comin o no. Veamos que podemos trasladar la existencia de A y B a un
problema de algebra lineal.

Sean f, g € K[z] donde gr(f) =¢> 0y gr(g) =m > 0. Buscamos A, B € K[z] no nulos

A=cy+cz+- -+ cpmrz™ !

B=dy+dix+--+dp_1z°!
con ¢;,d; € K no todos nulos y tales que Af + Bg = 0.

Nuestro objetivo entonces es encontrar los coeficientes ¢;,d;. Para ello expresamos f y g
como
f=ap+aix+---+ax’ conay#0

g=by+bix+---+bpx™ conb, #0

Luego
0=Af+Bg=(co+ciz+ -+ cmaz™ Nlag+ a1z + - - - + agx’)+

+(do+dyx+ -+ de_12" N (bg + bz + - - - + bppa™) =
= (aoco + bodo) + (apc1 + ayco + body + bydo)x + - -
o (apem—2 + ap_16m—1 + bndy—o + bm—1dg_1)x™ N 4 (agem—1 + bydp_g )™ T

Por lo que debe verificarse el sistema de ecuaciones lineales

aico + aopcy e + bidg + bods e = 0
. (11)

gCm—2 + Gp_1Cm—1 oo+ bpdig2 4+ bypoider = 0

e agCm—1 e + bmde— = 0

donde tenemos £+ m ecuaciones, una por cada potencia de x y £+ m incognitas. Luego nuestro
sistema tendra solucién no nula si y solo si la matriz de los coeficientes tiene determinante nulo
por el Teorema de Rouché-Frobenius. A la matriz de dimensién (¢ +m) x (£ 4+m) con coefientes
en K que define nuestro sistema le llamaremos matriz de Sylvester de f y g respecto de z.

agn bo
a; ag bi  bo
ap - b1
ag . bo
Syl(f,g,x) = ai b1
ay bm
ay : bm
ay bm

Llamaremos Resultante de f y g respecto de = al determinante de la matriz de Sylvester de
f vy g respecto de x,

Res(f,g,z) =|Syl(f,g,s)]|.
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Por lo tanto obtenemos directamente de la Proposicion 4.1.1 que dados f,g € K|[z| con
gr(f)=£>0y gr(g) =m >0, fy g tendrdn un factor en comun si y solo si Res(f,g,x) = 0.

Ejemplo 12. Sean los polinomios f = x> —1 y g = 23 — 222 — 3x. Veamos si f y g tienen algin
factor en comun usando la resultante (ya que en este caso es evidente que —1 es raiz comin de
f v g), para ello buscamos A = co + c1x + cax® y B = do + diz en C[z] no nulos tales que

0=Af+ Bg=(co+ 1z + cpz?) (22 — 1) + (do + dyz)(2z® — 22 — 3z) =

= —Cp + (—Cl — 3d0)1‘ + (Co — 9 — 2dy — 3d1)fL‘2 + (61 + do — 2611)1’3 + (02 + d1)$4 =0

—Cp = 0
—C1 —3d() = 0

Co —C2 —2d0 —3d1 = 0
c1 +dy —2d7 = 0

C2 +d; = 0

Luego tenemos que

-1 0 0 0 O
0 -1 0 -3 O

Syl(f,g,x) = 1 0 -1 -2 -3
0 1 0 1 -2
0 0 1 0 1

Y por tanto Res(f,g,x) = | Syl(f,g,x)| = 0. Luego f y g tienen algin factor en comain.
Proposicién 4.1.2. Dados f,g € K[x] con gr(f) =¢ >0y gr(g) =m > 0, existen A, B € K[z]
tales que Af + Bg = Res(f,g,x).

Demostracion.

Ya hemos visto que en el caso de que f y g tengan algin factor en comun, se tiene que Af+Bg = 0
para ciertos polinomios A, B € K[x] no nulos.

Supongamos entonces que f y g no tienen ningtin factor en comin, entonces m.c.d.(f,g) =1y
por la identidad de Bézout existirdn A, B € K[z] tales que Af + Bg = 1. Si expresamos

f:ao—l—a1:x+~-—|—ag;v€ con ay # 0

g=by+bix+---+bpx™ conb, #0
Y suponemos ;I, B de la forma

A=coterz+-+cpmgazm™!

B=dy+diz+ - +d_12t

donde desconocemos los coeficientes cg, ..., ¢pn—1,do, .. .,dr—1 € K. Imponemos entonces que se
verifique Af + Bg = 1 y obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

aico + apcy e + bidg + body e =0
agCm—2 + Qp-1Cm—1 tee + bmdéfQ + bm—ldffl =0

agCm—1 e + bpde—1 = 0
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Este sistema tiene la misma matriz de coeficientes que el sistema (4.1), es decir, la matriz de
coeficientes coincide con Syl(f,g,x) y ademés tenemos que | Syl(f,g,z)| = Res(f,g,x) # 0;
luego existe una tnica solucién de este sistema. Si usamos la regla de Cramer para obtenerla:

1
Vi, ¢ = ————— (determinante de cierta submatriz de la matriz de Sylvester)
Res(f,g,x)
1
Vj, dj = ———— (determinante de cierta submatriz de la matriz de Sylvester)
Res(f,g,)

Luego podemos expresar:

~ 1
= — K
A Res(F.g. a:)A donde A € K[z]
~ 1
B=—B B e K|z|.
Res(f.g.2) donde B € K|z]

Por lo que obtenemos

1= /Tf—i—ég = Res(f,g,x)f+ Res(ig,x) = Af+ Bg = Res(f,g,x).
O
Trabajemos ahora con polinomios en varias variables. Sean f,g € K[x1,...,x,] con grado
positivo en x1. Supongamos
f:a0+a1$1+---—|—agx€ conay #0, £>0
g="bo+bix1+ -+ bypx" con by #0, m>0
donde a;,b; € Kz, ..., z,]. Entonces definimos la matriz de Sylvester y la resultante de f y g

respecto a x1 andlogamente a como lo hicimos antes, con la diferencia de que tanto las entradas
de Syl(f,g,x1) como Res(f,g,z1) estdn en Klzg, ..., zy].

Veamos a continuacion un resultado que nos aporta una primera relacién de la resultante
con la Teoria de Eliminacién. Para ello necesitamos un lema previo.

Lema 4.1.3. Sean f,g € Klz1,...,z,] ambos con grado positivo en x1. Entonces f y g tienen
un factor comin en K[z1,...,x,] con grado positivo en x1 si y solo si tienen un factor comin
en K(xa,...,x,)[x1] (y por tanto con grado positivo en x1).

Demostracién.

Si 3h € Klzi,...,zy,] con grado positivo en z; factor comun de f y g, estd claro que h €
]K(:U27 s 7$N)[x1]'

Veamos el reciproco. Supongamos que Jhe K(xa,...,xy)[x1] con grado positivo en 1 tal que
f = hfi, g = hgi con fi1,q1 € K(xa,...,z,)[z1]; pero h, fi,g1 pueden tener coeficientes con
denominadores que sean polinomios en K[zy,...,z,]. Sea d € K[z, ..., z,] un miiltiplo comiin

a los denominadores de h, f1,91 y sea h = Ed, fi=hd, g1 = qd € K[z, ..., z,)].
f=hfi = &f =hfid>=hfi € Klzy, ..., z,)
g=hg = d’q=hgid> = hg € Klay, ...,

Como h = % tiene grado positivo en x1, debe existir h; un factor irreducible de h con grado
positivo en x1. Luego hy|hfi = hq| d?f. Como hq es irreducible y ademés hi depende de z;
y d no, debe ser hj | f. Por el mismo motivo hj | g. Luego hy € K[z1,...,z,] con grado positivo
en x1 es un factor comun de f y g. O
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Proposicién 4.1.4. Sean f,g € K[z1,...,x,] ambos con grado positivo en x1. Sea I el ideal
(f,9) CKlx1,...,z,] y sea I el primer ideal de eliminacion de I. Entonces se verifica:

Z) Res(f’gaxl) € Il-

1) Res(f,g,x1) = 0 si y solo si f y g tienen un factor comin en K[zq,...,x,] con grado
positivo en 1.

Demostracion.

Tenemos
f:ao—f—al:cl—{—---—i—ag:rf conap#0, £>0

g=">bo+bix1+ -+ bypx" con by #0, m>0

donde a;, bj, Res(f,g,x1) € K[za, ..., xy,]. Sabemos entonces (ver Proposicion 4.1.2) que existen
A, B € K[z, ..., x,][x1] tales que Af+Bg = Res(f,g,x1). En principio A, B € K(xa, ..., zy)[z1]
pero estan en Kxg,. .., z,][z1] gracias a la prueba de la Proposicion 4.1.2. Luego se tiene que
Res(f,g,x1) € (f,9) N K[z, ...,z,] = I1.

Probemos ii). Hemos visto que f,g como polinomios en K[zo,...,z,]|[x1], luego en particu-
lar los coeficientes a;,b; de f y g viven en el cuerpo K(z2,...,xz,). Aplicamos entonces que
Res(f,g,21) = 0 si y solo si f y g tienen un factor comun en K(xo,...,x,)[x1] con grado
positivo en x1; que por el Lema 4.1.3 es equivalente a que f y g tengan un factor comin en
Kz, ...,zy] con grado positivo en ;. O

Ahora veamos que también podemos usar las resultantes para ver cuando se pueden extender
las soluciones de V(I7) a soluciones de V(I) cuando I = (f, g).

Proposicién 4.1.5. Sean f,g € Clx1,...,x,] ambos de grado positivo en x1 expresados como
f:ao—l—alxl—i—-"%—aga:f conag#0, £>0
g="bo+biz1+ -+ bypx" conby, #0, m>0

donde a;,b; € Clxa, ..., x,]; y sea I = (f,g).

Sea (ca,...,cn) € A""Y(C) tal que Res(f,g,71)(ca,...,cn) = 0. Entonces se verifica i) 6 ii):

i) ag(ca,...,cn) =0 6 bpy(ca,...,cn) =0.

it) Existe ¢ € C tal que (c1,...,¢,) € V(I).

Demostracion.

Notemos ¢ = (cg,...,¢,). Para hacer la prueba supondremos que ag(c) # 0y byn(c) # 0, y
tenemos que probar que se verifica i7).

Se tiene
flx1,¢) = f(x1,¢2,...,¢n)
g(x1,¢) = g(z1,c2,...,Cpn).
Luego basta probar que f(z1,c), g(x1,c) € C[x1] tienen una raiz en comin, o lo que es lo mismo,

tienen un factor comin con grado positivo en z; (hemos usado aqui que C es algebraicamente
cerrado).
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Usando la hipdtesis de que Res(f,g,x1) se anula en ¢, tenemos que

0= Res(f, g,21)(c) =

ap(c) bo(c)
ai(c) ap(c) bi(c) bo(c)
ale) . bi(c)
- ao(c) : bo(c)
= det : a1(c) bi(c) —
as(c) b (c)
ag(c) b (c)
ae(c) b (c)
= Res(f(x1,c),g(x1,c),x1).
Luego f(z1,¢) y g(x1,c) tienen un factor comin con grado positivo en . O

Ya estamos en condiciones de probar el Teorema de Extension en el caso de que el ideal del
que partamos esté generado unicamente por dos polinomios usando para ello los conceptos y
resultados vistos hasta ahora.

Teorema 4.1.6. (Teorema de Extensién para un ideal generado por dos polinomios.)
Sea I = (f,g) (que es un ideal de Clz1,...,xy]) y sea I el primer ideal de eliminacion de I.
Escribimos

f:a0+a1:c1+~-+agx{ conag#0,0>0

g=">bo+bix1+ -+ bypx" conby, #0, m>0
donde a;,b; € Clza, ..., xy).
Sea una solucion parcial (c2,...,cn) € V(I1). Si (ca,...,cn) & V(ag, by), entonces existe
c1 € C tal que (c1,c2,...,cn) € V(I).
Demostracion.
Notemos ¢ = (cg, ..., Cn).

Por la Proposicion 4.1.4 tenemos que Res(f,g,x1) € I1, y como ¢ € V(I1), se tiene que
Res(f,g,x1) se anula en c.

Sabemos que ¢ ¢ V(ag, by,). Si ag(c) # 0y by(c) # 0, entones obtenemos directamente el
resultado por la Proposicion 4.1.5.

Falta estudiar el caso donde as(c) = 0y by(c) # 0 (0 ag(c) # 0y by(c) = 0, que se hace
de manera andloga). Vamos a buscar entonces unos nuevos generadores del ideal I. Veamos a
continuacién que

I={f9)=(f+ag,9) VNe€EN. (4.2)

Si h € (f,g) entonces

h=hif+hog=hi(f+z)g) —hiay g+ hog € (f +219,9).
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Si he(f+az)g,g) entonces

h=hi(f+2g) + haog = hif + (hiz? + ha)g € (f, g).

Elegimos entonces N € N lo suficientemente grande como para que m + N > £. Luego ahora

si escribimos los polinomios f + x%¥g y g como polinomios en C[za,...,z,][z1], sus coeficientes
lideres no se anulan en ¢ ya que b,,(c) # 0. Por lo que si volvemos a aplicar la Proposicion 4.1.5
obtenemos que existe ¢; € C tal que (c1,c¢2,...,¢,) € V(I). O

Nuestro objetivo es acabar este capitulo con la demostracién del Teorema de Extension para
un ideal I = (f1,..., fs) C Clx1,...,z,]; pero para ello tenemos que extender el concepto de
resultante para un niimero arbitrario de polinomios.

Supongamos entonces que tenemos fi,..., fs € Clz1,...,z,]. Introducimos s — 1 variables
nuevas uo, ..., us y consideramos el polinomio

ugfo 4+ +usfs € Clug, ..., Us, X1,y .., Tyl

Ademéds debemos ver f; como un polinomio en Clug, ..., us, 1, ..., Ty)].

Sabemos que Res(fi1,usfo+---+usfs, 1) € Clug, ..., us,x,..., Ty, lo expresamos entonces
de la siguiente forma:

Res(fi,uafo+ -+ +usfs,x1) = Zha(@, ooy xp)u’

(0%
donde u® = u5? - --ugs y hq € Clza, ..., x,).
Llamaremos a los polinomios h, las resultantes generalizadas de fi,..., fs respecto de x7.

Nota. Las resultantes generalizadas de un conjunto de polinomios depende de qué polinomio del
conjunto consideremos en primer lugar (en nuestro caso fi).

Teorema 4.1.7. (Teorema de Extension)

Sea I = (f1,...,fs) un ideal de Clzy,...,x,] y sea I el primer ideal de eliminacion de I. Para
cada i € {1,...,s} escribimos f; como
fi = gi(xa, ... ,wn)wi\h + (términos con grado < N; en x1)

donde N; >0 y g; € Clxa, ..., z,] no nulo.

Sea una solucion parcial (ag, . ..,an) € V(I1). Si (az,...,an) & V(g1,-..,9s), entonces existe
aj € C tal que (ay,...,an) € V(I).
Demostracion.

En la demostraciéon suponemos que s > 3 pues en el caso de que s = 1 es trivial y s = 2 ya
esta probado en el Teorema 4.1.6.

Notemos a = (ag,...,a,) € V(I1) y supongamos a ¢ V(gi1,...,9s). Para cada i = 1,...,s
consideremos el polinomio f;(z1,a). En realidad queremos probar que existe una raiz en C
comun a los polinomios fi(x1,a),..., fs(z1,a).

Como a ¢ V(g1,...,9s), reordenando los polinomios fi, ..., fs podemos suponer que g;(a) # 0.



Consideremos las resultantes generalizadas de fi, ..., fs,

h = Res(f1,uafo+ -+ usfs,x1) = Zhauo‘.

Vamos a probar en primer lugar que h, € I; para todo «.

Aplicando la Proposicidn 4.1.2 se tiene que existen A, B € Clua, ..., us, 21, .., Ty] tales que
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Afi+B(ugfot+- - +usfs) = Res(fr,uafo+- -4 usfs, z1) = Zhauo‘ € Clug, ..., us, T2, ..., Tp].

Expresamos A y B de la siguiente forma:

A= ZAa(xl, ooy xp)ud

B = ZBg(:cl,...,xn)uﬁ.
B

Notemos también que para todo i € {2,..., s} se tiene que u; = u® dondee; = (0,...,0,1,0,...

IN*~1 donde el elemento no nulo esté en la posicién i — 1. Ahora tenemos lo siguiente:

Afl +B(u2f2 + - +usfs) = Res(flau2f2 + - +u8f57x1)

(Z Aaua> i+ Z Bsu’ | (ufy + - fufy) = Z hou®
(e} B o
Zhaua — (Z Aauo‘> fi+ ZBﬁuﬂ (Z ueifi) _
“ @ B i—2

= (Aaf)u®+> > (Bgfiu’t =

B i=2

=Y (Aaf)u”+> | Y Bsfi|u=

a 2<i<s
Bt+ei=a

Z Aaf1 + Z Bﬁfz u®.
a 2<i<s
Btei=a

Igualando los términos obtenemos que para todo « es

ha =Aafi+ Y Bafi
2<i<s
B+ei=a

Luego se tiene entonces que h, € I; y por tanto hy € I N Clza, ..., x,] = I4.

,0) €

Tenemos entonces que h,, € I; para todo a y de aqui se deduce que hq(a) = 0 ya que a € V(I).

Recordemos que
h:Zha(mg,...,mn)ua € Clug, ..., Uus, T2, ..., Tp]
(0%
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por lo que tenemos que h(ug, ..., us, ag,...,a,) € Clug,...,us] es el polinomio nulo.

Supongamos ahora que se da
g2(a) #0 y Na> N; Vi=3,...,s. (4.3)
En este caso se tiene que
0 = h(ug,...,us,a) = Res(fi,uafo+ -+ usfs,z1)(ug, ..., us,a) =

= Res(f1(z1,a),uafo(z1,a) + -+ +usfs(w1,a), 21)

donde fi(z1,a),ugfo(z1,a)+ - +usfs(x1,a) € Clug, ..., us, x1]. Luego si su resultante se anula
quiere decir por la Proposicion 4.1.4 que deben tener un factor comin F € Clus,...,us, 1]
de grado positivo en x;. Pero como F'|fi(x1,a) debe ser F € C|x1]; y en ese caso como
Fluafo(x1,a)+ - +usfs(z1,a) se tiene que F'| fi(x1,a) para todoi =1,...,s. Por esta razén
si todos los polinomios f;(z1,a) comparten un factor comun F € Clz;] de grado positivo, debe
existir una raiz a; € C comin a todos los f;(z1,a) y por tanto el resultado queda demostrado
si se da (4.3).

Veamos ahora el caso donde no se verifique (4.3). Recordemos que g;(a) # 0, luego se verifica
la siguiente igualdad:

I:<f17f2+x{vflaf37""fs> VNEIN

La demostracién de esta igualdad es andloga a la que se hizo en el Teorema de Extensién para
dos polinomios (4.2). Tomamos entonces N lo suficientemente grande para que el coeficiente
lider de fo+ Y f1 sea g1, que no se anula en a, y para que el grado de fo+ 2 f en 21 sea mayor
que N; para todo i = 3,...,s. De esta manera ya se cumple (4.3) y por lo tanto existe una
raiz comin a; € C[z1] a los polinomios fi1(x1,a), f2(z1,a) + 2 f1(z1,a), f3(x1,a),. .., fs(z1,a).
Ademss si ap es raiz de (fa + 2 f1)(z1,a) y de fi(z1,a) también debe ser raiz de fa(z1,a) y
hemos acabado. O



Capitulo 5

Programacion Lineal Entera

En el campo de la Programaciéon Matematica merecen gran interés los problemas de Progra-
macién Lineal Entera por su aplicacion practica a muchas otras ciencias. En este capitulo nos
centraremos en estudiar y presentar una aplicaciéon de las bases de Grobner a la resolucién de
problemas de Programacion Lineal Entera.

5.1. Resolucién de un problema PLE

Vamos a introducir a continuacién el contexto donde trabajaremos. Consideramos pues un
problema de Programacién Lineal Entera puro, es decir, donde todas variables que aparezcan
representen numeros enteros.

min /max {(A)
s.a.: anAr + ads + -+ apAn < by
a1 A1 + axnAs + -+ agAn < bo

(5.1)
am1 A1 + amaAs + -+ amnAn < by
A = (Al,...,An) ez
Donde ¢ es una funcién lineal con coeficientes ntimeros reales, A = (Ay,...,A,) son las

variables y los coeficientes a;j, b; € Z. Nos restringiremos al caso donde las variables representen
nimeros enteros no negativos, es decir, A € IN".

Observemos también que podemos restringirnos al caso de minimizar funciones, pues max ¢(A) =
—min (—¢(A)). Ademds basta considerar restricciones del tipo < pues

ai1Ar + appAs + -+ aipnlp > b;

es equivalente a

—aitAr — aply — - —app Ay < —b;.

o1
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De esta forma los problemas que consideraremos pueden ser expresados como:

min ¢ Ay + Ay + -+ Ay
s.a.: anAr + apls + -+ apdn < by
as1 Ay + axnAs + -+ am A, < by

am1 A1 + amaAa + -+ ampdn < by
A:(Al,...,An)EINn
donde a;j,b; € Z y c; € R.

Llamaremos regién factible del problema (5.2) a todos los puntos (41, ..., A,) € N" que ve-
rifican las restricciones, y region factible relajada del problema (5.2) a los puntos (A1,...,A,) €
R™ que verifican todas las desigualdades.

Por 1ltimo, para escribir un problema en forma estdndar solo consideraremos restricciones
de igualdad. Para ellos introducimos una variable de holgura por cada restriccién. Si tenemos

ainAr + apAs + -+ aipAy <b;
consideramos una nueva variable §; de modo que tengamos
ainAr + aigAs + -+ ainAp + Bi = b

con B; = by — (anA1 + aipAs + -+ + ainAy), por lo que tendremos que 3; € IN. Esta va-
riable de holgura aparece en la funcién objetivo con coeficiente nulo. Luego todo problema de
Programacién Lineal Entera en IN" puede ser escrito en forma estandar como:

min ¢ Ay + Ay + -+ Ay
s.a. : a11A1 + a12A2 + -+ alnAn = b1
as1 A1 + axls + -+ agnAn = bo

(5.3)
am1 A1 + amaAa + -+ amp Ay, = by
A=(4,...,4,)eNlN"
donde a;j,b; € Z y cj € R.
Notemos que podemos suponer que todas las varibles A, ..., A, aparecen en al menos una de
las desigualdades, es decir, que para todo j no son los aij,. .., ay; todos nulos simultdneamente.

Pues en caso contrario la variable A; no estaria sujeta a ninguna restriccién salvo a la de
integridad; entonces si el ¢; correspondiente es positivo basta tomar A; = 0 para minimizar la
funcién y resolver el problema con una variable menos; y si ¢; < 0 el problema no tendrd, en
general, solucién pues la funcién £(A) no tiene minimo cuando A pertenece a la region factible.

A partir de ahora nos centraremos en convertir este problema de Programacién Lineal Entera
estdndar (5.3) en un problema sobre ecuaciones polinémicas que trataremos de resolver usando
bases de Grobner.

En primer lugar vamos a considerar el caso donde todos los coeficientes a;;,b; € IN. Poste-
riormente extenderemos el proceso al caso general.

Para empezar vamos a introducir una variable z; por cada restriccién de (5.3) de modo que
ésta se escriba de forma equivalente como:

Z?ilA1+ai2A2+"'+ainAn _ Zibi conie{l,...,m}



5.1. RESOLUCION DE UN PROBLEMA PLE 93

que podemos expresar abreviadamente como

n
Hzf”Aj =20 conie{1,...,m}. (5.4)
j=1

Estas igualdades deben verificarse para cualquier valor de cada z; si (Aj,...,Ay,) estd en la

region factible (de hecho en la regién factible relajada) del problema (5.3). Multiplicando entre
si las m expresiones de (5.4) correspondientes a cada restricciéon obtenemos:

m n A n m A; m
Q45 Aj Qij b;
i=1 \j=1 j=1 \i=1 i=1
De aqui podemos deducir el siguiente resultado.

Proposicién 5.1.1. Sea K un cuerpo y supongamos que estamos en las condiciones del problema
(5.3). Definimos el morfismo de K-dlgebras

o Kwn, .. wn] — Kz, 2]
por
m
p(w;) =[] 27, conje{l,...,n},
=1

elg(wr, ..., wn)) = gle(w), ..., p(wn)).
Entonces (Ai, ..., Ay) pertenece a la region factible de (5.3) si y solo si

Sp(wfl ...w;’?") — le)l . Zg;”

Demostracion.

(A1,...,A,) esta en la region factible de (5.3) si y solo si

donde la igualdad se da en el anillo K[z, . . ., zp). Pero como p(w;) = [[%, 2% € K[z1, ..., zm);
esto ultimo es equivalente a

j=1 i=1
pluwn) - plwn) = 2 2y
o - wn) = 22

En general el morfismo ¢ no es sobreyectivo, vedmoslo en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 13. Supongamos que tenemos el siguiente problema de Programacion Lineal Entera.

min cA
s.a.: aA=1b
AeNN

donde a,b € N y ¢ € R. Aqui solo estamos considerando una variable y una restriccion, y
estamos en las condiciones del problema (5.3). Definimos entonces el morfismo de IK-dlgebras
de la Proposicién 5.1.1:

¢ Klw] — K][z]

w — 2°

Observemos que si a # 1 el morfismo ¢ no es sobreyectivo.

Veremos a continuacion un resultado que nos dice como caracterizar a los polinomios de
Klz,...,2zn] que son imagen por ¢ de algin polinomio en K[wy,...,w,]. Observemos que la
imagen de ¢ es la subdlgebra K[f1, ..., fu] de K[z1,..., 2] donde f; =[], 277 = p(w;).

=11

Consideremos de manera analoga el morfismo de K-algebras

Vi Kz, o 2m, w1, wy] — K21, 2]
donde
V(i) = 2
(wy) = p(wj) = f;
7/1(9(217 ceey Bmy Wy el ey wn)) = 9(@0(21)7 s ’w(zm)aw(wl)a s 7¢(wn))
que extiende al morfismo ¢, considerado para polinomios arbitrarios fi(z),..., fn(z) en K[z].
Para simplificar denotaremos por K[z, w] a K[z1, ..., zm, w1, ..., wy,] y por K[z] a K[z1,..., 2.

Vamos a introducir un lema que usaremos posteriormente.

Lema 5.1.2. Sean polinomios arbitrarios fi(2), ..., fn(2) en K[2]. En las condiciones anteriores
sea I = (f1 —wi,..., fn —wy) C K[z, w]. Entonces se tiene que ker(¢) = I.
Demostracion.

Consideremos por tanto el morfismo de K-algebras

K[z, 2my Wiy wy] — Kz, 2]
Zi — Z3
wj — fj

I C ker(y)|Sea h € I, entonces podemos expresar

h=hi(fi —wi)+...4+ hy(fn—wy), conh; € Kz, w|.

Luego
P(h) = P(ha) [ (f1) = P(wi)] + -+ (hn) [Y(fn) — P(wn)] = 0
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yva que ¥(f;) = f; pues f; € Klz] y ¢¥(w;) = f;.

ker(¢) C I|Sea f € K[z, w] tal que ¢(f) = 0. Obtenemos

F(21y s 2my Wi, wy) = Zhj(fj(z) —w;) + R(z)
j=1

de la divisién de f entre {f; — w1, ..., fn — wy} tomando wy,...,w, como monomios lideres, y
por tanto se tiene que el resto R(z) es un polinomio que no depende de w. Luego,

n

0=1(f) =D _v(hy) [¥(fi(2) — ¥(w))] + ¥(R(z)).

j=1
Y debe ser entonces ¢(R(z)) = 0, pero como ¢(R(z)) = R(z) tenemos que R(z) =0y fe . O

Proposicién 5.1.3. Consideremos fi,..., fn € K|z1,..., zm] polinomios arbitrarios y < un or-
den monomial en K[z, w| con la Propiedad de Eliminacion respecto del par (z, w) (es decir, donde
todo monomio que contenga a algun z; es mayor que aquellos monomios que solo involucren a
los wj). Sea G una base de Grébner para el ideal

I={(fi—wi,...,fn—wn) CKlz1,...,2m,w1,..., 0]

y sea f € K[z1,...,2m]. Si denotamos g = fG entonces,

i) feXK[fi,...,[fn] siysolo sig:?GG]K[wl,...,wn].

1) Si f € K[f1,..., fn], y por tanto, g :fG € Klwy,...,wy]; entonces f = g(fi1,..., fn) nos

da una expresion de f como polinomio en K[f1,..., fn].
iti) Si f y fj son monomios para j =1,...,n, y f € K[f1,..., fn] entonces g también es un
monomio de Klwy, ..., wy].
Demostracién.
Supongamos G = {g1,...,g:}. Al dividir f entre G obtenemos la expresién

f=higi+ - +hg+g

donde hy, ..., hi, g € K[z, w] verificando las propiedades del Teorema 2.2.3y g = ?G. Como G
es una base de Grobner de I tenemos también que

I:<f1_wla"'afn_wn>:<gla'-'7gt>‘
Luego como hig; + - - - + hegt € I, podemos escribir
f:hll(fl_w1)+"'+h/rn(fn_wn)+g

donde 1’ € Kz, w].

i) Vamos a considerar el morfismo de KK-algebras



56 CAPITULO 5. PROGRAMACION LINEAL ENTERA

Vi K[z1, oy 2my W wy] — K21, 2]
2 — 2
wj — fj

Supongamos que g = ?G € Klwy,...,wy].
O(f) = () [ (f1) = b(w)] + -+ b(hy,) [ (fa) — ¥ (wn)] +¥(g) =
=v(9) = g(fr,---. fn)

pero como ademas tenemos que ¥(f) = f pues f € KJ[z1,...,2y] es entonces f =
g(fi,..., fn) y por tanto se tiene que f € K[f1,..., fn]

Supongamos f = ¢'(f1,..., fn) € K[f1,..., fn] para cierto polinomio ¢’ (w1, ..., wy,) €

Kwi,...,wy,]. Veamos que g :7G € Klwy,...,wy]. En K[z1,..., zm, w1, ..., wy,] un
monomio en fi,..., fn, € K[z1,..., zn] puede ser escrito como
iAl f;:ln = (w1 + (f1 — wl))Al e (wy + (fn _wn))An =

:wlAlw,}?n+Bl(f1 *w1)++Bn(fn*wn)

para algunos By,..., B, € K[z1,..., zm, w1, ..., wy,]. Por lo que

f:g,(flv'--afn) :g/(wla'--awn)+01(f1 _w1)++0n(fn_wn)

con Cj € K[z1,...,2m, w1, ..., wy]. Tenemos entonces que

el
G

?G — g/(wl7 ... ,’u}n)G + ch(f] — wj)
j=1

Ademds es > 7 Cj(f; — w;) = 0 por ser G una base de Grobner de I. Entonces,

fG = g’(wl,...,wn)G € Klwi,...,wy] porque G es una base de Grébner de I =
(fi—w1,..., fn—wy) respecto de un orden monomial con la Propiedad de Eliminacion
respecto del par (z, w). En efecto ¢'(w1, ..., w,) solo se reduce respecto de los g, € G
tales que tl(gx) € IK[w]. Pero por el orden de eliminacién elegido los tales gi debe
estar en K[w]. Asi, ¢'(w1, ..., wy) solo se reduce respecto de los gi que estdn en K[w]
y el resto de la divisién estd por tanto en K[w].

i1) Queda autométicamente probado por la primera parte de la demostracién de i), pues

f(Z) :g(fla"'afn)'

i13) Si ahora f;, f son monomios, entonces el ideal I estd generado por polinomios que son
diferencias de dos monomios o equivalentemente, generado por binomios. Cuando calcula-
mos S-polinomios con polinomios de esta forma seguimos obteniendo binomios y al dividir
binomios por binomios también obtendremos como restos polinomios que estardn formados
como mucho por dos términos. Luego al aplicar el algoritmo de Buchberger para calcular
una base de Grobner G de I, se sigue que todo elemento de G también serda o un monomio
o un binomio. Al dividir f que es un monomio por una base de Grobner de estas carac-
teristicas, el resto que obtenemos de aplicar el algoritmo de division debe ser un monomio,
ya que en cada paso restamos a un monomio un polinomio formado por dos monomios,

. . =G
donde uno de ellos se cancela y solo queda a lo mas un monomio. Luego g = f es un



5.1. RESOLUCION DE UN PROBLEMA PLE o7

monomio de K[wy, ..., w,]. En el caso de que la base de Grobner que tengamos no se haya
obtenido aplicando el algoritmo de Buchberger no podemos asegurar que tenga esa forma,
sin embargo el resto de dividir f por una base de Grobner ya vimos que era el mismo,
independientemente de la base de Grobner que tengamos, si el orden monomial siempre es
el mismo. Luego se verifica la tesis del apartado 4ii).

O]

Vamos a recapitular resumidamente todo lo que hemos visto hasta ahora. Tenemos entonces
por la Proposicién 5.1.1 que (A, ..., Ay) es factible si y solo si

Al A,L _ bl bn
So(wl T Wy )_Zl TR
donde p(w;) =%, z;l Y con j=1,...,n. Si ahora en este caso particular aplicamos la Propo-

sicion 5.1.3 tenemos lo siguiente:

m
Paraj=1,...,n, f;= Hz;l” es un monomio en K[z1, ..., zn],
i=1
I=(fi—wi,...,fn—wn) CKlz1,...,2m,w1,..., 0]
y G una base de Grobner de I respecto a un orden monomial con la Propiedad de Eliminacion.
Sea f = len coozbm o€ K[z, ..., 2n). Luego tenemos como resultado que si f € K[f1,..., fa]
entonces g = ?G € Klwi,...,wy]. Ademés f = g(f1,..., fn) nos da la expresién de f como

polinomio en f; y g es un monomio. De aqui obtenemos que si ;" - zbm estd en la imagen de

, entonces debe ser imagen de algiin monomio wfl . -wﬁ}" por iii) de la Proposicion 5.1.35.

A continuaciéon vamos a definir los érdenes monomiales que nos permitirdn trabajar satis-
factoriamente en la resolucién de problemas de Programacién Lineal Entera usando bases de
Grobner.

Pongamos © = (z, W) = (21,..., Zm, W1, ..., Wy).

Definicién 5.1.4. Un orden monomial < en K[z, w| se dice que estd adaptado al problema de
Programacion Lineal Entera (5.3) si verifica:

i) Propiedad de eliminacién. Para todo monomio & que contenga a alguna de las variables
2 y para todo monomio &° que solo contenga a las variables w; debe ser & > x’.

i1) Compatibilidad con ¢. Sean A = (A1,...,A,) € N* y A’ = (A},..., A)) € N". Si los
monomios wh = wfh cwin oy wA = wfl i satisfacen que p(w™) = o(wh') y

0(A) > ((A") debe ser wh > wh'.

Veremos en la Seccion 5.3 que todo problema de Programacién Lineal Entera (5.3) tiene al
menos un orden monomial adaptado.

Teorema 5.1.5. Consideremos un problema de Programacion Lineal Entera en forma estdndar
como en (5.3) y sea < un orden monomial adaptado para dicho problema. Supongamos que todos
los coeficientes a;j,b; € N. Sea f; = [ zla” para j =1,...,n y sea el ideal

I={(fi—wi,...,fn—wn) CK[z1,...,2m,w1,..., 0]
con G una base de Grébner de I con respecto al orden monomial <.

. -G .
Entonces si f = 2" - 2bm € K[f1,. .., fu], el resto f € Klwy,...,wn] (que es un monomio

en Klws, ..., wy]) nos proporciona una solucion de (5.3).
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En el caso en el que la solucién de (5.3) no sea dinica nos devolverd un punto 6ptimo factible
entre todos los que haya.

Demostracion.

Esta claro que si f = zlfl 22;" € K[f1,..., fn] entonces por lo visto anteriormente existe
(A1,...,A,) € IN" tal que

An

b - A _
f=ae b = p(wit o win) = p(w)M

w(wn)An = ]A:41f7;,4n G]K[fh"‘afn]u

y por tanto g = TG = w{h ewin € Kwy, ..., w,] nos da un punto (A1,. .., A,) factible por la

Proposicion 5.1.1 y 5.1.35.

Lo que tenemos que probar ahora es que ese punto (41,...,A4,) es éptimo.
Reduccion al Absurdo. Supongamos que fG =g= wf‘l cwin = wA con p(wh) = f, pero que

A = (44,...,A,) no es 6ptimo para (5.3). Entonces debe existir A’ = (4],..., A]) # A tal que
o(wA) = fy L(A) > £(A’). Observemos que como el orden monomial es adaptado, se verifica
que wh > wh'.

Sea entonces h = wA —w?" € Klwy, ..., w,] y por tanto ¢(h) = 1h(h) = o(wA—w?") = o(w

cp(wA/) = f— f = 0. Luego tenemos que h € I por el Lema 5.1.2. Entonces tl(h) = w” € TL(I)
(va que w” > wA'). Por otra parte tl(h) = w” = fG, y por tanto tl(h) no estd en TL(I) lo
cual es una contradiccion.

)

Asi que A es una solucién del problema (5.3). O

Este ultimo resultado nos proporciona un algoritmo para resolver problemas de Programacion
Lineal Entera como (5.3) donde todos los coeficientes a;;, b; € IN.

Algoritmo 3 Algoritmo de resolucién de problemas de Programacién Lineal Entera usando
bases de Grobner.
Entrada: a;j,b; de (5.3) y un orden monomial < adaptado a dicho problema.
Salida: Una solucién A = (A4y,...,A4,) de (5.3) si existe.
Inicializacién: Definimos

m
fi ::Hzf“ conj=1,...,n
i=1
Ii=(fi —wi,..., fn —wn)
m
b;
f ::Hzi
i=1

Calculamos G una base de Grobner de I respecto a < y hacemos g := fG.
1: Si g € Klwy, ..., wy)

Devolver: el vector formado por los exponentes de g.
2: Si g ¢ Klwy, ..., wy)

Devolver: el problema (5.3) no tiene solucién.
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5.2. Resolucion del Problema General

Vamos a dedicar esta secciéon a generalizar el algoritmo para los problemas de Programacién
Lineal Entera (5.3)

min ¢ Ay + A + -+ Ay
s.a.: anAr + apls + -+ ap Ay = b1
as1 A1 + axnAs + -+ agAn = bo

am1 A1 + amaAa + - - + amn Ay = by,
A=(A,...,A) eN"

donde a;j,b; € Z y cj € R.

Hasta ahora hemos conseguido resolver el problema usando bases de Grobner en el caso de
que los coeficientes a;j,b; € IN. Pero ahora vamos a ver como generalizamos estos resultados
para a;j, b; € Z.

Como en el caso anterior volvemos a introducir una variable z; por cada restriccién de nuestro
problema y de nuevo obtenemos las siguientes igualdades:

n

aitA1taip Azt tamAn _ aijAj _ b ;
2z : n "—Hzi =z conie€ {l,...,m}.

Jj=1

Multiplicando entre si las m expresiones obtenemos (5.5):

m n n m Aj m
aijAj | _ aij _ bi
[ ) =11 (1) -1I+
=1 i

j=1 j=1 \i=1

(2

El problema ahora radica en que estas expresiones no tienen porqué ser polinomios del anillo
K[Z1, ey Zm].

Lo que vamos a considerar entonces es una nueva variable ¢, el anillo de polinomios K|z1, . . ., 2, t]
y el ideal J = (tz1 - - - 2z, — 1) de este anillo.

A continuacién vamos a adaptar todos los resultados de la seccién anterior donde trabajamos

con el anillo de polinomios K[z1, ..., z,] a este caso, donde trabajaremos con el anillo cociente:
Klz1,...,zm,t
M_ (5.6)
(tzy - 2zm—1)
Podemos entender ¢t como el producto de las variables z; inversas, es decir, t = 2| L. b

Ahora siempre podremos escribir

/ / .
(a1, s amg) = (a1, @) +i(=1,...,=1) paraj=1,...,n
donde a;j, a; € IN para todo j y para todo i. De manera que obtenemos la siguiente expresién
en el anillo cociente (5.6) para j =1,...,n:
m m ’
Ai5 A5 Ay —oy
sz‘ =11l =\|1z"% ' =
i=1 i=1 i=1
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= (H Zi_a]) (H z;l;]) = (Zl . --Zm)_aj (H Z;Iij) — 1% sz?;j‘

i=1 =1 i=1 =1

Anidlogamente siempre podremos expresar

(b, bm) = (b1, b)) + B(=1,..0 = 1)

donde b}, 8 € IN para todo i. Y de nuevo en el anillo cociente (5.6) obtenemos la expresion:

m m b/ 6 m b/

b; _ PP __ i —B __
sz' —Hzi —sz‘ =
=1 =1 i=1

7 m ’ m , m ,
= (Hzi5> (Hz51> = (zl"'Zm)_’B (H Zfz) :tBHZfi-
i=1 =1 Pl P

Viendo la ecuacién (5.5) en el anillo cociente (5.6) y aplicando los desarrollos que acabamos
de ver obtenemos lo siguiente:

Hay que entender las dos tltimas igualdades en el anillo cociente (5.6), es decir, médulo la
relacién tzy---zy, — 1 = 0.

Vamos a adaptar la Proposicion 5.1.1 a este caso.

Proposicién 5.2.1. Sea K un cuerpo y supongamos que estamos en las condiciones que hemos
visto hasta ahora en esta seccion. Definimos el morfismo de IK-dlgebras

]K[Zla s '7Zmat]
J

F(w;) = (t“f I1 zf]) +J
i=1

P(g(wi, ..., wn)) = glp(wr),. .., o(wn)) + J.

Siendo J = (tz1 -+ zm — 1) C K[z, t] y ¢ el morfismo ¢ : K[w] — K]z, t] equivalente a ¢ pero
sin tomar cociente modulo J.

¢ Klwy,...,wy] —

por

Entonces (Ai, ..., Ay) pertenece a la region factible de (5.3) si y solo si

i o) T = Oty

Demostracion.

(Aq,...,A,) estd en la regién factible de (5.3) si y solo si

(i) i

=1
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que hemos visto que se corresponde en el anillo cociente con
n m , Aj m ,
ISR &
[ 1"

j=1 i=1 i=1

Pero como ¢(w;) = (to‘j I, z:z K > + J, tomando clases de equivalencia, esto 1iltimo es equiva-

lente a
[T (et | +7 = (tﬁ I1 z?) 7
i=1

(go(wfh--~w;3")> +J= (tﬁzi)ll---z%”) +J

O]

De nuevo en este caso el morfismo ¢ no tiene por qué ser sobreyectivo. Volvemos a definir
los polinomios

m /
fi =t Hzla” € Klz1, ..., 2m, ]

i=1
de modo que la imagen por ¢ de K[wi,...,w,] serd el conjunto de polinomios de (5.6) que
podamos expresar como polinomios en fi,..., fn.
En la proposicién siguiente los polinomios f1, ..., f, en el anillo K[z, ] pueden ser arbitrarios

en cuyo caso consideraremos ¢ el morfismo andlogo al definido en la Proposicidn 5.2.1 tomando
¢(wj;) = fj + J. De todos modos, aplicaremos dicha proposicién en el caso de que los f; sean
los monomios descritos mas arriba.

Proposicién 5.2.2. Consideremos f1,..., fn € K[z1,...,2m,t] polinomios arbitrarios. Y sea
< un orden monomial en K|z t, w] con la Propiedad de Eliminacion respecto del par ((z,t), w).
Sea G una base de Grobner para el ideal

I={(tzi - zm—1,f1 —wi,..., fn—wn) CK[z1,...,2m,t,w1,..., W]
y sea [ € K[z1,...,2m,t]. Si denotamos g = 7G entonces,
1 1 / ~r e\ K[z1,...,2m,t] . . _ —=G
i) Eziste f' € Kwy,...,wy] tal que ¢(f') = [f] € =57 si y solo si g = [~ €
Klwi, ..., wy].
it) Sise cumple i), f = g(fi,..., fn) nos da una expresion de f como polinomio en los f; (en
el anillo K[z1, ..., zm,t]).
iti) Si f y f; son monomios para j =1,...,n; y [f] estd en la imagen por @, es decir se cumple
cualquiera de las dos condiciones equivalentes de i), entonces g también es un monomio
de Klwi, ..., wy)].
Demostracion.

La demostracién es muy similar a la de la Proposicion 5.1.3, pero hay que hacer algunas modi-
ficaciones al trabajar con el anillo cociente. Vamos a incluir un pequeno esbozo de la misma.
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i) Supongamos [f] € Im(p). Entonces existe f'(w) € K[w] tal que [f] = ¢(f'), que es
equivalente a que

f/<f17'~'7fn) _f €JC ]K[Z,t]
Luego se tiene que f/'(f1,...,fn) = f + f(z,t)(tzl -+ zm — 1). Hacemos la divisién
euclidea de f’(wy, ..., wy,) por los elementos de w; — f; de manera que obtenemos:

Zqz w; — fi) +r(z,t) =

f'(fr,- s fn) = 7(z,1).

Entonces tenemos

Zqz wi— fi) + [+ f(z, 0tz 2 — 1) =

Fiw) = 7% e Klw]

debido a que estamos trabajando con un orden de eliminacién respecto del par

((z,t), w).

Supongamos que g = ?G € Klw]. Al dividir f € K[z, t] entre G = {g1,...,9¢}

obtenemos la expresiéon f = higi + -+ + higt + g donde hy,...,h € Klz,t,w] y
g € K[w].

Como f no depende de w es
f(Z,t) :f(Z,t,W) :f(zatafla"'afn) :g(flaafn)

pues g; € I y por tanto g;(z,t, f1,..., fn) =0.
Luego tenemos que

f(Z,t) = g(flv R f'ﬂ) € Im(SO)
[f1=1g(f1,---, fu)] € Im(2).
i7) Se obtiene directamente de la prueba de 7).

i7i) El razonamiento es andlogo al usado en i) de la Proposicion 5.1.3.

Tenemos entonces un resultado analogo al del Teorema 5.1.5 que nos da la resolucion del

problema (5.3); es decir, si contamos con un orden monomial adaptado al problema (5.3) tenemos
que:

Si[f] = {zll)ll---z%m] € p(Kfwy,...,wy]), entonces TG € Klws,...,wy] (que es un mono-

mio en Kwi,...,wy,]) nos proporciona una solucion del problema (5.3). En caso contrario el
problema no tiene solucion.
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5.3. Ordenes monomiales adaptados

En esta seccién vamos a denotar por Ry al conjunto de los niimeros reales no negativos.

Definicién 5.3.1. Sea u = (u1,...,u,) € R} no nulo y sea < un orden monomial en K[z1, ..., z,].
Entonces se define la relacion de orden <, en los monomios de Klx1,...,x,] de la siguiente
forma:

Dados dos monomios distintos 2, 2’ € Klxy,...,x,] con a = (ay,...,a,) € N y 3 =

(Bi,...,Bn) € N, diremos que 2*° <, 2° siu-a<u-fosiu-a=u-fyaz* <z’
Al vector u lo denotaremos vector de pesos de la relacion de orden <.

Proposicion 5.3.2. La relacion de orden <, definida anteriormente es un orden monomial.

Demostracion.

Esta claro que la relacién asi definida establece una relacién binaria que verifica las propiedades
reflexiva, antisimétrica y transitiva.

» <, es un orden total. Dados &, #° con a # 3, se tiene:
Siu-a < u-f entonces & <, .
Siu-a>u-f entonces T >, .

Si u-o = u- 3 entonces * y ° son comparables usando el orden < que es un orden total.

» Sea 2% <, 2°, y sea 2.
Siu-a<wu-fentonces u-(a+79)=u-a+u-B<u- (f+7)y por tanto 2*z? <, x’a7.
Siu-a=u-f entonces u-(a+7v) = u-(8+7) y por tanto a*2” <, 2’2" ya que

2z < 2% por ser < un orden monomial.

= Para ver que <, es un buen orden vamos a usar un resultado que no hemos incluido en este
trabajo pero que podemos encontrar en la biliografia, (Corolario 6, Seccion 4, Capitulo
2, [2]). Gracias al cual solo tenemos que probar que para todo o € IN", o # (0,...,0) se

tiene que 1 <, &*; lo cual es obvio pues si a # (0,...,0) es u-a > 0.
O
Definicién 5.3.3. Sea ui,uz € R} no nulos y sea < un orden monomial en Kz, ..., zy).
Entonces se define la relacion de orden <y, u, en los monomios de K[z, ..., xy,] de la siguiente
forma:

Dados dos monomios distintos 2, 2’ € Klxy,...,x,] con a = (ay,...,0,) € N y 3 =
(B, ..., Bn) € N", diremos que T <y, u, T° si

i) w - <up-f, o bien

W) upra=wu B yuy-a<uy-f, o bien

ZZZ) u o= uy -G, ug-a:uQ-,BymO‘<mﬁ.

Proposicién 5.3.4. La relacion de orden <y, v, definida anteriormente es un orden monomial.



64 CAPITULO 5. PROGRAMACION LINEAL ENTERA

Demostracién.
La demostracién es andloga a la anterior. O

Ejemplo 14. (Orden de Eliminacién, [10])

Consideremos el vector w= (1,...,1,0,...,0) € R} dondeuy, =1 parak =1,...,i yu, =0
para k =1+ 1,...,n; y consideremos cualquier orden monomial en K|x1,...,z,], <.
Entonces el orden monomial <, en Kxi,...,x,] tiene la Propiedad de Eliminacion pues

para todo monomio ¥ que contenga a alguna de las i primeras variables, y para todo monomio
2’ que solo envuelva a las ultimas n — i variables es & >, x°.

Observemos que nuestra funcién objetivo es de la forma ¢(A) = ¢1 Ay + -+ + ¢, Ay, y supo-
niendo que los coeficientes ¢; € Ry, el vector ¢ = (cy,...,¢,) define un vector de pesos para
el orden monomial <. en K|wi,...,w,] para cualquier orden monomial < en Klwi,...,wy]
fijado de antemano. Ademés se verifica que w4 <. w? si £(A’) < £(A). De manera que po-
demos incorporar el vector de pesos ¢ con un orden < con la Propiedad de Eliminacion en
Klz1,. .., 2m, w1, ..., wy,] para conseguir un orden monomial adaptado.

Resumiendo entonces, sea el problema de Programacién Lineal Entera (5.3)

min ¢ A1 + Ay + -+ ¢, Ay
s.a.: a11Ar + apds + -+ a1, dn = by
as1 A1 + axAs + -+ a A, = bo

am1 A1 + ampAs + - + ampAn = by,
A= (A,... A, €N"

donde a;j,b; € Ny ¢j € Ry.

Supongamos que estamos trabajando en las condiciones establecidas en todo este capitulo
para la resolucién de un problema de Programaciéon Lineal Entera. Sea < un orden monomial en
Klz1,..., 2m, w1, ..., wy]. Sean los vectores de pesos u= (1,...,1,0,...,0) € IRT*" con uy =1
para k = 1,...,m y el resto de coordenadas nulas; y ¢ = (0,...,0,¢1,...,¢,) € ]RTJF". Entonces
el orden monomial <, . es un orden monomial adaptado para nuestro problema de Programacion
Lineal Entera.

Esto ultimo no nos sirve en el caso de que algtin ¢; < 0 pues en ese caso no tenemos un orden
monomial de pesos con vector de pesos ¢ ya que <4 . no verificaria la propiedad de ser un buen
orden.

Definimos el quasi-grado ! de las variables de K[z, . . ., zpm, w1, . - . , wy] de la siguiente forma:
gr(z) =1, coni=1,...,m
m
gr(w;) =d; == Zaij’ conj=1,...,n
i=1

y el quasi-grado total de un monomio como la suma de los quasi-grados de cada una de las
variables que aparecen en ese monomio, es decir,

gr(zawﬁ) = Zaigr(zi) + Zﬂjgr(wj) = |af + Zdjﬂj-
i=1 j=1 j=1

1 , . . .
Otros autores llaman peso a lo que aqui llamamos quasi-grado. Por eso usaremos aqui peso como un sinénimo
de quasi-grado.



5.3. ORDENES MONOMIALES ADAPTADOS 65

Fijémonos en que podemos suponer cada d; > 0 ya que en caso contrario, si algin d; = 0
la variable A; no estaria sujeta a ninguna restriccién y vimos en su momento (seccién 5.1) que
podiamos suponer sin pérdida de la generalidad que esto no ocurria.

Vamos a definir a continuacién algunos conceptos relacionados con el quasi-grado definido
anteriormente.

Definicién 5.3.5. Sea f € K|z1,...,zm,w1,...,wy,]. Diremos que f es quasi-homogéneo si
f =0 o si todos los monomios 2*w® que aparecen en f tienen el mismo quasi-grado total.

Nota. Dado un sistema de pesos para las variables (z, w) como mdas arriba, cada polinomio
no nulo f € K[z, w] puede escribirse de forma inica como suma finita de polinomios quasi-
homogéneos no nulos. Es decir, f = >, fr, suma finita donde cada fj, es un polinomio quasi-
homogéneo no nulo. Esta suma, que es unica para f # 0, se llama la expresion de f como suma
de sus componentes quasi-homogéneas.

Definicién 5.3.6. Un ideal I C K|z1,...,2m,w1,...,wy,] es quasi-homogéneo si I = (0), o si
I # (0), entonces para todo f € I, escribiendo f como f =, fr, donde cada componente fj,
de f es la suma de los términos de f con quasi-grado total k, se tiene que fi € I para todo k.

Teorema 5.3.7. Sea I C K[z1,...,2m,w1,...,wy] ideal. Son equivalentes:

i) I es un ideal quasi-homogéneo.

1) Eziste un sistema de generadores de I formada por polinomios quasi-homogéneos, es decir,
existen fi,...,fs € Klz1,...,x,] quasi-homogéneos tal que I = (f1,..., fs).

iii) Toda base de Grobner reducida de I (por base de Grébner reducida nos referimos a la
unica base de Grébner reducida respecto a un orden monomial fijado) estd formada por
polinomios quasi-homogéneos.

Demostracion.

Podemos suponer I # (0).

i) = ii) | Sea I un ideal quasi-homogéneo. Por el Teorema de la Base de Hilbert tenemos que
I = (Fi,...,Fy) donde los polinomios F; € K[z, ..., zm, w1, ..., w,] no tienen por qué ser quasi-
homogéneos. Escribimos cada F; como la suma de sus componentes quasi-homogéneas, es decir,
F; =, Fj; donde todo polinomio Fjj; es quasi-homogéneo y pertenece al ideal I por hipdtesis.

Sea entonces J el ideal generado por estas componentes quasi-homogéneas Fj;. Veamos que

I=J

Pues F; € J para todo j = 1,...,t ya que cada F} es suma de sus componentes F};
que son generadores de J.

Ya que todas las componentes Fj; € 1.

Por lo tanto I = J y el ideal I tiene un sistema de generadores quasi-homogéneos.

i1) = i) | Notemos en primer lugar que dados dos polinomios f,g € Klz1,..., 2m, w1, ..., wy],
si los expresamos ambos como sumas de sus componentes quasi-homogéneas, f = >, fiy g =
> 9i, estd claro que f = g siy solo si f; = g; para todo i ya que f —g=>".(fi — ).
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Sean de nuevo f,g € Kz1,...,2m,w1,...,wy] expresados como acabamos de ver f = > . fi vy

g:ngj.Sea
h=f-g= (fo) . (ZQJ)’

entonces podemos escribir A como suma de sus componentes quasi-homogéneas h = ) ;. hj, donde
hie = 2 iy j=r fidi-

Sea ahora f € I = (fy,..., fs) donde los f; son quasi-homogéneos. Entonces f = hy fi+- - -+hsfs,
si escribimos cada h; como suma de sus componentes quasi-homogéneas, h; = > j h;j donde cada
hi; es quasi-homogeneo no nulo de grado j, obtenemos

F= Y by | it [ Dby | fo=
J J

= Z (fihi; + - + fshsj)
J

donde cada f;h;; es quasi-homogeneo y esta en I, luego f tiene todas sus componentes quasi-
homogéneas en I por lo que I es un ideal quasi-homogéneo.

i1) = 4i1) | En primer lugar vamos a hacer dos observaciones.

a) Sea f, fi1,..., fs polinomios quasi-homogéneos. Aplicamos en Algoritmo de Divisién para
dividir f entre F' = (f1,..., fs) y obtenemos la expresiéon f = hyf1+---+hsfs+r donde r
sera quasi-homogéneo del mismo quasi-grado total que f pues se forma anadiendo términos
de f o términos de p (que era el polinomio que iba apareciendo en cada paso de la divisién)
que también se ird formando por términos con el mismo qua81 grado total que f cada
h; también serd quasi- ) que
siempre tendrédn el mismo quasi-grado total.

b) Sean f, g polinomios quasi-homogéneos y sea

x7 x7
ain’ g’

donde x7 = mem(ml(f), ml(g)). Es facil observar que S(f,g) también es un polinomio
quasi-homogéneo pues todos los términos de f (que tienen el mismo quasi-grado) se multi-
plicardn por un monomio; andlogamente con g. Ademas si S(f, g) # 0 todos sus términos
tienen el mismo quasi-grado del monomio x”.

S(fvg) =

Si I = (f1,...,fs) con todos los generadores quasi-homogéneos, cuando apliquemos el algo-
ritmo de Buchberger, anadiremos S-polinomios que también seran quasi-homogéneos por b) y
asi obtendremos una base de Grobner con polinomios quasi-homogéneos. Cuando a continua-
cién hagamos dicha base de Grobner una base de Groébner reducida solo quitaremos algunos
elementos y dividiremos otros donde nos quedaremos con el resto que por a) también serd quasi-
homogéneo. Luego la base de Grobner reducida que obtengamos siempre estard formada por
polinomios quasi-homogéneos independientemente del orden monomial.

iii) = ii) | Trivial.
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Nota. No toda base de Grobner de un ideal quasi-homogéneo tiene que tener todos sus polino-
mios quasi-homogéneos. En concreto, si anadimos a una base de Grobner del ideal I cualquier
polinomio no quasi-homogéneo de I, el nuevo conjunto sigue siendo una base de Gréobner.

Ahora vamos a incorporar estos resultados a nuestro contexto de orden monomial adaptado
para problemas de Programacion Lineal Entera. En el siguiente resultado seguiremos conside-
rando el mismo quasi-grado que definimos en los monomios de K[z, w] al principio.

Corolario 5.3.8. En K[z1,..., zm,w1,...,wy] se tiene que:

i) Elideal I = (f1 —wi,..., fn —wy) es quasi-homogéneo.

1) Toda base de Grobner reducida de I (con respecto a un orden monomial arbitrario) estd for-
mada por polinomios quasi-homogéneos.

Demostracion.

m m
gr(f;) = gr (H Zf”> = aij = gr(w))
i=1 =1
Luego todos los generadores de I son polinomios quasi-homogéneos y el resto de la demostracién
se obtiene directamente del teorema anterior. O

Para encontrar un orden monomial adaptado a nuestro problema de Programacién Lineal
Entera (5.3) si algtin ¢; < 0 hacemos lo siguiente:

Como d; > 0 para todo j, dado el vector ¢ = (ci,...,c,) procedente de la funcién objetivo
¢, siempre existe p € IN suficientemente grande para que el vector

(Cla--->0n)+ﬂ(d1>~--7dn)

tenga todas sus coordenadas positivas. Fijamos entonces p para que esto ocurra y consideramos
el vetor wy= (1,...,1,0,...,0) € N™*" que tiene las primeras m coordenadas 1 y el resto nulas;
y el vector up=(0,...,0,c1,...,¢,) + 1(0,...,0,d1,...,dy) € IRTJr”.

De este modo tenemos uj, us€ RTJ”‘ y podemos definir por tanto un orden monomial de
pesos uy, U, <y up, €0 K21, ..., 2m, w1, ..., wy,] para cualquier < orden monomial en
Klz1,. ..y 2m, w1, ..., wy].

Veamos entonces que <y, 4, €s un orden monomial adaptado al problema de Programacién
Lineal Entera (5.3).

Observemos en primer lugar que se cumple la Propiedad de Eliminacion respecto de (z, w)
pues si tenemos un monomio z°w? que solo depende de las variables wy, . .., w, sera
ui-(0,...,0,01,...,0,) = 0. Cualquier otro monomio z°wP que dependa de al menos alguna
variable z; cumplird que u;-(aq, ..., am, B1,- .., Bn) = |a| > 0y por tanto serd zo‘wﬁ>ul,wz0w5.

A

. . /
Veamos ahora que <y, 4, es compatible con £. Sean dos monomios w, wh’ tales que p(wh) =

P(wh') y ((A) > ((A).

Como p(wh) = p(wh') se tiene

)Al . )An _ Al Al

o(w1)™ - p(wn) ™™ = p(w) ™ -+ p(wn)
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azl in — a1 Qin
(i) = (f1=) - (f1) =
’i= =1 =1 =1

m

m
IEERR | EEa
=1

=1

n n
E a;jAj; = g aijA;- parai=1,...,m.
J=1 Jj=1

Entonces u;-(0,...,0,41,...,4,) = w-(0,...,0,4],...,A)) = 0 pues ambos monomios solo
dependen de las variables w;. Comparamos ahora con el vector us.

UQ'(O,...,O,Al,...,An):(0,...,0,61—l—/Ldl,...,Cn—l—/J,dn)-(0,...,0,A1,...,An):

n
A) + Z dej
j=1
Analogamente,

up - (0,...,0, 45, .. AL) = L(A) + 1) di A

j— m ..
Pero como d; = > ", a;; tenemos que

wy - (0, .,0, A1, Ap) = LA + 1> A ay =
j=1 i=1

A) + MZ ZA]‘(LZ']'

i=1 j=1

Anéalogamente

up - (0,...,0, 45, .. AL =LA + ) > Alay

i=1 j=1

Como por hipdtesis tenemos que 2?21 a;jjA; = 2?21 aijAg para todo i = 1,...,m y ¢(A) >
é(ﬁ/’) entonces es uy - (0,...,0,Ay,..., A,) >ug - (0,...,0, A}, ... A") y por tanto w™ >, .,
W

Luego ya hemos encontrado por tanto érdenes monomiales adaptados para nuestro problema
(5.3) para cualquier funcién objetivo lineal. Esto termina el desarrollo tedrico de este capitulo.

A continuacién vamos a ver un ejemplo muy sencillo, que carece de uso practico, de un
problema de Programacién Lineal Entera resuelto utilizando Bases de Grobner que nos permi-
tird entender mejor el Algoritmo 3.

Ejemplo 15. Una determinada empresa fabrica dos tipos de productos Py y P». El beneficio que
se obtiene por cada unidad del producto P; es de 3€, y del producto P, de 2€. Para producir
cada unidad de P; se necesitan 2h de trabajo manual y 3h de trabajo con maquinaria, mientras
que P, requiere 3h de trabajo manual y solo 1h de maquinaria. La empresa solo puede permitirse
un total de 600h de trabajo manual semanales y sus maquinas solo estan encendidas 480h a la
semana. Queremos calcular el ntimero de unidades que debe producirse en la empresa de cada
tipo de producto para maximizar los beneficios.
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Nuestro objetivo es entonces resolver el problema de Programacion Lineal Entera:

max 3nq + 2n9

s.a.: 2n1 + 3ng <600
3nt+ ng <480
ny,ng € IN

(5.7)

donde ni y ng representan el nimero de unidades que se producen de P; y P, a la semana
respectivamente.

En primer lugar veamos una representacién gréafica del problema.

Ya en la grafica podemos observar que todos los vértices de la regién factible relajada son puntos
con coordenadas enteras, y por lo tanto la solucién del problema (5.7) se encuentra en uno de
estos vértices. Estd claro que la funcién objetivo alcanza su valor maximo en el punto (120, 120).
Luego se deben producir por tanto 120 unidades de cada producto para maximizar los beneficios.

Seguidamente vamos a resolver este mismo problema (5.7) usando bases de Grébner, pero
antes necesitamos expresarlo en forma estdndar. Para ello tenemos que escribirlo como el minimo
de cierta funcién objetivo y donde las restricciones sean de igualdad, luego debemos introducir
dos nuevas variables de holgura, una por cada restriccion. Obtenemos entonces que el problema
(5.7) es equivalente al siguiente.

—min (—3n; — 2n2)
s.a.: 2n1+ 3ng +ng = 600
3n1+ ne+ +ng =480
n1,No,ng,ng € IN

(5.8)

Ahora si estamos en condiciones de resolver nuestro problema usando para ello el Algoritmo
Introducimos las variables z; y 29, una por cada restriccion y obtenemos:
Z%n1+3N2+N3 — Z?OO

3ni+ng+ng _ _480
25 =2z,
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Vamos a trabajar en este ejemplo con el cuerpo de los nimeros racionales Q. Definimos
entonces el morfismo de Q-algebras de la Proposicion 5.1.1.

¢ Qwr, wa, w3, ws] — Q[z1, 22]

p(wi) = 27z
p(w2) = 2722
p(ws) = 21
p(ws) = 22

e(g(w1, w2, w3, we)) = glp(wr), p(w2), p(ws), p(ws))
Entonces tenemos que un punto (ni,n2,n3,ng) es factible para (5.8) si
P wf ufuit) = 404
Consideremos ahora los polinomios

_ 2?0023180

fi=232, fa= 220, fs=21, fi=20, f = € Q[z1, 29]

v el ideal
I =(fi —w1, fo —wa, f3 —ws, f1 —ws) C Q[z1, 22, w1, w2, w3, wy].

Necesitamos también contar con un orden monomial adaptado al problema. Buscamos un
orden monomial en Q[z1, 22, w1, w2, w3, w4] adaptado al problema de Programacién Lineal Entera
(5.8). Como los coeficientes de nuestra funcién objetivo son negativos, definimos los quasi-grados
de las variables como hemos visto anteriormente.

gr(z1) = gr(z2) =1
gr(w1) =2+3=05, gr(wz) =3+1=4, gr(ws) =1, gr(ws) =1
El vector de costes de la funcién objetivo es ¢ = (—3,—2,0,0), luego se trata de buscar y > 0

tal que
c+u(5,4,1,1) e N4

Basta por tanto tomar ;1 = 1 y obtendriamos (2,2,1,1) € IN%, y considerar entonces los vectores
de pesos
u; = (1,1,0,0,0,0), ue =(0,0,2,2,1,1).

Entonces tenemos que para cualquier orden monomial < en Q[z1, 22, w1, wa, w3, wyl, el orden
<up,up €8 un orden monomial en Q[z1, 22, w1, wa, w3, ws] adaptado a (5.8). Nosotros vamos a
considerar el orden <grepler,ui,us-

Aplicamos ahora el Algoritmo 3. Para ello calculamos una base de Grobner, GG, del ideal
I'=(f1 — w1, fo — wa, f3 — w3, fa — wa) C Q[z1, 22, w1, wa, w3, w4]

respecto del orden <grepierus,us:

3 2 2.3 2 4
G = {—w2 + wywy, wiwy — wiws, —w; + wWiwy, —wWaws + wywl, z; — wsz, 2o — wa}.
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Hemos usado la funcién gbasis de Maple para el calculo de esta base.

, —G
Tenfamos que f = 28902380 y calculamos f = wi*wi? = w{Pwi?%wiw). Luego el vector

(120,120, 0,0) nos da una solucién al problema (5.8).

Por lo tanto tenemos que para maximizar los beneficios hay que producir 120 unidades de
cada producto y obtendriamos asi unos beneficios de 600 €.
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