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1. - I N T R O D U C C I O N 
E l p r o b l e m a d e l a t o m a d e d e c i s i o n e s o r i e n t a d a h a c i a l a o p ­

timización b a j o r e s t r i c c i o n e s p u e d e s e r d e s c r i t o e n l o s s i g u i e n ­
t e s términos: D a d o , 

- u n c o n j u n t o d e a l t e r n a t i v a s ( v a r i a b l e s d e decisión), 
- u n c o n j u n t o d e r e s t r i c c i o n e s , q u e l i m i t a l a elección e n e l 

c o n j u n t o d e l a s a l t e r n a t i v a s , y 
- u n a función o b j e t i v o , q u e t r a d u c e e n v a l o r ( u t i l i d a d ) l o s r e ­

s u l t a d o s d e c a d a decisión, 
s e t r a t a d e o p e r a r u n a elección e n e l c o n j u n t o d e l a s a l t e r n a t i ­
v a s q u e , r e s p e t a n d o l a s r e s t r i c c i o n e s i m p u e s t a s , p e r m i t a o p t i ­
m i z a r e l v a l o r d e ! a función o b j e t i v o . 

L a Programación Matemática s e m u e s t r a c o m o u n i n s t r u ­
m e n t o d e g r a n valía e n l a modelización d e e s t e t i p o d e p r o b l e ­
m a . L a i m p o r t a n c i a q u e e s t e c o n j u n t o d e técnicas t i e n e e n l a 
Economía d e l a E m p r e s a e s d e t o d o s c o n o c i d a y e s t a f u e r a d e 
t o d a d u d a ; e n e f e c t o , h a y u n g r a n número d e p r o b l e m a s , p r o p i o s 
d e l a gestión e m p r e s a r i a l , q u e e n c u e n t r a n solución a d e c u a d a 
c o n l a aplicación d e l a Programación Matemática. L a p l a n i f i c a ­
ción económica d e l a producción, l a programación d e i n v e r s i o ­
n e s , l a programación d e a l m a c e n e s , c o n s t i t u y e n e j e m p l o s r e l a ­
v a n t e s d e l o q u e a f i r m a m o s . N o e s d e extrañar, p o r l o t a n t o , q u e 
l a Programación Matemática t e n g a u n s i t i o d e s t a c a d o e n e l mé­
t o d o o p e r a t i v o d e l a Economía d e l a E m p r e s a . 

P e r o e s n e c e s a r i o p o n e r d e m a n i f i e s t o q u e l a aplicación d e 
e s t a s técnicas e x i g e u n a m b i e n t e d e c e r t e z a (1), e n e l c u a l l o s o b ­
j e t i v o s y l a s r e s t r i c c i o n e s s o n c l a r a m e n t e d e f i n i d o s . E s t o o b l i g a 
a l m o d e l i z a d o r a p r e c i s a r c i e r t o s d a t o s q u e , c o n b a s t a n t e f r e ­
c u e n c i a , e n l a r e a l i d a d n o s e p r e s e n t a n c o n e s t a s características. 

Así, c u a n d o e l a m b i e n t e e n e l q u e a c t u a m o s s e c a l i f i c a d e 
b o r r o s o (2) , e s d e c i r , c u a n d o l o s o b j e t i v o s y / o l a s r e s t r i c c i o n e s 
s e d e f i n e n d e u n a f o r m a v a g a , i m p r e c i s a , s e h a c e n e c e s a r i o r e v i ­
s a r e l p l a n t e a m i e n t o a n t e r i o r (3 ) . 

E l o b j e t o d e e s t e artículo s e c e n t r a p r e c i s a m e n t e e n l a r e v i ­
sión d e e s e p l a n t e a m i e n t o y e n l a descripción d e l a P r o g r a m a ­
ción L i n e a l B o r r o s a c o m o u n i n s t r u m e n t o d e modelización váli­
d o d e l p r o b l e m a d e optimización b a j o r e s t r i c c i o n e s e n a m b i e n ­
t e s b o r r o s o s . 

2 . - O B J E T I V O S , R E S T R I C C I O N E S Y D E C I S I O N E S B O R R O S A S 
L a s técnicas d e decisión t r a d i c i o n a l e s ( t o d a s a q u e l l a s q u e 

n o t r a t a n l a b o r r o s i d a d ) r e q u i e r e n q u e l a información s o b r e o b j e ­
t i v o s , r e s t r i c c i o n e s , e t c . , s e a p r e c i s a y c o n c r e t a . S i n e m b a r g o , 
e n e l m u n d o r e a l s e o b s e r v a , c o n b a s t a n t e f r e c u e n c i a , l a t e n d e n ­
c i a a d e f i n i r e s t o s e l e m e n t o s c o n u n a g r a n v a g u e d a d , c o n p o c a 
o n i n g u n a precisión. P o r e s t a razón, p a r a t r a t a r e s t o s c a s o s , e s 
p a r a l o q u e s u r g e u n a n u e v a Teoría d e l a Decisión e n l a q u e s e 
e n c u a d r a , c o m o i n s t r u m e n t o s d e a y u d a a l a decisión, l a P r o g r a ­
mación L i n e a l B o r r o s a . 
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T r e s c o n c e p t o s básicos d e b e n s e r e x p l i c i t a d o s e n e s a n u e ­
v a teoría: e l d e O B J E T I V O B O R R O S O , e l d e R E S T R I C C I O N B O ­
R R O S A y e l d e D E C I S I O N B O R R O S A . 

E l O B J E T I V O B O R R O S O e s a q u e l c u y o n i v e l n o s e e s t a b l e ­
c e c o n precisión, definiéndose e n t o n c e s p o r u n c o n j u n t o b o r r o ­
s o (5) e n u n e s p a c i o d e t e r m i n a d o ( X ) . P o r e j e m p l o : " l o s b e n e f i ­
c i o s d e b e n s e r s u s t a n c i a l m e n t e s u p e r i o r e s a 1 0 0 u . m . " . E l térmi­
n o " s u s t a n c i a l m e n t e m a y o r " e s t a b l e c e n a f u e n t e d e i m p r e c i ­
sión q u e será c o n s i d e r a d a y t r a t a d a p o r m e d i o d e u n c o n j u n t o 
b o r r o s o , e l c u a l , c o m o t a l , l l e v a a s o c i a d o u n a función d e 
p e r t e n e n c i a ¿l n ( x ) q u e m i d e l a i n t e n s i d a d c o n q u e c u a l q u i e r x 
( v a l o r d e l b e n e f i c i o a l c a n z a d o ) p e r t e n e c e a n u e s t r o o b j e t i v o . Así 
p u e s , e n e s t e e j e m p l o , e l o b j e t i v o 0 s e défine d e l a s i g u i e n t e f o r ­
m a : 

0 = j x , 4 o W / x - 1 0 0 ! ni 
definiéndose l a función d e p e r t e n e n c i a p Q ( X ) t a l c o m o s e i n d i ­
c a : 

p0(x) = O p a r a x z 1 0 0 

ju 0 ( x ) = [ 1 + (x - 1 0 0 ) " 2 ] "1 p a r a x 1 0 0 [ 

gráficamente: A 0 ( X ) 

L a R E S T R I C C I O N B O R R O S A , p o r s u p a r t e , p u e d e d e f i n i r s e 
e n l o s s i g u i e n t e s términos: 

9 0 ^ x ^ 1 2 0 [3] 
d o n d e l o s símbolos Á i n d i c a n q u e x (e l b e n e f i c i o ) d e b e e s t a r 
c o m p r e n d i d o " a p r o x i m a d a m e n t e " e n t r e 9 0 y 1 2 0 . 

L a restricción así c o n s i d e r a d a actúa s o b r e e l e s p a c i o d e 
l a s a l t e r n a t i v a s y s e d e f i n e , a s i m i s m o , a través d e u n c o n j u n t o 
b o r r o s o , e l c u a l l l e v a implíc i ta u n a función d e 
p e r t e n e n c i a p_ R ( x ) q u e a d o p t a , e n n u e s t r o e j e m p l o , l a s i g u i e n t e 
f o r m a : 

p R ( x ) = 0 p a r a x z 9 0 
/¿R(x) = 1 p a r a x = 9 0 [4] 

1 2 0 - x 
/ Í R ( X ) = p a r a 9 0 ^ x ^ 1 2 0 
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L a D E C I S I O N B O R R O S A " D " s u p o n e u n a elección e n e l e s ­
p a c i o d e l a s a l t e r n a t i v a s , t e n i e n d o e n c u e n t a l o s o b j e t i v o s " 0 " y 
l a s r e s t r i c c i o n e s " R " e s t a b l e c i d a s s o b r e e s e m i s m o e s p a c i o . L a 
decisión vendrá d a d a p o r l a intersección e n t r e l o s c o n j u n t o s 0 y 
R, e s d e c i r , l a decisión b o r r o s a s u p o n e l a c o n f l u e n c i a e n t r e o b ­
j e t i v o s y r e s t r i c c i o n e s . S i g u i e n d o c o n n u e s t r o e j e m p l o , l a d e c i ­
sión s e operaría e n e l área r a y a d a d e l a s i g u i e n t e f i g u r a : 

0 90 100 120 

E n d e f i n i t i v a , l a decisión p u e d e d e f i n i r s e también a través 
d e u n c o n j u n t o b o r r o s o " D " , r e s u l t a n t e d e l a intersección e n t r e 
o b j e t i v o s y r e s t r i c c i o n e s : 

D = 0 n R [5] 
L a función d e p e r t e n e n c i a a s o c i a d a a e s t e c o n j u n t o ju D ( X ) 

v i e n e d a d a p o r l a r e s u l t a n t e d e l a intersección e n t r e A o ( x ) y 
A R ( X ) : 

AD(x) = m i n ( A 0 ( x ) , ¿R(x)) = p0(x) A / r R ( x ) [6] 
L a decisión óptima D * será u n s u b c o n j u n t o d e D , c o n u n a 

función d e p e r t e n e n c i a d e f i n i d a p o r : 

A D * M = M A X / < D M X € S [7] 
s i e n d o S e l c o n j u n t o d e v a l o r e s d e x e n l o s c u a l e s p D ( X ) a l c a n ­
z a s u máximo v a l o r . E n conclusión, l a decisión óptima e s a q u e ­
l l a a l t e r n a t i v a d e l e s p a c i o X q u e h a c e máximo p Q ( X ) . 
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O p e r a n d o e n l a f o r m a i n d i c a d a e n e l e j e m p l o q u e v e n i m o s 
d e s a r r o l l a n d o o b t e n d r e m o s : 

V a l o r e s d e x A Q M A R ( x ) A Q W 

9 0 0 1 0 
9 5 0 0 . 8 3 0 

1 0 0 0 0 . 6 6 0 
1 0 1 0 . 5 0 . 6 3 0 . 5 
1 0 2 0 . 8 0 0 . 6 0 0 . 6 0 
1 0 3 0 . 9 0 0 . 5 6 0 . 5 6 
1 0 4 0 . 9 4 0 . 5 3 0 . 5 3 
1 0 5 0 . 9 6 0 . 5 0 0 . 5 0 
1 0 6 0 . 9 7 0 . 4 6 0 . 4 6 
1 0 7 0 . 9 8 0 . 4 3 0 . 4 3 
1 0 8 0 . 9 8 4 0 . 4 0 0 . 4 0 
1 0 9 0 . 9 8 7 0 . 3 6 0 . 3 6 
1 1 0 0 . 9 9 0 . 3 3 0 . 3 3 
1 1 1 0 . 9 9 1 0 . 3 0 0 . 3 0 
1 1 2 0 . 9 9 3 0 . 2 6 0 . 2 6 
1 1 3 0 . 9 9 4 0 . 2 3 0 . 2 3 
1 1 4 0 . 9 9 5 0 . 2 0 0 . 2 0 
1 1 5 0 . 9 9 5 0 . 1 6 0 . 1 6 
1 1 6 0 . 9 9 6 0 . 1 3 0 . 1 3 
1 1 7 0 . 9 9 6 0 . 1 0 0 . 1 0 
1 1 8 0 . 9 9 6 5 0 . 0 6 0 . 0 6 
1 1 9 0 . 9 9 7 0 . 0 3 0 . 0 3 
1 2 0 0 . 9 9 8 0 . 0 0 0 . 0 0 

L a decisión óptima D * c o r r e s p o n d e p u e s a a q u e l v a l o r d e x 
p a r a e l c u a l p s e a máximo. E s t o o c u r r e p a r a : 

M a x . p D ( x ) = 0 . 6 0 p a r a x * = 1 0 2 [8] 
U n a característica d e e s t e n u e v o m a r c o c o n c e p t u a l d e l a 

decisión e s q u e l o s o b j e t i v o s y l a s r e s t r i c c i o n e s r e c i b e n u n t r a ­
t a m i e n t o simétrico, definiéndose a m b o s c o m o c o n j u n t o s b o r r o ­
s o s e n e l e s p a c i o d e l a s a l t e r n a t i v a s . E l p r o c e s o d e decisión s u ­
p o n e , e n e s t e n u e v o m a r c o , u n a operación s o b r e t a l e s c o n j u n ­
t o s . 

P o r o t r a p a r t e , e s n e c e s a r i o señalar, c o m o h a c e n B e l l m a n y 
Z a d e h (6) , q u e s i e n e l p r o c e s o d e decisión c o n v e n c i o n a l , l a f u n -
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ción d e r e s u l t a d o s o p e r a u n a ordenación e n e l c o n j u n t o d e l a s 
a l t e r n a t i v a s , e s t a t a r e a e s a s u m i d a , e n e l n u e v o m a r c o d e d e c i ­
sión d e f i n i d o , p o r l a función d e p e r t e n e n c i a d e l o s o b j e t i v o s b o ­
r r o s o s . E n e f e c t o , l a normalización d e l o s v a l o r e s d e Ju. 0 ( x ) ( d i v i ­
d i r t o d o s y c a d a u n o d e e s t o s v a l o r e s p o r e l s u p r e m o d e e l l o s ) 
p e r m i t e h o m o g e n e i z a r l o s o b j e t i v o s y l a s a l t e r n a t i v a s . 

3.- O P T I M I Z A C I O N B A J O R E S T R I C C I O N E S , L A P R O G R A M A ­
C I O N L I N E A L B O R R O S A . 

L a representación analítica d e u n m o d e l o estándar d e P r o ­
gramación L i n e a l p u e d e e s t a b l e c e r s e e n l o s s i g u i e n t e s términos: 

M i n . Z s C . X 
A . X . Z b 

X ^ 0 
[9] 

d o n d e : 

= [ c i , c ^ , ... , c n ] v e c t o r d e coef¡entes d e l a 
n c i o n o b j e t i v o 

X = 

C = 
f u r 

x 1 
x 2 v e c t o r d e v a r i a b l e s d e c i s i o n a l e s 

A = 

n 
a 1 1 a 1 2 - a 1 n 
a 2 1 a 2 2 - a 2 n 

a m 1 a m 2 ••• a m n 

m a t r i z d e c o e f i c i e n t e s 
técnicos-económicos 

b = b 2 

b m 

v e c t o r d e c o e f i c i e n t e s q u e r e p r e s e n t a n e l 
n i v e l p e r m i t i d o a l a s r e s t r i c c i o n e s 
( v e c t o r d e e x i s t e n c i a s ) . 

L a resolución d e e s t e p r o b l e m a e x i g e e l c o n o c i m i e n t o d e 
l o s n i v e l e s d e X q u e , s a t i s f a c i e n d o l a s r e s t r i c c i o n e s i m p u e s t a s , 
m i n i m i c e n l a función o b j e t i v o Z . 

A h o r a b i e n , c u a n d o o b j e t i v o y / o r e s t r i c c i o n e s n o s e e s t a b l e ­
c e n d e u n a f o r m a c l a r a y p r e c i s a e s e v i d e n t e , e n t o n c e s , q u e e l 
m o d e l o a n t e r i o r n o p u e d e s e r a p l i c a d o . N o s o n extraños l o s c a ­
s o s d o n d e l o s o b j e t i v o s s e d e f i n e n d e u n a f o r m a análoga a e s t e 
e j e m p l o : " e s t i m o q u e e l b e n e f i c i o d e e s t e período será s a t i s f a c ­
t o r i o a p a r t i r d e 4 0 . 0 0 0 u . m . y t o t a l m e n t e i n a d m i s i b l e p o r d e b a j o 
d e 2 5 . 0 0 0 u . m . " . 
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E n s i t u a c i o n e s c o m o l a d e s c r i t a s e d e b e r e c u r r i r a e s t e o t r o 
p l a n t e a m i e n t o : ( 7 ,8 ) : 

Z A C . X 
A . X ^ b ~ [10] 

~ x ^ o 
d o n d e e l símbolo^ , q u e d e b e l e e r s e " a p r o x i m a d a m e n t e m e ­
n o r o i g u a l q u e " , r e p r e s e n t a l a borrosificación d e l p r o b l e m a r e ­
c o g i d o e n [9] , c o n o b j e t i v o y r e s t r i c c i o n e s d e f i n i d o s c o m o c o n ­
j u n t o s b o r r o s o s . 

T a l c o m o v i m o s e n e l epígrafe a n t e r i o r , l a resolución d e [10] 
e x i g e l a formación d e l c o n j u n t o d e d e c i s i o n e s b o r r o s a s , q u e 
vendrá d a d o p o r l a intersección e n t r e e l o b j e t i v o y l a s r e s t r i c c i o ­
n e s . E s d e c i r : 

D = 0 o R [11] 
Y p u e s t o q u e D e s u n c o n j u n t o b o r r o s o , s u función d e p e r t e ­

n e n c i a / L s e o b t i e n e d e l a s i g u i e n t e f o r m a : 
D = Ao A A R = m i n . (pe 0, p R ) [12 ] 

L a decisión óptima s e obtendrá c o n a q u e l l a a l t e r n a t i v a 
( p e r t e n e c i e n t e a l c o n j u n t o D) a l a q u e l e c o r r e s p o n d e e l v a l o r 
máximo d e JÜL Q: 

D * = m a x . p- D p a r a x ^ 0 [13 ] 
L a obtención d e l a función d e p e r t e n e n c i a n s e m u e s t r a , 

p o r l o t a n t o , c o m o a l g o n e c e s a r i o p a r a l a resolución d e l p r o b l e ­
m a q u e h e m o s p l a n t e a d o . A e s t e o b j e t o e s t a b l e c e r e m o s l o s i ­
g u i e n t e : 

B . X f Z b * [14 ] 
X ^ O 

d o n d e : 

B = 

b* = 

C-| c 2 ••• c 
a 1 1 a 1 2 •• 
a 2 1 a 2 2 .. 
a m 1 a m 2 

a 1 n 
3 a 2 n 

... a m n 

m a t r i z f o r m a d a p o r l a i n c o r ­
poración d e l v e c t o r f i l a C a l a 
m a t r i z A . 

u o 
b l 

m 

v e c t o r f o r m a d o p o r l a incorporación d e b Q 
( n i v e l s a t i s f a c t o r i o d e l o b j e t i v o ) a l v e c t o r 
b. 

E s e v i d e n t e q u e e l s i s t e m a d a d o p o r ]14 ] r e c o g e t a n t o a l o b ­
j e t i v o c o m o a l a s r e s t r i c c i o n e s , y d a d o q u e e s t o s s e d e f i n e n c o ­
m o c o n j u n t o s b o r r o s o s , l a s f u n c i o n e s d e p e r t e n e n c i a a s o c i a d a s 
s e e s t a b l e c e n t a l y c o m o s e i n d i c a : 
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f ( A X , C X ) = f ( B X ) = m i n . f¡ ((BX)¡) [15] 
¡ 

x ^ O _ ¿ •„ 
i = O, 1 , 2 m 

s i e n d o f¡ ((BX)¡) l a función d e p e r t e n e n c i a d e l a i e s i m a f i l a d e l 
s i s t e m a B X ( p a r a i = O, 1 , 2 m ) y a q u e s u p o n e m o s m r e s t r i c ­
c i o n e s y u n a función o b j e t i v o ) . R e s u l t a e n t o n c e s o b v i o q u e : 
M i n . f j ((BX)¡) = A D [16] 

i 

C o n v i e n e a h o r a d e f i n i r l o s v a l o r e s q u e tomará l a función 
/ L Q = m i n f j ((BX)¡), t e n i e n d o e n c u e n t a q u e s u p o n e m o s l a l i -

n e a l i d a d d e l a s m i s m a s : 
- Tomará v a l o r " u n o " [ f j ((BX)¡) = i ] c u a n d o s e c u m p l a q u e 

(BX)¡ ZÉ. b¡, e s d e c i r , c u a n d o l a i e s i m a f i l a d e l s i s t e m a 
B X z b* ( c o r r e s p o n d a a u n o b j e t i v o o a u n a restricción, 
p u e s t o q u e a m b o s r e c i b e n u n t r a t a m i e n t o análogo) s e 
c u m p l a e n l o s términos e s t a b l e c i d o s . 

- Tomará v a l o r " c e r o " [ f j ((BX)¡) = o ] c u a n d o l a i e s i m a f i l a 
d e l s i s t e m a B X s e a s u p e r i o r a l n i v e l e s t a b l e c i d o b¡ más 
u n a c o n s t a n t e k j d e violación s u b j e t i v a m e n t e a d m i t i d a p o r 
e l d e c i s o r . E s d e c i r , c u a n d o s e c u m p l a (BX)¡ ̂  b¡ + k j . 

- L o s v a l o r e s d e f¡ (BX)¡) p a r a l o s c u a l e s ( B X ) j está c o m p r e n ­
d i d o e n t r e b j y b¡ + k¡ s e c a l c u l a n p o r u n a s i m p l e i n t e r p o l a ­
ción l i n e a l e n t r e l o s c a s o s a n t e r i o r e s . E s d e c i r : 

( B X ) j - b¡ 
f|«BX)i) = 1 -

p a r a b¡ (BX)¡ ^ b¡ + k¡ 

R e s u m i e n d o : 

Í
1 p a r a ( B X ) j z b j 

(BX)¡ - b¡ 
1 r — - p a r a b¡ ^ (BX)¡ ^ b¡ + k¡ 

K i 
0 para(BX)¡ ^ b¡ + k j [17 ] 

L a representación gráfica d e e s t a s f u n c i o n e s d e 
p e r t e n e n c i a e s l a q u e s e i n d i c a a continuación: 
a) C a s o d e u n a restricción d e l t i p o " m e n o r o i g u a l " 
((BX)¡ b¡) o d e u n a funciórl o b j e t i v o q u e s e i n t e n t a m i ­
n i m i z a r ( M i n . Z = C X ) : 

fi((BX)j) 

C u a n d o s e r e p r e s e n t e a u n a restricción p o d e m o s c o n ­
c l u i r q u e , p a r a t o d o s a q u e l l o s v a l o r e s d e ( B X ) j q u e n o s u p e ­
r a n e l límite b¡, e l v a l o r d e l a función d e p e t e n e n c i a f¡ ( ( B X ) j ) 
q u e l e c o r r e s p o n d e e s 1 ; s e a d m i t e , n o o b s t a n t e , u n a v i o l a ­
ción d e e s e límite h a s t a a l c a n z a r e l v a l o r b¡ + k i , p u n t o e n 
e l c u a l l a función d e p e r t e n e n c i a t o m a v a l o r 0 . S i l a f i g u r a 
r e p r e s e n t a s e ( e n f o r m a d e restricción) a u n a función o b j e t i ­
v o , l o s v a l o r e s d e (BX)¡ i n f e r i o r e s o i g u a l e s a b¡ s e r i a n c o n ­
s i d e r a d o s c o m o s a t i s f a c t o r i o s , l o q u e s e r e f l e j a e n e l v a l o r 
d e l a función d e p e r t e n e n c i a f¡ ((BX)¡) = 1 . E l v a l o r máximo 
q u e s e t o l e r a p a r a e s a función o b j e t i v o ( B X ) j e s b j + k¡, p u n ­
t o a p a r t i r d e l c u a l f¡ ( ( B X ) j ) = 0 . 
b) C a s o d e u n a restricción d e l t i p o " m a y o r o i g u a l " 
((BX)¡ ̂  b j ) o d e u n a función o b j e t i v o q u e s e i n t e n t a m a x i -
m i z a r ( M a x . Z = C X ) (9 ) : 

f ¡ ( (BX) ¡ ) 

o 
IBXlj 

E n e s t a ilustración, s e r e p r e s e n t a u n a restricción o 
u n a función o b j e t i v o , e s e v i d e n t e q u e s e d e f i n e u n a z o n a 
" s a t i s f a c t o r i a " p a r a l o s v a l o r e s d e (BX)¡ ̂  b j e n l a c u a l l a 
función d e p e r t e n e n c i a f j ((BX)¡) = 1 . S e a d m i t e , a s i m i s m o , 
u n a violación (k j ) h a s t a e l p u n t o b¡.|<. q u e d e f i n e u n a z o n a 

6 9 



b o r r o s a p a r a (BX)¡, e n l a c u a l l a función d e p e r t e n e n c i a t o ­
mará v a l o r e s c o m p r e n d i d o s e n t r e 0 y 1 . P o r último, l o q u e 
n o a d m i t e e l d e c i s o r e s q u e ( B X ) j t o m e v a l o r e s p o r d e b a j o 
d e b¡-k¡; e s t e d e s e o d e l d e c i s o r s e e x p r e s a p o r e l v a l o r 0 
q u e a d o p t a l a función d e p e r t e n e n c i a e n e s o s c a s o s . 

T a l c o m o h e m o s e x p l i c a d o a n t e r i o r m e n t e , l a decisión ópti­
m a vendrá d a d a p o r e l v a l o r d e X ( c o m p r e n d i d o e n e l c o n j u n t o 
b o r r o s o d e l a s d e c i s i o n e s ) a l q u e l e c o r r e s p o n d a e l máximo v a ­
l o r d e l a función d e p e t e n e n c i a f¡ ((BX)¡). E s d e c i r : 

M a x . M i n . f¡ ((BX)¡) 
x ^ 0 i [18 ] 

c o n ( B X ) j b¡ 
A h o r a b i e n , e s p o s i b l e o p e r a r c i e r t o s c a m b i o s e n l a función 

d e p e r t e n e n c i a f¡ ( ( B X ) j ) . E n e f e c t o , s i h a c e m o s : 

h- b ¡ 
D i ~ T q ~ 

B [19 ] 

o b t e n e m o s : 
( 1 p a r a (B'X)¡ z b ' j 

f¡ ( ( B ' X ) j ) = / 1 - [ ( B ' X ) j - b ' j ] p a r a b'¡^(B'X)¡ b'¡ + 1 [20 ] 

( 0 p a r a (B'X)¡ b'¡ + 1 

T e n i e n d o e n c u e n t a l a expresión ( 1 9 ) , l a n o r m a d e decisión 
d e f i n i d a e n (18) q u e d a a h o r a d e l a s i g u i e n t e f o r m a : 

M a x . M i n f¡ ( ( B ' X ) j ) 
x 0 i 
c o n (B'X)¡ ^ b j ( 2 1 ) 
i = 0 , 1 , 2 , . . . , m 

Y c o n s i d e r a n d o e l v a l o r q u e f ¡((B'X)¡) p u e d e t o m a r (véase e x ­
presión (20 ) , l a f o r m u l a (21 ) quedará c o m o s e i n d i c a : 

M a x . M i n . [ 1 - ( ( B ' X ) j - b'¡)j 
x ^ 0 i 
c o n ( B ' X ) j ^ b'j ( 22 ) 
i = 0 , 1 , 2 , . . . , m 

S i p r e s c i n d i m o s d e l 1 e n l a expresión a n t e r i o r e l s e n t i d o d e 
l a optimización n o s e a l t e r a , p u e s t o q u e únicamente s e o m i t e 
u n a c o n s t a n t e . L a n o r m a d e decisión d e f i n i t i v a será, e n t o n c e s , 
l a s i g u i e n t e : 

M a x . M i n . f j (tí¡ - (B'X)¡) 
X 5 - 0 i 
c o n (B'X)¡ <s b'¡ (23 ) 
i = 0 , 1 , 2 , . . . , m 
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I n t r o d u c i e n d o l a v a r i a b l e a u x i l i a r A , e l p r o b l e m a p l a n t e a d o 
e n (23) e s , e v i d e n t e m e n t e , e q u i v a l e n t e a e s t e o t r o : 

M a x . A 
A¿b¡-(B'X)¡ ( 24 ) 
X 3k 0 
i = 0 , 1 , 2 m 

Adviértase q u e (24) c o n s t i t u y e u n p r o g r a m a l i n e a l estándar, 
c u y a solución p u e d e e n c o n t r a r s e p o r a l g o r i t m o s b i e n c o n o c i ­
d o s , c o m o e l D a n t z i n g . 

P a s a r e m o s a continuación a d e f i n i r l o s d i f e r e n t e s v a l o r e s 
q u e Á p u e d e t o m a r e n función d e (b'j - (B'X)¡): 

1) S i l a solución e n c o n t r a d a p a r a e l v e c t o r de^ v a r i a b l e s 
d e c i s i o n a l e s X , e n e l p r o b l e m a ( 2 4 ) , h a c e q u e b'j = (B'X)¡, 
e s e v i d e n t e , e n t o n c e s , q u e X = 0 . 

fj <BX)¡ 

2) S i e l v a l o r d e l v e c t o r X e s t a l q u e , e n e l t i p o d e r e s t r i c ­
ción ( o función o b j e t i v o ) r e f l e j a d a s e c u m p l e q u e b'¡ 
^ ( B ' X ) j , l a v a r i a b l e a u x i l i a r X ^ 0 . 

fj (EJXV, 
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3) C u a n d o l a solución d e l v e c t o r X p e r m i t e q u e l a e c u a ­
ción ( B ' X ) j t o m e u n v a l o r c o m p r e n d i d o e n t r e b¡ y b¡ + 1 , l a 
v a r i a b l e X tomará, e n t o n c e s , u n v a l o r n e g a t i v o , p e r o i n ­
f e r i o r a - 1 : 

4 ) P o r último, s i e l v a l o r d e X e s t a l q u e (B'X)¡ = b¡ + 1 , l a v a ­
r i a b l e X será, e n t o n c e s , i g u a l a - 1 : 

5 ) E s e v i d e n t e q u e p a r a v a l o r e s d e ( B ' X ) j ^ b'¡ + 1 , X z - 1 . 

6) A u n q u e e n e l análisis d e l o s c i n c o c a s o s a n t e r i o r e s h e ­
m o s c o n s i d e r a d o u n a restricción (o función o b j e t i v o ) d e l 
t i p o " m e n o r o i g u a l q u e " ( q u e s e p r e t e n d e m i n i m i z a r ) , l a s 
c o n c l u s i o n e s a l c a n z a d a s s o n i g u a l m e n t e válidas p a r a 
o t r o s t i p o s d e r e s t r i c c i o n e s ( o d e f u n c i o n e s o b j e t i v o ) : 
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C o n e l o b j e t o d e f a c i l i t a r l a comprensión d e t o d o l o e x p l i c a ­
d o h a s t a e l m o m e n t o , d e s a r r o l l a r e m o s e n e l s i g u i e n t e p u n t o u n 
e j e m p l o i l u s t r a t i v o . 

4 . D E S A R R O L L O D E U N C A S O I L U S T R A T I V O 
L a e m p r e s a T a r t e s o s S . A . f a b r i c a l o s p r o d u c t o s A , B , C y D. 

L a v e n t a d e e s t o s p r o d u c t o s p r o p o r c i o n a u n m a r g e n u n i t a r i o d e 
1 0 0 0 , 1 6 0 0 y 1 0 0 0 y 1 4 0 0 u . m . r e s p e c t i v a m e n t e . 

A s i m i s m o , s e s a b e q u e p a r a l a comercialización d e c a d a 
u n i d a d d e l o s p r o d u c t o s c o n s i d e r a d o s s e r e q u i e r e u n a inversión 
mínima e n p u b l i c i d a d y e n f u e r z a d e v e n t a . E s t a inversión u n i t a ­
r i a e s l a q u e s e i n d i c a e n l a s i g u i e n t e t a b l a : 

P r o d u c t o A B C D 
P u b l i c i d a d 2 u . m . 4 u . m . 2 u . m . 3 u . m . 
F u e r z a d e 
V e n t a 

2 0 u . m . 2 0 u . m . 2 0 u . m . 2 0 u . m . 

L a c a n t i d a d t o t a l d i s p o n i b l e a a p l i c a r e n p u b l i c i d a d y f u e r z a 
d e v e n t a e s t a l i m i t a d a , p o r p e r i o d o , a 1 5 0 y 2 0 0 0 u . m . r e s p e c t i v a ­
m e n t e . 

T e n i e n d o e n c u e n t a q u e e l m e r c a d o e x i g e a t e n d e r u n a d e ­
m a n d a mínima d e 2 0 u n i d a d e s d e l p r o d u c t o A , s e t r a t a d e d e t e r ­
m i n a r e l p r o g r a m a d e producción y comercialización q u e p e r m i ­
t a a T a r t e s o s m a x i m i z a r s u m a r g e n t o t a l . 

E l t e x t o a n t e r i o r r e f l e j a u n s e n c i l l o p r o b l e m a q u e p u e d e s e r 
p l a n t e a d o y r e s u e l t o p o r m e d i o d e u n p r o g r a m a l i n e a l . E n e f e c t o : 

M a x . Z = 1 0 0 0 x a + 1 6 0 0 x b + 1 0 0 0 x c + 1 4 0 0 x d 

2 x a + 4 x b + 2 x c + 3 x d ^ 1 5 0 
2 0 x a + 2 0 x b + 2 0 x c + 2 0 x d ^ 2 0 0 0 

x a ^ 2 0 x a , x b , x c , x d ^ 0 
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L a aplicación d e l a l g o r i t m o d e l S i m p l e x n o s p e r m i t e e n c o n ­
t r a r u n a solución a l p r o b l e m a a n t e r i o r : 

x a = 7 5 f»1 = 0 
x b = 0 h 2 = 5 0 0 

h¡ = v a r i a b l e s d e h o l g u r a 
x c = 0 h 3 = 5 5 i = 1,2 ,3 . 
x d = 0 

Z = 1 0 0 0 . 7 5 = 7 5 0 0 0 u . m . 

E s d e c i r , s e p r o d u c e n y c o m e r c i a l i z a n 7 5 u n i d a d e s d e l p r o ­
d u c t o A , a l c a n z a n d o c o n e l l o u n m a r g e n t o t a l d e 7 5 0 0 0 u . m . C o n 
e s t a solución q u e d a n d i s p o n i b l e s 5 0 0 u . m . d e f u e r z a d e v e n t a , y 
l a s e x i g e n c i a s d e l m e r c a d o e n c u a n t o a l n i v e l d e producción d e l 
p r o d u c t o A s e s u p e r a n e n 5 5 u n i d a d e s . 

P e r o e l g e r e n t e d e T a r t e s o s p o d i a ( c o s a bástente f r e c u e n t e ) 
h a b e r p l a n t e a d o e l p r o b l e m a a n t e r i o r e n l o s s i g u i e n t e s térmi­
n o s : 

" N u e s t r o interés e s e n c o n t r a r a q u e l p r o g r a m a q u e c u m p l a 
m e j o r n u e s t r o s d e s e o s o a s p i r a c i n e s . E n c o n c r e t o , p e n s a m o s 
q u e 4 0 . 0 0 0 u . m . sería e l m i n i m o a c e p t a b l e p a r a e l m a r g e n t o t a l 
q u e a p a r t i r d e 7 2 . 0 0 0 u . m . comenzaría a s e r s a t i s f a c t o r i o . E n 
c u e n t o a l o s r e c u r s o s d e p u b l i c i d a d podríamos a p l i c a r n o m a s 
d e 1 9 0 u . m . , a u n q u e 1 5 0 sería l o más a d e c u a d o . E n f u e r z a d e 
v e n t a e s a aplicación d e r e c u r s o s n o debería s u p e r a r l a s 2 1 0 0 
u . m . , a u n q u e l o p r e s u p u e s t a d o e s 2 0 0 0 u . m . P o r último, a u n q u e 
e l m e r c a d o n o s e x i g e a t e n d e r u n a d e m a n d a d e 2 0 u n i d a d e s , c o ­
m o mínimo, d e l p r o d u c t o A , c o n s i d e r a r e m o s q u e a p a r t i r d e 3 0 
s e obtendrá e l n i v e l más s a t i s f a c t o r i o , a t e n d i e n d o a l a s c a r a c t e ­
rísticas d e n u e s t r a e m p r e s a " . 

E s e v i d e n t e q u e e s t a n u e v a f o r m a d e e x p o n e r e l p r o b l e m a 
está más c e r c a d e l a r e a l i d a d q u e l a a n t e r i o r . P o d e m o s c o m p r o ­
b a r q u e t a n t o e l o b j e t i v o c o m o l a s r e s t r i c c i o n e s n o s e h a n d e f i ­
n i d o c o n precisión, s i n o c o n c i e r t a v a g u e d a d . L a Programación 
l i n e a l B o r r o s a e s e l i n s t r u m e n t o q u e n o s v a a p e r m i t i r p l a n t e a r y 
r e s o l v e r l a " n u e v a f o r m a d e l p r o b l e m a " . 
D E F I N I C I O N D E L A S F U N C I O N E S D E P E R T E N E N C I A f¡ ((BX)¡) : 

f j ((BX)¡) = 0 f¡((BX)j = 1 

Función o b j e ­ 4 0 . 0 0 0 7 2 . 0 0 0 3 2 . 0 0 0 
t i v o (Z) 
Restricción d e 1 9 0 1 5 0 4 0 
p u b l i c i d a d 
Restricción d e 2 . 1 0 0 2 . 0 0 0 1 0 0 
f u e r z a d e v e n t a 
Restricción 2 0 3 0 1 0 
s o b r e x a 
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D i v i d i e n d o l o s d i f e r e n t e s n i v e l e s d e l a t a b l a a n t e r i o r p o r l o s 
k¡ r e s p e c t i v o s , o b t e n e m o s l a s f u n c i o n e s d e p e r t e n e n c i a f¡ 
((B'X)¡): 

f¡((B'X)¡) = 0 f¡((B'X)¡) = 1 _k¡_ 

Función o b j e - 1 ,25 2 , 2 5 1 
t i v o (Z) 
Restricción d e 4 , 7 5 3 , 7 5 1 
p u b l i c i d a d 
Restricción d e 2 1 2 0 1 
F u e r z a d e v e n t a 
Restricción 2 3 1 
s o b r e x a 

T e n i e n d o e n c u e n t a l o a n t e r i o r p o d e m o s e s t a b l e c e r e l s i ­
g u i e n t e p r o g r a m a l i n e a l : 

M a x . X „ - i 
X ^ ( - 7 2 . 0 0 0 + 1 0 0 0 x a + 1 6 0 0 x b + 1 0 0 0 x c + 1 4 0 0 x d ) 1 

X z (150-2xa-4xb-2xc-3xd)—¿-
X ^ ( 2 0 0 0 - 2 0 x a - 2 0 x b - 2 0 x c - 2 0 x d ) -

X ¡á ( -30 + x a ) ^ 
1 0 0 

1 0 
x a . x b ' x c x d - 0 

o p e r a n d o : 

M a x . X 
X Z - 2 , 2 5 + 0 , 3 1 2 5 x a + 0 , 0 5 x b + 0 , 0 3 1 2 5 x c + 0 , 0 3 5 x d 

\¡á 3 , 7 5 - 0 , 0 5 x a - 0 , 1 x b - 0 , 0 5 x c - 0 , 0 7 5 x d 

X ^ 2 0 - 0 , 2 x a - 0 , 2 x b - 0 , 2 x c - 0 , 2 x d 

X - 3 + 0 , 1 x a 

x a - x b - x C ' x d - 0 

I n t r o d u c i e n d o l a s v a r i a b l e s d e h o l g u r a ( h j ) y a r t i f i c i a l e s ( a p 
c o r r e s p o n d i e n t e s , e l p r o g r a m a a n t e r i o r q u e d a d e l a s i g u i e n t e 
f o r m a : 

M a x . X 
0 , 0 3 1 2 5 x a + 0 , 0 5 x b + 0 , 0 3 1 2 5 x c + 0 , 0 3 5 x d - X - h - | + a-| = 2 , 2 5 
0 , 0 5 x a + 0 , 1 x b + 0 , 0 5 x c + 0 , 0 7 5 x d + X + h 2 = 3 , 7 5 
0 , 2 x a + 0 , 2 x b + 0 , 2 x c + 0 , 2 x d + X + h 3 = 2 0 
0,1 x a - X - h 4 + a 2 = 3 
x a > x b - x c x d * 0 
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A p l i c a n d o e l a l g o r i t m o d e l S i m p l e x o b t e n e m o s l a s i g u i e n t e 
solución: 

x a = 7 3 , 8 4 6 4 h- | = 0 
x b = 0 h 2 = 0 
x c = 0 h 3 = 5 , 1 7 3 0 2 
x d = 0 h 4 = 4 , 3 2 6 9 4 

X = 0 , 0 5 7 7 ; Z = 1 0 0 0 . 7 3 , 8 4 6 4 = 7 3 . 8 4 6 , 4 u . m . 

Solución n o b o r r o s a Solución b o r r o s a 
O b j e t i v o Z = 7 5 . 0 0 0 u . m . Z = 7 3 . 8 4 6 , 4 u . m . 
Restricción 1 5 0 u . m . 1 4 7 , 6 9 2 8 u . m . 
p u b l i c i d a d 
Restricción 1 5 0 0 u . m . 1 4 7 6 , 9 2 8 u . m . 
f u e r z a d e v e n t a 
Restricción 7 5 7 3 , 8 4 6 4 
s o b r e x a 

A n a l i c e m o s gráficamente l a solución e n c o n t r a d a y c o m p a ­
rémosla c o n l a o b t e n i d a e n e l p l a n t e a m i e n t o o r i g i n a l : 

1) Función o b j e t i v o Z : 
Solución P . L Solución P . L . B . 

x a = 7 5 x a = 7 3 , 8 4 6 4 
Z = 7 5 . 0 0 0 ( B ' X ) = 0 , 0 3 1 2 5 . 7 3 , 8 4 6 4 = 2 , 3 0 5 

z . _ 7 5 . 0 0 0 _ 2 3 4 X z - 2 , 2 5 + 2 , 3 0 5 = 0 , 0 5 7 7 
3 2 . 0 0 0 

Z = 1 0 0 0 . 7 3 , 8 4 6 4 = 7 3 , 8 4 6 , 4 
u . m . 

Z * = Z n o r m a l i z a d o ; P . L = Programación L i n e a l 
P . L . B . = Programación L i n e a l B o r r o s a 

O b s e r v a m o s q u e e n l a solución c o n P . L . B . , e l n i v e l a l c a n z a ­
d o e n e l o b j e t i v o ( B ' X ) e s 2 , 3 0 5 ( e q u i v a l e n t e a 7 3 , 8 4 6 , 4 u . m . ) , e x i s ­
t i e n d o , p o r l o t a n t o , u n a h o l g u r a p o s i t i v a d e 0 , 0 5 7 7 ( v a l o r d e A ) 
s o b r e e l n i v e l 2 , 2 5 ( e q u i v a l e n t e a 7 2 . 0 0 0 u . m . ) a p a r t i r d e l c u a l e l 
v o l u m e n d e b e n e f i c i o s s e c o n s i d e r a s a t i s f a c t o r i o . E n d e f i n i t i v a , 
aquí X r e p r e s e n t a ( e n términos n o r m a l i z a d o s ) l a h o l g u r a c o n 
q u e e l v o l u m e n d e b e n e f i c i o s a l c a n z a d o s u p e r a e l n i v e l s a t i s f a c ­
t o r i o . 
2) Restricción d e p u b l i c i d a d 

Solución P . L . 

x a = 
2 x a = 

7 5 
1 5 0 z 1 5 0 

1 5 0 = 3 , 7 5 

SoiuciónJM-JJ. 
x a = 7 3 , 8 4 6 4 
(B'X)¡ = 0 , 0 5 x a = 
0 , 0 5 . 7 3 , 8 4 6 4 = 3 , 6 9 3 2 

\ Z 3 , 7 5 - 3 , 6 9 3 2 = 0 , 0 5 7 7 

3,6932 3,75 
(BX), 

E n l a restricción s o b r e g a s t o p u b l i c i t a r i o , y e n e l p l a t e a -
m i e n t o d e P . L . B . , e l n i v e l s a t i s f a c t o r i o s e sitúa e n 3 , 7 5 ( e q u i v a ­
l e n t e a 1 5 0 u . m . ) , a u n q u e s e a d m i t e u n a violación h a s t a 4 , 7 5 
( e q u i v a l e n t e a 1 9 0 u . m . ) . Aquí X r e p r e s e n t a también l a h o l g u r a 
s o b r e e l n i v e l s a t i s f a c t o r i o , y d a d o q u e t o m a e l v a l o r 0 , 0 5 7 7 , s i g ­
n i f i c a q u e e s t a restricción s e sitúa e n 3 , 6 9 3 2 ( e q u i v a l e n t e a 
1 4 7 , 7 2 8 u . m . ) , l o q u e i n d i c a q u e c o n e s t a solución n o s e a g o t a n 
t o d o s l o s r e c u r s o s d e p u b l i c i d a d . . 

3 ) Restricción d e f u e r z a d e v e n t a 
Solución P . L . Solución P . L . B . 

x a = 7 5 x a = 7 3 , 8 4 6 4 
2 0 x a = 1 5 0 0 Z 2 0 0 0 (B'X)¡ = 0 , 2 . x a = 

0 , 2 . 7 3 , 8 4 6 4 = 1 4 , 7 6 9 2 8 
1 5 0 0 1 5 X z 2 0 - 1 4 , 7 6 9 2 8 = 5 , 2 3 0 7 2 = 
1 0 0 h 3 + X = 5 , 1 7 3 0 2 + 0 , 0 5 7 7 
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E n l a solución d e P . L . B . e l c o n s u m o d e f u e r z a d e v e n t a s e 
sitúa e n 1 4 , 7 6 9 2 8 ( e q u i v a l e n t e a 1 4 7 6 , 9 2 8 u . m . ) , e x i s t i e n d o , p o r 
l o t a n t o , u n a h o l g u r a d e 5 , 2 3 0 7 2 s o b r e e l n i v e l s a t i s f a c t o r i o d e 
2 0 ( e q u i v a l e n t e a 2 0 0 0 u . m . ) . L a v a r i a b l e h 3 = 5 , 1 7 3 0 2 , c o r r e s ­
p o n d i e n t e a e s t a restricción, r e c o g e l a h o l g u r a q u e s u m a d a a A 
= 0 , 0 5 7 7 e x p l i c a l a d i f e r e n c i a c o n e l n i v e l s a t i s f a c t o r i o . E n l a 
solución d e P . L . e s t a restricción t o m a v a l o r 15 ( e q u i v a l e n t e a 
1 5 0 0 u . m . ) c o n l o q u e p o d e m o s c o n c l u i r q u e l a c a n t i d a d d e r e ­
c u r s o s d e f u e r z a d e v e n t a u t i l i z a d o s e n e l p l a n t e a m i e n t o P . L . B . 
e s m e n o r q u e e n e l P . L . 

4 ) Restricción s o b r e x a 

Solución P . L . 

x a = 
x a = 
75_ 
10 

7 5 

7 5 5> 2 0 

= 7 , 5 

f j (BX)¡ 

Solución P . L . B . 
x a = 7 3 , 8 4 6 4 
( B ' X ) = 0 ,1 . x a = 
0 , 1 . 7 3 , 8 4 6 4 = 7 , 3 8 4 6 4 
X Z - 3 + 7 7 , 3 8 4 6 4 = 4 , 3 8 4 6 4 

h 4 + X = 4 , 3 2 6 9 4 + 0 , 0 5 7 7 
X + h , 

i i 

7,38464 7,5 
(BX): 

E l v a l o r q u e a l c a n z a e s t a restricción e n P . L . d e 7 ,5 
( e q u i v a l e n t e a 7 5 u n i d a d e s ) . E n e l p l a n t e a m i e n t o d e 
P . L . B . s e c o n s i d e r a q u e e l n i v e l a c e p t a b l e e s a p a r t i r 
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d e 3 ( e q u i v a l e n t e a 3 0 u n i d a d e s ) , t o m a n d o l a r e s t r i c ­
ción e l v a l o r 7 , 3 8 4 6 4 ( e q u i v a l e n t e a 7 3 , 8 4 6 4 u n i d a d e s ) , 
y l a d i f e r e n c i a d e e s t a c o n e l n i v e l s a t i s f a c t o r i o s e e x ­
p l i c a p o r e l v a l o r t o m a d o p o r h 4 y A . 

E n d e f i n i t i v a , l a solución d e l p l a n t e a m i e n t o d e P . L . B . s a t i s ­
f a c e l o s d e s e o s d e l e m p r e s a r i o , p e r o n o l l e g a a l n i v e l óptimo a l ­
c a n z a d o p o r l a solución d e P . L E s t o e s d e b i d o , lógicamente, a l 
h e c h o d e a d m i t i r c i e r t a s v i o l a c i o n e s s o b r e l a s r e s t r i c c i o n e s e s ­
t a b l e c i d a s y a t r a b a j a r c o n u n e n f o q u e d e "satisfacción" y n o 
" o p t i m i z a n t e " . D e c u a l q u i e r f o r m a , h e m o s d e señalar q u e e n l a 
práctica e s t a s s i t u a c i o n e s c o m p a r a t i v a s , c o m o l a q u e h e m o s 
e x p u e s t o , n o s e p r e s e n t a n , p u e s e l p r o b l e m a s e r e s u e l v e , e n v i r ­
t u d d e l a m b i e n t e e n q u e s e p l a n t e e y según e l g r a d o d e i n f o r m a ­
ción d i s p o n i b l e , c o n u n a u o t r a técnica. 

5. C O N S I D E R A C I O N E S F I N A L E S 
E l d e s a r r o l l o d e t o d o l o a n t e r i o r n o s h a p e r m i t i d o e s t a b l e ­

c e r l a s s i g u i e n t e s c o n c l u s i o n e s : 
1 . - L a P . L . B . s e m u e s t r a c o m o u n i n s t r u m e n t o d e g r a n u t i l i ­

d a d e n l a modelización d e l o s p r o b l e m a s d e decisión o r i e n t a d o s 
h a c i a l a optimización b a j o r e s t r i c c i o n e s c u a n d o o b j e t i v o s y / o 
r e s t r i c c i o n e s ( e x p r e s a d o s p o r e c u a c i o n e s l i n e a l e s ) n o s e d e f i ­
n e n c o n e x a c t i t u d . 

2 . - T a l e s o b j e t i v o s y / o r e s t r i c c i o n e s p u e d e n d e f i n i r s e , e n ­
t o n c e s , c o m o c o n j u n t o s b o r r o s o s , y c o m o t a l e s l l e v a n implíci­
t a s s e n d a s f u n c i o n e s d e p e r t e n e n c i a . 

3 . - E s o b v i o q u e e s t a s f u n c i o n e s d e p e r t e n e n c i a s u p o n e n 
u n a aproximación a l a función d e u t i l i d a d d e l d e c i s o r . 

4 . - F r e n t e a l e n f o q u e o p t i m i z a n t e d e l a P . L , l a P . L . B . u t i l i z a 
u n e n f o q u e d e "satisfacción". 

5 . - E l l e c t o r habrá s i n d u d a , d e t e c t a d o l a s i m i l i t u d e n t r e e l 
e n f o q u e d e P . L . B . y e l d e l a Programación p o r O b j e t i v o s ( P . P . O . ) . 
E n e f e c t o , l a P . L . B . p u e d e c o n s i d e r a r s e c o m o u n c a s o d e P . P . O . , 
p e r o a n u e s t r o j u i c i o , l a aproximación s o b r e l a función d e u t i l i ­
d a d d e l d e c i s o r e s m a y o r e n a q u e l l a q u e e n e s t a . E n u n próximo 
artículo e s p e r a m o s p o d e r d e s a r r o l l a r e l análisis c o m p a r a t i v o 
e n t r e l a P . L . B . y l a P . P . O . 

6 . - Q u e r e m o s r e s a l t a r q u e n o s e t r a t a d e e n f r e n t a r u n a téc­
n i c a c o n o t r a : P . L . v e r s u s P . L . B . , s i n o d e a p l i c a r l a más a d e c u a ­
d a e n función d e l a m b i e n t e e n e l q u e s e t o m a l a decisión y d e l a 
información d i s p o n i b l e s o b r e o b j e t i v o s y r e s t r i c c i o n e s . 

7 . - P o r último, y e n v i r t u d d e t o d o l o e x p u e s t o , p e n s a m o s 
q u e l a P . L . B . , y e n g e n e r a l l a Programación Matemática B o r r o s a , 
r e c l a m a n u n s i t i o i m p o r t a n t e e n e l método o p e r a t i v o d e l a e c o ­
nomía d e l a e m p r e s a . 
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6. N O T A S Y B I B L I O G R A F I A 

(1) N o o b s t a n t e , c u a n d o e l a m b i e n t e s e d e f i n e c o m o a l e a t o r i o 
p u e d e h a c e r s e u s o d e l a d e n o m i n a d a Programación Matemáti­
c a Estocástica. 

(2) A u n q u e h a b l a m o s d e a m b i e n t e s b o r r o s o s , sólo o b j e t i v o s y 
r e s t r i c c i o n e s serán, e n e s t e a r t i c u l o , c o n s i d e r a d o s c o m o t a l e s , 
mientrás q u e e l s i s t e m a s o b r e e l q u e s e o p e r e s e c o n s i d e r e n o 
b o r r o s o . 

(3) A e s t e r e s p e c t o veáse: M A R T I N A R M A R I O , E . : " L a Teoría d e 
l o s C o n j u n t o s B o r r o s o s y l a t o m a d e D e c i s i o n e s " , I I I C o l o q u i o s 
s o b r e t e m a s e m p r e s a r i a l e s , U n i v e r s i d a d H i s p a n o a m e r i c a n a 
S a n t a María d e L a Rábida, P u b l i c a c i o n e s d e l C . U . R . ( e n p r e n s a ) . 

(4) P a r a u n a profundización e n l a Programación Matemática B o -
r r o s o s a p u e d e c o n s u l t a r s e : 

- T A N A K A , H . ; O K U D A , T , ; A S A I , K.: " O n F u z z y -
M a t h e m a t i c a l P r o g r a m m i n g " , J o u r n a l o f C y b e r n e t i c s , 
v o l . 3 , n.° 4 1 9 7 4 , págs 3 7 - 4 6 . 
- D U B O I S , D. : " F u z z y S e t s a n d S y s t e m s : T h e o r y a n d A p ­
p l i c a t i o n s " , A c a d e m i c P r e s s , S a n F r a n c i s c o , 1 9 8 0 . 

(5) E n l a p r i m i t i v a teoría d e c o n j u n t o s s e e s t a b l e c e q u e , d a d o u n 
c o n j u n t o A = { x } , p e r t e n e c i e n t e a l e s p a c i o u n i v e r s a l E, s e d e n o ­
m i n a función característica d e A a a q u e l l a función A A ( X ) q u e t o ­
m a v a l o r 1 p a r a t o d o e l e m e n t o d e A q u e s a t i s f a g a l a s i g u i e n t e 
condición: x ^ E ; y t o m a v a l o r 0 p a r a l o s v a l o r e s d e x E . E s d e ­
c i r , e s t a función e s t a b l e c e s i e l e l e m e n t o e n cuestión p e r t e n e c e 
o n o a l c o n j u n t o A . E n l a teoría d e l o s c o n j u n t o s b o r r o s o s e s a 
función s e d e n o m i n a d e " p e r t e n e n c i a " y t o m a v a l o r e s c o m p r e n ­
d i d o s e n t r e 0 y 1 . Así, u n c o n j u n t o B será b o r r o s o s i , p a r a c u a l ­
q u i e r e l e m e n t o d e l e s p a c i o u n i v e r s a l E , s e dá u n i n t e r v a l o d e n i ­
v e l e s d e p e r t e n e n c i a , e s d e c i r , d e l a n o p e r t e n e n c i a a b s o l u t a 
h a s t a l a p e r t e n e n c i a nítida. U n e j e m p l o d e e s t e t i p o d e c o n j u n t o 
p u e d e s e r e l s i g u i e n t e : B = { (5 , 0 . 8 ) , ( 6 , 1 ) , ( 7 , 0 . 5 ) , (8 , 0 . 1 ) } d o n d e 
o b s e r v a m o s q u e l o s números 5 , 6 , 7 y 8 i n t e g r a n e l c o n j u n t o B , 
p e r o c a d a u n o d e e l l o s p e r t e n e c e a l m i s m o c o n u n g r a d o d e i n ­
t e n s i d a d d i f e r e n t e ; así, e l 5 t i e n e u n a i n t e n s i d a d d e p e r t e n e n c i a 
d e 0 . 8 , m i e n t r a s q u e p a r a e l 7 e s sólo d e 0 . 5 . E n d e f i n i t i v a , t o d o 
c o n j u n t o b o r r o s o p u e d e d e f i n i r s e , e n t o n c e s , p o r u n a p a r e j a d e 
v a l o r e s , t a l y c o m o s e i n d i c a : B = { ( x , A B W ) 1 x e E } . 

A u n q u e l a función d e p e r t e n e n c i a p u e d e a d o p t a r d i v e r s a s 
f o r m a s , e n e s t e a r t i c u l o u t i l i z a r e m o s e s e n c i a l m e n t e l a s l i n e a ­
l e s , u n o d e c u y o s e j e m p l o s p u e d e s e r e l s i g u i e n t e : 
8 0 

K1 K2 

P a r a u n a ampliación d e l o s c o n c e p t o s d e " c o n j u n t o b o r r o -
s o " y d e "función d e p e r t e n e n c i a " veáse: 

- Z A D E H , L : " F u z z y S e t s " , I n f o r m a t i o n a n d C o n t r o l , v o l . 8 , 
1 9 6 5 , págs. 3 3 8 - 3 5 3 . 
- K A U F M A N N , A . : " I n t r o d u c t i o n a l a t h e o r i e d e s s o u s -
e n s e m b l e s f l o u s , 1 . Eleménte t h e o r i q u e s d e b a s e " , M a s s o n , 
P a r i s 1 9 7 7 . 
- A Z O R I N P O C H , F . : " A l g u n a s a p l i c a c i o n e s d e l o s c o n j u n t o s 
b o r r o s o s a l a estadística", I n s t i t u t o N a c i o n a l d e Estadística, 
M a d r i d 1 9 7 9 . 

(6) B E L L M A N , R . E . : Z A D E H , L A . : "Decisión-Making a F u z z y E n v i r o n -
m e n t " , M a m a g e m e n t S c i e n c e v o l . 1 7 , n.° 4 , 1 9 7 0 págs 1 4 1 - 1 6 4 . 
(7) A e s t e r e s p e c t o p u e d e c o n s u l t a r s e : 

- K I C K E R T , W . J . : " F u z z y T h e o r i e s o n Decisión-Making", E i n d -
h o v e n U n i v e r s i t y o f T e c h n o l o g y , 1 9 7 8 . 
- Z I M M E R M A N N , H . J . : " D e s c r i p c t i o n a n d O p t i m a z a t i o n o f 
F u z z y S y s t e m s " I n t e r n a t i o n a l J o u r n a l G e n e r a l S y s t e m s , v o l . 2 
1 9 7 6 , págs 2 0 9 - 2 1 5 . 
- N E G O I T A , C . U . ; S U L A R I A , M . : " O n F u z z y M a t h e m a t i c a l P r o ­
g r a m m i n g a n d T o l e r a n c e s i n P l a n n i n g " , E C E C S R J o u r n a l , v o l . 
1 , 1 9 7 6 , págs 3 - 1 4 . 

(8) H e m o s d e señalar d e n u e v o , q u e e n e s t e p l a n t e a m i e n t o sólo c o n s i ­
d e r a m o s c o m o b o r r o s o e l o b j e t i v o y l a s r e s t r i c c i o n e s p e r o n o e l s i s t e ­
m a s o b r e e l q u e s e actúa. A s i m i s m o , l o s c o e f i c i e n t e s d e l a m a t r i z A p o ­
drían s e r d e f i n i d o s c o m o c o n j u n t o s b o r r o s o s , a u n q u e e n e s t e c a s o n o 
h a s i d o así. 
(9) Veáse D Y S O N , R . G . : " M a x i m i n P r o g r a m m i n g , F u z z y L i n e a r P r o g r a m ­
m i n g a n d M u l t i c r i t e r i a Decisión-Making", J o u r n a l o f t h e O p e r a t i o n a l 
R e s e a r c h S o c i e t y , v o l . 3 1 , n.° 3 , M a r z o 1 9 8 0 , pág. 2 6 3 - 2 6 7 . 
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