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iQué gloria seria para esta Ciencia si ella pudiese
servir para regular los juicios y la conducta de los hombres

en la prdctica de las cosas de la vida!

Montmort (1713), pag. iii
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1. Breves detalles bibliograficos
1.2. Sobre el contenido del Essay

1.3. Sobre el contenido de la tesis

La dltima parte del siglo XVII es notable en latbisa de las matematicas. No
sb6lo estaba Newton (1642-1727), el mas grande nddieonde todos los
tiempos, en su etapa de mayor productividad, sueagemas, en toda Europa
habia matematicos que competian con €l en su pcapipo, a la hora de volcar
sus ideas sobre algebra y el nuevo célculo. Dessip] la influencia y ejemplo

de Newton se hizo sentir con fuerza en el trabajs filésofos naturales.

En este periodo, nos encontramos con el filésofibriie (1646-1716)
como un arbitro del destino cientifico. Las opirsmpueden diferir respecto a su
poder creativo en el campo del analisis, pero lieiba convierte en un foco que
da luz y es referente para los matematicos eurpmeossu actitud critica en
ocasiones y con su poder diseminador de sus sugeranevos teoremas. Su
influencia sobre la familia Bernoulli y sobre elugp de matematicos que
trabajaban en Paris no puede ser subestimadaekasysi contribuye al propio
calculo de probabilidades, (la profesora de Morar{@s, 2011 y 2012 ha ido
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mostrando las aportaciones de esta autor a laum&olde algunos problemas
relacionados con el nuevo célculo) pero no hay dielgue su exposicion del
calculo diferencial y su trabajo sobre series erpoiales (por acotar solo dos de
sus contribuciones) facilita el camino a postesoexances en teoria de la

probabilidad.

Las aplicaciones de nuevas técnicas matematicastdemas de datos
observacionales siempre muestran un desfase, jwgmasunto es evidenciado
con mas claridad que en el calculo de probabilisiadgeemes Bernoulli, ensefiante
e investigador en Basilea entre 1685 y 1705, caatedo las ideas mateméticas
de Leibniz y afladiendo muchas propias, fue el pomen apreciar como el
entonces “moderno” andlisis podia ser usado eralello de juegos de azar.
Tanto él como De Moivre (1667-1754) no hubiesentrdamdo tanto como lo
hicieron sin la ayuda de es “nuevo” andlisis. Mamtintomo las ideas de James
de sus trabajos de 1685 en adelante y llevé awalestudio minucioso de varios
juegos de azar usando el analisis matematico admqaor €l, mientras que De
Moivre, cuyas primeras ideas eran hasta ciertogoreftexiones de Montmort y
Bernoulli, finalmente alcanzo su altura completaagalizando y extendiendo su
trabajo. Montmort es un personaje atractivo soliieny quizas, se ha prestado
atencion insuficiente. Pero indudablemente, éliibsp De Moivre, y de su
correspondencia con Nicholas Bernoulli conseguimoa mayor apreciacion

sobre James, que era tio de Nicholas.

Para 1708, afio de la publicacion de la primeraid@didel Essayde
Montmort, el célculo de probabilidades, aunque adcipiente, ya habia
generado frutos importantes. En verano de 1654 reelupe la famosa
correspondencia entre Pascal y Fermat (Basultofi@em 2007). Aunque no fue
publicada hasta afios mas tarde, formando part@sdaebkas completas pdstumas
de Pascal, el contenido de la misma fue conociqndaé&ente por sus

contemporaneos gedmetras. En 1657, el holandéserdsygublica un pequefio
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tratado sobre calculo de probabilidades, formandotep de una obra
enciclopédica matematica de su maestro Von Scho@@amufiez, Basulto,
2011). Huygens aborda todos los problemas tratedda correspondencia antes
citada y le da su vision particular y su forma deofucion incorporando por
primera vez el término “esperanza”. En 1670, ehéspJuan Caramuel publica
una obra enciclopédica de contenido matematicaaué se incluye un tomo
titulado Kybeia (juegos de dados, en griego) dosidae en la misma linea de
Huygens incorporando la resolucion de problemasusvos juegos (Camufiez,
Basulto, Garcia del Hoyo, 2007).

Otros autores que hicieron pequefias aportacionestgueste periodo
previo a la publicacién de la primera edicion dss&y son: en 1678, el britanico
Thomas Strode publica en Londres un tratado sobmbimatoria, en 1679, el
matematico francés Joseph Sauver publicaJemrnal des Scavansalguna
férmula sin demostracion sobre la ventaja del Bamguen el juego de la
Bassette (juego de cartas de moda en la alta samCiparisina y sobre el que
Montmort realizara sus propios céalculos), en 188%llis publica suAlgebra
donde incluye una seccion sobre combinatoria, y1&85, James Bernoulli
propone en elJournal des Scavanslos problemas sobre juego de dados
(generalizaciones del Problema 1 del final del aaat Huygens) para ser
resueltos (Hald, 1989). James Bernoulli tenia casipletamente redactado su
“revolucionario” tratadoArs Conjectandi pero su muerte prematura (1705)
retrasd su publicacién hasta 1713. Con la publicade la primera edicion del
Essayen 1708 se inicia una larga lista de importanteblipaciones y de
reputados autores sobre el asunto que nos ocupagie el propio Hald (1989)
titula “El gran salto hacia delante”: Nicolas Beuwiio (1709 y 1717), J.
Arbuthnott (1712), A. de Moivre (1712, 1717 y 171.8mes Bernoulli (1713), la
segunda edicion délssayde Montmort (1713), N. Struyck (1716).
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1.1. BREVES DETALLES BIOGRAFICOS

El Eloge de M. de Montmorte Fontenelle esta incluido en el volumen de 1719
de laHist. de 1'Acad...Parisgque fue publicado en 1721; de este tomamos
algunos detalles biograficos sobre nuestro autambién, en David (1962)

encontramos ricos comentarios biogréaficos en l@srmps basamos para elaborar

estas notas.

La vida de Pierre-Rémond de Montmort, después decamienzo
tormentoso, fue simple, feliz. Pierre Rémond, ques tarde se conoceria como
Pierre Rémond de Montmort, naci6é en Paris, el 2éalebre de 1678, en una
familia acomodada noble, siendo el segundo dehijes de Frangois Rémond,
sefior de Breviande y Marguerite Rallu. Francoiscal@cter rigido e inflexible
aconsejo a su hijo Pierre estudiar leyes, teni@niolo dispuesto para que Pierre

ocupara una magistratura que él dejo vacante desleuaberla conseguido.

Después de la universidad comenz6 a estudiar leges a la edad de
dieciocho afios se fue de casa. En primer lugaglaterra para estudiar inglés,
aficionandose al estilo de vida inglés. Despuégvaalos Paises Bajos y, a
continuacién, a Alemania. Alli visitd a su primo Bt Chamoys, en Regensburg,
donde encontré una copia tda Recherche de la Véride Malebranche, cuya
lectura afectd significativamente al joven Rémobédcidié volver a su casa y
hacer las paces con su padre. Asi, en 1699, athd=d21 afios vuelve a Francia,
donde comenz6 a estudiar con Malebranche. Su gatleeié poco después,

dejandole, a la edad de 22 afos, una inmensa éortun

A pesar de la conducta anterior de Rémond, no eaya vida disipada en
la que era natural pensar que cayese un joven rdgblsu época, y por el
contrario, siguié sus estudios con vigor. Su cosigerle fue muy atil y continué

ocupando su tiempo con la religion, y estudiantisdifia y matematicas con su
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guia, su maestro y amigo el Padre Nicholas de Mahehe que estaba entonces
en la Casa del Oratorio de Saint Honoré de Pasisidi® algebra y geometria
con M. Carré y M. Guisnée. Durante tres afios, étrg joven matematico,
Francois Nicole (1683-1758) aprenden por si mismsobre los ultimos

desarrollos matematicos.

En 1700 vuelve a Inglaterra de nuevo (en 1700),etgmoposito de poder
conocer a algunos matematicos ingleses y en plartia Newton. Esta visita dio
posteriormente impetu a su estudio de matematicaggresdé a Paris para
proseguir sus estudios en algebra, geometria yealancalculo, que él encontré

“espinoso™

Al volver a Francia Rémond siguio el consejo dehstmano y acepto
suceder a su hermano mayor como canonigo de Naineelle Paris. Debido a
Su reciente herencia no necesitaba los ingreses gesicion en la Iglesia, por lo
gue dondé una suma elevada para caridad. En 1704¢réomma finca en
Montmort (convirtiendose entonces en Pierre RémiamdMontmort. También
utilizé6 su fortuna para la ciencia, por ejemplo, Ef09 organizé y pago la

impresidn de cien copias de la obra Quadraturade Isaac Newton.

Dos afios después de comprar la finca (1706) oehansu canonjia con
el fin de casarse con la sobrina nieta de la d@gdesAngulema. La duquesa
vivio en el castillo de Mareuil, propiedad vecindaainca de Montmort y ello
provoca el encuentro, en una visita de cortesiasavecinos, con Marguerite.
Vivio la mayor parte de su vida muy feliz en sutitlasde Montmort, donde

invitaba a menudo a los principales matematicos.

! Se puede especular aqui sobre el nuevo célculmtriot puede haber oido hablar del mismo en
Londres, pero él usa la notacidue Leibniz lo que implicaria que lo aprendié de fuente no inglesa.
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Después de su matrimonio se instald en su casardpacy se dedico a
trabajar sobre teoria de la probabilidad. No se galy qué eligio este topico,
pues €l no era jugador. Era conocido en Franciamgbién conocido por
Montmort, que James Bernoulli habia dejado, en @ihento de su muerte, el
manuscrito de un libro sobre el asunto. Posibleenéfbntmort tuvo contacto
con algun discipulo de James (aunque se piensaajge encontrd con Nicolas
hasta 1709) y este contacto le inspir6 a perseguimuevo calculo con sus
fascinantes lineas colaterales como la suma dessefinitas o la manipulacion
de coeficientes binomiales (a través de John Bditambién se ofrecio para

imprimir Ars Conjectandi

La fama de Montmort se debe a su libro sobre ldabiidad Essay
d’Analyse sur les Jeux d’HazardComo dice Todhunter (1865), “En 1708
publicé su trabajo sobre Probabilidad donde, coralantia de Colon, reveld un

nuevo mundo a los matematicos”.

La introduccion de Montmort en estos estudios susggun el propio
Montmort nos indica, a partir de la peticion deualgs amigos de determinar la
ventaja del banquero en el juego del Pharaon. Epreflacio de su obra

Montmort dice:

Varios de mis amigos me habian incitado, hace gapb, a
ensayar si el Algebra no podria lograr determinasdtes la ventaja del
Banquero en el Juego del Faradén. Nunca habia osaclumeter esa
investigacion, pues sabia que el numero de todas daversas
ordenaciones posibles de cincuenta y dos cartawepasa mas de cien
mil millones de veces la de los granos de arenamueda contener el
globo terraqueo; y no me parecia posible discerem, un nimero tan
grande, las ordenaciones que son ventajosas allmmg de aquellas que

son contrarias o indiferentes. Estaria aun en gstgjuicio si los éxitos
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luminosos del sefior Bernoulli no me hubiesen ideithace algunos afios
a buscar los diferentes azares de este juego. Esidithoso de lo que no
habia osado esperar, pues ademas de la solucidrergerde este
problema, he descubierto los caminos que eran agiossdisponer para
descubrir una infinidad de problemas similares, ngliso mucho mas
dificiles. He sabido que se puede ir mas lejossta rreno donde nadie
aun habia estado; me precio de que se podia hacer amplia
recoleccion de verdades igualmente curiosas y raieesto me ha hecho
pensar en trabajar a fondo sobre esta materia, esleo de compensar de
alguna manera al Publico de la pérdida que se dariastuviese privado
de la excelente Obra del sefior Bernoulli. Diversaiexiones me han

confirmado en este designio.

El resultado de sus investigaciones fue publicatd@ldssay d’Analyse
sur les Jeux de Hasariinpreso en Paris en 1708. Esta primera ediciora es,
menudo, pasada por alto debido a la mayor extend#®nla segunda. El
incremento se debe a la introduccién de un trasalbe combinaciones que
ocupa las paginas 1-72, asi como a la incorporaeidnésta ultima de la

correspondencia Montmort-Bernoulli, digna de coragat

Montmort colaboré con Nicolas Bernoulli en una espondencia
fascinante que comenz6 en 1710. Discutieron mudbogs, en particular,
preguntas sobre probabilidad que surgen del lieravidntmort. N. Bernoulli
paso tres meses en el castillo de Montmort él leubbbia invitado y le escribe
en una carta de fecha 5 de septiembre de 17 2speranza que usted me da,
Sefior, de darme el honor de que llegue a visitaagei, me da un placer
infinito. Sin embargo, N. Bernoulli y Montmort no discutehoste probabilidad

en sus cartas.
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En la primera edicién sélo hay un autor, el pradiontmort; la segunda
ediciébn, mucho mas completa, nos atrevemos a daeires probablemente una
mixtura de Montmort y Nicolas Bernoulli. EI heche due él lo escribiera todo
fue probablemente una suerte para el calculo deapiiidades. Que un noble de
Francia y ex-canénigo de Notre-Dame encuentre tpteblemas dignos de
especulacion y no como un estudio impio, dara ahtasun cierto caché y un
aire de respetabilidad que permitié a los simplegaies la libertad para trabajar
sin ser molestados. Aun asi, Montmort consider@se@o escribir una apologia
sobre el hecho de haber pasado su tiempo trabagoiute tales problemas y

escribié esto con una rectitud autoconsciente:

Es particularmente en los Juegos de azar donde emgarla
debilidad del espiritu humano y la inclinacion qiiene hacia la
supersticion. Nada es tan ordinario como ver a udogadores atribuir
sus desgracias a las personas que se les aceraoinas circunstancias
gue no son menos indiferentes a los acontecimielgbgiego. Hay quien
se hace una ley de no tomar nada méas que cartatasayue han ganado,
con el pensamiento de que una cierta suerte les s, por el
contrario, se atan a tomar cartas perdedoras, enof@nion de que
habiendo perdido varias veces, es menos verosingl ejlas seguiran
perdiendo, como si el pasado pudiese decidir algwes el futuro. Hay a
guienes les afectan ciertos lugares y ciertos df#es.ve que rehusan
mezclar las cartas, si éstas no estan en cierthsg@bnes, y quienes
creerian perder infaliblemente si estuviesen segiasade sus reglas. En
fin, la mayoria busca sus ventajas donde no esidnen las descuidan

enteramente.

Se puede decir mas o menos lo mismo de la condietis
hombres en todas las acciones de la vida dondeaeltama parte. Estos

son los mismos prejuicios que los gobernantesa @émaginacion quien
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regula sus pasos, y que hace nacer a ciegas susdey sus esperanzas.
Con frecuencia ellos abandonan un pequefio bienreepgara correr
temerariamente tras un bien mayor, cuya adquisigsrtasi imposible; y
con frecuencia, por demasiada desconfianza, re@mn@ esperanzas
considerables y bien fundadas, por conservar un big/o valor no tiene
punto de proporcién con lo que ellos rechazan. hgipio general de
estos prejuicios y de estos errores es que la niayde los hombres
atribuyen la distribucion de los bienes y de lodasay, en general, de
todos los acontecimientos de este mundo a unadfdatal que actda sin
orden y sin regla, creyendo ellos que vale tantanalonarse a esta
Divinidad ciega, que se llama Fortuna, como foraaal serle favorable

siguiendo reglas de prudencia que les aparecenimaagmente.

He creido pues que seria util, no sélo a los jugadasino a los
hombres en general, saber que el azar tiene reglas pueden ser
conocidas y que por falta de conocimiento de esiglas cometen todos
los dias errores, cuyos resultados molestos leemaler imputados con
mas razon que al destino al que ellos acusan. Ydoiggroporcionar en
prueba una infinidad de ejemplos extraidos o bietod juegos, o bien de
otras cosas de la vida en las que el suceso depdeldezar. Es cierto que
los hombres no se sirven lo suficiente de su égara obtener lo que
ellos desean incluso con el mayor ardor, y que @aceh suficiente
esfuerzo para quitarle a la Fortuna lo que ellogigan sustraerle por las

reglas de la prudencia.

Se ha creido que esta materia podria excitar laiogidad de
aquellos que incluso tienen menos en conocimierdabstractos.
Naturalmente, se desea ver claro en aquello quehaee, incluso
independientemente cualquier interés. Se jugaria, deida, con mas

agrado si se pudiese saber en cada lanzamientsgdaranza que se tiene
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de ganar, o el riesgo que se corre de perder. $&iasmas tranquilo
sobre los acontecimientos del juego, y se evitanés el ridiculo de
aquellas quejas continuas en las que se dejara imhyor parte de los

Jugadores en los desafios mas comunes, los qoe [eostrarios.

Si el conocimiento exacto de los azares del juegesisuficiente a
los jugadores para hacerles ganar, puede al memosgirspara hacerle
tomar el mejor partido en las cosas dudosas y,ue es mas importante,
ensefarle hasta qué punto son desfavorables phra lels condiciones de
ciertos juegos que la avaricia y la ociosidad imtbzen todos los dias.
Para mi, creo que si los jugadores supieran quendoaponen en el
Faradn un luis de trece libras sobre una carta duaepasado tres veces,
no siendo el montén mas que de doce cartas, esspneente Io mismo
gue si diesen como pura donacion una libra, unysalcho deniers al
Banquero, entonces habria pocos que quisiesenrtéat&ortuna con

tanta desventaja.

La conducta de los hombres hace la mayor parteadeveces su
buena o mala fortuna, y las personas prudentesall@zar lo menos que
ellos pueden.

No podemos conocer el futuro, pero siempre podemdss juegos
de azar y, con frecuencia, en las otras cosas deida, conocer con
exactitud jcuanto es mas probable que cierta casara de tal manera
antes que todas las demas! Y puesto que estariaaglimites de nuestro

conocimiento, debemos al menos tratar de alcangarlo

Todo el mundo sabe que en el defecto de la evaledebemos
buscar la verosimilitud para aproximarnos a la vadg pero no se sabe

bastante qué hay de las verosimilitudes mas grapaeas pequefias en el

10
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infinito, y cuél es el espiritu para ser buen judebpiéndose distinguir
todos los grados, puesto que ocurre con frecuegu@&una cosa siendo
incierta, es sin embargo cierta e incluso igualededente que la que es

verosimil, y mas verosimil que todas las demas.

Parece que no se esta bastante advertido hastaeskpte que se
puede dar reglas infalibles para calcular las ddacias que se encuentra

entre diversas posibilidades.

Se ha querido dar en esta Obra un ensayo de esteonarte,
aplicandolo a una materia en la que ha habido haatmi una gran
oscuridad, y que no parecia susceptible de pratialguna. Se ha creido
gue era mas apropiada que cualquier otra, que sa@rada por el
Andlisis, este arte maravilloso que es la llave tddas las ciencias
exactas, y que no esta al parecer descuidado naaque porque no se
conoce lo suficiente el alcance de sus usos; poegeer de que solo se
haya empleado justo hasta aqui el Algebra y el itisamas que para
descubrir unas razones constantes e inmutable® eritmeros y figuras,
se sirve aqui para descubrir razones de probabi&ta entre cosas
inciertas y que no tienen nada de fijo, lo que parenuy opuesto al
espiritu de la Geometray, de alguna manera, fuera de sus reglas. Esto
es lo que hace juiciosamente sentir al ilustre Adte la Historia de la
Academia en el pasaje que ya he citado. No es lanogo, dice él, al
espiritu de la Geometria mas que reinar en la Risreinar en las cosas
de moral, tan casuales, tan complicadas, tan canibs& Cuanto mas una

materia le es opuesta & rebelde, mas honor tienéaeesticarla.

En 1715 Montmort visité Inglaterra, esta vez pagael eclipse de sol en

compaiiia del astronomo real, Edmond Halley. En @sita se encontré con

2 En la época, Geometria y Matematicas eran térngindsimos.

11
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numerosos matematicos como Abraham De Moivre y Bbaylor, de donde
surgié una amistad, a pesar de la sospecha par garlontmort del plagio de
A. De Moivre. A pesar del publico desacuerdo cfartj a raiz del ataque de De
Moivre en suDe Mensura Sortig1711) sobre la primera edicion dessayde
Montmort al que éste contesta en su segunda ediSiGnembargo, Montmort
tiene mas crédito al tratar de arreglar la dispaltascribirle varias veces a De

Moivre, no siempre con respuesta.

Después de regresar a Francia en la primavera e Nidntmort realiza
una correspondencia muy activa con Taylor, que cabancluso temas
personales. Ademas de los mencionados anteriormdfaatmort mantiene
correspondencia con John Craig, Edmond Halley, fBatt Leibniz, Jakob
Hermann y Giovani Poleni. En un momento algido aledntroversia Newton-
Leibniz, Montmort fue capaz de mantener una esérechistad con ambos. En
1715 durante su viaje a Inglaterra fue elegido pamamiembro de la Royal
Society de Londres. Montmort fue elegido miembrocesdo de la Academcia
Real de las Ciencias en 1716.

Montmort fallecié de viruela en Paris en octubré9.7.a viruela era una
enfermedad temida en ese momento con alrededd@00 personas fallecidas
cada afio en Europa. Alrededor del 30 por cientolodeafectados por la
enfermedad murieron por dicha causa. Hubo frecaesglemias, la que golped
Paris en 1719 mat6 a 14.000 de los habitantes deudiad. Montmort estuvo
infectado por la viruela durante la epidemia de9lyImurié en octubre de ese
afo. Tenia 40 afios de edad y estaba en el apogeo detividad cientifica.
Después de su muerte, su papel en la suma derlas fnitas,De Seriebus
Infinitis Tractanus, fue publicado en las Philosophical Jaations de la Royal

Society. Este trabajo tiene un apéndice de Taylor.
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1.2.  SOBRE EL CONTENIDO DEL ESSAY

El Essay d’Analyse sur les Jeux de Hazfrel publicado en 1708. Consta
de un prefacio y tres partes sobre juegos de cau@gos de dados, y algunos
otros problemas sobre juegos de azar, respectitam®a publicO una segunda
edicion en 1713. Ninguna de las dos ediciones eoatel nombre del autor ni en
la pagina del titulo ni a lo largo de la obra. Bnskgunda edicion el nombre

Montmort aparece sélo en la pagina 337 haciendweartia a un lugar

les beautés de votre Lettre. Ainfi en attendant que par
mon retour & Montmort j'aye recouvre ce loifir & cetce
tranquillité d’efprit que j’eftime ranc, & doncj'ai d’ailleurs

y esperando mi regreso a Montmort he recuperado el tiempo
libre y esa tranquilidad de espiritu que yo estimo tanto

Los prefacios a las dos ediciones son idénticomit@amle la seccidon en la
que se mencionan brevemente los contenidos. See afiadAvertissement
(Advertencia) de 18 paginas a la segunda edicistasElos secciones, prefacio y

advertencia, vienen numeradas con numeros romehesto en arabigo.

El libro de su segunda edicion se divide en cinadgs. La primera
seccion es sobre combinatoria, cuyos teoremascamteaban diseminados en la
primera edicion y sobre lo que Montmort afiade adguieoremas mas; después
siguen las tres partes también analizadas enr@miedicion relativas a juegos
de azar con afiadidos y generalizaciones, asi carsolliciébn a los problemas
propuestos por Huygens y, finalmente, como quiaréep 132 paginas de cartas
entre Montmort y John y Nicolas Bernoulli. Haremes este apartado un

resumen de los contenidos, asi como una imagenutetada del Essay.
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Seflalamos en negrita las novedades de la seguitianddente a la primera.

Tabla de contenidos deksayde Montmort, 1708 y 1713

Péaginas
EDICION DE  EDICION DE
MATERIA 1708 1713
Prefacio Il -XXIV Il - XXIV
Advertencia XXV - XLII
Sobre combinaciones 79 - 100 1-72
Sobre juegos de cartas 1-108 73-172
Pharaon, lansquenet, treize, bassete,
piquet, triomphe, Il'ombre, brelan,
imperiale, quinze
Sobre juegos de dados 109 - 155 173 - 215
Quinquenove, hazard, esperance,
trictrac, trois dez, passe-dix, raffle, jeu
des noyaux
Soluciones a problemas sobre juegos de
156 - 185 216 - 277
azar
Los cinco problemas de Huygens, el
problema de De Mére, el problema de
los puntos, el problema de Robartes, la
loteria de Lorraine, la duracion del
juego
Cuatro problemas para resolver 185 - 189 278 - 282
Cartas entre Montmort, John Bernoulli y
283 - 414

Nicolas Bernoulli
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La principal fuente de inspiracion de Montmort fleeque habia leido
sobre el trabajo de James Bernoulli. La descripnids precisa de los contenidos
de Ars Conjectandiconocida en 1708 es la dada por Saurin (1706)a dpie

citamos:

El autor se determina y reduce a un calculo logréifites grados
de certidumbre o probabilidad de conjetura que ymuede hacer sobre
materias dependientes del azar, y las extiendeisonm a la vida civil
como a asuntos privados... Es en la cuarta parte doah autor extiende
su método y su razonamiento, como hemos dichojexiasarelacionadas
con la vida civil y asuntos privados. El fundamedto esta parte es un
importante problema, que primero resuelve, y quectémsidera mas
importante que la cuadratura del circulo. Es la sti@ de determinar si
incrementando el nUmero de observaciones de urteatmismo tiempo
lleva a un correspondiente incremento del grado pdebabilidad de
encontrar la verdadera ratio del nimero de casosd#oel evento puede
ocurrir y el nimero de casos donde puede no oculldresta manera uno
puede finalmente llegar a un grado de probabilidads grande que

cualquier grado dado, es decir, a la verdadera eeat

No se da ninguna indicacién del método de demaétrade Bernoulli.
Dejemos que el mismo Montmort nos introduzca enolBta mostrando los

primeros parrafos de su prefacio a la primera édici

Hace tiempo que los Gebmetras se jactan de podar, sps
métodos, descubrir en las Ciencias naturales, todasverdades que
estan al alcance del espiritu humano; y es ciete gor la maravillosa
aleacion que han hecho desde hace cincuenta afil@as@eometria con la
Fisica, han forzado a los hombres a reconocer guguie dicen sobre la

ventaja de la Geometria no es sin fundamento. @)urga seria para esta
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Ciencia si ella pudiese servir para regular losgos y la conducta de los

hombres en la practica de las cosas de la vida!

El mayor de los sefiores Bernoulli, tan conocidos y otro, en el
mundo erudito, no ha creido que fuese imposiblailéa Geometria justo
hasta este punto. El se habia propuesto dar reglasa estimar la
probabilidad de los acontecimientos futuros, y cagaocimiento nos es
ocultado, sea en los Juegos, sea en las otras aesésvida en las que el
azar solo es parte. El titulo de esta Obra debfralDse Ars Conjectandi, el
arte de adivinar. Una muerte prematura no le hanpiédo dar el ultimo

retoque.

Asi Montmort informa como ha tenido conocimientd cantenido

de la obra de Bernoulli.

El sefior de Fontenelle y el sefior Saurin han offle@ada uno un
pequefio analisis de este libro; el primero en Iidie de I'’Academie
(afio 1705, pagina 148), el otro en los Journaux 8eavans (afio 1706,
pagina 81) de Francia. He aqui, segun estos autareél era el plan de
esta Obra. El sefior Bernoulli la dividia en cuatpartes; en las tres
primera daba las soluciones de diversos problenmdmseslos Juegos de
azar: se debia encontrar varias cosas nuevas staweseries infinitas,
sobre las combinaciones y los cambios de orden,l&@olucion de los
cinco problemas propuestos desde hace tiempo &éasnetras por el
sefor Huygens. En la cuarta parte, emplearia losones que habia dado
en las tres primeras para resolver diversas cuestsomorales, politicas y

civiles.

No se nos ha hecho saber cuales son los Juegas eué el Autor

determinaria los repartos, ni que asuntos de mality moral habia
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intentado esclarecer; pero por muy sorprendente sg este proyecto,
hay lugar para creer que este sabio Autor lo habegecutado
perfectamente. El sefior Bernoulli era demasiadoegop a los demas
como para querer impresionar, era de ese pequeiinentl de hombres
raros que son propios de inventar, y me persuade @u habria

conseguido todo lo que prometia el titulo de sud.ib

Nada retrasa mas el avance de la ciencia, ni ponemayor
obstaculo al descubrimiento de las verdades ocutiae la desconfianza
gue nosotros tenemos en nuestras fuerzas. La npayte de las cosas
gue parecen imposibles no lo son mas que por tdtalarle al espiritu

humano toda la extensién que pueda tener.

Montmort, en su prefacio, da un pequefo repasosiedntenidos de este

libro sobre el que hemos referido en la tabla preii continta

Si me hubiese propuesto seguir todo el proyecto silor
Bernoulli, habria debido afiadir una quinta Partegridle hubiese hecho
aplicaciones de los métodos contenidos en las gyaimeras a asuntos
politicos, econdmicos o morales. Lo que me lo hpetdo, es el
obstaculo en el que me he encontrado de constmas thipétesis que
estando apoyadas en hechos ciertos, pudiesen com#uy sostenerme
en mis investigaciones: Pero no habiendo tenidoctamodidad de
satisfacerme enteramente segun eso, he creido ajddavmas retomar
este trabajo en otro momento, o dejarlo a la gloda alguna otra
persona mas habil que yo, que decir cosas o0 dea@sialgares o poco
exactas, que no habrian respondido a lo que espérector, y a la
belleza del asunto. Me limitaré a hacer notar cas pocas palabras que
sea posible, la razon que hay entre esta mateteade los Juegos, y las

opiniones que serian necesarias tomar para acertar.

18



Capitulo 1 Introduccién

Para hablar con exactitud, nada depende del azaranclo se
estudia la naturaleza, se esta pronto convencidosyuAutor trata de una
manera general y uniforme, y que lleva el caraderuna sabiduria y de
una presciencia infinita. Asi, para unir a esta gdala hazard una idea
gue sea conforme a la verdadera Filosofia, se gelvesar que todas las
cosas estan reguladas segun leyes ciertas, dondeatade las veces el
orden no nos es conocido, aquellas dependienteszil en las que la
causa natural nos es oculta. Después de esta définse puede decir que

la vida del hombre es un juego donde reina el azar.

Para hacer ver mas precisamente que el Analisiesl&eometras,
y principalmente el que se emplea en este Tratadogpropiado para
disipar en parte las tinieblas que parecen espaeeisobre las cosas de la
vida civil que se refieren al futuro, es necesadialar que incluso hay
Juegos que se regulan solo por el azar, y otros spieegulan en parte
por el azar y en parte por la habilidad de los Jdgees; asi entre las
cosas de la vida hay las que el éxito depende amtemte del azar, y tras
las cuales la conducta de los hombres tiene muchdepy que
generalmente en todas las cosas de la vida solsrgua hemos tomado
nuestro partido, nuestra deliberacion debe redwgircomo en las
apuestas sobre los Juegos, a comparar el numertosieasos donde
ocurrira un cierto acontecimiento, al numero dea@aslonde no ocurrira;
0, para hablar en Geometria, a examinar lo que espes multiplicado
por el grado de probabilidad que hay de que lo nggmos, que iguala o
sobrepasa nuestra apuesta, es decir, los avancesigbemos hacer, sea

esfuerzo, sea dinero, sea crédito, y asi.

Se sigue de aqui que las mismas reglas del Andigisnos han
servido para determinar en los Juegos los repadedos Jugadores y la

manera en la que ellos deben conducir su juegodgmueéambién servir
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para determinar el justo grado de nuestras espaanen nuestras
diversas empresas, y a ensefiarnos la conducta gbenibs tener para
encontrar la mayor ventaja que sea posible. Eséfoglpor ejemplo, que
el mismo método que nos ha servido para determimar cuales

circunstancias es a propésito del Hombre renuneidas fichas debidas
sin tener en cuenta la esperanza de conseguir gulaatotalidad

empleada, aunque mas dificilmente, sirva para d&ter en cuales
circunstancias de la vida es necesario sacrificarpequefno bien con la

esperanza de conseguir uno mayor.

Después de una larga discusion en la misma line@ das similitudes
entre juegos de azar y problemas de la vida cMibntmort concluye las
siguientes dos reglas sirven para delinear losl@nmuds de la vida real que

pueden ser tratados por métodos de juegos azar.

Para terminar este paralelismo entre los Problersabre Juegos,
y las cuestiones que se pueden proponer sobredsascecondmicas,
politicas y morales, es necesario observar questaselltimas como en
aquellas de los Juegos, hay una especie de Problama se podrian
resolver observando estas dos reglas; 1°, limitrclestion que se
propone a un pequefio nimero de suposiciones, estdas sobre hechos
ciertos; 2°, hacer abstraccion de todas las circansias en las cuales la
libertad del hombre, este escollo perpetuo de maesbnocimiento,
podria tener alguna parte. Se cree que el sefiorn@dli habia
considerado estas reglas en la cuarta parte de btaQy es cierto que
con estas dos restricciones se podrian tratar \&aasuntos de politica o

de moral con toda la exactitud de las verdades gdocas.

Como “ejemplos admirables” en su prefacio Montnetg los trabajos de
Halley (1694) y el de Petty (1683) sobre aritmépaditica. Finalmente, da un
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pequefio recuento de la historia relacionada conM@e2, Pascal, Fermat y

Huygens.

Entonces Montmort estd motivado en parte por lo ltudeido sobre la
obra de Bernoulli y en parte por los problemas esgbegos de azar planteados
por sus amigos y que estaba en el ambiente cuttark élite cientifica francesa
desde la correspondencia Pascal-Fermat (1654)eExpgyuntos de vista sobre
determinismo y probabilidad similares a los de Balin Sin embargo, los
problemas mas practicos son tan complicados quénpsesible evaluar el
namero de probabilidades a favor y en contra adelarencia de un suceso y asi
calcular su probabilidad, y por lo tanto se limitgoroblemas sobre juegos de
azar. Sin embargo, intenta (sin mucho éxito) foemugstricciones a aquellos

problemas susceptibles de analisis probabilistico.

El Essay(1708) es el primer texto integro publicado sdie@ia de la
probabilidad, y representa un considerable avaoogarado con los tratados de
Huygens (1657) y Pascal (1665). Montmort contindaida manera magistral el
trabajo de Pascal sobre combinatoria y su aplinagita solucion de problemas
sobre juegos de azar. También hace efectivo etlesnétodos de recurrencia y
analisis para resolver problemas mucho mas di§icjee los resueltos por
Huygens. Finalmente, usa el método de series tasinicomo el indicado por
Bernoulli (1690). Tras el Essay y de manera casketliata se publicaron varios
textos mas de una alta calidad y amplia informac®m produce lo que Hald

denomina el “gran salto adelante”.

Cuando eEssayfue escrito, los juegos de cartas se habian puasyade
moda, y esto queda reflejado en el prominente lwgapado por el analisis
probabilistico de tales juegos. También, con rdspados juegos de dados el
analisis de Montmort es mucho mas extenso y gerwral las discusiones

previas.
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El trabajo pionero de Montmort tiene tres carastEads: (1) introduce
nuevos métodos de resolucidén de problemas asociéaoevo calculo; (2) da la
solucion de muchos nuevos problemas importante€3)yinspira a Nicolas
Bernoulli y De Moivre a generalizar estos problemagiesarrollar nuevos

métodos de demostracion.

Los trabajos pioneros son con frecuencia de difégiturd, y el Essay
(1708) no es una excepcion. En muchos lugaresdsédna tedioso a causa de los
numerosos detalles. Estas dificultades se han aujopor la decisiéon de
Montmort de presentar la solucion de los problem&®s interesantes con
ejemplos numéricos solamente y establecer la swlupeneral sin demostracion.
Sin embargo, en eAvertissemenide la segunda edicion, Montmort (1713)
explica que ha omitido algunas demostraciones eprilmera edicion para
estimular la curiosidad del lector —ciertamenteotéxito con respecto a Nicolas
Bernoulli y De Moivre. Afiade que ahora incluye ssi@emostraciones a

requerimiento de algunos amigos.

En el AvertissemenMontmort menciona la publicaciéon d@ Mensura

Sortis En 1712, De Moivre publica $de Mensura Sortig en el prélogo escribe

Huygens fue el primero, que yo sepa, que presagias para la
solucion de esta clase de problemas, que un awsmcés ha ilustrado
muy bien recientemente con varios ejemplos; pere esstinguido
caballero no parece haber empleado la simplicidagkeyeralidad que la
naturaleza de la materia demanda; por otra partemo utiliza muchas
incégnitas para representar las diversas condiciowme los jugadores,
hace su calculo muy complejo; y como supone queekdreza de los
jugadores es siempre la misma, confina esta daculm juegos dentro de

unos limites muy estrechos.

% Un ejemplo, el pionero libro de Cardano sobre jueg dadod, iber de Ludo Aleael564.
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Desde luego es una gran injusticia caracterizanbijo de Montmort por
el comentario de que ha ilustrado bien las regéssmlolladas por Huygens con
varios ejemplos. Montmort refuta enérgicamentedta rcritica de De Moivre, y
en las paginas 361-370 en una carta dirigida adkhdlli, da un “repaso” dbe
Mensura Sortisy hace una comparacion con su propio trabajo.eAda pagina

362 podemos leer:

rropxcn;}es qui {ont rcfl}olus dans mon Livre. Vous trou-
veres enfin que les queltions qu’i ' 1n'y 1
réfolues, le (}ont daqns nos Lcct]trels Er:r;tgr?:]qr:xg J!;orx]ltc}lcrnor::
pas qu'il y ait dans cer Ouvrage, d'ailleurs tres bon, rien
de nouveau pour vous, & rien qui puifle vous faire plaifir
Problemas que son resueltos en mi libro. Finalmente encontrard que
los temas que aborda, cuyos puntos no se encuentran resueltos, lo
estan en nuestras cartas; asi que no creo que haya en este libro, de

hecho, muy bueno, algo nuevo para usted

O en su péagina 365:

No sé por qué el autor se toma la molestia de resolver en las
proposiciones 12, 13 y 14 de su libro los problemas propuestos por

M Huygens que ya estan resueltos por mi.

Y en la pagina siguiente:

No puedo adivinar por qué razon este autor me hace reproches, y
que motivo le lleva a pronunciarse contra mi, no dejaindome el
mérito de haber aplicado a los ejemplos las pretendidas reglas de M.
Huygens, yo llamo a juicio a los gedmetras que leyeron esto de M.

Huygens y M. Pascal, los autores no hablan sobre esta materia. Pag.

369

De Moivre lamenté sus comentarios, y en el prefalgdaDoctrine of
Chanceq1718) escribe,

23



Maria Dolores Pérez Hidalgo

Sin embargo, si me hubiera permitido un poco masetiepo para
considerarlo, sin duda habria hecho justicia a suoa, por tener como
propio que no sélo ha ilustrado el Método de Huygeon una gran
variedad de bien elegidos ejemplos, sino que halidbadiversas cosas
curiosas de su propia invencion... Desde la impresiérmi espécimen
[De Mensura Sortis], el Sr. de Montmort, autor delalyse des jeux de,
ha publicado una segunda edicién del libro en e garticularmente ha
dado muchas pruebas de su singular genio y extmar@ capacidad;
testimonio que doy tanto a la verdad como a la tadison la que €l se

complace en honrarme.

La parte restante délvertissemenesta ocupada por una historia de la
teoria de la probabilidad antes de 1713. La segaddadn delEssay(1713) es
una version mejorada de la primera, no sélo porilosmtmort recoge los
teoremas combinatorios en una parte introductsiey también porque afiade
varias demostraciones y generalizaciones y susmwrelencia con los Bernoulli.
No hay duda que Montmort estaba muy influenciadoNpcolas Bernoulli y que
las mejoras le deben mucho a la colaboracion corpal eso usabamos la

expresion “mixtura” Montmort-Bernoulli para denorairla segunda edicion.

Al publicar su correspondencia con los Bernoulli,oritmort deja
cuidadosamente las cuestiones de prioridad a stasds.

La correspondencia con Nicolas Bernoulli es de iasainante lectura.
Toma la forma de una serie de intercambios amistdsodificultad creciente.
Habitualmente comienza con un problema plantead®lpatmort, que ilustra la
solucion con un ejemplo numérico sin revelar suasracion; Nicolas Bernoulli
entonces proporciona una demostracion no solo dablggma original sino
también de una generalizacion.
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A juzgar por el numero de referencias de los til@®d, elEssaynunca
llegd a disfrutar de la popularidad dets Conjectandde Bernoulli yDoctrine of
Chancedgle De Moivre. Una razén de esto es que la segeidédn delEssayes
una combinacion de un libro de texto y una corredpacia cientifica sobre el
desarrollo de los mas importantes problemas déb,tgpor o que es bastante
dificil para el lector seguir la solucién de unigemma dado puesto que es tratado
en muchos lugares diferentes del libro. Otra rgadede ser que Bernoulli y De
Moivre fuesen renombrados matematicos por lo qeedemas matematicos

naturalmente mirasen a sus obras en lugar dejordbaun “amateur”.

La contribucion de Montmort (y la de Nicolas Beutip ha sido pasada
por alto e infravalorada por muchos autores. Emjstein embargo, dos
planteamientos integrales del trabajo de Montmarsaber, el de Todhunter
(1865) (Capitulo 8) y el de Henny (1975).

Concluimos este apartado utilizando las palabredds del capitulo 8 de
Todhunter:

El trabajo de Montmort en su conjunto debe ser ETado
altamente meritorio por su agudeza, perseveranoggrgia. Es digno de
elogio el coraje que le llevo a trabajar en un canmyasta ahora tan poco
cultivado, y su ejemplo sirvié para estimular amsas distinguido sucesor.
De Moivre fue sin duda muy superior en capacidadtematica a
Montmort, y disfrutd de la gran ventaja de una Engda, que se extiende
a mas del doble de la duracion de la de su predecesr el contrario, las
circunstancias afortunadas de la posicion de Momtme dieron ese
abundante tiempo libre, que a De Moivre en el exlila pobreza le debe

haber resultado imposible asegurar.
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1.3.  SOBRE EL CONTENIDO DE ESTA TESIS

En el siguiente capitulo analizamos el contenidmlionatorio de la obra. A la
manera de Pascal, Montmort nos introduce a sud#rdo un importante repaso

a la parte combinatoria conocida en su época.

En el capitulo 3 analizamos los juegos de azareomhs en eEssay
Comenzaremos con los juegos de cartas, centrandontms que creemos mas
interesantes, como Pharaon, Lansquenet y Her. Zamatis a continuacion los
juegos de dados, especialmente el Quinquenovecamsd otros juegos que
hemos considerado interesantes de destacar.

En el capitulo 4 estudiamos la forma en que Montnatorda la
resolucion del problema de los puntos (topico dditeaatura temprana del
calculo de probabilidades) aportando él mismo kolteion para el caso de

jugadores con desigual destreza.

En el siguiente capitulo, en el quinto, otro topdeola literatura incipiente,
los cinco problemas propuestos por Huygens al fieasu tratado, y que fueron
tomados como retos por el resto de investigadom#emporaneos. Son
analizadas sus resoluciones por parte de Montiki@rece la pena detenerse en
el quinto, sobre la “ruina del jugador” o “la dui@t del juego”, que se ha

repetido hasta nuestros dias.

“El problema de la coincidencias” aparece por prang&z propuesto en el
juego delTreize estudiado por Montmort en su obra. Dedicamospitalo 6 a

este asunto que tanta literatura ha generadolésttaia del nuevo célculo.

Como ya se ha comentado en varias ocasiones, lmdzgdicion del

Essay contiene la correspondencia que Montmortuaantras la publicacion de
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la primera edicién, con James Bernoulli y, sobi@otacon el sobrino de éste,
Nicolas. Aunque muchos detalles de la correspondey son analizados en
capitulos previos de la tesis, en los respectivmstextos de los problemas
estudiados en ellos, dejamos el capitulo 7 par@naltisis de la correspondencia.
En este capitulo, hemos seguido la secuencia ¢gical de la misma por lo que
no hemos dividido el capitulo en apartados, sine qgarta a carta se han

analizado los contenidos mas destacables en caddeusilas.

Terminamos con un capitulo de conclusiones, futimasstigaciones y la

bibliografia consultada.

27



Maria Dolores Pérez Hidalgo

28



CAPITULO 2

SOBRE COMBINATORIA

2.1.  El trabajo sobre combinatoria de Montmort

2.2. Sobre problemas de ocupacion. La distribucion

Hipergeométrica Multivariante y la distribucion Multinomial

2.3.  Encontrar el nimero de posibilidades de lanzar s puntos con

n dados, teniendo cada uno f caras
2.3.1. El procedimiento de James Bernoulli
2.3.2. Solucion combinatoria de Montmort

2.3.3. Generalizaciones

2.1. EL TRABAJO SOBRE COMBINATORIA DE MONTMORT

La primera parte del texto de Montmort esta dedicadla combinatoria, a
imagen de como Pascal presentd su trabajo solmdasilde azar. Asi, comienza
presentando su propia tabla que le valdra comaumsinto de calculo a lo largo

de casi toda la obra:
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Tabla del serior Pascal para las combinaciones

1 1. 1 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1
1 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13
1. 3. 6. 10. 15. 21. 28. 36. 45. b55. 66. 78
1. 4. 10. 20. 35. 56. 84. 120. 165. 220. 286
1.

5. 15. 35. 70. 126. 210. 330. 495. 715
1. 6. 21. 56. 126. 252. 462. 792. 1287
1. 7. 28. 84. 210. 462. 924. 1716

1. 8. 36. 120. 330. 792. 1716

1. 9. 45. 165. 495. 1287

1. 10. 55. 220. 715

1. 11. 66. 286

Tabla 2.1

A la primera fila le llama “unidades”, a la segurfdameros naturales”, a
la tercera “numero triangulares”, a la cuarta “néomgiramidales”, a la quinta
“triAngulo-piramidales”...a causa de ciertas relaciones que ellos tienenlasn
triangulos, con las piramides, & asi, tienen prafades muy singulares que los
seflores Fermat, Descartes, Pascal, y otros grar@desmetras franceses y
extranjeros han investigado con gran esmé&f@fadeUna de las principales, y
de la cual se trata aqui, es que por su medio sg@wncontrar de una vez en
cuantas maneras diferentes un nimero cualquierdiatas o de cartas o de
cualquier otra cosa, puede ser combinado, es démmados o bien de uno en
uno, o dos a dos, o tres a tres, 0 cuatro a cuatrasi, en un mayor nimero de
fichas y de cartasO sea, identifica ya los nimeros del triangulo loenameros
combinatorios y le sirve para introducirse en détwa de las combinaciones a
través del propio triangulo aritmético, convirtiendicho calculo en uno de sus

objetivos fundamentales en esta parte del trabégotmort es consciente de que
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con la combinatoria va a poder resolver los probkmsobre juegos que quiere
abordar en su Tratado. La idea no era nueva, ya$eitado a Pascal que 50
afios antes escribe un tratado sobre el triangitfoéico con la demostracion de
una serie de proposiciones que sirven para relaclos niumeros del triangulo vy,
con la identificacion de dichos numeros, con losnelos figurados y los
nameros combinatorios. El propio Pascal usa eidtifo para resolver uno de los
problemas mas famosos de la época sobre calcyloobtabilidades: el problema
de los puntos. Estos trabajos de Pascal fueroricadbk a titulo postumo en
1665.

En la imagen que sigue mostramos un fragmentoni@bide esta parte
del tratado. Hemos elaborado esa imagen imitandediaion de 1713, pero

traducida al castellano:

TRATADO

DE LAS COMBINACIONES.

PRIMERA PARTE.
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DEFINICION.

Algunas veces se entiende por este término combinacién, la
manera en que varias cosas pueden ser tomadas diferentemente
dos a dos. Yo le daria aqui una significacion mas extensa, y
entenderia por esta palabra la manera de encontrar de forma
general todas las disposiciones que pueden tener sean dos, sean
varias cosas, segn las que se quiera tomar, o dos a dos, o tres a
tres, o cuatro a cuatro, o cinco a cinco, o en fin de todas las

maneras posibles.

PROPOSICION 1.

Siendo propuesto un ntimero cualquiera de cosas, por ejemplo, las
letras a, b, ¢, d, e, f, g h, y asi, se pide cuantas maneras diferentes
hay de tomarlas, o una a una, o dos a dos, o tres a tres, o, en fin,

de todas las maneras posibles.

El mismo reconoce que Pascal en su tratado habl@a ldamejor y mas
completa exposicion sobre combinatoria. El tral@dascal consta de secciones
separadas sobre los coeficientes binomiales, Ioweras figurados, el desarrollo
binomial, combinaciones, y sumas de potencias denenis enteros,
respectivamente. Las explicaciones de estas ditsresgcciones se convierten, a
veces, en una lectura tediosa dada las muchascrepes que nos encontramos.
Sin embargo, Montmort da una teoria integrada dese®picos, pero para
algunos resultados con demostraciones mas simples 8 Pascal. Desde luego

lo hace después de haber leido la obra de Pascal.

En los primeros parrafos muestra de manera redariancoincidencia
entre los nameros del triangulo y las combinacioi#s concreto, justifica con
ejemplos repetidos la identificacion de cada colamal triangulo con el nimero
de combinaciones que se puedan formar considerardoobjetos (siendm el

namero que identifica la posiciéon de la columnamdndolos de 1 en 1 (el
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namero que ocupa la segunda posicion), de 2 ehqi¢eocupa la tercera), de 3
en 3 (el que ocupa la cuarta)... La lectura es prelj detalles, pero ordenada,
haciendo facil la comprension para el lector. Elal@xpresion general para el
término que ocupa un lugar asignado en el Triangukmnético y fue el primero
en darle nombre a dicho triangulo, antes que BR&szal; le llamdable de M.

Pascal pour les combinaisans

Al mismo tiempo, se va justificando el procedimgdie construccion de
cada fila (cada elemento de una fila es la sumdosleelementos de la fila
inmediatamente superior, desde el primero hasjaesiqueda a una altura en un
lugar anterior al nimero construido). La claridadia exposicion se muestra en

el siguiente parrafo.

Por ejemplo, si se pide de cuantas maneras distis¢gs cosas diferentes
pueden ser tomadas dos a dos; se encontrara quelmlero quince, que
responde a la tercera banda horizontal y a la séptbanda perpendicular, es el
namero que se busca: y, de la misma forma, si sereqeaber de cuantas
maneras diferentes once cosas pueden ser tomadasoca cuatro, se
encontrara que el numero 330, que responde a latguanda horizontal y a la
décimo segunda banda perpendicular, es el nUumeeosgupide. Se encontrara
del mismo modo todas las deméas combinaciones imalgs, buscando el
namero que responde a una columna perpendicular,laercantidad que
sobrepasa una unidad el niumero de cosas propuegtasn una columna
horizontal que sea la tercera si las cosas se coarbde dos en dos, la cuarta si

las cosas se combinan de tres en tres, y asi.

Montmort demuestra la coincidencia entre los nusee triangulo y las
combinaciones en s®&roposicion 1.La demostracidon es muy del estilo de
aguella época: mediante ejemplos. Asi, consideis @lgetos y calcula de

cuantas maneras se pueden tomar de uno en un@sdendos,..., de seis en
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seis. Acompafa los célculos de referencias a logenas del triangulo en los que
comprueba las coincidencias. Tras el ejemplo cos skjetos propone una
generalizacién para siete objetos, e indica quesagiuede continuar hasta el
infinito. Termina con una frase que en espafolagutiria comd.o que queda

demostrado

Como es consciente de que puede ser tedioso ydhmmocedimiento de
construccion de la tabla para el calculo de unabowaeion concreta, procede a
dar una férmula de calculo construida a partir @® propiedades que ha ido
citando para los niumeros de la tabla. Asi, Montresdribe:Para ahorrar el
esfuerzo al Lector de formar Tablas que puedanirspara encontrar todas las
combinaciones de las que se tenga necesidad eeri@, 30 que es de una
longitud excesiva cuando las combinaciones queusedm son entre grandes
nameros. Por ejemplo, cuando uno de los niumerd9 eg el otro es 100, es Uutil,
incluso necesario encontrar alguna formula que padidar el niumero buscado
sin tener necesidad de conocer todas las combinasiposibles entre nimeros
menores.Montmort demuestra un lema (Lema I) e incorporacarolario que
describe la formulaSe sigue del Lema precedente que si se busca d¢asua
maneras el nimero g puede ser tomado en otro niUmaymr que sea llamado
p, el nimero buscado sera expresado por una fracer la que el numerador
sera igual a tantos productos de p,—1, p—-2, p—-3, p—4, & asi, como q
expresa de unidades, y cuyo denominador estara westp de un numero igual

de productos de numeros naturale, 3, 4, 5, 6& asi.

La formula es la que ya Pascal ha dado en su trayaqgue con lenguaje
actual podriamos escribir asi:

Cl= P — p(p_l)( P- 2),( p- q+:|)
"\ 1[20B0.. [
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Montmort construye esta formula de manera recugrentpezando por un
valor dep y g determinados e incrementando esos valores ennidadu En el

Corolario Il Montmort demuestra la siguiente igw@ald(escrita en términos

({2« oo

A continuacion Montmort aborda la construccion des Iniumeros

actuales)

figurados usando modificaciones del triangulo atioo. Cita una demostracion
que ha leido en ulibro péstumo del sefior Marqués de I'HOpifro afiade que
su propia demostracion es totalmente diferenteda kdste autor. En primer lugar
propone escribir el triangulo dorma cuadradadesplazando hacia la derecha
cada una de las filas de manera que todas comiemdanmisma altura. El

resultado lo presenta en lo que él denomina Tébla |

TABLA II.
1. 1. 1. 1. 1. 1
3. 4. 5. 6. 7. 8

6. 0. 15. 21. 28. 36
10. 20. 35. 56. 84. 120
5. 35. 70. 126. 210. 330
21. 56. 126. 252. 462. 792

S S G
N Ul R W N =

Con esta tabla se da cuenta de que cada numeaontisrha es igual a la
suma de aquel que estd inmediatamente encima Yy queiesti a la izquierda.
Se da cuenta también de que cada banda perpemdieutsta tabla coincide con

una banda horizontal de la del triangulo aritmético

Montmort define los nimeros figurados de manermrdimente diferente a

como lo hace Bernoulli, es decir, de la forma

35



Maria Dolores Pérez Hidalgo

fnm = Z ai,m—l =

i=1

Es, sin embargo, notable la proximidad en la efecae los tépicos,

demostraciones, y acuerdo en los ejemplos. Preseatéabla con su regla para

nim2 [n+ m—ZJ

m-1

construir todos los ntimeros poligonales. El escribe

niimeros poligonos hasta el infinito.

Aunque esta investigaciéon no tenga aparentemente utilidad alguna,
y sea de pura curiosidad, he buscado La Regla para todos los demds

Férmulas de Férmula de los
los ntimeros cuadrados
Nam. poligonos poligonos
Nam. +
. 1.3.6.10.15.21 PPTP PPTP.g4g
triangulares 2 2
Num. + +
o 1.4.9.16.25,36 2pp+0p  2pp+0
cuadrados 2 2
Nam. - ——
o 1.5.12.22.35. 52 3PP=1p 3pp-p, oy
pentagonos 2 2
Nam. - _
o 1.6.15.28. 45. 66 4pP=2p  4pp-2p o .
hexagonos 2 2
- 2P “Fx40+9
heptagonos  1.7.18.34.55. 81 5pp—23p 2
Nuam. _
) 6pp-4p §EE—£Ex12+4
octogonos 1. 8. 21. 40. 65. 96 — 5 2
Nuam. —
) 7pp-5p  ~PP=SP,gg. ot
eneagonos 1.9.24.46.75.111 — 2
Nam. 8pp-6p 8pp—6p><16+9
decdgonos 1.10.27.52.85.126 — 5 2
Num. 70 __
. 9pp-7p  PP=TP.754 4
undecdgonos 1. 11. 30. 58. 95. 141 — 5 2
- ——x20+1
dodecagonos 1.12. 33. 64.105. 156 399%;—§9 g

Formula de
las raices

2p+1l

2p+0
2

6p-1

8p-2

2

10p+ 3

12p- 4

14p-5

16p- 6

18p-7

20p-8
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La primera de estas cuatro columnas representa los nimeros
poligonales y comprende hasta los dodecagonos. La segunda
representa la formula de estos ntimeros. La tercera muestra por qué
numeros es necesario multiplicar cada una de estas férmulas y lo
que es necesario sumar para convertirlos en cuadrado. La cuarta
representa las raices de la tercera.

Nada es més facil que percibir el orden de la tercera y de la
cuarta. Es suficiente sefialar que en la tercera la diferencia que reina
en los numeros 8, 12, 16, 20, & asi, que deben multiplicar los
poligonos pares es 4, y que es necesario sumar la serie de cuadrados
1, 4,9, 16, 25, & asi, y que la diferencia que reina en los ntmeros 24,
40, 56, 72, & asi que deben multiplicar los poligonos impares es 16, y
que se debe la serie de ntimeros cuadrados impares 1,9, 25, 49, & asi

por aqui se puede continuar esta Tabla hasta el infinito.

Nuestro autor no llega a la formula de Bernoulligpa suma de potencias
de enteros.

n
Montmort introduce el simbola para el coeficiente Binomial, es decir,
m

para denotar el niumero de combinaciones eiementos tomados deenm; sin

embargo, mantendremos el moderno simtEc?I% introducido por Euler.
m

2.2. SOBRE PROBLEMAS DE OCUPACION. LA DISTRIBUCION
HIPERGEOMETRICA MULTIVARIANTE Y LA
DISTRIBUCION MULTINOMIAL

Analizamos en primer lugar los resultados de Momtnpara lo que hoy
conocemos cada una de las dos distribuciones sitadaanN elementos

divididos enf clases, corN; elementos en laésima claseN, +...+ N, = N. El
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namero de formas en las que elementos pueden ser seleccionados sin

reemplazamiento entre |d$ elementos tal qu& elementos son seleccionados

de la clase-ésima,n=n +...+ n,, es igual a

(B

Este es el nimero de posibilidades para conseguireaultado especifico.

N
Dividiendo por el numero total de posibilidad%%j resulta lo que hoy es

llamada distribucion hipergeométrica multivariantePues bien, Montmort
presenta (1) como uno de los muchos resultadose&jdesprenden del Triangulo

Aritmético. El presenta el problema de esta forma:

PROPOSICION VII.
PEDRO, teniendo entre sus manos un niimero cualquiera de fichas de todos
los colores, blancas, negras, rojas, verdes, & asi, apuesta contra Pablo, que
sacando al azar un numero cualquiera determinado de fichas, él sacard
tantas blancas, tantas negras, tantas rojas, tantas verdes, & asi. Se pide

cudntos azares tiene Pedro para hacer lo que se propone.

La demostracion, muy al estilo de la época, aumeideica es sencilla a partir de

razonamientos condicionados. Un fragmento de lananiss como sigue:

20. ES necesario multiplicar el nimero que expresa de cuéntas
maneras las fichas blancas que Pedro debe tomar al azar, pueden ser
tomadas de forma diferente en el nimero de fichas blancas
propuestas, por el nimero que expresa de cudntas maneras las fichas
negras que Pedro debe tomar al azar, pueden ser tomadas de forma
diferente en el namero entero de fichas negras propuestas;

multiplicar a continuacién este producto por el nimero que expresa

de cuantas maneras diferentes las fichas rojas que Pedro se propone
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extraer, pueden ser tomadas en las fichas rojas propuestas,
multiplicar de nuevo ese producto por el nimero que expresa de
cuantas maneras diferentes las fichas verdes que se piden pueden
ser tomadas entre todas las verdes, & asi, sucesivamente, se tendra el
nuimero buscado.

Esta solucion lleva consigo la demostracion, y no tiene
dificultad alguna; pero como este Teorema serd un resultado de un

gran uso, voy a hacer aqui la aplicaciéon sobre un ejemplo.

EJEMPLO.

Pedro tiene cincuenta y dos fichas entre sus manos, a saber, trece blancas,
trece negras, trece rojas, trece azules, o, lo que viene a ser lo mismo, un
juego entero compuesto de cincuenta y dos cartas. Se pide de cudntas
maneras diferentes él puede sacar cuatro cartas al azar de estas
cincuenta y dos, sacando un rombo, un corazon, una pica y un trébol.

21. SI no tiene mas que trece rombos y trece corazones, tendria ciento
sesenta y nueve maneras diferentes de tomar en esas veintiséis cartas
dos cartas de esas dos clases; pues cada uno de los trece rombos
podria ser tomado con el as de corazones, lo que hace trece, o con el
dos de corazones, lo que hace atin trece, y asi, sucesivamente, cada
uno de los trece rombos podria ser tomado con cada uno de los trece
corazones, lo que hace 13x1G es decir, ciento sesenta y nueve
maneras de tomar un rombo y un corazoén en veintiséis cartas.

Ahora si a estos trece rombos y a estos trece corazones se
afiaden trece tréboles, seria necesario para tener todas las maneras
posibles de tomar un rombo, un corazén y un trébol en estas treinta
y nueve cartas, multiplicar por 13 las ciento sesenta y nueve maneras
precedentes, pues cada una de estas ciento sesenta y nueve maneras
diferentes se podrian encontrar con el as de trébol, lo que hace
13x13x ], y con el dos, lo que hace 13x13x 2, es decir, trescientos
treinta y ocho maneras diferentes, y con el tres, lo que hace
quinientas siete maneras diferentes, y asi sucesivamente, cada una

de los ciento sesenta y nueve formas diferentes se podria encontrar

con cada uno de los trece trébol, lo que hace 13x 13x 15, es decir, dos
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mil ciento noventa y siete maneras diferentes de tomar un rombo, un
corazén y un trébol en estas treinta y nueve cartas. Se observara de
igual forma que la cuarta potencia de trece expresara de cuantas
diferentes cuatro cartas de diferentes clases, a saber, un rombo, un
corazén, un pica y un trébol, pueden ser tomadas en las cincuenta y
dos cartas: Este seria el mismo razonamiento en todas las demas

clases. Por tanto, & asi.

Consideramos a continuaci@dnpruebas independientes cbmesultados
igualmente probables en cada prueba, por ejemplanzamientos de un dado

que tienef caras. El nUmero de maneras de consegunesultados de un tipo

determinado, por ejempl® lanzamientos con la caran, +...+ n, = n, es igual

njn-n n-n—-.—n_\ nl
[nJ[ n, j n, “hlont 2)

Dividiendo por f", conseguimos ladistribucién multinomial la cual es

a

presentada también por nuestro autor, de la sitpuferma:

PROPOSICION XIL
Arrojando al azar un numero cualquiera p de dados donde el niimero de
caras f sea también cualquiera; encontrar cudntos lanzamientos hay para
llevar un cierto niimero fijo y determinado q, de ases.

Montmort hace tres interpretaciones del coeficiamidtinomial (2), a
saber, como el nUmero de combinaciones, como ekeraige permutaciones, y

como un coeficiente en el desarrollo multinomial.

En su analisis Montmort usa tres ejemplos:
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1. Extraer sin reemplazamiento desde una baraja (neoesileatorio en

poblacidn finita), que es el fragmento presentadba

2. Lanzamiento de un numero de dados cada uno tenferatas (muestreo
aleatorio en poblacion infinita 0 muestreo con nelazamiento en una

poblacion finita).

n
3. Los coeficientes en el desarrollo muItinon(iaJ +...+ af) :

Hoy han sido estudiados muchos mas ejemplos ddipsigor ejemplo,
el muestreo de poblaciones clasificadas en divesagorias; la distribucion del
namero de accidentes entre los dias de la semaaalistribucion de un namero
de particulas en compartimentos, habitualmenteutiikt en términos de una
distribucion aleatoria de bolas en celdas, porraalbn estos problemas son

llamadosproblemas de ocupacion

Consideremos una tabla bidimensional cuyos elemela® denotamos
por(a,-j ); supongamos, por ejemplo, una baraja, dondd,....f denota el
namero gque corresponde a la cara y1,...S, el nimero del palo, por lo que el
nimero total de elementos es iguaNe= f [$. En una baraja de 52 naipes, por
ejemplo, tendriamos=1,...,13, (donde 1 es el as, 2 es el dos,..., 11 es la®dta,

el caballo, y 13 el rey) \j =1,2 3 4, siendo entonces=4, representandpcada

uno de los cuatro palos de la baraja.

Supongamos que se extragelementos sin reemplazamiento de un total
de N elementos y que contamos el numero de elementlzsranestra para cada
valor de la cara, sin tener en cuenta el nimeropdéd. Esto lleva a la

distribucion de ocupacigm,, n,,...,n, , donden denota el nimero de elementos
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cuya cara es igualia n,+...+n, =n, n =0,1,...5, y 0<sn <n. Segdn (1), la

correspondiente probabilidad de ocurrencia deesdtado es

W) ®

Para encontrar la distribucion de las segun el tamafio, tenemos que

contar el nimero de los valores de las caras peaglie los nameros de
ocupacion son iguabd,l1,...s, respectivamente. Supongamos que la distribucion

resultante es

Valor den kk k... k

Numero de valores de las carasl, I U N

dondeOsk,<k<..<k<s >r=f,y > kr =n. Para explicar esta tabla
0 0

hacemos uso del siguiente ejemplo. Supongamosxfamos 10 naipes al azar

y que los resultados han sido: 2 ases, 3 sotashalas y 2 reyesk, sirve para
indicar las caras que no han aparecido en estacexin. En este casg, =0.
Mientras quer, cuenta el nimero de caras que no han aparecis@nignte k,

lo empleamos para indicar que las caras que har@ga una sola vez, mientras

que r, es el numero de caras distintas que han apareo@sola vez, y asi. La

tabla anterior, para este caso particular, quedarista forma.

Valor de n, k,=0 k=1 k,=

NUmero de valores de las carasl, =9 1,=0 r,=

En el caso de la baraja, esta distribucion da elema de valores de las

caras que faltan en una determinada extracciomueiero de valores no

42



Capitulo 2 Sobre Combinatoria

repetidos, el nimero de dobles, etc. En el ejempllas bolas, la distribucion da
el nimero de celdas vacias, el numero de celdgsadas por una, doblemente

ocupadas, etc. Con esta notacion (3) puede ese&ibimo

RN

Sin embargo, esta expresion no proporciona el niiakeposibilidades de
conseguir la distribucion en cuestion dado que amds tenido en cuenta el
hecho de que no se consideran los valores de Has. ¢ggstamos interesados sélo
en el niumero de triples, por ejemplo, que ocurrelaenuestra, no en sus valores
de las caras. El nimero de posibilidades de ad#lee por tanto multiplicarse
por el nimero de formas en que el nimero dado ldeegade las caras puede ser

elegido entre lofvalores de las caras; esto es, por

fA(f-r f-r—..-r_,)_  fl
), )7 r, oy,

por lo que el resultado final se convierte en

s\' (s} fl )
(klj (kcj r, IR, ! (4)

Este es el resultado dado por Montmort en 1708pdicion 14, sin

demostraciéon, y en 1713, Proposicion 8, que pressyg a continuacion, con

una demostracion similar a la que hemos dado.

22. LLAMARE cartas simples a las cartas de diferentes tipos; carta

doble, dos cartas de la misma clase; por ejemplo, dos Reyes, dos
Damas, dos Sotas, & asi, carta triple, tres cartas de una misma

categoria; por ejemplo, tres ases, tres sotas, tres diez, & asi, carta
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cuadruple, cuatro cartas de una misma especie, carta quintuplo,

cinco cartas de una misma clase, & asi.

PROPOSICION VIIL.

Sea un niimero de cartas cualquiera compuesto de un niimero igual de ases,
de dos, de tres, de cuatro, & asi. Se pide cudntos azares hay para que
Pedro sacando entre esas cartas un cierto numero de cartas a voluntad,
extraiga tantas de simples, tantas de dobles, tantas de triples, tantas de

cuddruples, tantas de quintuplos, & asi.

Consideremos a continuacion el lanzamientoyadlados, cada uno cdn
caras numeradas desde 1 h&sksta configuracion es analoga a la anterior, con
la modificacion de quse palos han sido reemplazados patados en los que el
resultado de cada dado es independiente de lokadss de los otros dados,
correspondiente a la extraccion con reemplazamiegro lugar de sin

reemplazamiento.

Sin tener en cuenta la numeracion de los dadadistabucion de los

resultados segun los valores de las caras es (dmc(anlp..,m ) n=01..nvy
n+..+n, =n. La correspondiente distribucion de probabilidasl abtiene

dividiendo el coeficiente multinomial (2) por elméro total de resultado$".
~ . : . : fs
Sefialemos que para extracciones sin reemplazamieatsideramo
n
muestras igualmente probables, mientras que partracelones con

reemplazamiento tenemds' muestras igualmente probables.

Como antes, ahora nos olvidamos de los numerosadecaras y

consideramos la distribucion de las segun el tamafio. Usando la misma
notacion, excepto quk. < n en lugar dek. < s, el nimero de posibilidades para

la distribucion de ocupacién dada se convierte en
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n! fl

CORETHR

donde el coeficiente multinomial (2) se ha esceitotérminos de lok y losr y

(5)

después multiplicado por el niumero de maneraa®mue el nimero dado de
valores de las caras puede elegirse entrd iegdores de las caras. Este es el
resultado dado por Montmort en 1708, ProposicionsBddemostracion, y con

un error de imprenta en la formula, pero con lanida correcta usada en los
ejemplos numéricos, y en 1713, Proposicién 15,laalemostracion como se da

arriba.

PROPOSICION XV.

Sea un numero cualquiera p de dados, cuyo niimero de caras f sea también
cualquiera. Se pide cudntos azares hay para que se encuentren tanto de simples,
tantos de dobles, tantos de triples, & asi, indeterminados. Llamo dados simples, los
dados de diferente clase, o que marcan diferentes puntos, dado doble, dos dados de
la misma clase, o que marcan los mismos puntos; por ejemplo, doble dos o ternas,
& asi, dado triple, tres dados de la misma clase, por ejemplo, tres ases o tres dos, &
ast, y asi, dado cuddruplo, quintuplo, séxtuplo, & asi, cuatro, o cinco, o seis dados
de la misma clase.

SOLUCION.

42. COMO en este supuesto puede haber varios mdultiplos igualmente
elevados; es decir, que varias de entre las letras b, ¢, d, e, & asi del
Problema precedente que expresan los nameros o los exponentes de los
multiplos, pueden aqui ser iguales. Sea llamado B el namero que expresa
cuantos multiplos hay del primer exponente dado, C el nimero que
expresa cuantos mdaltiplos hay del segundo exponente, D el namero que

expresa cuantos hay del tercero, & asi. La féormula que da el nimero

buscado es
p p-b p-b-c pb e d f B + B C
Ox O x O X O Xx &asixo x O x | X
b ¢ d e B C D
f-B-C-D

O X & asi.

E
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Por ejemplo, si lanzando nueve dados al azar se pide cuéntas
maneras diferentes hay de sacar un cuddruplo, dos dobles y un simple, se
tendra b=4, c=2, d = también 2, porque se pide dos dobles, y €=1, se
tendra también B=1, C=2,y D =1, y, por tanto, la féormula dara

9 9-4 9-4-2 -4 22 6 6164 2

ODx O x O X O x0x 0O x O =

4 2 2 1 1 2 1

126x10< & k & 18 & 6804(

Es necesario observar que la primera parte de la férmula debe tener

tantos términos como mdaltiplos hay, y la segunda tantos términos como

diferentes multiplos.

Esta férmula puede aun recibir otra forma
f f-B f-B-C f-B-C-D
Ox O X O X O x & asi

B C D D

gx p
kx|xmx nx & asi

Entiendo por g el nimero de todas las ordenaciones posibles de p, y

por k I, m, n, & asi, los nameros que expresan todas las diversas

ordenaciones posibles, de b, ¢, d, ¢, & asi.

DEMOSTRACION.

LA primera parte de la formula estd demostrada en la Proposicion
precedente. La demostracién de la segunda es casi la misma, pues se ve
bien que el namero de casos determinados de la Proposiciéon precedente
debe ser multiplicado por el namero de las diferentes combinaciones que
los multiplos pueden recibir en el nimero de caras f. Ahora bien, cuando
ciertas caras se emplean por un namero B de multiplos, no queda mas que

f — B caras; y cuando las otras caras son empleadas por los C, no queda

mas que f —B—C delas caras, y asi el resto. Por tanto, & asi.

COROLARIO.

43. SE sigue de esta Proposicion y del art. 29, que en un polinomio
g= A+ B+ C+ D+ E+ F+ & asi, elevado al exponente p, la férmula
de arriba dara la suma de los coeficientes de todos los términos donde los

exponentes de una o varias letras indeterminadamente seran elevadas a la
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buscada = 68040C(

primera, o segunda, o tercera potencia, & asi. Si se pide, por ejemplo, la
suma de los coeficientes de todos los términos donde habra una letra
cualquiera a la cuarta potencia, dos cualquiera a la segunda, y por fin,

cualquiera a la primera, se encontrard por la férmula de arriba la suma

Para el uso de dados de los jugadores, Montmomndatabla de los
valores de (2) y (5) pard =6,y n=2,...,<, ver 1708, pp. 138-140, y 1713, pp.

200-202. Montmort vuelve a una discusion de (5uy aplicaciones (1713, pp.

353-355) y reclama prioridad para esta formula.

nameros a 8048
conseguir 9047
10046
11045
12044
13043
14042
15041
16 0 40
17039
18 038
19037

20036
21035
22034
23033
24032
25031

26030
27029
28

1

8
36
120
330
792

1716

3432
6435
11440
19448
31824

50388

77520
116280
170544
245157
346104

480700

657800
888030

maneras de conseguirlos

- 8x1

- 8x8

- 8x36

- 8x120

- 8x330

- 8x792

- 8x1716 +
- 8x3432 +
- 8x6435 +
- 8x11440 +
- 8x19448 +
- 8x31824 +
- 8x50388 +
- 8x77520 +
- 8x116280+

28 !

28 ¢

28 3¢

2& 121

2& 33l

2& 79

2& 1716 56
2& 3432 58
2& 6435 56 -
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Para un lanzamiento candados Montmort sefiala que el nimero total de
resultados diferentes cuando se tiene en cuerdedeh esf" mientras que el

numero de resultados diferentes es sélo

Para un lanzamiento com dados Montmort sefiala que el namero total de
resultados diferentes cuando se tiene en cuerdedeh esf" mientras que el

numero de resultados diferentes es sélo

f+n-1
n
cuando se ignora el orden (ver 1708, Proposicignl323, Proposiciones 10 y
11).

ProrosicioON XII.

Arrojando al azar un niimero cualquiera p de dados donde el niimero de
caras t sea también cualquiera; encontrar cudntos lanzamientos hay que
realizar para conseguir un cierto niimero fijo y determinado q, de ases.

SOLUCION.
35. LA féormula que da el numero buscado es

f —lp_qxgx p;lx p;2>< p;3>< p_54>< P 5, & asi. De manera

que haya tantos de estos productos como unidades haya en g.

Por ejemplo, si se quiere saber cudntos azares hay para tener
precisamente tres ases, ni mas ni menos, con 9 dados ordinarios, se

encontrara sustituyendo en la férmula para f, 6, para p, 9, para g, 3.

56x9x§x—7=131250(.
1 2 3

DEMOSTRACION.

1°. f —1 debe ser elevado al exponente p—(, pues un cierto

numero de dados g estan limitados para marcar as, por ejemplo, con

exclusion de todos los demds dados, esos otros dados no pueden
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—2
marcar mas que dos, tres, cuatros, & asi, loqueda f-1,0 f -1, 0

f —13, o f —14, & asi, segtin que haya o un dado, o dos dados, o tres

dados, o cuatro dados de resto, & asi, que por la suposiciéon no

deberian marcar el as, puesto que los demds dados pueden verse

como dados que tuviesen s6lo f —1 caras, y que el exponente p—(

determina cuantos dados hay que estan dispuestos en no marcar as.

Ahora, para ver que f —1""" debe ser multiplicado por tantos

p_l, p—2’ p_3, & asi, como

2 3 4

unidades hay en g, es necesario observar que si se lanzan p dados al

productos de cantidades p,

azar, se quiere que haya g4 que marquen ases, los otros dados

marquen otros puntos cualquiera, se podrd determinar p dados en

marcar as, de tantas maneras como g puede ser tomado en p. Ahora

PPl 2P 3P4 ¢ o,
2 3 4 5

expresa de cudntas maneras se puede tomar p, o una a una, o dos a

bien, por el art. 5, la férmula

dos, o tres a tres, o cuatro a cuatro, & asi. Por tanto, & asi.

También demuestra que el niumero de posibilidadesqoaseguik ases, es

(Ej(f ~1)™*. (6)

PROPOSICION XIIL
Arrojando al azar un nimero cualquiera p de dados, donde el niimero de
caras f sea también cualquiera, encontrar cudntas maneras hay de conseguir

al menos un cierto niimero q de ases.

Vemos que no hay una distincion fuerte entre coatbiia y problemas
de probabilidad en el libro de Montmort; muchosbbemas tratados después
podian haber sido incluidos en la Parte 1, y algut®los problemas incluidos

en la Parte 1 podrian haber sido tratados comm$ueg cartas o dados.
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El analisis combinatorio de Montmort es mas protugicamplio que el de
Bernoulli y requiere mas perseverancia del lecebidb a su gran dificultad.
Ademas, debido a que Montmort no escribe en dbgstidagogico elaborado de

Bernoulli, el texto no llegd a ser tan popular caeghde Bernoulli.

2.3. ENCONTRAR EL NUMERO DE POSIBILIDADES DE LANZAR

SPUNTOS CON n DADOS, TENIENDO CADA UNO £ CARAS

En su pagina 46 Montmort enuncia un problema nugw® no aparecia en su

primera edicion. Aparece bajo Proposicion XVI:

PROPOSITION XVL

Jettant au hazard un nombre quelcongwe d de dés , dont le nom-
bre des faces | £, foit aulf quelconque , trowver combien il y
a de hazards pour amener tel ou tel point, p , 4 volonte.

PrOPOSICION XVI.

Lanzando al azar un niimero cualquiera d de dados, cuyo niimero de caras,

t, también es un nimero cualquiera, encontrar cudntos azares hay para

sacar tal o tal punto, p, a voluntad.

Hay n dados, cada uno cdncaras enumeradas desde 1 hdstee trata de
determinar cuantas posibles maneras hay de quenia sle los nimeros que

salgan en los dados sea igugl a

Este problema fue resuelto para dos y tres dadosumes, por
enumeracion, por Cardano y Galileo y por Huygensusnnotas introductorias a
la Proposicion 10. La enumeracion llega a ser htstaas complicada para mas

de tres dados y debio requerir una gran cantidalatb@jo a Montmort (1708,
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pp. 141, 143; 1713, pp. 203, 205) quien publico tatda con la distribucion de

los puntos desde dos hasta nueve dados comunes.

No reveld6 su meétodo, pero en una carta a John BHirrae 15 de

noviembre de 1710 (ver Montmort, 1713, p. 307)al&tmula sin demostraciéon
para encontrar la distribucion en el caso tiee6, formula que es facil de

generalizar para cualquier

La féormula general con una demostracion combiretiore publicada por
Montmort (1713, pp. 46-50). Mientras tanto, De Meiy1712, pp. 220-22; 1718,
pp. 17-19) publica la misma férmula sin demostnacublicd por primera vez
su demostracion por medio de una funcidon generarizsu Miscellanea
Analytica (1730, pp. 191-197), indicando que habia sidovddd de la primera
edicibn de Montmort. James Bernoulli (1713, pp.283-da un algoritmo para
encontrar la distribucion y lo usa para tabuladidribucion desde dos hasta seis

dados. El mismo algoritmo fue dado por Montmortl@, jp. 51-55).

En palabras de Todhunter (1865, p. 8@e“Moivre parece aqui que
apenas hace plena justicia a Montmort; este Ultimene bastante derecho al
crédito de la primera enunciacion explicita de kgla, a pesar de que puede
estar contenida implicitamente en los Principia ethMdus Differentialis de

Newton”

Presentaremos estos resultados, comenzando conuBeroontinuando
con Montmort y terminando con De Moivre, aunquee asb fue el orden de

publicacién.

Ademas del método clasico de combinatoria, se desamuevos métodos
de demostracion, el método de inclusion y exclusiéel método de funcién

generatriz.
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2.3.1. EL PROCEDIMIENTO DE JAMES BERNOULLI

Bernoulli da su algoritmo con el formato de unaldadn el que introduce un

dado mas cada vez. Para un dado hay una posibpai@dcada uno de los seis

puntos. Combinando dos dados Iﬁfy= 36 posibilidades para distribuirse entre

las posibles sumas de 2 a 12.

Como Bernoulli sefiala, el método de construccioobeso; cada cara del
primer dado es sucesivamente combinada con toslaslas del segundo dado, y
las 36 posibilidades se distribuyen sobre la taleladoble entrada teniendo en
cuenta la suma de los puntos. Sumando el numerpodibilidades en cada

columna, se encuentra la distribucion del nuamero plesibilidades

correspondientes a la suma de puntos.

Para tres dados el nimero de posibilidade8’ e1€, que se distribuiran
entre las posibles sumas de 3 a 18. Combinanddstabdcion de las 36
posibilidades para dos dados con las seis posidiisl para el tercero en una
tabla analoga a la Tabla 2, Bernoulli encuentr@®liitado mostrado en la Tabla
3. Hemos abreviado la tabla de Bernoulli porquedgunda mitad es simétrica

con la primera. De esta forma Bernoulli obtienatghero de posibilidades para

un maximo de seis dados.

Tabla 2.2. Algoritmo de Bernoulli y Montmort para encontrar el nimero de posibilidades de

lanzar un numero dado de puntos con dos dados
Suma de puntos para dos dados

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1 1 1

3 1 1 1 1 1 1

4 1 1 1 1 1 1

5 1 1 1 1 1 1

6 1 1 1 1 1 1

Numero de

o

o
IN
w
N
=

posibilidades 1 2 3 4 5
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Tabla 2.3. Algoritmo para encontrar el numero de psibilidades de lanzar un ndmero

dado de puntos con tres dados
Suma de puntos para dos dados

3 4 5 6 7 8 9 10

2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 2 3 4 5 6 5 4
2 1 2 3 4 5 6 5
3 1 2 3 4 5 6
4 1 2 3 4 5
5 1 2 3 4
6 1 2 3

Ndmero de
posibilidades 1 3 6 10 15 21 25 27

2.3.2. SOLUCION COMBINATORIA DE MONTMORT

SeaX el numero de puntos lanzados por el dado=1,2,...,f . El niUmero total
de puntos entonces es, =X+..+ X, S=nnrl..n. Dejemos que el

nimero “reducido” de puntos seg=s,-n+1, r,=12,.n(f- }+ .

La formula de Montmort para el nimero de posibdieia de consegug

puntos puede entonces escribirse como

N(sn 1) :[(simf f](‘l)i(?j(rs:if :3 :[(S%f](‘l)i (inj( sr—] |_f1—1J )

i=0

Montmort primero demuestra que

N(sn f):(rs:ﬂ:(ns:ﬂ para f>r=s- n+ (2)

Considera los casos para=1,2yZ y por enumeracion completa

demuestra que el nuamero de posibilidades puedentase por sucesivas

adiciones en la misma via que los numeros figurado$o que (2) se cumple.
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En la Tabla 2.4 damos una version abreviada debla tie Montmort para
n=3. La tabla muestra la formacion de cada suma tistéws valores de los tres
dex incrementando el orden de magnitud. Para contaiirakro de posibilidades
es necesario tener en cuenta el numero de permogsci 1, 3, y 6,

respectivamente.

Tabla 2.4. Para valores dados de&s= X + X, + X, la tabla contiene las composiciones

(Xg, X5, Xl) en orden creciente de magnitud, y el correspondiés nimero de
posibilidades

Ss= 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
111 112 113 114115 116 117 118 119 11,10
122 123 124|125 126 127 128 129
133 136 137 138
145 146 147
155 156
222 223 224|225 226 227 228
233 234 236 237

244] 245 246

255

333 334|335 336

344) 345

444
10 15 21 28 36 45 55
9 18 30 45 63
) 3 9

N 1 3 6 10 12 12 10 6 3 1
Fuente Montmort (1713, p. 48)

2 Z2ZL
[EEN
w
»
w

La fila denotada poMN, muestra el nimero de posibilidades cuando no

hay restricciones sobre laspor lo que para cadael mayor valor de cualqui&r

iguala as—2. Para cada, el valor deN, se obtiene sumando el numero de

permutaciones de las composiciones listadas esrlaspondiente columna.
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La fila denotada paN se obtiene excluyendo todas las composiciones que
contengan uno 0 mas numeros mayores que 4, comnaolisa por los dominios
triangulares por encima de la linea escalonada.

Esto significa que todos los se restringen a los numeros 1,..., 4Ny

entonces da el numero de posibilidades de lampantos con 3 dados de cuatro

caras.

El problema es probar qu¢ puede tambiéen obtenerse 8& aplicando

las correccionedN, y N, , de acuerdo con (1), que demuestra que

N(53,4)={S;1]-{S;5]+{5_9} N~ N+ N 3)

2
Vemos que N, se obtiene simplemente multiplicandd, por 3 vy
moviendo cuatro lugares a la derecha, y que, simédate, N, es obtenido

multiplicando N, por 3 y moviendo ocho lugares a la derecha.
Restringimos primero una y solo una de Xapor ejemplox , a tomar
sobre los valores de 1 a 4. Considerargi®12, la composicion que sera

excluida se muestra en la Tabla 2.5.

Tabla 2.5. La composicié(vg, XZ) dandos= X+ X+ % =12 paraX,

mayor que 4

X, 10 9 8 7 6 5
S—% 2 3 4 5 6 7
11 12 13 14 15 16

22 23 24 25

33 34

NUmero de

posibilidades 2 3 4 S 6
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Montmort no incluye una tabla exactamente como, &st@ que la tabla
2.5 es realmente sélo parte de su tabla par2. Se vera que el correspondiente
namero de posibilidades es igual a los numerosdaps de orden 2, siendo su

suma 21. Este hecho es explicado por Montmort digglaente forma: Obtener
12 puntos corx, >4y (x2 x3) libre de restricciones es obviamente lo mismo que

obtenerl2—- 4= € puntos sin ningunas restricciones paralas

Sin embargo, se sigue de (2) (ver también Tabla@fasa s=8, que el
correspondiente numero de posibilidades es iguala2kaber, los numeros
figurados de orden 3, que, como se muestra enlda a5, se obtiene como la
suma de los numeros figurados de orden 2. Dado ujuelado se puede
seleccionar entre los tres de tres maneras, tengo®sleducir3x 21= 65 si

soOlo uno de log esta restringido a la vez (vé&;, en Tabla 2.4 para=12).

Comparando las Tablas 2.4 y 2.5, vemos que henstedie demasiado;
en lugar de3x 21 casos, habria que dedu8ix18 casos. La diferencia se debe a
las composiciones que contienen dos valgnemyores que 4, a saber, 156, 165,
y 244. Para corregir este error hemos excluido émero de casos
correspondientes a 165, que estan incluidos emléaT2.5 pero no en la Tabla
2.4, por lo que los 21 se reduciran a 19, y adaetebemos contar 255 solo una

vez en lugar de dos, por lo que 19 se reduce a 18.

Por lo tanto, tenemos que afia8{il+ 2) = S, como se muestra en la Tabla
2.4 comoN, paras=12. Montmort explica este resultado como sigue: Odaten
12 puntos conx, >4, X, >4, y ninguna restriccion sobrg, es lo mismo que

obtenerl2- 2x 4= 4 puntos sin ninguna restriccion sobre Xa®\ partir de (2)
(ver también Tabla 2.4 pare=4) tenemos que el correspondiente niumero de
posibilidades es igual a 3. Ya que las ddsjo restriccion pueden elegirse de

tres maneras, tenemos que multiplicar por 3.
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La demostracion dada por Montmort sigue el razoeatoidel ejemplo.
Montmort (1713, p. 50) escribe,

...pues siendo expresados los dados por las letras A, B, C, D, E & asi,
y que uno de estos dados, por ejemplo A, sea determinado por llevar
un punto mas alto que el nimero de caras f, es evidente que este
dado A, con los demés dados B, C, D, & asi, debe hacer otro f, puntos
que estan ciertamente comprendidos en una de las caras del dado A,

incluso p— f puntos: pues es necesario tomar el numero de casos
que expresa de cudntas maneras se puede conseguir p— f puntos, y

multiplicarlo por el nimero de dados; puesto que éste puede ser o el
dado A, o el dado B, o el dado C, 6 asi, que sea determinado en llevar
un punto mds alto que el nimero de caras. Ahora bien, puede
ocurrir que se haya suprimido demasiado, a saber, en el caso donde
dos dados son determinados por llevar cada uno un punto mayor
que el nimero de caras; y entonces sera necesario sumar el nimero
did-1
12

de casos para conseguir p—2f puntos multiplicado por

7

Montmort contin(la esta via de razonamiento hastd f puntos.

Vemos que Montmort usa lo que hoy es llamat&iodo de inclusion y
exclusionen su demostracion. El no sefiala este método exzenamiento, pero
lo emplea como una cuestion de rutina; tambiénsk en su demostracion del

numero de coincidencias.

Ni Montmort ni De Moivre discuten las propiedades & funcion

N(s n f) aparte de sefialar su simetria alrededos den( f+1)/2. Montmort
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da una tabla completa de los términosNigs 8,6), de la que se puede ver la
construccién. La distribucién es, obviamente, ur@nlmnacion lineal de

[(s— n)/ f} polinomios de gradam —1, afiadiéndose un nuevo término cada vez

qgues se incrementa pdr

Como se ha mencionado antes, Montmort tabula l&ildision para
n=2,3,..,¢ y f =6. No hace comentarios sobre la forma de la distiyu

para valores crecientes de

2.3.3. GENERALIZACIONES

Montmort (1713, pp. 52-55) deriva un algoritmo pareontrar el nimero de
posibilidades de lanzarpuntos com dados, teniendo diferente nUmero de caras,

f,...f, . Esta es una extension del algoritmo dado erir&sas 2.2 y 2.3.

n

Montmort y Bernoulli consideran otras dos interacaines (aplicaciones) del
algoritmo, a saber, encontrar el nimero de comhlinas con repeticiones

restringidas y el nUmero de divisores de un erdad.

Seana,,...,a que denotan los elementos diferentes o losdiferentes

nameros primos mayores que 1. El nimerordsombinaciones con repeticion

cuandoa,- se restringe a que ocurra a los sufncyeces, puede encontrarse por

el algoritmo anterior. Bernoulli (1713, p. 123) wla ejemplo numérico similar al

dado por Montmort.

Sea el namero dad®N =a"...3" . Todos los divisores dBl pueden

escribirse en la misma forma gNecon f; sustituido pord,, siendoO<d < f y
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Y d =d. El algoritmo entonces da el nimero de divisores dimension

d = s— nincluyendo el divisor 1 correspondientel & O .

Bernoulli (1713, pp. 59-62) también deriva un aiigoo para encontrar el

namero dem-combinaciones con repeticiones restringidas.

Finalmente, Montmort (1713, pp. 59-62) considerdifitil problema de
encontrar el nimero de posibilidades de conseglsuinas extrayenda cartas
sin reemplazamiento de una barajekgmlos corf cartas numeradas de I &n
cada palo. Primero da un algoritmo para resolves pblema con un unico
palo, y entonces muestra con un ejemplo cémo sarpara tres palos de 10
cartas cada uno. No da una formula para la soluaiGrioga a (1). Bernoulli

(1713, pp. 169-174) da un ejemplo similar.

Montmort otorga naturalmente una gran importanca avestigacion en
general, y especialmente a todo lo que sea nuela sagunda edicién. Dice, en
su pagina 65, Este problema es, como vemos, toda la extensi@ ppsible
universalidad, y parece que no deja nada que deselre este asunto, que
todavia no ha sido tratado por persona, que yo sé&pago la demostracion en

el Journal des Scavans en el mes de marzo d€'.1711

Mostramos a continuacion la demostracion que ptasamestro autor en

consonancia con lo comentado anteriormente.

SOLUCION.
44. SEA p—-d+1=q, y sea designado por esta marca arbitraria @

el nimero figurado de orden d, que corresponde a g, es decir, el

primer ndmero de orden d, si =1,y el segundo de orden d, si (=2
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did-1
12

+ X

g-2f

dd-10d- 2
——— - x

10Pr3

g-3f

& asi, expresara el nimero buscado.

; y el tercero, si =3, & asi, la férmula @—dx g- f

N did- 1o~ 21d- 3><
1121314

para conseguir cada punto posible con 8 dados.

Para hacer entender mejor esta férmula, voy a hacer la

aplicaciéon, dando en la Tabla siguiente el niimero de azares que hay

numeros

conseguir

a

8048
9047
10 0 46
11045
12 044
13043
14 042
15041
16 0 40
17039
18 0 38
19 037

20036
21035
22034
23033
24 032
25031

26 030
27029
28

1 maneras de conseguirlos

8
36
120
330
792

1716

3432
6435
11440
19448
31824

50388

77520
116280
170544
245157
346104

480700

657800
888030

8x1
8x8

8x 36
8x120
8x330
8x792
8x1716
8x3432
8x6435
8x11440
8x19448
8x 31824
8x50388
8x 77520

+ 2& !

+ 2& ¢

+ 2& 3¢

+ 2& 12

+ 2& 33l

+ 2& 79

+ 2& 1716 56
+ 2& 3432 586

8x116280+ 2& 6435 56 -
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Se ve por esta Tabla que hay, por ejemplo, 1708 maneras de
conseguir 14 o 42 con 8 dados, y 133288 maneras de conseguir 27 o
29, & asi.

DEMOSTRACION.

CUANDO el ntimero de caras de cada dado no es menor que
p—d+1, los nameros figurados de orden d, Tabla primera, art. 1,

dan siempre el namero de azares diferentes para conseguir tal o tal
punto.

Para asegurarse es necesario considerar la relacién que se
encuentra entre la manera en que se forman los diferentes puntos
con uno, dos, tres dados, & asi, y la manera en que se forman los
numeros de primer, segundo, tercero, & asi, rango horizontal, art. 1,

se encontrard facilmente esta relacién en las Tablas siguientes.

Primera Tabla para conseguir con un dado,

0 0 0 0 0
1 2 3 4 5 6

formacion de los
1 2 3 4 5 6 puntos

manera de conseguir
1 1 1 1 1 1 estos puntos

Segunda Tabla para conseguir con dos dados,

02 03 04 o5 06 07 08 09 o010 o011l o012

11 12 13 14 15 16 17 18 19 1,10 1,11
22 23 24 25 26 7 28 29 2,10

33 34 35 36 7 38

44 45 46

Formacion de los puntos 55

66

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 Maneras de
conseguir estos puntos
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Tercera Tabla para conseguir con tres dados

03 o4 05 06 o7 08 09 010 o011 o012 o013 o014
111 112 113 114 115 116 117 118 119 11,10 11,11 11,12
122 123 124 125 126 127 128 129 12,10 12,11
133 134 135 136 137 138 139 13,10

144 145 146 147 148 149

155 156 157 158

166 167
222 223 224 225 226 227 228 229 2210

233 234 235 236 237 238 239

244 245 246 247 248

255 256 257

Formacién de los puntos. 266

333 334 335 336 | 337 338

344 345 346 | 347

355 356

Maneras de conseguir estos puntos.
1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 78

Se ve, 1° por la primera Tabla, que el rango de las unidades
expresa todas las maneras de conseguir con un dado o un as, o un
dos, o un tres, & asi. 2°. Por la segunda Tabla, que los nameros
naturales 1, 2, 3, 4, 5, 6, & asi expresan todas las maneras de
conseguir con dos dados o dos, o tres, o cuatro, o & asi, puntos,
donde la razén es que para formar estos puntos, juntando el as del
segundo dado con todos los puntos que se pueden conseguir con el
primero, y a continuacion el dos del segundo dado, con todos los
puntos que se pueden conseguir con los del primero, excepto el as; y
a continuacion el tres del segundo dado, con todos los puntos del
primero, excepto el as y el dos, & asi. 3°. Por la tercera Tabla, que los
numeros triangulares 1, 3, 6, 10, 15, & asi, expresan todas las
maneras de conseguir con tres dados, o tres, o cuatro, o cinco, & asi,
por esta razén, que para formar estos puntos se une al as del tercer
dado todos los puntos de la Tabla precedente para dos dados, y a

continuacion el dos del tercer dado con todos los puntos de la Tabla

precedente donde el as no se encuentre, y a continuacion el tres del
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tercer dado, con todos los puntos de la Tabla precedente donde no se

encuentre ni el as, ni el dos, y asi el resto.

De donde es evidente que esta formacién de los diferentes
puntos es la misma que la de los ntimeros figurados, art. 1, es decir,
en una y otra, una suma reiterada, estos ultimos numeros expresaran
siempre todas las maneras de conseguir todos los puntos posibles,
cuando las caras de los dados sean marcadas con cifras que pueden
servir para marcar estos puntos; pues, en los dados ordinarios con
seis caras, se ve que esta regla no ha lugar, y que no hay, por
ejemplo, siete maneras de conseguir 8 con 2 dados; puesto que no
habiendo caras marcadas con un 7, es necesario suprimir 17, y que
no hay 8 maneras de conseguir 9, puesto que es necesario suprimir
los puntos 18, 27, & asi, es lo que se ha querido hacer observar por
los trazos que se han situado en estas Tablas, para hacer entender los
lanzamientos que son necesarios suprimir en los dados ordinarios, lo
que se puede también aplicar a todos los demds supuestos del
namero de caras de cada dado, como se hara ver en los Corolarios
que se daran a continuacion.

Nos queda ahora, pues, para acabar de demostrar la férmula,
hacer ver en general lo que es necesario suprimir del nimero que
responde al rango perpendicular de orden p, y al rango horizontal d:
ese numero es el primer término de nuestra férmula.

Es necesario sustraer de ese ntimero, el nimero de casos por
los cuales puede llegar que por la formacién del punto dado falla
hacer entrar un niimero mayor que el namero de caras de un dado.
Ahora bien, hay d veces tantos casos para esto, como hay para

conseguir un punto expresado por p— f con el mismo ntimero de

dados; pues siendo expresados los dados por las letras A, B, C, D, E
& ast, y que uno de estos dados, por ejemplo A, sea determinado por
llevar un punto més alto que el namero de caras f, es evidente que
este dado A, con los demas dados B, C, D, & asi, debe hacer otro f,
puntos que estan ciertamente comprendidos en una de las caras del
dado A, incluso p— f puntos: pues es necesario tomar el namero de
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casos que expresa de cuantas maneras se puede conseguir p-— f

puntos, y multiplicarlo por el nimero de dados; puesto que éste
puede ser o el dado A, o el dado B, o el dado C, 6 asi, que sea
determinado en llevar un punto mas alto que el nimero de caras.
Ahora bien, puede ocurrir que se haya suprimido demasiado, a
saber, en el caso donde dos dados son determinados por llevar cada
uno un punto mayor que el ndmero de caras; y entonces sera

necesario sumar el nimero de casos para conseguir p—2f puntos
1 dia-1 .
multiplicado por TR puesto que dos dados, por ejemplo, A & B
siendo determinados por llevar puntos mas altos que f, no les queda
por hacer con los otros dados C, D, E, & asi mas que p—2f puntos;

did-1

y como se puede tomar d dados en EGE maneras dos a dos, es

necesario multiplicar el niumero de casos para conseguir pP—2f
[d-1 : ) .
puntos por 3 Por la misma razén, cuando pueda ocurrir que
tres dados estén determinados por llevar cada uno puntos maés altos
que f, serd necesario aun suprimir el nimero de casos para conseguir
did-1[d-2
1208
numero de casos para conseguir Pp—4f puntos multiplicado por
dld-1ld-2[d-3
128K

formar el punto dado, llevar cada uno un punto mas alto que el

p—3f puntos multiplicado por , y aan afadir el

, en el caso de que cuatro dados pudiesen, para

numero de caras f; y continuando asi, alternativamente, esta suma y
esta sustraccion, se tendrd por fin el verdadero namero que exprese

de cudntas maneras el punto dado puede ser conseguido. C. Q. F. D.
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SECONDE PARTIE.

PROBLEMAS SOBRE JUEGOS DE AZAR

3.1.  Sobre Juegos de Cartas
3.1.1. Pharaon
3.1.2. La Bassette
3.1.3. Lansquenet
3.1.4. Juego del Her
3.1.4.1. Introduccion
3.1.4.2. P. R Montmort, N. Bernoulli y el juego del Her
3.1.4.3. Resolucion desde un punto de vista actual
3.1.4.4. Laaportacion de Trembley (1804)
3.1.5. Sobre el Juego del Tas
3.2. Sobre Juegos de Dados
3.2.1. Quinquenove

3.3. Otros Juegos y Problemas
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3.1. SOBRE JUEGOS DE CARTAS

La segunda parte de Montmort se refiere a los gl azar que impliquen
cartas. Para mostrar el método de demostracion a@nmbrt vamos a trabajar
con dos juegos de cartas, Pharaon y Lansquenetjuego de bolos, el problema
de Robarte, en el que, para encontrar la espedmias jugadores, Montmort
usa combinatoria, recurrencia, probabilidades @madas, y suma de niameros

figurados.

El impacto que supuso el trabajo de Montmort emmemento de su
aparicion puede verse en la discusion inspiradapalerivacion de la esperanza
del banquero en el Pharaon, que lleva a las cotdbes de John y Nicholas

Bernoulli, Struyck, De Moivre, Daniel Bernoulli yuker.

Montmort comienza definiendo la esperanza de uadgagcomoe = ps,
dondep es la probabilidad de ganas¥s el total apostado. En este aspecto sigue
la linea de la época: Pascal, Huygens, Caramueldoslbacen “valoraciones”
de juegos a través de sus esperanzas, y las ms&masalculadas como se ha
dicho. Considerando un juego con dos jugadoreg)alef juego como justo si la
ratio de las apuestas de los jugadores es ig@atadid de sus esperanzas. Define

la ventajade un jugador como Su esperanza menos su apuesta.

Asumiendo que la probabilidad de ganar es propoatial nimero de
posibilidades favorables al jugador, demuestra lguesperanza del jugador es
igual a e=(mOs+ riD)/( m+ ) si haym casos de conseguiry n casos de
conseguir 0. Asi encuentra la probabilidad de gaoano el nimero de casos
favorables dividido por el total de casos posiblEs. establece de manera
explicita que todos los casos han de ser iguakdasimiles, pero esta claro por

el contexto que esto era lo que tenia en mente.
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3.1.1. PHARAON

FRLMPEERRGRY BaREERGPRRRERLRL LS
R A A L R S S PN
A AR O 2 AU e T U A o A A S A e e Y

PROBLEME
SUR LE PHARAON.

Déterminer gmemlzmem f'a'uanm(gc du Banguier
par rabbart aux Pontec

El Pharaon se juega con una baraja comun de S@sc#it comienzo del juego,

el adversario del banquero, el jugador, apuestamdidad 1 en uno de los 13
valores de las caras. El banquero comienza extilayeos cartas sucesivas. Si la
primera carta extraida tiene el mismo valor de cpra la del adversario, el

banquero gana la apuesta del adversario. Si landagcarta extraida tiene el
mismo valor de cara que la del adversario, el barmgua de pagar 1 al

adversario. Si ambas cartas tiene el mismo val@ade que la del adversario, el
banquero gana la mitad de la apuesta del adver&irambas cartas difieren de
la del adversario, el juego continda con las réstaB0 cartas, el adversario
seflalando un valor de cara, el banquero extraydodaartas, y asi. Esta regla
general se modifica por una regla para la ventajdbdnquero, a saber, que la

segundeacarta en lalltima extraccion no cuenta.

Montmort analiza un caso en que el montdn consta chetas, siendp

par, y el nimero de la carta del adversario gstéaces en el mismd,<qg< p.
Designaremos las cartas pat,...,3,;h,...,_,. Montmort considera lasp!

permutaciones igualmente probables y sefiala pata oaa si el banquero
. . 3 : . 1
consigue la cantidad 2, 0O, 8’ 0 equivalentemente, si gana-1, o > La

correspondiente media da la esperanza del banc&be(rq) y la ventaja del

banquerou, (q) = e,( g -1. La formula parau, es mas simple que la dg ya

los casos corrl y —1 se equilibran entre si.
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Montmort comienza con una detallada discusion deprmutaciones

parap=2, 4y 6,y calcula los correspondientes valore$p(eq) . Sefala que
cuando una permutacion comienza con llos, puede entonces expresarse por
medio dee,,, por lo que el problema puede ser resuelto pourregcia.

Volviendo al caso general, deriva una férmula daumencia como la que se

indica en la siguiente tabla.

DERIVACION DE LA FORMULA DE RECURRENCIA
Resultado ab ba aa bb

N° de posibilidadesd(p-a) (p-a)a aq(g-1) (p-d)(p-a-1)

Premio 2 0 g e,—»()

Ganancia 1 -1 % Up-z(Q)
Tabla 3.1

El nimero total de posibilidades g4 p—1). Paraq>2 tenemos que

2a(p-a)+ 2o oD+ g.( 4 p ¥ P a9
& (a)= o(p-1) S )

Salp=d+uL(d( e 9 p a)
up(q)_ p(p—l) : (2)

Para p=1 Montmort considera lap! permutaciones de,h,....h,_,. Si
ocurre a en un lugar impar, el banquero obtiene 2; si ocayen un lugar par, el
banquero obtiene 0, excepto para el caso dendeurra en ultimo lugar, que da

1. Por tanto,
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ep(1)={z(§j+1}(p‘l)!:1+ip, 3)

por lo queu, (1) =

o lP

Parag=2 la unica contribucion ai, llega de losp/2 casos, donde el

. 1
banquero extraea, y a, juntas. Los p/2-1 casos dan al banqueréa, y el

ultimo caso da 1. Por tanto,

up(2)={%(g—lj+1}2!(p_2)!— p+2 @

pt  2p(p-)°

Montmort no derivau, (2) directamente como hemos hecho arriba, sino

que él consigue el mismo resultado por una modikeca de la formula de

u,(a) parag>2, lo que vamos a probar.

Por sucesivas sustituciones en (2) Montmort encaepie

(p-q)° % paraq par,

h= 5

2p” S (p-2) p-g-1 ©)
2

paraq impal
Multiplicando el numerador y denominador fqr-2 - 2i)(q'2'2i), obtiene

(p-2-2i)°?
2 p(z) i=0 ( p- 2)(q_2)

(2 n —2_ 9 -
| p-2-2 p-2
‘pr;( q-2 j/[q—Zj )
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75T

Sefialando queu,(q) depende de la suma de ndmeros figurados

alternativos de ordeng-1, Montmort afirma que tales sumas se pueden

encontrar por medio de sus formulas de suma (IF.pdro que usara un meétodo

mas directo “basado en una curiosa propiedad d&llmeros figurados”.

Montmort define elk-ésimo numero figurado de ordem por la

recurrencia

fkm:ij””, fl=1 m=23,.. (9)
=1
de modo que
m+ k-2
fm= . 10
: [ m_lj (10)

Denotando la suma de nuameros figurados alternatign§,", tenemos
Fr=f"+f>+.., (11)

siendo el dltimo términof,” =m parak par y f" =1 parak impar. De las
definiciones se sigue que

m m __ m-1
fk - fk—l - fk ’
m m m m — ml
fr+fo+f+fo+..=f™,
m m m m —_ ml
fr-fo+fo-fo+..=F™.
Sumando las dos ultimas ecuaciones y dividiendo2pdiontmort encuentra la
recurrencia
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Capitulo 3
m 1 1 m
Fk :_fkm+l+5|:k 11
lo que lleva a
m 1 1 m 1 " 1
Fk :EfKW1+— fk +—8fk 1+---+?(fk2+ck) (12)

dondec, =0 parak par, y ¢, =1 parak impar. Para su posterior uso Montmort

también demuestra que

m 1 mt: l -
Fk - 2 fk+ll _EFk+11!
lo que conduce a
m _ 1 m+l l m 1 ml (_1)m 2
F —Efm ‘me’fgf.«g ST (fontdy ) (13)

donded,, =0 parak+m par, yd,, . =-1 parak + m impar.

Escribiendo (8) en la forma

w1 o) 1 g9
ta-,14 (14)

donde g, =1 paraq par, y g, =0 paraqg impar. Por medio de esta férmula

Montmort tabulau, (q) paraq=3,4,...,§ los dos primeros resultados son
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2p-5
p?—4p+ 3)'

u,(3)= u (4= 15
p() 4(p_1) y p() 2( ( )
De los resultados dados anteriormente, en la paineglicion (1708)
aparecen los siguientes: la recurrencia (1) W(aq); la solucion general (8) en
términos de numeros figurados sin demostraciom @adina 23; el lema sobre la
suma de numeros figurados alternantes aparecesiasiracion en las pp. 24-25

de su primera edicion; y los valores d@(q) parag=1,...,8 que se dan en las

paginas 24-25.

Habiendo obtenidoup(q) en la forma (8) por una combinacion de

razonamientos combinatorios y recurrencia, es sargue Montmort no derive
estos resultados después con un argumento comixindiecto. Este fue dado,
sin embargo, por John Bernoulli en su carta a Montr{L713, pp. 284-287).

Bernoulli sefiala que la demostracion se hace nmaglesisi uno considera solo

Ias[pJ permutaciones dgaes yp— g bes, en lugar de lag! permutaciones de
q

p elementos diferentes. Demuestra esto pared y 6 y entonces afirma sin

demostracion que
{27 (224

= (16)

para q par, y da una formula similar pa@ impar. Bernoulli escribe que
Montmort encontrara que esta formula da el mismsaltado particular, esto es,

up(q) paraq=1,...,8 como se establece en su libro; Bernoulli parecen¢c
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Todhunter) pasar por alto el hecho de que Montimardado la formula general

(8) y que (17) sélo es ligeramente diferente doraa.

La cuestion de interés es qué clase de razonangenibinatorio usa John
Bernoulli. Es tentador sugerir que John tuvo swltedo de James, quien uso
combinatoria para resolver un problema muy siméar el juego de cartas

Bassette.

En su réplica, Montmort (1713, pp. 303-304) sefipla él tiene desde
hace tiempo conocimiento de la formula (5), que slifiere ligeramente en su

forma de la de Bernoulli.

font tres belles. ]'en ai une depuis long-temps peu diffe-
rente des votres, foit que ¢ foir pair ou impair. La voici

L] p—g:p—gq=—1 P—gp—8=—t.p—f—1, p—g—}
Fx?‘*+r'f‘_"P“"-P“i+ Pp—1.p=—i . p—y.p—s.p—j
-+ crosecl S5 ol St B B oo ol 4 SSecwacth, fommnl 3 Sl St 4 shaich: hpard "‘"&'.C'

PP 1P pe— - p T 4. P=§.P=6.p—7

-

Nicholas Bernoulli en una carta a Montmort (171.3290) da la formula

(16) sin demostracion y Montmort la demuestra e99gpor medio de (13).

I 9 EESE - SN 7 |-, CJS I q.F—10y

X F=TeI § F=i+1.r—1%1 & g XFogmrr=Tv =73
1T q—T1+9—1.9—3

P“‘f‘*-l-l’-—‘?*'-l-P-*‘j'ﬂ-i-P-—?-o-q. + &C.

I
"-‘-”EK

Esta nota descubre el fundamento de la diferencia que se encuentra
entre mi férmula de arriba, y la que sigue, de la que el sefior Nicolas
Bernoulli me ha dado conocimiento en su carta del 26 de febrero de

1711, que se encontrara al final de este Libro.
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1.9 1 qlg-1 . qto- Og- 2
4 p-q+1 8 p-g+lp-g+2 16 p- o lp o Zip & .
1 X qtq-114-20g- 3 + & asi.

_3_2 p-q+1p- g+ 2p— g+ Ip- ¢+ 4

Esta dltima parece preferible, en que no se emplea nada mas
que tantos términos como unidades hay en -1, en lugar que en la

mia, cuando g €s un nuamero par, es necesario tomar tantos términos
de la serie como unidades hay en g; y en este caso multiplicar el
altimo término por 2: esta excepcidon resta de alguna forma
uniformidad a la férmula. Pero esta ventaja es quizas compensada
por los signos alternativos y los g que se encuentran en el
denominador en la férmula del sefior Bernoulli, y principalmente
porque se opera sobre nameros mdés grandes. Para hacer la
comparacion, sea propuesto encontrar la suma de estos ntmeros,
por ejemplo, que son de cuarto orden, 120+ 56+ 20+ 4= 200. Se
tiene por mi férmula %X330+%X 120+—1>< 36+ T16x . Y segun la

del sefior Bernoulli l x 495- 1' x 220+ E'>< 66- —1 x 1.
2 4 8 16

Presumiblemente, Nicholas entendid la indicacionMintmort de su

demostracion de (12) y entonces derivo (13) pavadessu propia demostracion.

Con referencia dssayde Montmort (1713), Struyck (1716, pp. 104-107)

da una demostracién puramente combinatoria. Sefi@aualquier permutacion

gue comience coa puede descomponerse en dos que comiencerlrgraa,

respectivamente, y que las correspondientes priatsdes son

q_d(p-9g+dal)

p p( p-1)
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La compara con permutaciones que comienzan locan que tienen una

probabilidad de(p-d) g/ p( p-1), y demostrara que la ventaja del banquero

puede expresarse en términos de la diferenciatde @obabilidades.

Ignorando la regla de que la dltima carta no cyesttalyck establece que
el ganador del juego es el primero que extraeauda una caja que contiege

aes yp—( bes, extrayendo alternativamente el banquerquehlpuesta.

Este problema es, sin embargo, el mismo que elnsiegproblema de
Huygens generalizado a la extraccion sin reempleezdm Por tanto, la

probabilidad del banquero de ganar es

_ A\ _\(4)
p=d.(p=9" a (pd q,
p p p-2 p p-4

-{(E4/3)

y la probabilidad del que apuesta es similarmente,
= )4/
q-1 q-1 q

. . " A1
La ventaja del banquero, dependiendo de su pribriea asnE(Fi— PZ). Dado

que,

P

la ventaja del banquero se convierte en
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(E2HEma)1/12)

de acuerdo con (8).

De Moivre (1718, pp. 40-44, 55-58) obtieng(q) paraq=1,...,4 con un

argumento combinatorio similar al usado por Struyek su prefacio (1718, p.
XI), De Moivre escribe “Admito que algunos granaeatematicos antes que yo
se han tomado la molestia de calcular le ventdjdalequero... Pero aun asi, la
curiosidad de los investigadores permanecio irfeatis; la cuestion principal, y
con mucho la mas dificil, relativa Bharaono Bassettees la de qué tanto por

ciento consigue el banquero del total del dineenawado.”

Entonces pasa a convergren una variable aleatoria. Imagina que
veces sucesivas el que apuesta pone su dinero ealamncara elegido al azar,
haciendo su primera eleccién antes de la primeraaion. La ventaja media

del banquero se convierte en

S

donde el factor pou, (q) iguala la probabilidad de quede las cuatro cartas

permanezcan en stock.

De Moivre reduce esta expresion a un polinomigpgnm dividido por
p(“). Para p=52 y m=23, encuentratl =0.029¢. Lo que significa que la
ventaja media del banquero es sobre el 3% de lastguEn ese prefacio De

Moivre esta muy entusiasmado con esta solucion.
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Como sefiala Todhunter (p. 152), la idea de De Moes poco realista
desde el punto de vista del jugador. Hoy la idean&sesante principalmente

como un ejemplo temprano de un procedimiento alieato

Respecto a este juego Montmort da dos tablas ddtag@ss numéricos
respeto del Pharaon. Una de estas tablas pretendea exposicion exacta de la
ventaja del banquero en cualquier etapa del jusgoniendo que se jugd con
una baraja de 52 naipes; la otra tabla es una exposproximada de la ventaja

de la banca.

Puede hacerse una observacion con respecto aldaataierior. La tabla

consta de cuatro columnas; la primera y la tersera correctas. La segunda

: , +2 :
columna debe calcularse a partir de la formgni%—l) , sustituyendo en la
n—

serie 50, 48, 46, ... 4, como ya se ha dicho. Berla segunda edicion del libro

. . 3117
de Montmort, la columna se da de forma incorrectamienza conmen

26
lugar deISO’ y algunas de las restantes entradas son correet@sno en sus
formas mas simples, y otras son incorrectas. Lataueolumna deberia

. , 2n—-5 .
calcularse mediante la formula—2" , al ponem en la serie 50, 48, 46,

2 n—l)(n—3)

... 4; pero hay también algunos errores.

A titulo de curiosidad, afadimos esas dos tablasMibmtmort a

continuacion:
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N
N

1:a+iLa
48
1:a+;La
46
1:a+£La
1:a+£La
42
1:a+;La
40
1:a+i£a
38
l=a+—a
36
1:a+iLa
34
1:a+iLa
32
1:a+iLa
30
l=a+—a
1:a+£La
26
1=a+££a
24

1=a+££a
22

TABLA PARA EL. FARAON
* * * 3: * * *
+ 3117 a :3=a+ a

350350 196
+ 1787 a :3=a+ a
161304 188
+ 3431 a :3=a+ a
296010 180
822
= a :3=a+ a
67639 172
+ 3145a :3=a+ a
246246 164
+]501a :3=a+ a
111540 156
-+2M9a :3=a+ a
201068 148
679
= a :3=a+ a
45045 140
+ 2573 a :3=a+ a
160446 132
1215
—a+——a :3=a+ a
70928 124
+ 2287 a 3=a+ a
124410 116
536
—a+———a :3=a+ a
27027 108
2:a+i§@£ :3=a+ a
92950 100
:a+—g§ia :3=a+ a
39468
:a+£a 3=a+ 3 a
66066 84
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‘4=a+

‘4=a+

4=a+

‘4=a+

d=a+

4=a+

4=a+

4=a+

4=a+

+ 2295086253a
115890841950

7208829 a
349595300

276199 a
12842280

11002a
489555

913
a
38786

79
a
3198

25
a
962

1349 a
49210

1139 a
39270

357
a
11594

177
a
5394

55
a
1566

221
a
5850

611
a
14950

473
a
10626

143
a
2026
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l1=a+La
1
18 1=a+—a
=
1
16| 1=a+—a
T
1
14 l=a+—a
14 14
1
12 1=a+—a
12 12
1
100 1=a+—a
10 10
8] 1=a+la
8

& 8 8
= = [
1 1 1
QD

+ * *
|'—‘ * *
o * *

5]

1=a+ia
46

1:a+ia

&]

&]

1:a+ia
42

8|

1:a+ia
40

2=a+

2=a+

1572
+——a
54340

1429
+——a
43758

429
+———a
11440

1001

:3=a+ 3a 4=a+ 35a
76 646
:3=a+ 3a 4=a+ 31a
8 510

:3=a+ a 4=a+ 9a
130

:3=a+ a 4=a+ 23a
52 286
:3=a+ 3a d=a+ 1ga
198

:3=a+ 3a d=a+ 5a
6 42

:3=a+ a :4=a+ 11a
70

7

:3=a+ a :4=a+ a
20 30
:3=a+ 3a 4=a+ 1a
12 2

TABLA II. PARA EL FARAON

1 1
2-at>—<—
87 86

1 1
2-at>—<—
83 82

1 1
2z-at>—<——
79 78

1 1
2zat>—<—
75 74

79

:3:a+>i<—
58

62

57

55 54

:4:a+>i<_
:4:a+>i<_
49
:4:a+>i<—
47
;4:a+>i<—

;4:a+>i<—
43

:4:a+>i<—
39

1
50

1
48

1
46

1
45 44

1
42

;4:a+>i<i

41 40

1
38
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&l

1:a+ia
38

3]
[EEN

l=a+—a
36

2]

1:a+ia
34

N

1:a+ia
32

8]
[EEN

l=a+—a
30

&)
o]

1:a+ia
28

.
(o))
[l

l=a+—a
26

N

1:a+ia
24

EIN
= =
1 1
Q Q
+ +
= N
Q Q

=]

1:a+ia
18

5]

1:a+ia
16

1=a+ia
14

N

N
=
1
o]
+
|
jo}]

;2:a+>i<i
71
:2:a+>i<—
67
:2:a+>i<—
:2:a+>i<—
59
:2:a+>i<—
55
:2:a+>i<i
51
;2:a+>i<—
47
;2:a+>i<—
;2:a+>i<i
39
:2:a+>i<—
35
:2:a+>i<—
:2:a+>i<—
27
;2:a+>i<—

;2:a+>i<—
19

70

1
66

1
63 62

1
58

1
54

50

1
46

1
43 42

38

1
34

1
30

1
26

1
23 22

1
18

;3:a+>i<—
50

:3:a+>i<i
42

:3:a+>i<—
39

;3:a+>i<—
34

:3:a+>i<—

1
49

46

41

1
38

33

31 30

25

23 22

;4:a+>i<—
37

:4:a+>i<—
35

:4:a+>i<_

;4:a+>i<—
25

;4:a+>i<—

;4:a+>i<i
21

:4:a+>i<—
19

:4:a+>i<—
15

;4:a+>i<—
11

d=a+> l<
9

4 =a+> E<
7

4=a+> l<
5

1
36

1
34

1
33 32

24

1
23 22

20

1
18

:4za+>i<i

16

1
14

;4:a+>i<—l

13 12

1
10

o Al

olk

4=a+ 1a
2
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3.1.2. LA BASSETTE

FEAPTNEFPRNASLCOMNR SR F NIRRT N
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LE JEU DE LA BASSETE

El trabajo de Montmort sobre el juego de cattasBassettees similar al del

Pharaon. En primer lugar presenta las reglasudgby.

EN este Juego, como en el del Faraon, el Banquero tiene el juego
entero compuesto de cincuenta y dos cartas. Después de que las ha
mezclado, y de que cada Jugador o Ponte (apostador) ha puesto una
cierta suma sobre una carta tomada a voluntad, el Banquero vuelve
el juego, poniendo las de debajo encima; de manera que él ve la carta
de debajo. Después, él saca todas sus cartas dos a dos hasta el final
del juego, comenzando por la segunda. He aqui las otras reglas del
juego.

1°. La primera carta es para el Banquero; pero él no toma mas
que los dos tercios de la apuesta del Apostador cuando él lleva su
carta; y esto se llama facer. La segunda es enteramente para el
Apostador, la tercera enteramente para el Banquero; y asi,
sucesivamente alternando. Es necesario sefialar que cuando una
carta ha ganado o perdido ya no pertenece mas al juego, a menos
que no se le aflada de nuevo. Asi, por ejemplo, siendo un Rey la
carta del Apostador, si la primera carta del juego es una Dama, la
segunda un Rey y la tercera también un Rey, el Banquero que dice
extrayendo las cartas, Rey ha ganado, Rey ha perdido (esto se entiende
desde los Apostadores) perderd la apuesta del Jugador, aunque
naturalmente el segundo Rey le hubiese hecho ganar, si la primera

carta del corte hubiese sido un Rey.
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2°. Cuando los Apostadores quieren tomar una carta en el
curso del juego, es necesario que el corte sea bajo, es decir, que el
Banquero las extraiga, como he dicho, dos a dos, habiendo puesto su
altimo corte o pareja de cartas sobre el tapete, de manera que la carta
que queda descubierta sea perdedora para los Jugadores. Entonces,
si un Apostador coge una carta, la primera carta que extraiga el
Banquero sera nula con respecto de este Apostador, aunque sea

tavorable a los otros Jugadores; si se trata de la segunda, serd facée,
. 2
es decir, que el Banquero tomaré los 3 de lo que este Apostador

haya puesto sobre la carta: si viene en la continuacién, sera pura
ganancia o pura pérdida para el Banquero, segtin que ella venga, o la
primera, o la segunda de un corte.

3°. La altima carta, que deberia ser para el Apostador, es nula.

Por tanto, consideramos una baraja de 52 cartason§amos que
2n =52, y en las qué cartas estan marcadas con la letrg el resto,2n -k
con la letrab. Extrayendo dos cartas consecutivas y sin reempignto, los
cuatro posibles resultados sab, ba, aa, y bb. En el primer caso, el banquero
gana una del apostador (el ponte), en el segurato@gpierde una, en el tercer
caso gana una; y en el cuarto caso el juego ca@ntion el banquero extrayendo

otro par de cartas del monton.

Para encontrar la esperanza del banquero, Montestdblece que
podemos ignorar el resultadb con una ganancia de lbg con una pérdida de 1
dado que ambos tienen la misma probabilidad deremcia. Por tanto, solo
considera el numero de posibilidades o suertes paran una serie d&

extracciones.

Parak =1, un doble es imposible, por lo que el nUumero dmnchs para

aaes cero.
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. 2n
Parak >1, el numero total de permutaciones de s es ( k)' El

banquero gana si la primera extraccion de dosscdaaomo resultadas, o si la

segunda extraccion @, y asi. Los correspondientes nimeros de permutagio

2n-—2 2n—-4 2n—6
son , , ,... Entonces, Montmort encuentra que la
k-2 k-2 k-2

esperanza del banquero es:

(7 e

Montmort da esta formula para los casos particalade k =2 3 4,
razonando tal y como lo hemos hecho antes. Montraortina el analisis de este
juego con una nota y dos tablas, similares a lashggmos dado en el juego del
Faradn. En la nota, Montmort plantea posibles natifones a las reglas del

juego para hacerlos mas atractivo:

NOTA V.

124. ESTE juego es en la actualidad mucho menos usado que el
Faraén. Las cartas que no van, hacen perder al juego algo de su
vivacidad. Ademas hay con frecuencia disputas por saber si la carta
del Apostador va o no va. No se pueden remediar estos
inconvenientes que estan basados en la naturaleza del juego; pero se
podria hacer este juego mds igual conviniendo que las cartas facées
no paguen mas que la mitad de la apuesta del Apostador, cuando la
ventaja del Banquero seria muy poco considerable, he encontrado
que si el Banquero no se llevase mas que un tercio por las faces, este
juego le seria desventajoso. La mayor parte de las notas que se han
hecho sobre el juego del Faraén, pueden tener lugar con relaciéon a

éste, y no serd inatil consultarlas.

Anadimos la tabla aportada por Montmort al finakdée juego.

83



Maria Dolores Pérez Hidalgo

g = B o R R R BB R R R E
=
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TABLA PARA LA BASSETE
2::i :3
30 30
2::i -8
63 105
2:—i ::E
108 252
.o 6 2
165 495
2:—L :zﬁ
234 858
. 8 .48
315 1365
0.2 9 -_63
408 2040
- 10 -_80
513 2907
5.2 11 =99
630 3990
-12 .- 120
"~ 759 " 5313
5.2 13 - 143
900 6900
_ 14 5. 168
1053 8775
- 15 - 195
1218 10962
16 224
71395 " 13485
17 255
1584 " 16368
- 18 .__288
1785 19635
19 323
" 1998 "7 23310
-_20 .- 360
"~ 2223 27417
21 399
2460 731980
22 440
" 2709 737023
-2 3.-_483
2970 42570
24 528
T 3243 " 48645
-2 3.2_25
3528 55272
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4= 24

7180
.- 66
" 630
124
1512
198
"7 2970
. 288
" 5148
394
78190
516
12240
- 654

17442
_ 808

" 23940

_ 978

" 31878

1164

" 41400

1366

" 52650
1584

" 65772
1818

" 80910
2068

4:=
98208

_ 2334

117810

_ 2616

" 139860

_ 2014

" 164502

_ 3228

" 191880

3558

" 222138

3904

" 255420

4266

" 391870

4644

" 331632
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3.1.3. LANSQUENET

REH IR B %S
YN LSO YR R GO S e e
W:’G{lﬁ”&i&*ﬂu&%%zﬁh%l#rﬁ&*%ﬁﬁﬂ*& WU

PROBLEME

SUR

LE JEU DU LANSQUENET:

Lansquenet es un juego de cartas r©gugadores situados al azar en una mesa
redonda. De una baraja comun de cartas el banggjeade una carta a cada uno
de losn-1 jugadores y después a él mismo. Cada jugador @plaesantidad 1,
excepto el banquero, que apuestal. Volviendo las cartas que restan
sucesivamente, el banquero gana si la carta tiemeiseno valor que la del
jugador, y pierde su propia apuesta si la carteetel mismo valor que la suya
propia. El juego se detiene cuando el banqueroanadyp todas las apuestas o
pierde la suya. Todhunter (1865) al comentar estgg analizado por nuestro
autor escribe (p. 91): “Montmort a continuacion lexaael juego de Lansquenet;
esta discusion ocupa paginas 105-129. No parecEmis ningun punto de
interés, y seria inutil el trabajo para verificas complejos calculos aritméticos
gue implica.” Recogemos a continuaciéon un fragmeoto las explicaciones de

las reglas del juego

Determinar, en general, la ventaja de aquél que tiene la mano,
y la suerte de los demds cortadores respecto a los
diferentes lugares que ocupan.
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SE llaman cortadorest a aquellos que toman cartas en la vuelta, antes
de que el mano se dé la suya; y carabineros’, a aquellos que toman
carta después que la del mano haya sido extraida. Se llama el
regocijo a la carta que viene inmediatamente después la carta de
aquél que tiene la mano. Todo el mundo puede poner antes de que
la carta de aquél que tiene la mano sea extraida; pero depende de él
tener lo que quiere, con tal de que se explique antes de extraer su
carta: pues si la extrae sin decir nada estd obligado a cumplir con

todo lo que se ha puesto.

Después de que se ha regulado el fondo del juego, aquél que
tiene la mano da cartas a los cortadores comenzando por su derecha,
y estas cartas se llaman cartas diestras, para distinguirlas de las
cartas de reposiciéon y de regocijo; se da una carta, y a continuaciéon
extrae el regocijo. Siendo hecho esto, él contintia extrayendo todas
las cartas sucesivamente; gana lo que estd sobre la carta de un
cortador, cuando él lleva la carta de este cortador; y pierde todo lo
que esta en el juego, cuando lleva la suya. Por fin, si él lleva todas las
cartas diestras de los cortadores antes de llevar la suya, vuelve a
comenzar y continda teniendo la mano, sea que haya ganado o
perdido el regocijo. He aqui las reglas mas generales: Y aqui algunas
otras particulares que se refieren al problema propuesto.

1°. Cuando el que tiene la mano, al que llamaré siempre Pedro,
da una carta doble a un cortador, es decir, una carta de la misma
clase que otra que él ya ha dado a otro cortador que estd mas a la
derecha, él gana el fondo del juego sobre la carta perdedora, y estd

obligado a tener el doble sobre la carta doble.

2°. Cuando Pedro da una carta triple a un cortador, gana lo
que esta sobre la carta perdedora, y estd obligado a poner cuatro
veces el fondo del juego sobre la carta triple.

3°. Cuando Pedro da una carta cuddruplo a un cortador,

recoge lo que hay puesto sobre las cartas simples o dobles; si la tiene,

“ Coupeurs, escribe el autor en francés. Nota Tealductora.
® Carabineurs, en francés. Nota de la traductora.
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pierde lo que estd sobre la carta triple de la misma clase que la
cuadruplo que él lleva, y deja la mano sobre el campo, sin dar otras

cartas.

4°. Si se da a si mismo una carta cuadruple, toma todo lo que
hay sobre las cartas de los cortadores, y, sin dar otras cartas, vuelve a

repetir la mano.
5°. Cuando la carta del regocijo es cuadruple, no va.

6°. Es también una ley del juego, que un cortador cuya carta es
tomada, esté obligado a pagar el fondo del juego a cada cortador que
tenga una carta delante de él, lo que se llama regar; pero hay esta
distincion por hacer, que cuando es una carta diestra, el que pierde
paga a las otras cartas diestras el fondo del juego, sin tener en cuenta
que la suya o la carta diestra de los otros cortadores sea simple,
doble o triple; mientras que cuando es una carta de reposicion, no se
paga y no se recibe mas que segun las reglas de la partida. Ahora
bien, en este juego las partidas hacen poner tres contra dos, cuando
se tiene una carta doble contra carta simple; dos contra uno, cuando
se tiene una carta triple contra carta doble; y tres contra uno, cuando

se tiene carta triple contra carta simple.

Estando bien concebidas estas reglas, si se quiere saber en qué
consiste la dificultad de la primera parte de este Problema, que es
determinar la ventaja de aquél que tiene la mano, es necesario

observar:

1°. Que la ventaja de tener la mano encierra otra mas
considerable, que es la de conservar en Pedro el derecho de tener las
cartas tantas veces como cartas diestras de los cortadores haya
llevado antes de llevar la suya. Ahora bien, como esto puede ocurrir
varias veces sucesivamente, cualquier nimero de cortadores que
haya, es necesario, es necesario, examinando la ventaja de aquél que
tiene las cartas, tener en consideracion la esperanza que tiene de

hacer la mano un namero de veces cualquiera indeterminadamente.

De donde se sigue que no se puede expresar la ventaja de Pedro maés
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que por una serie compuesta de un nimero infinito de términos que

irdn sierre disminuyendo.

2°. Que Pedro tiene tanta menos esperanza de hacer mano,
cuanto mds cortadores haya y mds cartas simples entre las cartas

diestras.

3°. Que la obligaciéon donde esta Pedro de poner el doble del
fondo del juego sobre las cartas dobles, y el cuddruplo sobre las
cartas triples, disminuye la ventaja que él tendria ocasionando cartas
dobles o triples antes que darse la suya; y que su ventaja es
aumentada por esta otra condicion del juego, que le permite retomar
por entero lo que ha puesto sobre las cartas dobles y triples, cuando

da a uno de los cortadores una carta cuadruplo.

Estas notas y algunas otras parecidas que omito, pueden hacer
conocer que este Problema es mas complejo que lo que parecia al
principio.

Para resolverlo, he aqui el camino que tengo.

La regla inicial dada parece hacer que el juegqusta, al tener todos los
participantes esperanza cero, pero las reglasraaptarias que dependen de los
nameros de ocupacion, esto es, el numero de valaress, dobletes, etc., hacen
qgue el banquero tenga ventaja. Ademas, la reglaaiginuacion, también
dependiendo del nimero de ocupacion, da al banquercierta probabilidad de

continuar como banquero.

La ventaja total del banquero asi depende de sangan esperadg
digamos, en un solo juego, y de su probabilidasta®inuar como banquero,
digamosp, por lo que la ventaja total viene a ser

u=g+ pg+ B gt Pgr..=.
1-p

El problema es determingry p.
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Montmort (1708, pp. 30-53; 1713, pp. 105-129) dalestas cantidades
paran=3,4,...,7. Volviendo al comentario de Todhunter, parece aster no
ha valorado el hecho de que Montmort después der lissivado los resultados
paran=3 Yy 4 por simple enumeracion, sefiala para5 que la solucién general
se obtiene por medio de la distribucion de ocupaade luego se va a aplicar.
Como ilustracion del método de Montmort usaremoscao n=4. La

distribucion de ocupacion decartas ya la conocemos, es

& e/

donde Zri =13, Ziri =n, r, es el nimero de valores de caras perdidas entre
lasn cartas,I, el niumero de unicos, el numero de dobletes, etc. Denotaremos

el ndmero de posibilidades del numerador pgr correspondiente al vector

ndmeroi en un orden dado de 10s vecto(€sr, .\ ,,..) .

Para encontrar la ganancia esperada del banquerm emico juego,
Montmort considera la distribucion de ocupaciorladen —1 cartas, y para cada
resultado calcula la ganancia esperada segun dgasrespeciales del juego.
Finalmente, obtieng como la media de las ganancias condicionadas, c@no

muestra en la siguiente tabla.

CALCULO DE MONTMORT DE LA GANANCIA ESPERADA EN UN MlICO
JUEGO CON CUATRO JUGADORES

| EJEMPLG fo 6L I I3 Ni /52 GANANCIA ESPERADA, o)
1 abc 100 3 0 O 352 63/245
2 aab 11 1 1 O 72 197/245
3 aaa 12 0 0 1 1 2751245
Total: 425
%a, by c denotan los diferentes valores de las caras.
Tabla 3.2
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El ndmero total de posibilidades es igtE%zj = 22.10¢; dividiendo por

52 conseguimos 425, como se muestra en la tabteni@s que

_2Ng _ 7327
J >N, 20.825

Para encontrar la probabilidad de continuacion, tkhant considera la
distribucion de ocupacion de cartas, y para cada resultado calcula la
probabilidad de continuacion segun las reglas ésescdel juego. Finalmente

obtienep como la media de las probabilidades condicionat@a®o se muestra

en la siguiente tabla.

CALCULO DE MONTMORT DE LA PROBABILIDAD DE CONTINUAGON EN
UN JUEGO CON CUATRO JUGADORES

| EJEMPLG I, L I, 1; 1, N /52 Probabilidad p
1 abcd 9 4 0 0 0 14.080 20/80
2 aabc 10 2 1 0 0 6.336 29/80
3 aabb 11 0 2 0 O 216 40/80
4 aaab 11 1 0 1 O 192 50/80
5 aaaa 12 0 0 0 1 1 80/80
Total: 20.825
%a, b, c yddenotan los diferentes valores de las caras.
Tabla 3.3
Se tiene que
> Ng _ 30.229

PTSN, 104028
La ganancia esperada total del banquero resulta asi

g _36.635
1-p 73.89€
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Montmort acaba su analisis dando ejemplos del kAlde la pérdida

esperada de cada jugador usando el mismo métoaiwibla.

John Bernoulli en su carta a Montmort (1713, pp-289) sefala que un
analisis mas realista estaria basado en el supubstgue los jugadores
sucesivamente se vayan convirtiendo en banquemsnabo que cuando el
banquero pierde su apuesta, el jugador de su @gesechace cargo de la banca.

Bernoulli analiza este problema para dos jugadores.

Supongamos que el resultado aa con probabilidadp y ab con
probabilidadg =1- p. En el primer caso el banquero consigue la camhtijay
en el segundo no consigue nada. Por tanto, su ganasperada en un Unico

juego esg=2p—-1= p— g, por lo que su ganancia total esperada segun el
supuesto de Montmort se convierte /{1~ p) =( p- ¢)/ 9. Denotemos pou

la ganancia total esperada del banquero bajo elestp de Bernoulli. Bernoulli

entonces resuelve el problema por medio de la &muac
u=p(1+u)+ o -1- U,

gue refleja el hecho de que los dos jugadores @mhds papeles con

probabilidade® y g. La solucion esu :( p- q)/2 g, justo la mitad del resultado

previo.

En una breve nota de Nicholas Bernoulli a Montnibrtl3, pp. 299-301),
éste hace una generalizaciom gugadores y a un numero finito de partidas;
supongamosn.

Partimos de que los jugadorey,...,A, tienen de ganancias esperadas

Os-- 0, Zgi =0, en una Unica partida en la qée es el banquero, y seda
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probabilidad de continuar como banquero para cagadpr. El jugadorA, se

sienta a la izquierda dé&,, A a la izquierda dé&,, y asi, hastaA, , quien se
sienta a la derecha dé. Cuanddd pierde el juego,A, se convierte en
banquero, por lo qu& ahora tiene la misma posicion respecto al banqgeeo
A, la tenia antes, lo que significa que su ganarsparada es ahorg,. Ya que

el juego es “circular”, tenemog = g,,; = G, =... Si estan implicadas mas de
partidas. Sin demostracion, Nicholas Bernoulli daghnancia esperada Ae

como
u =g+ (pg+ QQ2)+( g g+2 pag+ § g)+

serie que contienm términos. Para los otros jugadores se cumpleresikpres
analogas, siendo la demostracién sencilla. Enitagoa partida, la ganancia de

A es g,. Si él gana continlta como banquero y consiguesi pierde, A, se
convierte en banquero, y la ganancia dees g,, y asi. Sin demostracion

Bernoulli entonces da otra forma de esta expresidulicaremos una

demostracion; la otra fue dada por Todhunter (ff-119). Tenemos

m-1 k (k o m-1 om Rl k4
u = _(ijpk"dghszng[k“]b,

k=0 i

después de cambiar el orden de los sumandos. @Qbsgre

k+i i+l Kk
e

es la probabilidad de conseguir (ék1) - ésimo fallo en la ultima partida de un

total dek +1+i partidas, es decir, la distribucién binomial defrtpo de espera.
Para reducir la suma de tales términos a una senpaadbabilidades binomiales

tenemos en cuenta que

92



Capitulo 3 Problemas Sobre Juegos de Azar

i[njq* =y (y_lj ot pret,

x=0 X y=nt+l C

ya que el miembro de la izquierda da la probalilide al menos fallos enn

partidas, que es lo mismo que la probabilidad cteerlliallo(c +1) ocurra en la

partida(n+1) 0 posterior, como expresa el miembro de la derdRbsulta que

1-B(c,n,qg = d*ln_c_1[y+0] .

y=0

Por sustitucién obtenemos
_lm_l .
u=q Zgl+i|:l_ B(l’m'(ﬂ’
i=0
gue es el resultado de Bernoulli.

Finalmente Nicholas Bernoulli da la solucion pafra- « como

(n-Yg+(n-2)g+.+ g,
nq '

ul:

Nuestro autor termina el estudio de este juego wun nota en la que

comenta la existencia de un juego parecido:

NorA 1L

97. HAY un juego bastante conocido que se llama la Duppe, que es
una especie de Lansquenet al revés. La diferencia de este juego al
Lansquenet consiste en lo que sigue; 1°, el que tiene la Duppe se da
la primera carta; 2°, el que ha cortado las cartas estd obligado a tomar
la segunda; 3° los otros jugadores pueden tomar o rechazar la carta
que le es presentada; 4°, el que toma una carta doble est4 obligado a

hacer la partida; 5° el que tiene la Duppe no deja las cartas, y

conserva siempre la mano. El parecido que hay del juego al del
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Lansquenet, ha hecho imaginar a los jugadores que hay desventaja
para el que tiene la mano, tanto mds que en este Juego la mano no
cambia, en lugar de lo que ocurre en el Lansquenet que cada uno la
tiene en su turno. Sobre este fundamento ellos le han dado el
nombre de la Duppe®: pero no le conviene en modo alguno; pues es
facil descubrir que la igualdad es perfecta en este Juego, y para los
jugadores entre ellos, y para el que tiene la mano con relacién a los

Jugadores. Me basta con hacer esta nota, un poco de atencién en

convencer a aquellos que quieran hacer el esfuerzo de examinarlo.

3.1.4. JUEGO DEL HER

v v - R, K, L5

XXX ZX XXX XXX X XXX rXX 7
PROBLEMES A RESOUDRE.
PREMIER PROBLEME
SUR LE JEU DU TREIZE.

Déterminer generalement quel eft a ce jen l'avantage de
celui qui tient les cartes. On trouvera lexplication de:

regles de ce Jeu aux pages 130 & 131. Voyés les Lettres
du 10 Avril & du19 Novembre 1711.

SECOND PROBLEME.
SUR LE JEU APPELLE LE HER

3.1.4.1. INTRODUCCION

Después de analizar los juegos Pharaon, Lansquieeéte, y Bassette, que son
juegos de puro azar, Montmort se detiene en algoinos juegos de carta que no
son de puro azar sino que también dependen deticoiento y decisiones de los

jugadores. Afirma que es imposible analisis conapti tales juegos y procede a

® Podria traducirse como “el engafiado”, “el inoceattel primo”. Nota de la traductora.
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discutir algunas situaciones especiales que seepueesolver por sencillos

métodos combinatorios.

Abordaremos en profundidad eleu du Treizeen el capitulo 6,

deteniéndonos ahora en el llamado juelgo.

El juego delHer para dos jugadore& y B consiste en lo siguiente: El
jugadorB es el que reparte (previamente se ha sorteado tiBace) usando
una baraja de 52 cartas, con 4 palos, 13 cartaggboy siendo la mas alta la del
rey, que tiene el valor 13. El jugadBrentrega una carta elegida al azar al
jugadorA y, después, otra para si mismo.ASho esta contento con su carta
puede obligar 8 a intercambiarla con la suya, a menos Buenga un rey (un
13). SiB no esta contento con la suya, la extraida ini@aba o la que le ha
obligado a cogeA, entonces puede cambiarla por una de las restafteartas
que quedan en la baraja, extraida al azar. Termiresle proceso ambos
jugadores muestran sus cartas, ganando el juegedenga la carta mas alta. En
caso de empate, gana el jugaBorSe pide la probabilidad de cada jugador de
ganar el juego. Montmort llama a los dos jugadd?edro y Pablo, donde el
primero es el que reparte y el segundo, Pablo,l ggimero en tomar una

decision.

El juego se describe para cuatro jugadores y Morithoousa como
problema para el lector (1708, pp. 185-187). Lacdesion se repite para tres
jugadores (1713, pp. 278-279) y de nuevo Montmortplantea como un
problema. Es discutido y resuelto para dos jugaderela correspondencia con
Nicholas Bernoulli. La correspondencia comienzal@dO, y la Ultima carta
publicada es de Montmort a Bernoulli, fechada etléoviembre de 1713. Ver
Montmort (1713, pp. 321, 334, 338-340, 348-349,-362, 376-378, 400, 403-
406, 409-412, 413). En 1804, Jean Trembley publicpropia solucion.
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El objetivo de este apartado es analizar las psipsede solucion
tempranas aportadas por estos tres autores. Nasaresrioso el hecho, y por
eso lo citamos, que uno de los grandes de la mfe&reestadistica del siglo XX,
R. A. Fisher, sea también uno de los que en laaatalerna estudia este juego
de estrategia (Fisher, 1934).

3.1.4.2. P.R. MONTMORT, N. BERNOULLI Y EL JUEGO DEL
HER

Vemos que el juego consta de tres pasos. El prireera extraccion de dos
cartas al azar, y el resultado en este paso sG@ende del propio azar. El
segundo paso depende de la decisio\ @ cuanto a usar 0 no su derecho a
intercambiar cartas cdd El tercero depende de la decisiérBdeobre si usar o

no su derecho a intercambiar su carta con una lozréga.

Ya que la probabilidad de cada jugador de ganaerddp no sélo de la
suerte sino también de las decisiones tomadasaular uno de ellos, el juego se
conoce como un “juego de estrategia” en la terrogial de hoy. En la primera
carta en la que Montmort menciona este juego esgufe “Las dificultades de

este problema son de una naturaleza singular.”.

Parece claro e intuitivo que una buena estrategisiste en cambiar
cartas de bajo valor y retener cartas de alto walaademas, que la linea de
demarcacion entre bajo y alto debe estar alred#elor. Sin que haya discusion
en este aspecto, Montmort y Bernoulli coincideriaeapinion de qué\ siempre
cambiara cartas de valores menores que 7 y reteadids de valores mayores
que 7; su decisién con respecto a 7 dependerd dstriategia elegida pd.
ademas, ellos coinciden en que se cumple una sagi&ar paraB pero con 7

reemplazado por 8.
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El efecto de estas reglas sobre la probabilidagltar de cada jugador se
refleja en los calculos de los que Montmort nogadrsolo los resultados de los
mismos como un apéndice de su Ultima carta “patareal lector la molestia de

hacerlo por si mismo”.

La correspondencia mas antigua existente entre ity un miembro
de la familia Bernoulli es una carta del primerdohann Bernoulli, de fecha 27
de febrero de 1703, en relacion a un trabajo scéi@ilo que este ultimo habia
presentado a la Academia Real de Paris. Ambosrsespondieron de manera
esporadica durante los siguientes afios. El 29 diedabl709 Montmort envia a
Johann una copia de la primera edicion de su lijpne, acababa de publicarse.
Bernoulli corresponde con un regalo, una copiaadesis doctoral de su sobrino
Nicolas (en el cual introduce aplicaciones de labpbilidad). Una vez que
Johann ha estudiado el texto de Montmort le ennia carta de fecha 17 de
marzo de 1710, con una detallada coleccion de ctames sobre el propio texto.
En la misma carta se incluye otro conjunto de cdarers sobre el libro de
Montmort redactados por el sobrino Nicolas. (Montnib713), pp. 283-303):

MONSIEUR,

Votre trés humble & cres
ob¢iflant Serviteur,
BErRNouULLY.

P. S. mon Neveu qui vous fait [es Complimens récipro-
qgues, vient de me donner [es Remarques ( gue je vous envoye
sci aulfi) [ur votre Livre que je lui avois prété : je n'ai pas
encore ex le temps de les examiner.

P.D. mi sobrino que hace elogios reciprocos, sélo me da las notas

(que os envio aqui también) sobre vuestro Libro que yo le habia

dispuesto: Todavia no he tenido tiempo de examinarlas.
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De esta forma comienza una correspondencia entremot y Nicolas
Bernoulli relacionada con los problemas de prolmdu abordados en &lssay
de Montmort. Este incluye gran parte de dicha spwadencia en la segunda
edicion (1713), como Parte V de la misma. Desped @3 se mantuvo esa
correspondencia entre ambos y ademas parece gubtmelante, pero, que se

sepa, aun no se publicado el contenido completa desma.

Uno de los asuntos fundamentales tratados en laespmndencia
publicada por Montmort (1713) es el de la resoludai@l juego del Her. Sélo
consideran un juego con dos jugadores. Inicialmeatebos coinciden en la
solucion. Sin embargo, dos de los amigos de Mortsastuvieron que la misma
era incorrecta. Estos eran un caballero inglésdtiomWaldegrave y un abad
cuya abadia estaba solo a una legua y media (amd&imente 5,8 kilbmetros) a
la de Chateau de Montmort (Montmort (1713), pp.)338ontmort identifico
Waldegrave como el hermano del Sefior Waldegravesqueaso con una hija
natural del rey Jacobo Il de Inglaterra (todo gstnas detalles de tipo personal

sobre el propio Waldegrave los incluye Montmorsarcarta a Bernoulli).

A la hora de analizar este problema, a nivel rgalo(de “libro de texto”),
como lo intentaban los personajes implicados eroteespondencia (Montmort,
Bernoulli, Waldegrave y el abad d’Orbais), surgedsibilidad de que queden
factores fuera del analisis y, por tanto, de quehaga coincidencia en las
soluciones aportadas por cada uno de ellos. Unrfaetia la distribucion de las
cartas entre Pedro y Pablo, y sus probabilidadesakas. Un segundo factor es
el de considerar algin método de aleatorizacioa |begar a la estrategia mixta
gue prescriba cuando los jugadores deben mantenersesu carta y cuando
deben cambiar. El dispositivo de aleatorizacion eatado por Montmort en el
Essayes el de extraccion de fichas de una bolsa quaecenun determinado
namero de color blanco y otro, igual o no al aoterde color negro. Y un

tercero, se nos ocurre, es el de actitud persanéddjugadores: podria ocurrir
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que Pablo, por ejemplo, fuese un jugador timideedmso, y no siguiera una
estrategia matematicamente Optima, o que por cofiese un jugador

experimentado que trata, mediante algun tipo daf@mgde empujar a Pedro a
tomar una decisién no 6ptima, al estilo de lo quedesocurrir en el poquer, por
ejemplo. Hasta que los personajes se ponen de dacusr los factores a
considerar, transcurren cruces de correspondengias llevan implicitas

desiguales soluciones, y por tanto, discusionasbien, el paso del tiempo en el
discurrir de la propia correspondencia hace que cemb de ellos interiorice y
analice con mas sosiego y aprendizaje. Sirvan @ astos comentarios para

comprender mejor lo que contamos a continuacion.

La primera carta de Nicolas Bernoulli a Montmort, 26 de febrero de
1711, no hace referencia al juego en cuestion. kbta en la respuesta de
Montmort a Nicolas Bernoulli, de fecha 10 de allal1711 (Montmort (1713),
paginas 315-323), es la que inicia la discusiomesebte problema:

J'ai entrepris depuis quelque temps d'achever Ia fo-
lution des Problémes que je propofc i la fin de mon Livre;
je trouve qu’au Her , lorfqu’il ne refte plus que deux
Joueurs Pierre & Paul, P'avantage de Paul cft plus grand

que 4, & moindre que 3. Cc Probl¢me a des difticul_
tés d’une nature finguliere J'ai commencé aufli le Pro-

Empecé hace algiin tiempo a trabajar en la solucion de los problemas que

propongo al final de mi libro; he encontrado que en el Her, cuando sélo hay dos
1

jugadores, Pedro y Pablo, la ventaja de Pablo es mayor que 8is ,y menor que 84,

En una posdata a esta carta Montmort informa quehaber una segunda
edicion de su libro y, para la misma, les pedirdno tanto a Nicolas como a su

tio, para incluir en la misma “vos belles Lettres”:
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Monfieur, a rendre publique celle que avestrouvee. Com-
me il ne refte prefque plus d’exemplaires de mon Livre,
je crois que j'en pourrai donner bientét une nouvelle
¢dition. Lorfque 'y ferai déterminé, je vous demanderai
la permiffion, & 4 M. votre anle, d’y inferer vos belles
Lettres qui en feront le principal ornement. On me con-

Sefior, hay que hacer publico lo que habéis destobi@omo casi
no hay copias de mi libro, creo que pronto voyracepaz de hacer
una nueva edicion. Cuando esté decidido pedirésuigo, y el de
vuestro Tio, para insertar vuestras hermosas Cquasseran el
adorno principal.

Probablemente, esta peticion motivd a Nicolas paeguir su
correspondencia con Montmort y, asi, enriqueceda buen material. Este
responde a Montmort con una larga carta, fechadi) elle noviembre 1711
(Montmort (1713), paginas 323-337). En ésta, élnai@) entre otras muchas
cosas, que también ha resuelto el problema depéterel caso de dos jugadores
(Montmort (1713), pagina 334):

También he resuelto el problema sobre el Her pdraaso mas simple;
esto es lo que encontré. Si suponemos que cadalqugabserva la
conducta que le es mas ventajosa, Pablo sélo deloeéemer la carta si es
mas alta que un siete y Pedro a una que sea magja# un ocho, y ngs

encontramos que en este supuesto la suerte de Redfoa la de Pablo

como 2697 es 2828. Si se supone que Pablo tambid@austiene en el siet

entonces Pedro debe mantenerse en el ocho, y stgesgeguiran siend

® o O

como 2697 a 2828. Sin embargo, es mas ventajosogaro manteners
en el siete que mantenerse, lo cual es un enigne agu dejo para

desarrollar.

Montmort, en su respuesta de 1 de marzo de 171at(hvot (1713),
paginas 337-347), alaba la carta anterior de R#lin&l se queja de que, al

haber estado en Paris, no habia tenido tiempoiggeopara pensar por su cuenta
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y, como consecuencia, el objeto principal de suacara informarle sobre el
progreso realizado por sus dos amigos, el abadai©y Waldegrave, sobre un
problema propuesto por Bernoulli, y sobre el protaedel Her. Sobre este
altimo, Montmort informa que "osan sin embargo, ¥ & someten a sus
decisiones" (Montmort (1713), pagina 338). Sin embacomo dice en un
pasaje que es clave para entender la proxima oensia, el abad d'Orbais

también previamente estaba en desacuerdo con Mdntmo

Cuando trabajé en el Her hace unos afos, le moatr&r. Abad de
Monsoury lo que habia encontrado, pero ni mis dalemi mis argumentos
pudieron convencerlo. El siempre ha sostenido que inposible

determinar las suertes de Pedro y Pablo, porque hemos podido

[«})

determinar en qué carta Pedro debe mantenerseey®isa, o que result
en un circulo, y hace en su opinion que la soluséa imposible. Afadid

una cantidad de razonamientos sutiles que me loicigtudar un pocc

A4

jeY)

sobre si yo habia alcanzado la verdad. Ahi es domalene encontrab

D

cuando le propuse que examine este problema; retivbjera asegurarm

la bondad de mi solucidn, sin tener la molestiaetrdar mis ideas sobre

este que estaban completamente borradas.

Montmort, entonces, reclama que la solucion de I8scoonfirma lo que
él habia encontrado, y le pide respuesta a Waldegrguien habia hecho
objeciones a la solucién del mismo (todo esto @i en las paginas 339-340
del Essay.

Segun Waldegrave y el abad d'Orbais, no es ciem® Bablo deba
mantenerse sélo en el ocho y Pedro en el nuevebMéasque Pablo deberia ser
indiferente sobre si mantenerse en el siete 0 @ampique Pedro deberia ser
indiferente sobre si mantenerse en el ocho o camWaldegrave escribi6 lo

siguiente a Montmort (Montmort (1713), pagina 339):
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Sostenemos que es indiferente a Pablo cambiar demarse con un siete,
y a Pedro cambiar o mantenerse con un ocho. Papagr esto, primerg

debo explicar su suerte en todos los casos. LaaldoReniendo un siete,

es 558?51 cuando cambia, y cuando él se aferra a que esusute es
X
720 . . 6 . )
si Pedro se mantiene en el och si Pierre cambia en el
50% 51 50x 51

ocho. La suerte de Pedro teniendo un och%ggs% si se mantiene en él,|y
X

25120 si cambia en el caso de que Pablo no se mantengal siete; V
X
350 . . . 314 _
Sl se mantiene en el,?— al cambiarlo en el caso de que Pablo
27%50 7% 50

se mantenga en el siete, asi sucesivamente. Ladesude Pablo

78007200 811, las de PedrolSO 0 21C o 3500 314

50x 51 23x 50 27x50

En base a los nUmeros que obtiene, Waldegravewabgae “720 al estar
mas por debajo de 780 que lo que 816 esta por anganece que Pablo debe
tener una razon para cambiar con 7" (Montmort (L7pagina 339). Las
diferencias, 780 a 720 y 816 a 780, estan en #xitel de 60:36, o de 5:3, una

relacion que posteriormente entra en la discusion.

En el resto de su argumento, habla Waldegrave dpaso” en lugar de

una razon. Llama A al peso que lleva a Pablo a @mampB al peso que lleva a
Pedro también a cambiar. Y argumenta que los migraess llevan a Pablo y
Pedro a ambas estrategias. A lleva a Pablo a candoa 7 y, como
consecuencia, también lleva a Pedro para cambi@y gero lo que lleva a Pedro
a cambiar su 8 debe llevar a Pablo a quedarse.ddor 70 tanto, A lleva a Pablo
tanto a cambiar con un 7 como a quedarse con é@mnikmo ocurre con Pedro.
Por lo tanto, “es falso que Pablo no deba quedaéseque en el ocho 8, y Pedro

en el 97, que era la solucién reclamada por Beilndid palabra “probabilidad”
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aparece solo una vez en esta discusion, en lausidicldel extracto de la carta
de Waldegrave a Montmort, donde el primero esdfibentmort (1713), pagina
340):

Al parecer, el sefior Bernoulli se contenté con oleelas fracciones qug

197

expresan las diferentes suertes de Pedro y Pabilqrestar atencion a la

probabilidad de lo que el otro va a hacer.

Montmort deja aqui la discusion, sin mas comentario

Al recibir la carta de Montmort, Bernoulli se muestle acuerdo con estas
cantidades, diciendo que “las suertes que encontaara Pedro y Pablo estan
muy bien” (Montmort (1713), pagina 348). Y, sin arpo, cuando Bernoulli
propone su solucién, y cuando finalmente Montmaublipa una tabla de
probabilidades, como ya se ha dicho, como un apéndil Essay(Montmort
(1713), pagina 413), los numeros son diferentasgiNio de los componentes de
este debate explica sus calculos. La diferenciasprobabilidades es que las de
Waldegrave son condicionadas a que Pablo tieneiaie en la mano y las
probabilidades Bernoulli-Montmort son las probataties marginales de todas

las cartas que Pablo pueda tener.

En una carta de fecha 2 de junio de 1712, Bernadponde al argumento
de Waldegrave acusandolo de cometer una falacgumenta que si suponemos
gue A lleva a Pablo a cambiar con un siete, ylagala Pedro a cambiar con un
ocho (si Pedro sabe que Pablo cambia con un set&)nces también lleva a
Pablo a quedarse en el siete. Por lo tanto, A tiéeva a Pablo a cambiar con un
siete como a quedarse con €l. Su conclusion egMoetmort (1713), pagina
348):

103



Maria Dolores Pérez Hidalgo

...estamos suponiendo dos cosas contradictoriassahmtiempo; es decif

que Pablo sabe y hace caso omiso a la vez lo qdeoR&a a hacer,

Pedro lo hara respecto de Pablo.

En su carta respuesta de 2 de junio de 1712 (Mohifhd13), pag349),
Bernoulli explica que si nos mantenemos aqui réspgdo que Pablo y Pedro
saben acerca de la intencion del otro, eso noa berazonar en circulo, lo que
demuestra que el argumento de Waldegrave no puedwstrar nada. Este
argumento es peculiar, y parece sugerir que Bdrnoulentiende el punto de
vista de Waldegrave. O bien podria ser simplemengemala interpretacion de
Su argumento, por expresarse en términos de pesagande en términos de
probabilidad. La palabra "peso” o "poids" en fransé presta en este caso a una
mala interpretacion. Por otra parte, Bernoulli adrhiaber escrito su carta a toda
prisa, cuando se preparaba para un largo viajes ®@ddses Bajos e Inglaterra.
Como resultado de este viaje, algunas cartas pws®rse retrasan, y los
argumentos que contienen no siguen el orden crgmolode cuando se

escribieron las mismas.

Una carta de Montmort a Bernoulli, de fecha 5 datismbre de 1712
(Montmort (1713), paginas 361-370), anuncia quedéglave y el abad d'Orbais
han leido la respuesta de Bernoulli en la que tasa de haber caido en una
falacia. Montmort incluye una nota del abad d'Gsban el que afirma que
Waldegrave ha escrito una respuesta hermosa ysarexila objecion de
Bernoulli; la refutacién, sin embargo, no esta uid. En esta nota, el abad
d'Orbais también pide a Montmort que tome partidesta disputa entre ellos.
Esto sugiere que, incluso aunque Montmort agradeddernoulli su solucién,
que, segun él, estaba de acuerdo con la suya,abia tenia claro si realmente
Bernoulli habia resuelto el problema.
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La siguiente carta sobre el Her es de Bernoullicatéhort, de fecha 30 de
diciembre 1712 (Montmort (1713), paginas 375-394).misma contiene una
discusién de tres paginas sobre el Her (Bernowdiigciona que acaba de recibir
la carta del 2 de junio, ya que fue enviada desdeaSa Holanda, y luego a
Inglaterra, y finalmente de vuelta a Suiza). Belinmsiste en que, a pesar de los
argumentos de Waldegrave, Pablo no hace sino skguéxima de quedarse
con el siete, como la de cambiarlo. Bernoulli luetjoe (Montmort (1713),

pagina 376):

Si fuera imposible decidir este problema, Pablodi@in siete y no sabria
qué hacer; y para librarse de esa decision, se serizea la casualidad,
por ejemplo, pondria en una bolsa un namero igualfidhas blancas y
fichas negras, con la intencibn de mantenerse ete Si se extrae una
blanca, y cambiar con un siete si se extrae unaajyggorque si pone un
namero desigual que se lleve mas de una de lagpawe de la otrg,
estaria en contra de la hipotesis. Pedro con unodehria lo mismo para

ver si debe cambiar o no.

En este comentario se presenta con claridad ladielsaerte por "la via de
las fichas", expresion que usaran con frecuensi&saritores sobre probabilidad
del siglo XVIII. Lo que aqui dice Bernoulli parecenfirmar que, al principio,
cuando acusé Waldegrave de cometer una falaciantamreté los pesos de
Waldegrave como probabilidades. Sin embargo, seigjee la Unica asignacion

de probabilidad compatible con el supuesto estagldadignorancia de los

jugadores es que cada jugador elige una estrategiaina probabilidad d%.

Bajo esta eleccidn, se calcula la suerte de Pghlo €s entonceg,%) y llega a

la conclusion de que seria malo para Pablo aleatodie esta manera, ya que él

podia garantizarse a si mismo una suerte mag%%%. Por lo tanto, Bernoulli
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concluye que Pablo siempre debe cambiar con ue. #letontinuacion, explica

el razonamiento que habia dejado fuera de su abdscribirla a toda prisa el 2
de junio En términos contemporaneos, se calcyladbabilidad no condicionada
de ganar bajo cada perfil de estrategia pura @ima que cualquier carta ha
sido tratada aun). Muestra una version refinadaral@namiento que antes le
habia llevado a considerar el de Waldegrave comdalacia, y sin embargo, no

lo reconoce.

En el siguiente apartado presentamos los ultimoseotarios sobre la

correspondencia.

3.1.4.3. RESOLUCION DESDE UN PUNTO DE VISTA
ACTUAL

En cada partida hay al menos tres cartas implicad@e®ngamos ellas de valores
I, J, Yk, tal que Pablo consigugPedro consigug y si la partida concluye con
Pedro extrayendo una carta de la baraja, él comkigLa probabilidad de Pablo

de ganar se puede escribir como

p(i. i)c(i.i:S)
50

p(i,j;S) =

donde p(i, j) es la probabilidad de conseguir los valdfies) para las dos cartas

extraidas, yc(i, j;S) es el nimero de cartas entre las 50 restantebapes que

Pablo gane, dado que los jugadores usan la esréegAsumiendo que la

apuesta es la unidad, la esperanza de Pablo ¢sigugrobabilidad de ganar.

Obviamente,p(i, j) es igual a4/52)( 4 53 parai#j y (4/52)(3 5} para

i=j. Para ilustrar el calculo de(i,j;S), hemos considerado en que Pablo
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mantiene cartas de valores 7 y superior y camltascde valores inferiores. Los

resultados se muestran en la tabla que acompana.

Tabla dec(i, j;S)

Pedro cambia Pedro retiene
i\ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13¢(i9)
Pablo
cambia
1 0 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 0 297
2 0 0 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 0 290
3 0 0 0 15 19 23 27 31 35 39 43 47 0 279
4 0 0 0 0 19 23 27 31 35 39 43 47 0 264
5 0 0 0 0 0 23 27 31 35 39 43 47 0 245
6 0 0 0 0 0 0 27 31 35 39 43 47 0 222
Pablo
retiene
7 27 27 27 27 27 27 24 24 0 0 0 0 0 204
8 31 31 31 31 31 31 31 2 0 0 0 0 0 238
9 35 35 35 35 35 35 35 3 0 0 0 0 0 280
10 39 39 39 39 39 39 39 3 50 0 0 0 0 362
11 43 43 43 43 43 43 43 4 50 50 0 0 0 444
12 47 47 47 47 47 47 47 4 50 50 50 0 0 526
13 50 50 50 50 50 50 50 5 50 50 50 50 0 600
Total 4251

Las combinaciones dey j para que Pablo pierda,=0, y Pablo gane,
c=50, se siguen inmediatamente de las reglas del ju€gmsideramos a

continuacion una de las combinaciones que tidrax 6 y i < j <13. Parai <6,

Pablo obliga a Pedro a intercambiar cartas, el Badlo tiene una carta de valor
I, y sabe que Pablo tiene una carta de yatmayor que. Entonces, Pedro extrae

una carta de la baraja y consigue una de \alBablo gana sk< j 0 k=13, y

el nimero de cartas que satisfacen esta condision e
C(i,j;S):3+4( j—]): 4j- 1.

Para7<i<12y 1< j<6, un argumento similar da(i, j;S) = 4i-1.

Para un valor dado dea probabilidad de Pablo de ganar se convierte en
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G TR

donde

(i 9)=X o1 59+5 {119,

i£]

La probabilidad total de ganar para Pablo se coieven

P(9=3 i 9= ez €1 $

Para la estrategia definida en la tabla anterior,

p(5)= 24251 _ 2834 o)
13x51x 25 5525

Montmort no explica estos calculos relativamentepées; solo ofrece una tabla

con los valores déc(i;S) para las cuatro estrategias en cuestion.

Tabla de Montmort d&c(i;S) y probabilidad de Pablo de ganar

Pablo cambia 7 y menos Pablo retiene 7 y mas
Valor de la carta Pedro cambia 8 Pedro retiene Pedro retiene Pedro cambia
de Pablo Yy menos 8 y mas 8 y mas 8 y menos
1 594 594 594 594
2 580 580 580 580
3 558 558 558 558
4 528 528 528 528
5 490 490 490 490
6 444 444 444 444
7 390 390 360 408
8 476 434 434 476
9 560 590 590 560
10 724 746 746 724
11 888 902 902 888
12 1052 1058 1058 1052
13 1200 1200 1200 1200
p( S) 2828/5525 2838/5525 2828/5525 2834/5525
=0'5119 =0'5137 =0'5119 =0'5129
Estrategia CC CR RR RC

FuenteMontmort (1713), p. 413. (C) cambia; (R) retiene.
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Hemos afiadido las fracciones decimales paf8) y hemos etiquetado

con CC el caso en que ambos jugadores cambiancuzRdo Pablo cambia y
Pedro retiene, RR, cuando ambos jugadores retigmeguno de los dos cambia

de carta) y RC, cuando Pablo no cambia de cartalyoPsi.

Se vera que los numeros de la ultima columna t&bla de Montmort se

obtienen comac(i;S) de la tabla previa.

Volviendo a la correspondencia, la primera cartdidatmort sobre Her

contiene la nota de que la ventaja de A se enaientrel/85y 1/84. Ya que

2828 1_ 131 1

esto indica que Montmort ha encontrado que la fnitdad de A de ganar es
(como minimo)282§ 552¢.

En su réplica, Bernoulli dice que si uno supone caaa jugador elige la
estrategia que le es mas ventajosa, entonces Plag#oC, Pedro también elige
C, y cuando Pablo elige R, Pedro también elige Renyambos casos la
probabilidad de Pablo de ganar 2828 552t Sin embargo, afiade, es mas
ventajoso para Pablo usar la estrategia C anteR guéesto es un enigma que le
dejo para que usted puede exponer”. Obviamentetiade Bernoulli se refiere

al hecho de que la estrategia C da ya82@ 552¢ 0 2838 552%, mientras que la
estrategia R solamente @828 552¢ 0 2834 552¢.

Montmort replica que la soluciébn de Bernoulli code con la suya
propia. Sin embargo, antes de pedir la opinion dma&ulli él discutido durante
algun tiempo el problema con dos de sus amigdst.elbad de Orbais (también
Montmort lo nombra como Monsoury) y el Sr. Waldegray ellos son de otra

opinion; el Sr. Abad de Orbais mantiene que es silyb® determinar las suertes
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de Pablo ni de Pedro, pues uno no puede encoatestiategia 6ptima de Pablo
sin conocer la estrategia de Pedro y viceversasty Beva a un argumento
circular. Hemos ilustrado esto en la siguiente aaldsumiendo que Pablo

comienza eligiendo la estrategia C.

Tabla de suertes de Pablo segln las cuatro estiaeg

Estrategia de Pedro
Estrategia de Pablo C R

C
2829 5525 ~ 2838 55z

! )
R 2834 5525 . 2828 557

Como hemos comentado en el apartado anterior, Mwhtmuestra la
carta de Bernoulli a sus amigos, y en respuestal®jedve escribe una carta a
Montmort indicando sus objeciones. Aunque usandoragonamiento mas
sofisticado que el mostrado antes, llegan al argtongrcular y sostienen que si
los jugadores usan la estrategia C o R no hacgumandiferencia. Concluye que
la soluciéon de Bernoulli es falsa porque se “alepar el Sr. Bernoulli se

contentd....” (cita ya presentada en el apartadaiankte

No es de extrafiar que Bernoulli no entienda laizapion de esta nota,
ya que los mismos escritores no han comprendidoripkcaciones de su punto
de vista. Bernoulli no esta convencido; ahora daalgumentos para su solucion
previa. Si Pablo ha elegido una estrategia, C engnces Pedro elige la misma
estrategia, porque esta eleccion minimiza la suEt®ablo y asi maximiza la
suya propia; para estas dos combinaciones deeggasitla suerte de Pablo es
2829 552°.
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Sin embargo, Bernoulli dice que si es imposibleapas jugadores decidir

qué estrategia usar, pueden dejar la decisién al yzcada uno elegir una

estrategia con probabilidad c% lo que hace la suerte de Pablo igual a

2832 552t. También dice que este procedimiento no llevaa@mca solucién
porque la suerte de Pablo 2833 552¢ si él siempre usa la estrategia C y Pedro

deja la decision al azar. (Bernoulli usa numergeramente diferentes en su

razonamiento.)

En la ultima carta sobre Her, la de 15 de novienaare 713, Montmort
escribe que ahora esta convencido de que las evasidnes de él mismo y de
Bernoulli no representan una solucion porque @fasuponen que Pablo conoce
la estrategia de Pedro. Adopta la idea de elegir estrategia al azar y da la
suerte de Pablo como

2828c+ 283dbc+ 283ad+ 282Bd
5525 a+b)(c+ d) ’

p:

dondea/(a+b) y c/(c+d) son las probabilidades de Pedro y Pablo de eegir

estrategia C, respectivamente. Montmort es incdpaancontrar el valor 6ptimo
de estas probabilidades y concluye que es imposgsielver el problema. Sin
embargo, antes de que concluyese su carta recéadeinNaldegrave con la

solucion, que él incluye en la carta a Bernoulli.

Poniendo a=3 y b=5, Waldegrave encuentra que
p=2831'73 5525 0'51Z cualquiera que sea la estrategia que elija Palalsi,y
también, cualquier valor dey d que él elija. Da una clara discusién de esta
solucion, mostrando que si Pedro elige cualquiea efstrategia, existe una
estrategia para Pablo que hace que la suerte te gleeiPedro sea menor. Por
tanto, a=3 y b=5 es la estrategia Optima para Pedro. Ademas, Waldeg

observa que Pablo es capaz de limitar la suertdPetro a 2831'73 552
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eligiendoc=5 y d =3, y ésta es la estrategia Optima para Pablo. kaduatcion
de un dispositivo de suerte resuelve asi el prodbldeh argumento circular y da

un determinado valor Unico de la suerte de Pedro.

La teoria matematica sobre juegos de estrategfaendesarrollada hasta
los afios veinte del pasado siglo con los trabagoBatel y von Neumann vy el

texto fundamental de von Neumann y Morgenstern4).94

Comentaremos brevemente sobre la relacion entresolacion de

Waldegrave y la teoria moderna. Supongamos gue i=1,2 y j=1,2

representa los valores de la suerte de Pablo e@abla anterior2x2, i y |
denotando las estrategias de Pablo y Pedro, respeeinte. Bajo los supuestos

hechos por Montmort y Bernoulli, Pablo consiguenahos

. 2828
max mlnaﬁ =,
i i 5525
y COmMO Maximo
. 2834
min maxa; =——.
i i 5525

Ya que

max mina. < min maxa, ,
[ ia" [ J)q’

no hay solucion Unica por medio de estrategiasspura

Introduciendo estrategias mixtas y tomandea/(a+ b e y=d/(c+d),

la férmula de Montmort para la suerte de Pablooseierte en
p(xY)=a,+(8,- &) *(a-a) ¥( a- a+ a g »
Al igual que en el ejemplo, asumiremos que losicmzftes dex ey son

positivos y el coeficiente dey negativo.
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Waldegrave determina el valor optimo xjeligamosx,, por la condicion
de quep(x, y) ha de ser independiente ylePoniendo el coeficiente gegual a

cero, obtenemos

X, = &~ 8y :§,
8, —ayta, a,; 8

8z + (@~ 3p) (B~ B) _ 283175
G Ta,ta,ma;, 5525

B(%, y) =

Ademas, Waldegrave dice que si Pablo elige unategia diferente deg,
, entonces existe una estrategigara Pedro tal qug(x y) < P %, )) parax# x,.

Para probar esto, considerar la diferencia
pOe V)= B xY=(x H{-(a- &)*(a- a+ & 4 )

Si x> x,, entonces Pedro eligg=1 para hacer la diferencia tan grande
como sea posible y positiva. $k x,, entonces Pedro eligg=0, que de nuevo

hace la diferencia tan grande como es posible §iyasPor tanto,
P(%, y) = maxminp( x,y).
Analogamente, se encuentra que el valor optimpeateigual a

= a, "3y :§’
a-a,ta,-a,; 8

y que p(x %)= %, Y, lo que significa que
max minp(x,y) = min maxp( x,}).
X y y X

Este es el teorema fundamental minimax, que demsugsie el uso de

estrategias mixtas conduce univocamente a un gaterminado del juego.
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Concluimos este apartado con una Ultima considarad® Montmort (en
su ultima carta dentro ddEssay en la que se muestra consciente de la
importancia de este tipo de juego. Escribe queat®suestiones son bastante
simples, pero creo imposible resolver; si estossea una lastima porque esta
dificultad se presenta en muchos caso de la vidh por ejemplo, cuando dos
personas hacen negocios cada una de ellas ajgsta@mportamiento después
de la otra; también tiene lugar en diversos jue@bsl3, p. 406).

Mostramos a continuacion el anexo a esa ultima cetMontmort, que el

propio autor incluyé con los resultados de losuak asociados al problema del
Her para dos jugadores.

Comme dans ces dernieres Lettres on a parlé du Her,
j'ai jugé qu'il éroitd propos d’en mertreici les calculs, pour
¢pargner au Le&eur la peine de les faire.

Sort de Paul Sort de Paul
quand il a la ma- quand il a la ma-
xime de changer Pierre a Jama- ximede (e tenir au )
au fept, & Pierre ximedefetenirau fepe, & Picrre celle Pierre celle de
celledechangerau  huit, de fctenic au huir, changer auhuit,
huie,

Roy, 1200 .... 1200 .... 1200 ... 1200...

Dame, 1052 . . . . 1058 . ... 10§8 ... 1052 ...
Valer, 888 .... 902 .... 902... 888 . ..
Dix, 714 . ... 746 .. .. 746 ... 724 ...
Neuf, 560 .. .- §9° .... 590 ... §60 . . .
Huit, 476 ... - 434 .... 434 ... 47:...
Sept, 390 . . .. 390 . ... 360 ... 408...
Six 444 o .« 444 ... 444 ... 44% . . .
)
Cinq, 490 . ... 490 ... 490..: 490 . . .
Qxatre,SZS....gz.S....528... §28 . ..
Trois 558 . ... ss8 ..., 558 ... 558 ...
Dcux) s80 ...+ s® .... $80..,. 580..,
b

As, $94 . .+« 594 « - . 594 ... 594 . . -

4 2828 Rs14 . 2838 8484'318’-8 8503 __283¢
n.(i.(_‘sszs 13-512f . §515  Iflag 7318 135128 IR ]
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3.1.4.4. LA APORTACION DE TREMBLEY (1804)

Jean Trembley nacié en Ginebra en 1749 y murio d&eaptiembre de 1811.
Escribié sobre una amplia gama de temas, incluysofioe calculo, ecuaciones
diferenciales, diferencias finitas, probabilidad ¢iversos problemas
aplicados. Sus trabajos fueron publicados en landfi@s de las Academias de
Gotinga, Berlin, Turin y San Petersburgo. Aunquewar autor prolifico, no fue
relevante en los campos donde trabajé y, ademéahaetan eclipsado por sus
contemporaneos como Laplace y Lagrange que podei®os que hoy dia

apenas si es citado en los analisis histéricos.

Con respecto a las cuestiones de probabilidadnesfiTrembley aporto
ocho trabajos. Los dos primeros fueron publicadosy@umenes XlIl y Xl
delCommentationes Societatis Regiae Scientiarum @ettisisen los afios 1796
y 1799 Los otros seis aparecieron en Mé@moires de I'Académie Royale des
Sciences et Belles-Lettreatre los afios 1799 y 1804. Todos ellos tienen afy
comun: tratan de "simplificar" o "explicar" el tegb realizado por los

matematicos mas capaces.

Todhunter (1865), uno de los pocos historiadorda deateria que estudia
a Trembley, no habla bien de él. Sin embargo, Wicdeun capitulo entero a
explicar estos trabajos. El ultimo de los de loBoopublicados por Trembley
sobre probabilidad y afines fue "Observations sucdlcul d'un Jeu de hasard.”
en_ Mémoires de I'Académie ciencias et des bellesekettr Berlin 1802, pp. 86-
102. La fecha de publicacion es de 1804. En estaurdento se refiere al
problema ya comentado sobre el juego de Her. Qpansegs nosotros, entre
1713, fecha de publicacion de la segunda edicidrEdsayy 1804, fecha de
publicacién de estas memorias donde se incluyeabijp de Trembley, no se

publicé nada sobre la resolucion del problema det. FBeguramente, dicha
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resolucion siguié abordandose en la correspondeamti@ Montmort y Nicolas

Bernoulli posterior a 1713 y que aun no ha siddipaba.

Una de las caracteristicas de Trembley en sud@sswbre estos asuntos
es la pormenorizacion que practica, presentandami@simos detalles de sus
calculos, al contrario de lo que hasta ahora hadiiaido para el caso del Her, lo
que se ha visto en los apartados anteriores. Cdustraicion de lo que
comentamos presentamos en el recuadro un fragnumttos calculos que
Trembley presenta para el caso de dos jugadoresm@s a principios del XIX

cuando ya el término “esperanza” se va universaiian

8.5. Si Pablo tiene un rey, €l no va a cambiamydude las 51 cartas

=)

restantes, sélo existen los tres reyes que le haeeter, por lo tants
Su esperanza es

y= 30+ 48[]1: iE

51 51

y esta esperanza tiene lugar, tanto si Pedro deselaiar como si no.
8.6. Si Pablo tiene una reina, no la cambiara;ste @aso si Pedro se
mantiene en el ocho, su esperanza es la que sigue

y= 70+ 161+ 2&_

51
Ahora z= Mﬂ. Por tanto,
50
2847
- 1600+ —— 2116
51 51050
Si Pedro cambia en el ocho, Pablo tieye 710+ 1:1Dl+ 32,
300+ 4701

Z=T, por lo que
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32047
_ 2104

51 ~ 51BC
8.7. Si Pablo tiene una sota, él no cambiara; enaso, si Pedro se
1100+ 12T+ 2& _ _ 7(0+ 431

121+

y:

mantiene en el ocho, se tiege por
51 50
lo que
28[43
y:12El+50 _ 1804
51 51050
Si Pedro cambia en el ocho, Pablo tierye= 1100+ :1Dl+ 32,
z —Mﬂ por lo gue
50
3243
y:8ﬂ+ 50 _ 1776
51 515C

8.8. Si Pablo tiene un diez, él no cambiarda; ea esso, si Pedro se
15[0+ 8+ 2& = 1100+ 391

mantiene en el ocho, se tiege por
51 50
lo que
28(89
y:BE“ 50 _ 1492
51 5150
Si Pedro cambia en el ocho, Pablo tieye 1500+ 541Dl+ 32,
1100+ 391
z=—"—"——"—porloque
50
32[B9
y:‘m* 50 _ 1428
51 5150

Después de completar y presentar todos sus calpréssnta la siguiente
tabla que nos recuerda a la que Montmort incorgor@l anexo de su ultima

carta en eEssay
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Pablo se

Parte de Pablo

Pablo se

Pablo cambia

Pablo cambia

Cartas de| mantiene en el| mantiene en el| en el 7. Pedro
_ _ enel 7. Pedro
Pablo 7. Pedrose | 7. Pedro cambia se mantiene en
cambiaenel 8
mantiene en el 8 enel8 el 8
Rey 1200 1200 1200 1200
Reina 1058 1052 1058 1052
Sota 902 888 902 888
Diez 746 724 746 724
Nueve 590 560 590 560
Ocho 434 476 434 476
Siete 360 408 390 390
Seis 444 444 444 444
Cinco 490 490 490 490
Cuatro 528 528 528 528
Tres 558 558 558 558
Dos 580 580 580 580
As 594 594 594 594
Med 8484 8502 8514 8484
edia 13[P551 13[P5(51 13[P551 13[P5051
Parte de Pedro
Medi 8091 8073 8061 8091
edia 13[P5[51 13[P551 13[P551 13[P551

En la investigacion de Trembley de la suerte dedaeplie considera esta

suerte en el momento en que Pablo ha hecho sudlesicva a cambiar o no.

Pero esto es de poco valor para el mismo PedraopRg@rria saber cobmo actuar

en determinadas circunstancias, y antes de que aefter si Pablo retuvo la

carta que obtuvo en primera o le obligb a un iatertgsio. Por lo tanto la

investigacion de Trembley de la suerte de Pedierdifiel método antes
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Los calculos para dos jugadores se detienen aguio@emos, presenta
probabilidades condicionadas. No concluye con oh&in global. No entiende
el razonamiento de Waldegrave que conduce a laciéaluminimax antes

desarrollada.

Concluye esta parte para dos jugadores con eksiguparrafo:

El Sr. de Montmort y sus amigos concluyen entorumegra Nicolas
Bernoulli, que este caso era insoluble, porquerdijeque, si Pablo sab
que Pedro se queda en el ocho, él va a cambial srete, pero si Pedr
llega a conocer que Pablo cambia en el siete, é\emmbiar en el ocho,
llegando a un circulo vicioso. Pero solo se dede®nces que cada uno
estarad perpetuamente en la incertidumbre sobreoten& de juego de su
adversario; en consecuencia, Pablo hara un camhisiete en una jugada
dada, pero €l no seguira constantemente este s@ségnuna secuencia de
muchas jugadas. Asimismo Pedro puede cambiar eohal en una jugad
dada, sin ser capaz de hacer varias jugadas iguatesina secuencia, lo
gue estd de acuerdo con las conclusiones del Sol& Bernoulli y e

contra de las del Sr. de Montmort.

Todhunter (1865) opina que no es correcto decirlgusonclusion aqui
obtenida coincide con la de Nicolds Bernoulli ycemtra de la de Montmort:
“Los adversarios de Nicolas Bernoulli sOlo paredeaber afirmado que era
imposible decir en qué regla Pablo debe actuar aeerma uniforme, y esto lo

permite Trembley”.

Después, en el mismo documento, Trembley hacetentinde resolucion
del problema del Her para tres jugadores; perodtuci®n igual que antes,
resulta insatisfactoria. Supongamos que hay trgadjpres, Pablo, Santiago y
Pedro. Trembley considera que las posibilidadeBat#o y Santiago estan en la
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proporcion de las posibilidades del primer y segupujador cuando solo hay
dos jugadores; y denota estas suertex pgt. Toma la proporcion deay como
8496 a 8079.

A continuacion supone que las suertes de Santidgedyo estan también
en la misma proporcion. Esto no seria del todotexa@a que cuando Santiago
estd estimando su suerte con respecto a Pedrodg@dat@algiun conocimiento de
la carta de Pablo; mientras que en el caso de BaBlantiago, el primero no
tiene conocimiento de cualquier otra carta que @® la suya para orientarle

sobre mantenerse en su carta o cambiar.

Entonces, la insatisfaccion de los célculos de Bteynesta en el siguiente

paso. Considera qugi(—y es la probabilidad de que Pablo le ganara a $gntia

y queXTyy es la de que Pedro le ganara a Pablo; infiere4a|43|(%(—2 es la de

(x+y)
gue ambos, Pablo y Pedro ganen a Santiago, parel&gntiago sera eliminado

en la primera jugada. Esto no es correcto: el juesgd construido de manera que

los jugadores estan casi en el mismo plano; pqum% esta muy préximo a la

suerte de que un jugador dado sea excluido erineer prueba. La solucién de

Trembley daré% como la suerte de que Santiago sera excluicdtc=sy.

El error surge del hecho de qaex— eV
X+y X+y

no representan aqui suertes
independientes; por supuesto si Pablo tiene urta o&s alta que Santiago, esto
por si solo produce la presuncién de que Santiagdréd mas bien una carta
inferior a la de Pedro que superior. Este erroelemicio vicia la solucion de

Trembley.
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Como parte complementaria de su solucion Tremblagsina igual que
para dos jugadores, sus calculos pormenorizadosucaniarga extension, que

puede resultar tediosa.

Fisher (1934) analiza el problema basandose en xfoseién de
Todhunter; deriva la tabla de(i, j;S) dada arriba y, por aleatorizacion,
encuentra la solucion de Waldegrave. Parece quéandeido el libro de
Montmort y, engafiado por Todhunter, considera fucgm como novedosa; su
exposicion del principio de aleatorizacion es ddesdgo mas claro que el dado

por Waldegrave.

3.1.5. SOBRE EL JUEGO DEL 7TAS

El siguiente problema que Montmort en este cas@gme para ser

resuelto esur le Jeu des Tag&l juego se describe asi en la pagina 281,

Para comprender de qué se trata, hay que sabategpeés de la
recuperaciones de hombre, uno de los Jugadorea qenudo se diviert
tiene compartir el juego en diez montones cada aorsiste en cuatr

cartas cubiertas, y luego devolviendo la primerecaga monton, pone

O < O ® »

quita todas que se encuentran semejantes, por lejedys Reyes, do
sotas, dos seis, etc., luego devuelve las cartassiguen inmediatamente
aguellos que llegan a dar dobletes y continla iogdtdos que vienen por
doblete hasta que llega a la dltima de cada moméspués de retirarlos

todos de dos en dos, en cuyo caso solamente se gana

El juego no es del todo un juego de puro azar, ymrel jugador con
frecuencia puede hacer una seleccion de los distmétodos de emparejamiento

y la eliminacién de las cartas. En la descripci@h jdego se supone que se
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utilizan cuarenta cartas, pero Montmort proponepmblema para solucion
general sin limitar las cartas a cuarenta. Se eegua probabilidad de que el
jugador tenga ganancia y también el método masijesut de proceder. El dice
que el juego fue rara vez jugado por dinero, pera éntender que estaba en uso

entre las damas.

En su pagina 321 Montmort da, sin demostracionesliltado en un caso
particular de este problema, a saber, cuando lé@scse componen depares,
las dos cartas en cada par estan numerados igsalaitas se supone colocados

al azar em lotes, cada uno de dos cartas. El dice que laapitittad de que el

. -1 , . L . )

jugador gane eszn—l. En la pagina 334 Nicolas Bernoulli dice que eétanila
n_

es correcta, pero €l desea saber coOmo se encpotgye él mismo no puede
encontrarlo por induccién, poniendo paran la serie 2, 3, 4, 5, ... Podemos
suponer que esto significa que Nicolas Bernoullifie® por prueba que la
férmula era correcta en algunos casos, pero no madouna demostracion
general. Montmort parece haber pasado por altowastigacion de Nicolas
Bernoulli, ya que el problema nunca se menciona wéz en el curso de la
correspondencia. Como el resultado es notable posimplicidad y, como
Nicolas Bernoulli encontré el problema dificil, plge ser interesante dar una
solucion. Se observara que en este caso el juegacesle pura casualidad, ya

que el jugador nunca tiene ninguna opcion de cuab@stos a él.

La solucidon del problema depende de nuestra obsérvalel estado de
las cartas en el momento en el que el jugador @i@sidecir en el momento en el
gue puede que no haya mas pares entre las capiasséxs para ver; el jugador
puede ser asi arrestado en el comienzo del juedespués de que ya ha dado
algunos pasos: en este momento el jugadagueda con algiin nimero de lotes,
que estan todos intactos, y las cartas expuesti@as\vésta no presentan pares

Esto sera evidente en la reflexion.
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Ahora debemos determinar (1) el nimero total desassibles, y (2) el

namero total de casos en los que el jugador estaide desde el principio.

(1) Podemos suponer que l&s cartas se van a colocar 2mlugares,
y por lo tanto(2n)! sera el nimero total de casos posibles.

(2) Aqui podemos encontrar el nimero de casos supaniguel losn
lugares superiores se rellenaron primero y despages lugares inferiores.
Podemos colocar en primer lugar cualquier cartdad@n, a continuacion, en
segundo lugar cualquier carta de Zas- 2que permanecen al rechazar la carta
acompafiante que ponemos en primer lugar, a contéryaen el tercer lugar
cualquier carta de la&n - 4 que quedan por el rechazo de las dos cartas
comparieras, y asi sucesivamente. Por lo tanto llagares superiores se pueden

rellenar de2" (! maneras. Luego laslugares mas bajos se pueden llenande

maneras. De ahi obtenemos 18! casos en los que el jugador esta

detenido desde el principio.

Podemos dividir cada una de estas expresionen!psirnos apetece hacer

caso omiso del orden diferente en el suponemosoguelotes se pueden fijar.

n)!
Por lo tanto los resultados SéﬁnT) y 2"[h!, respectivamente; vamos a utilizar

estas formas.

Denotemos pot, el nimero total de casos desfavorables, y keque
denota el niumero total de casos favorables cuasdcealrtas consisten en T pares.
Entonces

n!

=2"[4!
=2 B Iy

f. (n —r)! 2",

la suma se extiende desde 2 ar =n—1, ambos inclusive.
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Porque, como hemos dicho, el jugador pierde podapse con algun
namero de lotes, sin continuidad, en el que latasagxpuestas no contienen
pares. Supongamos que se queda et lotes, por lo que se ha librado de

n!

lotes de los lotes originales. El factor dm da el numero de formas en
las que log pares pueden seleccionarse a partingeres; el factorf, da el

namero de maneras en que estas parejas puedemspeestas de modo que

permitan al jugador deshacerse de ellos; el fagtoerr)/ 2" proporciona el

namero de maneras en que los restantes panesestantes pueden ser

distribuidos en log-r lotes sin que haya un solo par entre las carjagestas.

Es preciso sefalar que el caso enmgag no ocurre, dada la naturaleza
del juego; el jugador, si no es detenido en elgio, sin duda va a ser capaz de

eliminar dos pares. Podemos sin embargo si nos laomgonsiderar que la

suma se extiende desde1 hastar =n-1, ya quef, =0 cuandor =1.

Tenemos entonces
y =2 w1z I\,
2 [/

La suma parai, se extiende a un término menos; asi hallaremos que

u =2nu_,+2nf _,.

2n-2)!
Pero u_,+ f_,= ((n—l))' ;
Por lo que u :ZnEQZn— 2)|
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Deaqui f =

Este es el resultado de Montmort.

3.2. SOBRE JUEGOS DE DADOS

3.2.1. QUINQUENOVE

SUR

LE QUINQUENOVE.

Cinco y nuevees un juego de dados que puede implicar variozafaientos
dependiendo de los resultados de los lanzamiem&sog. El jugador A lanza
dos dados; B gana si se obtiene un 5 0 un 9 emehiniento; A gana si se lanza
3 u 11 puntos, o un doble; para el resto de refsdtd continua lanzando hasta
gue, o bien gana B consiguiendo 5 o 9 puntos, @ daml obtener el mismo

namero de puntos que le hizo continuar.
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Considerando el primer lanzamiento, es facil ver Bugana en 8 casos, A
gana en 10 casos, y A continda jugando en 18 adsam total de 36 casos

igualmente probables.

Para encontrar la esperanza de A Bernoulli usagum@ento condicional
combinado con el siguiente Lema: Sek esperanza de A al comienzo de una
partida: Supongamos que hay tres premad y e y que los correspondientes

nimeros de posibilidades sqn q y r. Entonces,e=( pa+ q§/( p+ 4. La

demostracion es sencilla.

Bernoulli analiza los casos siguientes. SupongagnesA consigue cuatro
puntos en su primer lanzamiento sin conseguir kelete (2,2). El juego continua
entones hasta que A lanza o bien 5 puntos, o bjelo @ue implica una
probabilidad8/36, o A lanza 4 puntos, con una probabilid3®6. Para todos
los demas resultados A vuelve a la misma situagla que se encontraba antes
de su dltimo lanzamiento. Se sigue del lema queedperanza de A es

(3x1+8x 0)/11= 31. De esta forma, Bernoulli encuentra los siguientes

resultados:
N° de puntos en el primer lanzamiento4 6 7 8 10
Probabilidad de continuacién 2/36 4/36 6/36 4/36 2/36
Esperanza condicionada 311 5/13 37 513 3I11

Finalmente, Bernoulli calcula la esperanza de A@om
[10x1x 8x O+ 4x 31% 8 513 6 /3|7 36 4189 9C

Montmort (1708, pp. 109-113; 1713, pp. 173-177)liaaauna version un
poco mas general de este jue@uifquenovey, esencialmente, usa el mismo

método para su solucion.
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Una explicacion prolija de las reglas del juegotgumon el primer

problema planteado es la que aqui mostramos:

EXPLICACION DE ESTE JUEGO.

137. SE sortea en primer lugar entre los jugadores quién tendra el
cubilete. Supongamos que cae en Pedro; y para hacer entender el
Juego con mas facilidad, supongamos que no hay més que dos
Jugadores, Pedro y Pablo. Este pondra en primer lugar en el juego
una cierta suma; entonces Pedro, lanzando los dados, he aqui lo que
ocurre. Si Pedro saca cinco o nueve, pierde, y da el cubilete a Pablo.
Si Pedro saca o tres, u once, o un doblete, consigue la apuesta de
Pablo. Este vuelve a poner en el juego, y Pedro continda jugando. Si
Pedro no consigue alguno de los lanzamientos precedentes, no habra
perdido ni ganado. Para explicar lo que ocurre en este caso,
supongamos, por ejemplo, que Pedro ha conseguido siete en el
primer lanzamiento. Se sefialara, 1°, que volviendo a lanzar Pedro,
no podra ganar esta apuesta de Pablo nada mas que consiguiendo
siete. 2°. Que Pablo esta en libertad de arriesgar una nueva apuesta,
y que Pedro, paralelamente, en libertad de tenerla o de no tenerla. 3°.
Que Pablo, para distinguir esta apuesta de la precedente, la pone
debajo, y a ella se le llama montén. 4°. Que si este montén es igual a
la apuesta, se le llama montén en el juego; y que cuando no es la
misma, se le llama montén en los dados. 5°. Que Pedro, habiendo
aceptado este nuevo monton, ganara consiguiendo en el lanzamiento
siguiente, o tres, u once, o doblete, o bien consiguiendo en la
siguiente esta chance antes que conseguir cinco o nueve; pero no
puede ganar la primera apuesta que se ha dicho entrada en el juego,
nada més que consiguiendo siete; y por fin, que perderd las dos
consiguiendo o cinco o nueve.

Supongamos ahora para una mds amplia explicacién, que
habiendo dicho Pedro, Taupe a la masse?, consigue de su segundo

lanzamiento ocho de otro modo que un doblete, es decir, con seis y

" Con traduccion literal “Topo en el montén”.
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dos, o con cinco y tres, y que Pablo pone en el juego un nuevo
montén que Pedro acepta. Se sefialara, 1°, que Pedro ganara este
montoén consiguiendo o tres, u once, o doblete. 2°. Que ganara la
primera apuesta de Pablo consiguiendo siete, y la segunda
consiguiendo ocho. 3°. Que pierde las dos apuestas y el montén
consiguiendo o cinco o nueve, y que entonces cede el cubilete a
Pablo.

Lo que acabo de explicar para un pequefio namero de
lanzamientos, y s6lo con respecto a dos Jugadores, debe extenderse a

cualquier otro nimero de lanzamientos y Jugadores.

PROBLEMA.
PROPOSICION XVIII.

Pedro y Pablo juegan al Quinquenove, y Pedro tiene el cubilete. Supongo
que la apuesta de Pablo es siempre la misma y esti expresada por A.
Supongo también que Pedro no aceptard monton, pero que estard obligado a
tener el juego hasta que haya perdido; después de los cudl supongo el juego
concluido. Se pide cudl es en este juego la ventaja o desventaja de aquél que
tiene el dado, o lo que viene a ser lo mismo, cudnto deberia pedir o dar Pedro

a un tercero para cederle el cubilete, y darle a jugar en su lugar.

Nuestro autor después describe otro juego, queicél gue no tiene
nombre y duda si llamarle el Juego de la Espergnda,algunos calculos sobre
este tambiénNo se molesta con las reglas (que deben habeestdblecidos en
su totalidad por esta vez) y calcula varias suesiteples pero sefiala que en la
mayoria de las situaciones la solucion no se peedentrar. Recordando las
complejidades del juego, uno se inclina a estaaaderdo con él. Ademas de los
aun mas complicados calculos en juegos que impHc&n4, 5, 6, 7,... dados, en
los que los principios de calculo sobre probabdetacondicionales han sido ya

establecidos, parece no conseguir algo nuevo.

128



Capitulo 3 Problemas Sobre Juegos de Azar

3.3. OTROS JUEGOS Y PROBLEMAS

En las paginas 248-257 y p. 366 de la segundadediisigue un analisis del
problema de los puntos en un juego de tejos y b8kegun De Moivre (Prefacio,
1712 y 1718), este problema le fue planteado aoélFpancis Robartes, y De
Moivre da la solucion de un caso especial & Mensura Sortis(1712,
Problemas 16 y 17Kl problema de Robartefiie generalizado por Montmort
como sigue:

PROBLEME L
SUR LE JEU DU PETIT PALET

OU DE LA BOULE.

Los jugadores A y B juegan en un juego de tejoslosh A conm bolos y
B conn. La destreza de A es a la de B comas. En cada partida el ganador
consigue un numero de puntos igual al nimero déales que estdn mas cerca
de la toma (bolin) que cualquiera de los del peydeSi el juego se interrumpe
cuando A necesita puntos y Bb puntos para ganar, ¢como se divide la apuesta

equitativamente entre ellos?

Montmort explicitamente define “destreza” refiriésd a un juego con un

bolo para cada jugador. La destreza del jugador/A&; +s), es entonces la

probabilidad de A de conseguir acercarse mas @ia gue B. También sefala

gue param= n=1 tenemos el clasico problema de los puntos.

Montmort asume que la apuesta total es 1 por lolaj@speranza de A,

digamose( a b), es igual a su probabilidad de ganar la apuesta.

Para resolver el problema Montmort introduce un@auconmr fichas
blancas ynsfichas negras, representando las posibilidademdar de A y de B.

El nimero total de fichas és= mr + ns.
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Sea P la probabilidad de A de conseguir al memgsuntos, esto es, la

probabilidad de conseguir una racha defichas blancas extrayendo sin
reemplazamiento de la urna. Se deduce que
mrmr—r mr—(i-1)r

P=—r : i=12,.
Lot oter t—a—nr" &t

Seap la probabilidad de A de conseguir exactamementos, esto es, la

probabilidad de conseguir una rachaidéchas blancas y a continuacion una

negra. Por tanto,

_mrmr=r mr=(i-1)r ns

= : i=12,...
- t—ﬁ—@rt%r’l Sl

P y p estan definidas como cero en otro caso. Las gqmnekentes
probabilidades para B se denotaran €ry g, i =1,2,...n y son obtenidas de
Py p intercambianddm,r) y (n,s).

Note quep =P- P, y que

D p+).g=R+Q=1
1 1

Montmort da la solucién con la recurrencia

a-:

e(ab= F;+Z:; nodiB+

b-1 _(a=1,2,..
— ﬂéab)“{b:Lz“

y €(a0)= €0, =1 La demostracion se obtiene directamente de trereas

de adicion y multiplicacion.
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Si los jugadores tiene s6lo un bolo cada uno, ee®R = p, = r/(r +s),

Q=q=9(r+9.y e(ab=pd al b+ gf abl, que es la recurrencia

para el problema clasico de los puntos.

Montmort afirma que se cumplen resultados similgrasa cualquier

namero de jugadores y da un ejemplo humérico pesgugadores.

En su formulacion y discusion del problema de Riahabe Moivre

(1712) asume que los jugadores son de igual dasyréenen el mismo numero

de bolos. Entonces deriva la formula pe2,1) y e(3,1) y afirma que se puede

encontrar la formula general por el mismo métodwo.l&EDoctrine of Chances

(1718, Problemas 27 y 28), De Moivre reconoce lacsan general de Montmort

y derivae(a b) param=n.

En terminologia moderna, el problema de Robarted@uaescribirse
como un paseo aleatorio en dos dimensiones, siesdpasos horizontales de
longitud 1 o 2,..., an, y los pasos verticales de longitud 1 o 2,..n, &sando el

mismo gréafico que en la Fig. 5.3.1, A gana si elggaaleatorio cruza la linea

vertical a través déa,0) antes de cruzar la linea horizontal a travégOde) .

En 1711 Montmort public6 un articulo edournal des Scavans
conteniendo un problema sobrellaterie de Lorainedando su propia solucion
en forma de un anagrama. Argumento que éste era&jeimplo de utilidad de las
matematicas en asuntos civiles e inst6 a los mmadist a consultar las
matematicas antes de tomar decisiones sobre tadderias. Esta carta es
reimpresa junto con una discusion de la solucioal &ssay(1713, pp. 257-260,
313, 326, 346). En otro ejemplo, Montmort considdrproblema de elegir entre

dos candidatos para un cargo por mayoria de vb¥is3( pp. 260-261).
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Un juego curioso que incorpora nuestro autor sedlae Ja des Noyaux
gue Montmort dice que el barén de la Hontan habgtubierto que era habitual
entre los salvajes de Canada; véanse las pagirderenort XIl y 213. El juego

se describe asi,

Se juega con ocho huesos negros de un lado y blancos del otro: se
lanzan los huesos al aire: entonces, si los negros son impares, el que
ha lanzado los huesos le gana al otro Jugador que ha apostado en el
juego: si salen o todos negros o todos blancos, gana el doble; y fuera

de estos dos casos, pierde su apuesta.

PROPOSICION XXXI.

Se pide cudl de los dos Jugadores tiene ventaja, suponiendo que ellos ponen

por igual en el juego.

168. ESTA claro que el Problema de los Huesos se reduce a éste.
Determinar cuanto hay que apostar, lanzando al azar ocho dados,
que soélo tenga cada uno dos caras, un as y un dos, a que se consiga o
un as y siete dos, o tres ases y cinco dos, o cinco ases y tres dos, o
siete ases y un dos, o dos ases y seis dos, o cuatro ases y cuatro dos,

o seis ases y doble dos.

Se encontrard, art. 27, que hay, 1°, ocho lanzamientos sobre 256 para
conseguir un negro y siete blancos; 2°, 56 lanzamientos para tener
tres negros y cinco blancos; 3° 28 lanzamientos para dos negros y
seis blancos; 4°, 70 lanzamientos para tener cuatro negros y cuatro
blancos. Es evidente que no se puede conseguirlas o todas negras o
todas blancas més que de una forma. Se sigue de todo esto que si el

dinero del juego es llamado A, la suerte del que tiene que lanzar los
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128x A+ 2x A+1 A

huesos sera , v la suerte del otro Jugador sera

256

126A+ 2% O—1 A
256

. Asi, la ventaja de aquél que lanza los huesos es

, Y para que el juego sea igual, es necesario que aquél que lance

256

los huesos ponga en el juego 22 contra 21 del otro.

Supongamos entonces ocho dados que tienen cadksmaras, una cara
negra y una blanca; que son arrojados al azar. piss, 2, es decir 256, casos
igualmente posibles. Se encontré que hay 8 casosmaaegra y siete blancas,
56 casos de tres negras y cinco blancas, 28 casossdnegras y seis blancas, y
70 casos para cuatro negras y cuatro blancaspyha§lun caso para todo negro.

Asi, si todo el juego se denota por A, la probdhdi del jugador que lanza los

1—;6{(8+8+ 56) A+ {A+32A]} ,

y la probabilidad del otro jugador es

i{(28+ 28+ 7Q A+ { Gr’—lA]}
156 2

dados es

La primera es igual &3—1 A,y la ultima agsA
256 256

Montmort dice que el problema se propuso a él parsefiora que le dio
casi al instante una solucion correcta de la mispep él procede muy
groseramente despreciando la solucién de la dandgamnie la insinuacion que

sélo era correcta por accidente, para ella el neésadlimitd al caso en el que
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s6lo habia dos caras en cada uno de los dadosniddnpropone entonces un

problema similar en el que cada uno de los dadasduatro caras

Pensamos que Montmort deberia haber registradongbre de la primera

mujer que hasta entonces habia contribuido a le@d de la Probabilidad.

Se puede observar que la desigualdad de este juego no supone
perjuicio alguno a estos Jugadores del otro mundo, que no jugando
entre ellos mas que cosas cuya propiedad le es comtn, deben ser
bastante indiferentes para la ganancia y para la pérdida. El desprecio
que estos pueblos tienen para los que nosotros estimamos mas, es
una especie de paradoja que no se debe adelantar sin demostraciéon
en un Libro como éste. He aqui lo extraido del Barén de la Hontan:
En el resto, dice este agradable viajero, estos juegos no se hacen mds que
para unos festines y para algunas otras bagatelas: pues es necesario sefialar
que como ellos odian el dinero, no lo ponen nunca en sus partidas. También
puede asegurarse que el interés no estd nunca causado por la division entre
ellos.

Creo el deber de anadir que este problema me ha sido
propuesto por una Dama, que me ha dado casi sobre la marcha una
solucion muy justa, sirviéndose de la Tabla, art. 1, pero esta Tabla no
sirve aqui mds que por azar, pues si los huesos, en lugar de tener dos
caras, tuviesen mads, por ejemplo cuatro, esta Tabla no seria
suficiente, y el problema seria mucho menos facil que el precedente,

asi que se podria hacer notar en la proposicion siguiente.

Otro juego analizado “de pasada” por Montmort eBasa-diez del cual
no da apenas descripcion de las reglas. Debertarseomun en la época que no
creyd necesario su incorporacion. Este juego patecprocedencia espafiola o
italiana. Juan Caramuel, en su Kybeia ya lo habéizado en 1670 y estudiado

con mas profundidad que Montmort. Los profesoresieez, Basulto y Garcia
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del Hoyo en su trabajo de investigacion publicamlwres Caramuel en 2007 hacen

el andlisis de este juego y del mismo extraemsgjalente fragmento:

Sobre el juego del Passa-Diez

En el Articulo IV el autor (Caramuel) trata los piemas relacionados con
un juego que era conocido tanto en Espafia comtaka ¢omo el Passa-
Diez. El articulo esta dividido en cuatro numerosina nota de la que
hablaremos mas adelante. El primero de esos auatneros, el LXXIV, lo
dedica a describir el juego. Supongamos, por engple participan 4
jugadores: Aufrido, Clucio, Dafnio y Balacurio. Blismo dado decide
coémo han de sentarse los cuatro jugadores (el pydguién es el que lanza
los dados (el que saca una puntuacion mayor alalaet dado)
Supongamos que, en este caso, es Balacurio ehqee. ILos otros tres han

de apostar‘énvidar, en esparfolescribe Caramuel).
Clucio: apuesto un doblon.
Aufrido: apuesto cuatro.

Dafnio: apuesto cinco.

J7

La respuesta de Balacurio a cada uno y por ordea skr: acepto. S
Balacurio gana, cobra todo ese dinero. Si pierdgara a cada uno lo que
hayan depositado en la mesa y, sobre esto, Caranadé:Y digo lo de
“lo ha depositado” adrede: porque la memoria es id@a y puedg
originarse un altercado si quien ha envidado cuatespués asegura haber

envidado ocho. Por esa razon, la apuesta se hagekdinero en la mesa

que asi no hay lugar a equivocaciones ni fraudes.”

Si Balacurio acepta todas las apuestas, entontzaréalos dados. $
hay alguna que no acepta, entonces no lanza, pagapluestas que ha

aceptado previamente aunque no se juegue y ldgmasados al siguiente.

D

Hasta aqui este nimero LXXIV.
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En el nimero LXXV se sigue explicando el Passa-Didzs dice

gue son tres los dados que se lanzan. Si al laszanuestran tres

puntuaciones distintas, entonces el lanzamientwks no tiene validez r
para uno ni para los otros y el jugador vuelvereda Si al menos das
dados muestran igual puntuacién entonces el lamramsi es valido y se
aplica esta regla: si la suma de las puntuacioededitres dados es mayor
gue 10, gana el que los ha lanzado (Balacuri@s snenor o igual que diez
ganan los que han envidado. Entonces se planmadanta’¢; Es éste un
juego justo, o —tal como esté planteado hoy- fas®mad que tira los dados

y con los demas es injusto?”

Para dar respuesta presenta una tabla de dobéel@mn la que, en

la primera columna estan las parejas coincidentes la primera fila los

1%

posibles resultados del tercer dado. Dentro dalitlas sumas de las tries
caras, expresandolas con niameros romanos cuari slicna es menor|o
igual que 10 (cuando pierde el que lanza) y conemasiarabigos cuando es

mayor que esa cantidad.

Al observar la tabla Caramuel dice que hay 36 lameiatos validos
de los que 18 favorecen a una parte y 18 a la atrajo que el juego €s
“absolutamente justo”. El autor acierta en la cosidn, pero e
razonamiento esta incompleto. Por ejemplo, hayposghilidades de lanzar

las caras 2, 2, 1{2,2,1, (2,12 y (12,2, mientras que s6lo hay una
posibilidad de lanzar el triple 2(2,2,2), y eso deberia haber sido

considerado a la hora de concluir. Ahora biensei & hace, observamos

D

que salen 48 ternas cuya suma es menor o iguall@ue otras 48 qu

suman mas que 10, por lo que, a la postre, suuidnles correcta.

En los nimeros LXXVI y LXXVII se aborda la varianbelga de
este juego en la que, el que lanza, gana tamblén #es dados son iguales

aunque no sumen 10 por lo d@stan convirtiendo lo que de justo tiene| el
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juego en injusticia” pues en lugar de 18 a 18, los lanzamier{ios]),
(2,2,2 y (3,3,3 que perjudicaban al que lanzaban pasan a favtrquear

lo que“quien tire los dados tendra 21 formas de ganarSyde perder’ Si
nos atenemos a lo comentado antes, Caramuel teqdeichaber dicho

“quien tire los dados tendra 51 formas de gands gietperder”.

El Articulo IV se completa con una Nota correspentk al nGmero
LXXVIII donde el autor comenta que cuando ensefié gatado a aquél ja
quien estaba dedicadtNfestro llustrisimo Sefior y Doctisimo Vardn’
éste le ensefid una lucida diatriba, de tematicatic¥ redactada por

Cristian Severino Longomontano. Y afade:

Como era interesante y breve, merecié la pena inalen este
estudio, mas que nada, porque se adentra en losritebs del Algebra
para dirimir, con gran aparato, una problematica equnosotros hemas

acertado a resolver de una forma mas breve, clasancilla.

Como vemos, Caramuel se muestra critico y reserzede esta

diatriba. Mas adelante afiadgQué diria, si cayese en sus manos gesta

D

diatriba en la que a las puntuaciones de los talen simplificadas qu

hasta un analfabeto diria que las entiende— séhdae comparecer ante gl

D

tribunal del Algebra y se les manda que rindan tagrde los lances dg

juego ante la mismisima Aritmética, ciencia subihde las haya?

Aungue al final acepta la intervencion del Algeange la posibilidad
de que se le pueda causar perjuicio al projimolgnego: Y ya que la
Teologia no se basta para dirimir esta problemaéinasus detalles
particulares, son de alabar los matematicos qasisien con su teson y su
talento; y, entre ellos, el que con pluma agudasrtada, agregd a los

canones metaritmicos del Algebra los postuladasesiges.

Sigue entonces la diatriba que no es mas que Rowvelatina de

tratado de Huygens al completo, con los cinco ok del final.
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Queremos terminar este capitulo con la traducciénfrhigmento que

Montmort dedica al juego del Tric-Trac:

PROBLEMAS
SOBRE EL TRICTRAC.

148. ES muy util, para jugar al Trictrac agradablemente y con ventaja,
saber en cada lanzamiento del dado, la esperanza que se tiene o de batir,
o de llenar, o de cubrir alguna de sus damas por el lanzamiento que se va
a jugar. Esto es también lo que conocen bastante los buenos Jugadores;
pero no es més que por una gran aplicacién y mucho ejercicio que se
pueda adquirir la costumbre para el caso en que son un poco compuestos.
Por ejemplo, hay pocas personas que puedan ver de un vistazo que
estando dispuesto su pequefio Jan, asi que en el lado A del Trictrac, ellos
tienen un lanzamiento para ganar doce puntos, diez lanzamientos para
ganar ocho, tres lanzamientos para ganar seis, dieciséis lanzamientos para
ganar cuatro y, por fin, seis lanzamientos para no llenar. Pero lo que pasa
extremadamente los conocimientos ordinarios de los Jugadores, y lo que
sin embargo les seria muy importante para jugar bien las damas, y hacer
modales a propésito, es poder conocer con exactitud la esperanza que se
dispone de tener un cierto nimero de lanzamientos sin romper, o de
arreglar su juego de tal o tal manera, en dos o varios lanzamientos. Se
pueden descubrir todas estas cosas por los métodos precedentes: He aqui

dos ejemplos muy simples donde el dltimo puede tener alguna utilidad.

PROBLEMA.
PROPOSICION XXILI.

Pedro apuesta que cogerd su gran esquina en dos lanzamientos. Se pide lo que

debe apostar para que la partida le sea igual.
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149. ES necesario sefialar, 1°, que Pedro no puede ganar nada mas que
consiguiendo de primer lanzamiento del dado uno de estos cuatro

lanzamientos, seis cinco, quine o sonnés.

2°. Que habiendo conseguido uno de estos cuatro lanzamientos, no
ha ganado atn; pero que habiendo conseguido seis cinco del primer
lanzamiento, para ganar debe atn conseguir seis cinco en el segundo
lanzamiento; y que habiendo conseguido de primer lanzamiento quine,
debe para ganar conseguir en el segundo lanzamiento sonnés; y que
habiendo conseguido en el primer lanzamiento sonnés, debe para ganar

conseguir en el segundo lanzamiento o quine o sonnés. Se sigue de todo

211127

esto que la suerte de Pedro serd 36 X—Ft—X—F—X—=—

36 36 36 36 36 129’6

que, para apostar sin desventaja Pedro, debe poner en el juego 7 contra

/

1289; y tendria ventaja al apostar 1 contra 186 de conseguir su gran

esquina en dos lanzamientos.

PROBLEMA.
PROPOSICION XXIII.

Estando dispuestas mis damas asi como parece en el lado B del Trictrac,
quiero saber cudnto podria apostar por tener dos lanzamientos sin
romper.

150. Los azares de los dos lanzamientos son |

aqui mezclados juntos, y no se deben considerar N

independientemente el uno del otro. Tan ’
ventajoso que pueda ser mi primer |
\

lanzamiento, es claro que mi segundo puede

hacerme perder; y al contrario tan desventajoso - -
T e R D
como sea, no me quita la esperanza de tener en
el segundo lanzamiento. La mayor parte de los lanzamientos de dados
que pueda conseguir en el primer lanzamiento, diversifican mi
expectativa para el acontecimiento del segundo; pero hay quien me deja
una igual esperanza. Por ejemplo, pone indiferente conseguir en el primer
lanzamiento sonnés o cinco y as, o cuatro y dos, seis tres o cinco y cuatro,

y asi. Para desenredar todo esto, es necesario buscar cudl es mi esperanza
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de tener en el segundo lanzamiento en todos los diferentes supuestos de
los diferentes lanzamientos del dado que yo pueda conseguir en el primer

lanzamiento. La suma de todos estos azares expresard mi suerte, se
/ . . 1 .
encontrara que tengo, 1°, dos lanzamientos que me dan 3_6 a saber, seis y
cinco.
2°. Tres lanzamientos que me dan 36 a saber, seis cuatro y quine,

puesto que habiendo conseguido seis cuatro o quine de primer

lanzamiento, tengo para conseguir sonnés y seis y as.
0 : 6 . .
3°. Cuatro lanzamientos que me dan 36 a saber, seis tres, y cinco y

cuatro, pues tendria para tener sonnés, seis y as, seis dos y bezet.

o . 10 . .
4°. Cuatro lanzamientos que me dan —, a saber, seis dos, y cinco y
36
tres; pues tengo para tener sonnés, seis y as, seis, dos, seis tres, dos y as,

tres y as y bezet.
12

5°. Dos lanzamientos que me dan 36 a saber cuatro y tres, pues

tendria para tener en el segundo lanzamiento sonnés, seis y as, seis dos,

seis tres, dos y as, tres y as, y bezet.
o . 15 . .
6°. Cuatro lanzamientos que me dan % , a saber, seis y as, y cinco y

dos; pues tendria para tener seis y as, sonnés, seis dos, bezet, seis tres, dos

y as, seis cuatro, tres y as, y doble dos.

21

7°. Seis lanzamientos que me dan %, a saber, sonnés, cinco y as,

cuatro y dos y ternes; pues tendria para tener sonnés, seis y as, seis dos,
bezet, seis tres, dos y as, seis cuatro, tres y as, doble dos, seis cinco, cuatro

y as, tres y dos.

. 23
8°. Cuatro lanzamientos que me dan 3_6 , a saber, cuatro y as, y tres

y dos; pues tengo para tener los mismos lanzamientos que si hubiese

8 La traduccion literal de terne es “apagado”, “80s0
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conseguido de primer lanzamiento cinco y as, y ademas esta esperanza

de conseguir en el segundo lanzamiento cinco y as.

9°. Un lanzamiento que me da 3—, a saber, carme’; pues tendria

para tener en el segundo lanzamiento dos y as, bezet, seis y as, seis dos y

sonneés.

27

10°. Tres lanzamientos que me dan 36’ a saber, tres y as, y doble

dos; pues tengo todo para tener en el segundo lanzamiento, excepto cinco

y cuatro, cinco y tres, cuatro y tres, quine, carme y terne.

32
11°. Dos lanzamientos que me dan 36 a saber, dos y as, pues

tendria todos los lanzamientos favorables para tener, excepto quine,

carme, y cinco y cuatro.

12°. Un lanzamiento que me da —6, esto es bezet, pues solo tendria

en el segundo lanzamiento nada més que quine contra mi.

La suerte buscada serd, por tanto, , v el justo reparto de la

296
apuesta seria 565 contra 731. Se tendria ventaja al apostar 3 contra 4, y

desventaja al apostar 4 contra 5.
ADVERTENCIA.

151. ES imposible en la mayor parte de las situaciones donde dos
Jugadores pueden encontrarse en el Trictrac, determinar cudl es su suerte,
y estimar con precision de qué lado estd la ventaja; pues ademas, la
variedad prodigiosa de las diferentes disposiciones posibles de las treinta
damas, la manera con frecuencia arbitraria en que los Jugadores
conducen su juego, es lo que decide casi siempre la ganancia de la

partida. Ahora bien, todo lo que depende de la fantasia de los hombres no

° La traduccion literal actual de la palabra carsmécarmelita”.
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teniendo ninguna regla fija y certera, esta claro que no se puede resolver
cuestion alguna sobre el Trictrac, a menos que la manera de jugar no sea
determinada. El tnico problema que se puede resolver de una manera
general sobre el juego del Trictrac es este: Encontrar la suerte de dos
Jugadores que estin en el jan de retorno, cualquier niimero de damas que tengan
aun por pasar, en cualquier lugar en que se encuentren situados. Doy aqui un
ejemplo, que bastard para hacer conocer de qué manera se podria

encontrar los demds casos mas compuestos.

PROBLEMA.
PROPOSICION XXIV.

Pedro tiene las tres damas A, B, C por levantar, y Pablo las tres damas D, E, F;
aquél que en primer lugar habrd levantado pasando todas sus damas, ganard. Se

supone que estd Pedro por jugar, se pide cudl es su ventaja.

152. CUANDO Pedro va a jugar, tiene veinticinco lanzamientos para
pasar las dos mas atrasadas B y C, ocho para pasar las damas Ay C, a
saber, seis y as, cinco y as, cuatro y as, tres y as; dos lanzamientos para
pasar las damas A y B, y un lanzamiento solamente para pasar B, a saber,

bezet.

Sea llamado S la suerte de Pedro cuando él va a jugar, x su suerte
cuando lleva dos y as, e y su suerte cuando él lleva de primer

33A+ 2x+y

lanzamiento bezet. Se tendra S= . El dinero del juego es

llamado A.

Se trata ahora de determinar las incégnitas x e y; para llevarlo a
cabo, es necesario sefialar que Pedro, no teniendo mas por levantar que la
Dama C, no puede ni perder ni ganar por el lanzamiento que jugara
Pablo; pero que su suerte sera diferente segin todos los diferentes
lanzamientos que Pablo conseguird. Pues, por ejemplo, Pablo pasando de
su primer lanzamiento las dos damas E y F, si Pedro no pasa de su

segundo lanzamiento la dama C, ciertamente habra perdido, en lugar de
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lo que él podria ganar atn si Pablo no hubiese pasado de su primer

lanzamiento més que las Damas E y D, o solamente la Dama E.

Sea entonces llamada u la suerte de Pedro cuando, habiendo
conseguido de primer lanzamiento dos y as, Pablo ha pasado de su
segundo lanzamiento las damas E y F; h su suerte, cuando Pablo ha
pasado las damas D y E; y t su suerte, cuando Pablo ha pasado la dama E.
33+ Zh+t

36 '

Se tendra X =

Para conocer el valor de u, se sefialara que Pedro, no teniendo mas
que la Dama C por pasar, jugando su segundo lanzamiento, treinta y

cinco lanzamientos para ganar.

Para conocer el valor de h, se observara que Pedro no teniendo mas
que la dama C por pasar, y Pablo no teniendo més que la dama F, Pedro

al jugar de nuevo tiene treinta y cinco lanzamientos para ganar, y un
. 1 :
lanzamiento para tener 36 A: pues supuesto que Pedro jugando por

segunda vez, consigue bezet que es el tnico lanzamiento que puede
impedirle ganar, Pablo no ha ganado por esto; podria también conseguir

bezet, en cuyo caso Pedro habria ganado.

Para conocer el valor de t, se tiene cuidado de que Pedro no tenga
mas que la Dama C, y Pablo las dos damas D y F por levantar, Pedro

jugando por segunda vez, treinta y cinco lanzamientos para ganar, y un
, 4
lanzamiento para tener £A: pues Pedro, no ganando de su segundo

lanzamiento, Pablo tiene paralelamente cuatro lanzamientos para no

levantar todas sus damas, a saber, bezet, doble dos, dos y as. Se tendra
4

entonces t =— A+

36 36x 36

h, t si se sustituyen los valores encontrados en la ecuacién

X_33u+ oh+t _ 45366

,setendrd X=——

36 46656

A. Teniendo asi determinadas las incégnitas u,

Ahora es necesario determinar el valor de y.
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Sea llamada ¢ la suerte de Pedro cuando va a jugar su segundo
lanzamiento, y le quedan las damas A y C por levantar, y a Pablo la tnica
dama D; p su suerte cuando le queda por levantar las damas Ay C, y a
Pablo la dama F; n su suerte cuando le queda por levantar las damas A y
339+ 2p+n

36 '

C,y aPablolas damas D y F. Se tendra y =

Se encontrard, por razonamientos parecidos a los que se han hecho
_32 A p= 32 A+ 4
36 36x 36

para encontrar el valor de x,

4 4

36
= 3—2 A+ ax 4 A, y por consiguiente, Y= ﬁ% A. Habiendo asi
36 36x 36 46656
determinado los valores de x y de y, se encontrard S= 46641 A.
46656
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CAPITULO 4

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.

Una de las secciones del texto de Montmort esticaida al ya clasico Problema
de los Puntos. Lo hace en primer lugar para jugadoon igual destreza (la
probabilidad de cada jugador de ganar cada patda misma) y luego, y esta
es la importante novedad de Montmort, lo extiendeago de jugadores con
desigual probabilidad de ganar en cada partida (Esigual destreza). Nos

proponemos como objetivo de este trabajo, analaaparrafos que este autor

EL PROBLEMA DE LOS PUNTOS PARA
JUGADORES CON DESIGUAL DESTREZA

Solucion para jugadores con igual destreza
Primera solucion para jugadores con desigual destreza
Segunda solucion para jugadores con desigual destreza

Conclusion

dedica a este asunto en su completo libro sobgogude azar.

4.1.

En la edicion de 1708, el autor aborda esta satu&a primer lugar, se dedica a

comentar las soluciones de sus antecesores, Padeaimat. Llama método

SOLUCION PARA JUGADORES CON IGUAL DESTREZA
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analitico al empleado por Pascal, y considera qakodmétodo es “el mas
natural y el mas facil”, aunque “tiene el defect sbr excesivamente largo”,
dado que para resolver un caso algo complejo hayrgoorrer previamente
todos los casos mas simples. En cambio, el métedeedmat lo considera “mas
sabio” y “exige mayor destreza”. Afirma que estetadé resuelve el problema
de una forma muy general. Para entender las ddidess de compresion de este
altimo método, Montmort incorpora la carta complgtee Pascal envié a Fermat
el 24 de agosto de 1654, carta que él encontrasnlras péstumas de Fermat
publicadas en Toulouse. En esta carta, Pascal geeda valia del método de
Fermat para dos jugadores y, tras varias consioeex o dudas, acaba

aplicando el método de forma correcta para el dagees jugadores.

Tras la carta, Montmort escribét respeto que tenemos por la reputacion
y por la memoria del Sr. Pascal, no nos permiteehawtar aqui con detalle
todos los fallos de razonamiento que hay en egsta;caos bastara advertir que
la causa de su error esta en no tener en considi@ndeas diversas ordenaciones

de las letras.

Estas palabras de Montmort parecen insinuar queatta de Pascal
contenia una larga lista de errores cuando, reaémén Unica inexactitud que
hemos encontrado es la que él mismo cita en ekfpade arriba, inexactitud que

después fue corregida por el mismo Pascal tramrla respuesta de Fermat.

A continuacién, Montmort comienza una seccion bejoepigrafe de
Problemas, y en el punto 188 (como Nota I) resuaN& manera de Fermat el
Problema de los Puntos para tres jugadores etukcgin (1,2,3), estableciendo
la regla general del nimero maximo de partidasasmgle el juego concluiria,
(1+2+3)~(3- 1= 4 e incorpora una tabla similar a la que propomiBascal,
en la mencionada carta, de los posibles resultadcs caso de que se jugasen

todas esas partidas. Esta tabla le sirve pararcostaasos que son favorables a
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cada jugador y, asi, resolver el problema. La mismeg recuerda una
Distribucién Multinomial en la quen=4 y hay tres categorias con igual
probabilidad, aunque la identificacion exacta cste @nodelo podria resultar un
poco forzada.

Es curioso el hecho de que Pascal, en la cartdddde agosto de 1654,
hace uso de un hipotético dado de dos caras pstraicar el método de Fermat
para dos jugadores mientras que Montmort, en este,tusa un dado de tres

caras para justificar la solucion de Fermat pas jugadores.

Este punto termina con un intento satisfactorioetkiccion del método.
En lugar de analizar los resultados de las 4 @atigropone hacer lo mismo,
pero sélo con las 3 primeras de esas 4, dado quedda, o sea, la ultima
partida, ha de ser para el jugador que gane ebjues idea de la distribucion

Binomial Negativa subyace en esta forma de resmhuci

En una segunda Nota, Montmort comenta el problesna @ caso de mas
de dos jugadores pero sin entrar en un analisigustivo. De alguna forma, se
contradice al criticar el método de Fermat en site@acion:Cuando hay varios
jugadores a los que les faltan varios puntos, etooh@ que procede por las
combinaciones y los cambios de orden es bastarge,l§ cae también en tanto
detalle como aquél que procede por el analisis,spalepoder ser favorable a
diferentes jugadores un mismo lanzamiento de dgufrgce que no se puede
dejar de considerar lo que proporciona cada lanzamw diferente de dados en
particular, y este examen no puede ser nada mas mug largo y muy
caso de dos jugadoreBero el método del Sr. Fermat, ademas de las dagers
ventajas que tiene sobre el del Sr. Pascal, tiendd resolver de una manera
rapida y simple el problema en cuestion, cuando sél trata de dos jugadores.

Y, entonces, presenta una solucion general delggm@bpara jugadores con igual
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destrezaSeap el niumero de puntos que le faltan a Pedre] niumero de puntos
que le faltan a Pablo. Se pide una féormula que es@rla suerte de los
jugadores.SOLUCION: Sea p+g—-1=m, la suerte de Pedro estara expresada
por una fraccién donde el denominador sera 2 elevaldexponente m, y cuyo
numerador estara compuesto por tantos términosstieserie

mCm-1 nmMm-10m2 mmllm2] m3 .
+ + + + & asli,
13 1021314

como g exprese de unidades. La suerte de Pablo edlec@mplemento de la

1+m

unidad.

En el Tratado del Tridangulo Aritmético de Pascaktamramos dos
métodos equivalentes aportados por este Ultimolparesolucion del problema.
Pues bien, el segundo de ellos, explicado bajpigrafe Método para hacer el
reparto entre dos jugadores que juegan a variastigas por medio del
Triangulo Aritmético,ofrece la solucion que a continuacion exponemosdgsa

un lenguaje mas actualizado que el que Pascalrqéese su tratado:

Si el juego es( p, q), con p>0 y g>0, es decir, al primer jugador le

faltanp partidas y al otrg partidas, la solucion es:

1. Se toma la base=p+q-1 del TriAngulo Aritmético.

2. Se suman los valores de tpprimeras celdas situadas en la hase
g-1
Es decir, calculamo$’ f (i,r =i +1),
i=0
siendo f (DZ)] el valor de la correspondiente celda del Triangulo

Aritmético.

3. La probabilidad de que el juego lo gane el primgagor es

(i =i +1)

i=0
2r

1)
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donde el denominado®', es, como demuestra Pascal, el valor de la

suma de todas las celdas situadas en esa.base

Comparando ambas soluciones, la de Montmort y Patstaendo en
cuenta lo que representa el valor de cada celdal éfriangulo Aritmético,
observamos que son idénticas, razon por la cuahdradr (1865) escribé&n la
primera edicién de Montmort, él se limita al casidual destreza y solo da la
primera féormuld® por lo que, realmente, no ha avanzado mas que aPasc

aunque la férmula sea mas adecuada que el usor@dgulo Aritmético.

Anadimos nosotros y lo detallaremos en el siguiap@tado que, en el
proceso de resolucion esta latente una modelizat@ola situacion mediante la

distribucion Binomial con parametros:=“namero de partidas que se jugarian

como maximo” y con probabilidad de éxito en cadaigea igual a%

Con esto termina lo que Montmort incluyé en la pnienedicion de su

tratado, sobre el asunto del Problema de los Puntos

4.2. PRIMERA SOLUCION PARA JUGADORES CON DESIGUAL
DESTREZA.

Una copia de esta primera edicién fue enviada a Beanoulli quien, en marzo
de 1710, le remite una extensa carta donde, adéenakbar las “diversas cosas
bellisimas” que contenia el tratado, le aportaexifines propias y juicios

criticos. En particular, Bernoulli le envia, sinnuzstracion, la solucion del

1% para la solucién general del problema, Montmoorpdos férmulas equivalentes y aqui, Todhunter,
hace referencia a la primera de ellas.
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Problema de los Puntos para jugadoresdasigual destrezalo enuncia y da la

solucion de la siguiente forma:

Pedro y Pablo juegan a varias partidas a un jueggsigual donde el
namero de casos favorables a Pedro es al de casasables a Pablo: a.b; y
después de haber jugado algun tiempo el nimeradelps que aun le faltan a

Pedro es p, y el nUmero de partidas que le falta?ablo es gq. Se pide la razén
de sus suertes. Elevad el binonaier ba la potenciap+ q—-1=r. El nUmero de
términos serap + g. Yo digo que la suma de los primeros términos cuyoero

sea q, es a la suma del resto de términos cuyo miseea p, como la suerte de

Pedro es a la de Pablo; ahora bien, estas dos swsmasomo sigue:

ab+P a”‘1b1+&'o_1 a‘*%ﬁw & *b+& asi, continuando hasta el
1 1rp I3

namero de términos expresado por g.
ri-1 r il -1l -2
213

el numero de términos expresado por p.

Y b +%b“1a1+ B 2a+ b 3 &+ & asi,continuando hasta

Observamos que, bifuese la probabilidad del segundo jugador de ganar

una partida (en la notacion de Bernoulli dicha ptolidad seria 2b),

a
faltandole a dicho jugaday partidas para ganar el juego,ryes el niamero total
de partidas que se jugarian, la variable aleaXirimumero de partidas ganadas

por ese jugador de un total de sigue una distribucion Binomial de parametros

.. . r _ : , . .

r y b, cuya funciéon de cuantia e{s ]bxar *. Este jugador ganara el juego si
X

consigue ganar, como minimo, lag partidas que le faltan. Por tanto, la

probabilidad de conseguirlo sera

P[X2q=H X=qd+ B X= g¢l+..+ P X |=
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:[r]bqar—q +[ r ]bqﬂar—q—l_'_.”_*_(r] H,
q g+l r

resultado equivalente al expuesto por Bernoullaeggsegunda igualdad. Por tanto,

este autor identifica la situacion con lo que hogazemos como la distribucion
Binomial de parametro cualquiera y ofrece como @6tu la funcién de
distribucién de la misma. Respecto a la primeraesipn que escribe Bernoulli,
sobre la suerte del primer jugador, pensamos quelina errata en los sucesivos
exponentes da que se escriben a partir dey sus valores decrecientes, cuando
lo correcto es a partir decomo ocurre con la segunda expresion para laesuert
del segundo jugador. Probablemente, fue una etedtenismo Jean Bernoulli al

transcribir sus propias notas a la carta que esWiontmort.

En la segunda edicion del tratado, la de 1713, Mortt incorpora esta
solucion con una formulacion similar y con su detmamson. La demostracion,

con notacion actualizada, sigue los siguientesgpaso

1. Eljuego ha de concluir necesariamente enp +q—1 partidas.

2. Disponemos de dados con dos caras cada uno: una cara blanca, que
favorece al primer jugador y otra cara negra quertce al segundo, y
con probabilidadesa y b de aparecer una y otra. En este punto, el autor
nos remite a la primera parte del tratado donde] émt. 27, se demuestra
gue los coeficientes del desarrollo de la potedeian binomio coinciden
con los nameros de la correspondiente columna kd&hgdulo Aritmético
y con los que expresan “las diversas combinaciat®sun numero
cualquiera de fichas o dados que tienen dos c#dmemtes”. Esto le lleva
a escribir que los sucesivos sumandos que inteawien el calculo de la

probabilidad de que el primer jugador gane el jusyu

r

]
a :[ ja' ="que salgarr caras blanc,
r

151



Maria Dolores Pérez Hidalgo

]
r@ b= (r J a'b:"que salgan + 1 caras blancasy 1 ne,

rir-1 r
uar‘zb2 = (r B 2} d~?b’:"que salganr— 2 caras blancas y 2 neg

y asi hasta reunig sumandos, por lo que el ultimo de ellos sera

(Ljapb“‘p, dado quer —g-1=p.

3. Son equivalentes los sucesos “consequifxitos enr pruebas” y
“conseguir p caras blancas al lanzar dados de las caracteristicas

anteriores”. Por tanto, la probabilidad de que gahguego el primer

jugador (que le faltap partidas) esZ(:]a‘ b,
i=p

Podemos escribir:

P p+da=1) i o
P[de que gane el primer jugader > [p iq jd pPa-i-i

i=p

4.3. SEGUNDA SOLUCION PARA JUGADORES CON DESIGUAL
DESTREZA.

Bajo el titulo deOtra Formula Montmort afiade una segunda solucion a este

problema. La justificacion de la misma es comosesigu

* En el Tratado del Triangulo Aritmético de Pascal tia anexo titulado
“Uso del Tridngulo Aritmético para las combinacisheEn dicho

anexo encontramos, bajo el epigrafe de Lema I¥iglaiente igualdad:

k+1 k k :
i = i1 + ) gue Pascal demuestra considerando que los
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k+1 elementos sonk elementos primeros mas uno dultimo y
considerando que el numero combinatorio del primambro es el
resultado de sumar dos numeros: el numero de cacibimes dd que
no contienen al dltimo y el niumero de aquellas sju contienen.
Montmort conocia perfectamente esta igualdad camdemuestra la
primera parte de su segunda edicion del Tratadocaida a las

“combinaciones”.

« Multiplicando los dos miembros de la igualdad antepor a'b*" y

despejando el primer sumando del segundo miembs queda:

k+1) . . k) . k) . _
( |+ ]a'b“l" —b(i j an- :(I _J ab*, donde los dos términos

del primer miembro se pueden interpretar como

P{de conseguir éxitos én+ 1 prugpa

~P{de conseguir éxitos én pruepid®  de mseguir éxito en la Gltima prugk.

Por tanto, esa diferencia de probabilidades nos lela probabilidad
de que el-ésimo éxito (el dltimo éxito) se produzca en(ka1)-ésime

prueba (en la ultima prueba). Si hacemosl-i= |, la expresion del

. i=1+j) . . )
segundo miembro se transforma(en_ 1Jja' b', que se interpreta como
I —

la “probabilidad de que el primer jugador consjgaacasos antes de
conseguir su-ésimo éxito. Pues bien, esto es lo que usa Montpara
construir su segunda solucién, pues la probabilidadque el primer
jugador gane el juego (al que le falfapartidas), se puede escribir a partir
de la variable aleatori&: “nimero de fracasos del primer jugador antes de
Su p-ésimceéxito”, variable que sigue una distribucién BinohiEegativa

de parametrop y a, como:

153



Maria Dolores Pérez Hidalgo

P[que gane el primer jugader P[ X= |OH X= |41 +.H X= o |=

— — -1 _ 1
(p 1jap+[ P ja"b+...+(p+ d 2} a’ptt = a"qZ( o I]Db'.
p-1 p-1 p-1 i=0 p-1

Esta suma, bajo, su propia formulacion, es la gte a&utor propone como
solucion en stra Férmula Podemos escribir, pues, que la segunda solueién d
Montmort es:

: : Lp-1+i) .
P[de que gane el primer jugadera®) o-1 b (2)
i=0 -

Le falta por demostrar la igualdad entre ambascsmies, la igualdad
entre (1) y (2). Lo hace sélo para el caso padicdbndep =5 y q =3 mediante
una simple reduccion a comun denominador de lagibmes que aparecen en
los sumandos de la expresion (2), fracciones piddsor las probabilidades
que intervienen con sus respectivas potencias. feslaiccion a comun

denominador le lleva a la expresion (1).

Este fragmento termina con dos notas. En la prirderallas Montmort
nos advierte que, aunque pueda imaginarse qusuastés” de los dos jugadores
son las mismas en el caso en el que necesiten gronge y q partidas,

respectivamente, y en el caso en que necenitgny nLf, esto no es cierto, ni

incluso en el caso en que ambos jugadores tengahpgobabilidad de éxito en

cada partida.

Sabemos por el teorema de Bernoulli que si el ndnukr pruebas
independientes se hace suficientemente grander®glta probabilidad de que
el nimero de éxitos conseguidos por uno y otrodagasté en una razon similar
a la de sus propias probabilidades. Por tant@ sad6n entr@ y q fuese menor

que la de sus correspondientes probabilidadesermamtando el valor de
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podemos conseguir una probabilidad tan grande cpratamos de que el primer
jugador consiga ganarlp partidas antes de que el segundo consigalgsjue
necesita. Esto es lo que parece insinuar Montm@mao dice quéa suerte de
Pedro sera siempre tanto mejor, en cuanto que c designen a los niumeros
mas grandes, en comparacion con p & q; de maneeasgun jugador puede dar
ocho puntos de dieciséis al villar a otro jugadoo se puede concluir que él

pueda, sin desventaja, darle cuatro de ocho”

En la segunda nota final el autor manifiesta suealede encontrar
férmulas similares para la resolucién del problelados puntos en el caso en el
gue el numero de jugadores fuese tres, cuatro,.o. “pay razones para creer
gue esta investigacion es extremadamente difi¢igyyla apariencia de que no

se puede afadir nada a la que hemos dado antes”

PROBLEME I
‘UR LE JEU DU PETIT PALET

OU DE LA BOULE.
PROPOSITION XLIL

‘ierre joue avec un certain nombre de palets ou de boules m ,
Paul avec an certain nombre de palets oude boules n | Ia
force de Pierre eff a celle de Paul comme a eff a'b, ce gui
fignifie que Pierre ¢ Paul jouant chacun avec une boule ou
un Palet, il y auroit a contre b a parier que Pierre appro-
cheroit plus du but que Panl. Z'on fuppofe qu’il manque a
Pierre pour gagner un certain nombre de peints p , &~ 2
Paul un certain nombre de points Q. On demande le Jort
des deux Jouenrs,

Montmort dedica sus paginas 248-257 a la discud®&run juego de
Bolas, lo que conduce a un problema parecido dl@ma de los Puntos. El
problema se inici6 por De Moivre en su De Mensuoati§ ver Montmort,

pagina 366. De Moivre habia supuesto que los jugadtenian la misma
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habilidad, y cada uno tenia el mismo numero deshdontmort generalizo el
problema suponiendo jugadores de habilidad desigeah un niamero desigual

de bolas. Por lo tanto el problema no estaba prirteera edicion de Montmort.

En su pagina 256 da un ejemplo simple de una swiudé un problema
que parece muy plausible, pero que es incorrec@orgamos qué juega con
un solo recipiente B con dos cuencos; requiere sus respectivas pratzdels
en un ensayo, asumiendo la misma habilidad. Comgide que uno cualquiera

de los tres tazones es tan probable como los atees primero, la probabilidad
de queB es% y la deA es%. Pero por la solucién incorrecta Montmort llega a
un resultado diferente. Supongamos @ulka entregado su cuenco. EntonBes

tiene la oportunidad% con su primer bol de vencerA y la probabilidad de
EX—; de fracasar con su primer tazén y tener éxitostoeegundo. Por lo tanto

la probabilidad d&3 parece se%. Montmort considera el error de esta solucion

se encuentra en el supuesto de que cuddo ha logrado vencer & con su
primer tazon todavia hay una posibilidad inclusoqde le ganara A con su
segundo tazon: por el hecho de dufracas6 con su primer cuenco sugiere que
el cuenco dé\ tiene una posicion mejor que la media por lo guprbbabilidad
de éxito deB con su segundo cuenco llega a ser incluso menounde

oportunidad.

4.4. CONCLUSION.
Nos encontramos con un autor, Pierre Rémond de mvwhtgue, sin ser de los
mas renombrados en la Historia de la Probabilidpdrta la solucion definitiva

al Problema de los Puntos para dos jugadores dgueeracircunstancia (con
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igual y desigual destreza) mediante dos formulésrredtivas y equivalentes
(demostrando la equivalencia entre ambas en unp&eponcreto) que hoy
identificamos perfectamente con las modelizacioBasomial y Binomial

Negativa.
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CAPITULO 5

QUATRIEME PARTIE.

Oq lon donne la folution de divers Problémes fur le
hazard , ¢5* en particulier des cing Problémes propofés
en Lannée 1657 par Monfienr Huygens.

LA RESOLUCION DE MONTMORT (1708, 1713) DE LOS

CINCO PROBLEMAS PROPUESTOS POR HUYGENS EN

SU TRATADO (1657). LA DURACION DEL JUEGO O LA

5.1.
5.2.
5.3.
54.
5.5.
5.6.
5.1.

5.8.
5.9.

RUINA DEL JUGADOR

Introduccion

Primer Problema

Segundo Problema

Tercer Problema

Cuarto problema

Quinto Problema

Formula de Nicholas Bernoulli para la probabilidad de la ruina
del Jugador

Una demostracion de la férmula de Bernoulli

Conclusion
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5.1. INTRODUCCION

Al final del tratado de Huygenfe Ratiociniis in Ludo Alegecuya version en
latin fue publicada por primera vez en 1657, emapmbs Cinco ejercicios

propuestos por el autor y no resueltos, aunqueesrde ellos se da la solucion.

Los cinco problemas se convirtieron en un desadfa s investigadores
de aquella época. Autores como Hudde, Spinoza, malanit De Moivre, Jacques
Bernoulli y Struyck se ocuparon de ellos de una eraru otra: resolviendo
algunos de ellos o resolviéndolos todos. Sus smles, interpretaciones (con o
sin reemplazamiento) y generalizaciones ejercierta influencia incontestable
en el desarrollo de la nueva disciplina a finalessiglo XVII y principios del
XVIIl. Ahora bien, este honor lo debe compartir idaps con Fermat, que fue
quién propuso el primero y el tercero, a travé€decavy, en la carta que éste
envidé a Huygens el 22 de junio de 1656, y con Raaasor del quinto ejercicio
propuesto por éste a Fermat, y que Huygens tancbiéocio a través de la carta
gue Carcavy le envié el 28 de septiembre de esmanéio (una traducciéon al
espafiol de la correspondencia indirecta entre PagcaFermat, con
intermediacion de Carcavy y con la participacionHig/gens, durante los afios
1655 y 1656, la encontramos en Basulto SantoSaifiez Ruiz, J. A., 2007).

El propio Huygens, en afios posteriores a la pubficade su tratado, fue
resolviendo casi todos estos problemas (no se t@angado su resolucion del
tercero, aunque la solucion del mismo la conociugdr como se demuestra en
la carta que éste envio a Carcavy el 6 de juli@@f6), aunque sus resoluciones
no vieron la luz hasta que no fueron recogidasasrObras Completas del autor
que la Sociedad Holandesa de las Ciencias puhtitté &nales del siglo XIX y

principios del XX.
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Como se ha dicho, uno de los autores que abordmresolucion de estos
problemas fue Montmort en su importante tratédeay d’Analyse sur les Jeux
de Hazard (ediciones de 1708 y 1713). Segun lo comentado aréba,
Montmort no conocia las resoluciones de Huygeresties problemas, por lo que
sus propias resoluciones pueden considerarse alegiry, al disponer en la
actualidad de lo escrito por ambos autores, tendanpssibilidad de analizarlas
y compararlas. Ese es el objetivo de este capiuloel que, problema a
problema, presentamos los enunciados bajo los aqerorf presentados
(curiosamente, hay algunos matices que diferenosrenunciados dados por
ambos autores) y las reflexiones y calculos que cexb realiz6 para encontrar
sus respectivas soluciones. Todo ello, bajo unuajegy notacion mas actual que

la que nuestros autores usaron a mediados delydihcipios del XVIII.

5.2. PRIMER PROBLEMA

El primero de estos ejercicios es una generalinad&la Proposicion ultima del

tratado de Huygens (Proposicion XIV), la cual ghlka resuelta en el propio

tratado. El enunciado bajo el que aparece en dretedo es:

A y B juegan juntos con dos dados con la condisigiente: A
habra ganado si lanza 6 puntos, B si lanza 7. Aaham primer lugar un

solo lanzamiento; a continuacion B 2 lanzamientosesivos; después de

o

nuevo A 2 lanzamientos; y asi sucesivamente, ltasauno u otro hay
ganado. Se pide la relacion de la suerte de A ddaB. Respuesta: como
10355 es a 12276.

El enunciado de Montmort aparece de esta forma:
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PROBLEMA 1.
PROPOSICION XXXII.

Pedro y Pablo juegan juntos con dos dados: He aqui las condiciones
del juego. Pedro ganara consiguiendo seis, y Pablo consiguiendo siete.
Cada uno de ellos jugard dos lanzamientos sucesivos cuando tenga los
dos dados: no obstante, Pedro, que comenzard, jugard con uno por
primera vez. Se trata de determinar la suerte de cada uno de estos dos

Jugadores, o la esperanza que cada uno tendrd de ganar la partida.

La resoluciéon aportada por Huygens aparece en ria cmie envié a
Carcavy el 6 de julio de 1656 y es muy parecida@uke da en la Proposicion 14.
Plantea la periodicidad del juego respecto de lmmdores que participan.
Escribe que la misma seguird la sucesiéon: ABBA ABBAsa periodicidad (y
la independencia de los lanzamientos) le lleva esgmtar una recurrencia

bastante simple.

Tras enumerar los casos favorables a la obten@btséis” al lanzar dos
dados, y los favorables a la obtencion del “si€key,6, respectivamente, llama
al valor del juego para A, o sea la esperanza tedgj@gador, al inicio del mismo
y afirma que, en la situacién de haberse realizadearios lanzamientos y en el
momento en que A ha lanzado sin éxito la primeraugedos veces de su turno,
entonces, antes de lanzar la segutteladra la misma apariencia de ganar que

al inicio de juego’, o seax.

Aqui es donde constatamos que Huygens se da cderéaperiodicidad
de este juego (ya habia ocurrido en su resoluceradProposicion 14 del
tratado). Eso le permite resolver el problema usasdlamente las cuatro

esperanza®, &, € Yy €, que son las valoraciones del juego para el primer

162



Capitulo 5 Resolucién de Montmort de problemas propuestos por Huygens

jugador, respectivamente, al inicio del mismo, clease ha realizado la primera
partida (cuando A ha lanzado sin éxito y es elduta B), cuando se ha realizado
la segunda partida (cuando B ha lanzado la primersus dos veces sin éxito), y
cuando se ha realizado la tercera partida (cuand@ Bealizado su segundo
lanzamiento sin éxito y es ahora el turno de Aantdndoa al total apostado,
esas cuatro esperanzas son:

. el:%a+%(13g (antes de lanzar, el jugador A tiene 5 posibiletade

ganar y 31 de que pase a ser el primer lanzamienR).

6 30 30 . . .
] =—0+—[=— en el primer lanzamiento de B, el jugador A
&35 36E% 6% ( p jug

tiene 6 posibilidades de perder, y 30 de que edog B disponga de su

segundo lanzamiento).

6 30 30 . )
=—0O+—[ =— en el sequndo lanzamiento de B, el jugador A
& =36 36Da 365 ( g jug

tiene 6 posibilidades de perder y 30 de que seesrizien el primero de sus

dos lanzamientos).

" g :3—56a+%éq (en el primero de los dos lanzamientos de A, gegfador

tiene 5 posibilidades de ganar y 31 de disponemdgegundo lanzamiento vy,

por tanto, encontrarse como en el inicio del juego)

Resolviendo par& , que es realmente lo que nos interesa (esperahza d

jugador A antes de iniciarse el juego), obtenergos 103251& por lo que la

esperanza del segundo jugador en ese instante esnlplementaria, o sea,

163



Maria Dolores Pérez Hidalgo

zzzigia Por tanto, las posibilidades de ambos jugados&Eneen la relacion

10355:12276, siendo la solucion dada por Huygens.

Para este problema, Montmort ofrece una resolucasi idéntica. Esta
claro, en este caso, que aunque Montmort no coecdea Huygens del mismo,
si conocia la de su Proposicion 14. Usa la expne$itétodo analitico” a esta
forma de resolucion, expresion que habia sido aauiya por Huygens en su
tratado. La novedad de Montmort en este problena eeta que afade al final
del mismo, en donde presenta la siguiente genac#diz, de la que da la

solucion sin explicacion alguna:

El método analitico que se ha empleado aqui espseeel mejor y
el mas corto, cuando ocurre que al cabo de un ciemtimero de
lanzamientos los Jugadores se encuentran en el anestado en el que
ellos estaban anteriormente; pero cuando esto ngre¢c se cae en series
infinitas; y para encontrarlas, toda la habilidadmsiste en observar bien
las condiciones del juego, y en sacar la Ley deréagresion. Por ejempla,
si se supone que Pedro juega en primer lugar umdamento, y Pablo dags
lanzamientos, a continuacion Pedro dos lanzamiengosPablo tres
lanzamientos; a continuacion Pedro tres lanzamigntyp Pablo cuatrg
lanzamientos, y asi sucesivamente, Pablo jugarefose un lanzamiento
mas que Pablo, la suerte de Pedro seria expresadaipa serie en la que

seria.  muy dificil obtener la suma, esta serie seria

:£A+dxc2><bA+ x Ex bA+ dx éx bA+ dx & bA+
f f4 f5 f9 flO

3 5 8 T4
dxcbe+dxc?><bA+dxc?x bA+ dx éx bA+ ax & t%\ gk %

f12 .I:16 f 17 f 18 f 19 .I: 25

&asi, suponiendd =5, c=30, d =31, f =36.
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Es facil sefialar el orden de la serie, y de cordimlnasta el infinito,

D

la expresiéon de la suerte de Pablo seria la camtidae le falta a la seri

que expresa la suerte de Pedro para valer A.

}e%)

Si Pedro y Pablo juegan con un dado, segun el oglense acab:x
de sefalar, a que el primero consiga un seis, séréepara la expresion de

la suerte de Pedro wuna serie mas simple, a saber

1-p+ p* - p°+ p° - p*+ p°= p%+ p*~ p* & asi, suponiendo que sea

p=>
=

5.3.  SEGUNDO PROBLEMA

Este problema de Huygens tiene la originalidadntl@ducir por primera vez en
la historia de esta disciplina, la distincion entneuestreo con Yy sin
reemplazamiento. Eso ocurre en la discusion qugeseantre este autor y su
amigo Hudde sobre la resolucién de este probleinaroblema tuvo el siguiente

enunciado para Huygens:

o

Tres jugadores A, By C toman 12 fichas de lasdgsen blancas y

negras; juegan con esta condicion de que ganarguel primero haya,

A

escogiendo a ciegas, sacado una ficha blanca, yAgelegira el primero, E
a continuacion, después C, después de nuevo A, suessivamente, por

turnos. Se pide la relacién entre sus posibilidades

Para Montmort, que lo presentd6 en su libro comobleéroa II, o

Proposicion XXXIII, el mismo mereci6 el siguiergrunciado:
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Tres Jugadores, Pedro, Pablo y Jacobo juegan jugt@suerdan
que, sacando uno detras del otro una ficha al aaare doce, de las que

ocho seran negras y cuatro blancas, el que primextraiga una fichg

blanca ganara. He aqui el orden segun el cual gllegan: Pedro saca &
primero, Pablo saca el segundo, y Jacobo el tercammontinuacion, Pedro
vuelve a comenzar, y los otros le siguen segurrdegnphasta que uno de
los Jugadores haya ganado. Se trata de encontragque cada Jugador

debe poner en el juego, con el fin de que la parsigia igual.

No es conocido de donde derivd Huygens este segpmuaema. Es
probable que fuese inventado por él mismo. Jac@eraoulli sefiala en la
edicibn comentada del Tratado de Huygens (erPdas Prima de suArs
Conjectand) que hay tres posibles interpretaciones del probi€i) cada bola o
ficha negra es reemplazada después de la extracjdas bolas o fichas no son
reemplazadas y hay una caja comun que incluyalmeinte las doce vy (iii) cada
jugador tiene su propia caja con las doce bolashag y van extrayendo, cada

uno de su caja, por turno y sin reposicion.

Resulta que Huygens tenia la primera interpretaeimmente, como se
puede comprobar por la resolucién que aparece Apéridice Il del tratado. La
Academia Holandesa de las Ciencias afadié al tratsl Huygens nueve
apéndices en su edicion del siglo XIX. En ellosesmgen las notas en cuadernos
y hojas sueltas, que Huygens fue escribiendo argmlde su vida en relacion al
calculo en juegos de azar. Esos calculos y refte@ssolo vieron la luz cuando
fueron publicados en el siglo XIX, formando pared iomo XIV de las Obras
Completas, por lo que Montmort los desconocia emahento en que publica

las dos ediciones de su tratado.

En su resolucion, Huygens supone que las extraggioson con

reemplazamiento, dado que a cada uno de ellosaasigairo posibilidades en
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una direccion y ocho en la contraria, o0 sea, lapamicion de la caja no se altera
tras cada extraccion. El orden de las extraccieseSBC ABC... Llama, y, za
las esperanzas o posibilidades de los jugadores datiniciarse el juego (son los
valores que se quieren conocer), y llaaraala apuesta. En la primera extraccion,
si se extrae blanca, el jugador A ganara el juegiang, el jugador A se convierte
en el tercero de la siguiente serie de extraccjopes o que su suerte se
convierte erz (esperanza del tercero en el turno de extraccijoRes tanto, A
tiene 4 posibilidades de conseguir la apuasga8 posibilidades de consegujr
por lo que, segun la Proposicion 3 de su Tratadop@sicion clave en el
desarrollo de todo el tratado), el valor del jupaoa A, al inicio del mismo, es

4a+8z
12

Consideramos ahora la situacion del jugador B thmbn el momento en
que el juego se inicia. Este jugador tiene 4 pbddides de conseguir O (si el
jugador A acierta en la primera extraccion) y 8ilpiidades de convertirse en el
primer jugador de la nueva serie y, por tanto, reme suertex. Entonces,

_ 0+ 8x

. Por ultimo, la valoracion del juego, al iniciol daismo, para el

tercer jugador es: 4 posibilidades de conseguiBQgsibilidades de convertirse

en el segundo jugador de la serie de extraccionpsrytanto, tener derechoya

+ .
Entonces,z:%. Resolwendo:nga, y:Ea, z——4 & O sea, las

19 19 7 19
ratios de sus posibilidades son 9:6:4.

En general, gb es la probabilidad de éxito en una extraccionifabdidad

que no varia por ser con reemplazamiento)ysiL— p, se obtiene:

X=

P __bg __pq
= Z_
~¢% Yig? o 2

y las ratios de las posibilidades sbry : o (Hald, 1990).
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Montmort, como primera resolucion, interpreta edlgpema en el mismo

sentido que Huygens y resuelve de forma parecigl@ po igual. Se fija en el

tercer jugador, estableciendo y construyendo latesuwdkel mismo en estas tres

circunstancias: Cuando le toca al primero extr&ecuando le toca al segundo

extraery, y su suerte cuando a él mismo le toca extra&mtre estas suertes hay

las siguientes relaciones (llarAal total del dinero que hay en juego):

Sz%[(%%[lyz—éy(si gana el primer jugador, la suerte del tercena s
cero, y si no gana, la suerte del tercero se cdeven la que le corresponde

cuando el segundo va a extraer.

yz%[ﬂﬂ%&z—éz(si gana el segundo jugador en su extraccion,deesu

del tercero se hace cero, y si no gana, la suetteetero se convierte en la
que le corresponde cuando a él le toca extraer).
z:iDA+§ES:—1 AF—ZE

12 12 3 3  o0sea, cuando es el turno de extraer del tercero
tiene 4 posibilidades de ganar y, por tanto llewagk dinero que esta en
juego, y 8 posibilidades de no ganar y, por tap@sar de nuevo a la
situacion en que le toca extraer al primero, equiala suerte del tercero era
S

: _ 4
Resolviendo en las tres igualdades encueﬁtmal—9 A, lo que expresa la

suerte del tercer jugador al inicio del juego, @ $elando va a extraer el primero.

A continuacién procede de igual forma con el segyndador, llamando,

u a la suerte de este jugador cuando al primermda extraer, obteniendo
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u :% A. Por ultimo, obtiene la suerte del primer jugadmstando a la cantidad

total en juego, la suerte de los otros dos jugagoe sea, realizando

_4 A—E A:—6 A. Y concluye:Por consiguiente, si se quiere que el juego
19 19 19

sea de diecinueve escudos, sera necesario que Pedga nueve, Pablo seis, y

A

Jacobo cuatro.

Entonces, este autor afiade una nota en la que daldaidn bajo la
segunda interpretacion de Bernoulli. En este cassendetiene a explicar su
procedimiento de resolucién, aunque si se procedeocen el caso anterior,
construyendo la esperanza de cada jugador en cadlade las sucesivas
extracciones, y teniendo en cuenta que en este @laser sin reemplazamiento,
el proceso tiene fin, se obtiene los resultado®osligubr el autor. Asi es como
escribe:

-

Si el sentido del problema es que cada Jugadorus=ssple habe
sacado una ficha no la vuelve a poner mas, se éraande la misma
manera la suerte de los tres Jugadores, como estesnumeros, 77, 53
35.

5.4. TERCER PROBLEMA

Como ya se ha dicho, este problema fue otro deopuestos por Fermat a

través de Carcavy. Su enunciado es:

A apuesta contra B, que de 40 cartas, donde haydabkecada color,
extraera 4 de manera que tenga una de cada comrerguentra en este

caso que la suerte de A es a la de B como 100@B&8%
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La solucion de Huygens, sin explicacion algunayeqmen la carta que
éste envié a Carcavy el 6 de julio de 1656. Erafmsndices y cartas publicados
en sus obras completas, no se ha encontrado lai@olde Huygens de este

problema.

Montmort intercambio el orden de los problemas 3 yle Huygens.
Decidi6 mantener seguidos los problemas 2 y 4 miarse de una tematica
parecida. El enunciado con el que Montmort presehfaoblema bajo el titulo

de Problema IV o Proposicion XXXV es el siguiente:

Pedro apuesta contra Pablo que sacando, con los ogrrados
cuatro cartas entre cuarenta, a saber, diez romlgsz corazones, diez
picas y diez tréboles, sacara una de cada clas@idgecudl es la suerte de
estos dos Jugadores, o lo que ellos deben ponet prego para apostar

con igualdad.

En este problema, Montmort rompe su linea de regoluque, en los
anteriores, habia sido similar a la de Huygeng(ie este ultimo llamé método
analitico). En este caso, Montmort hace uso de @mdo que encontraba mas
eficaz y rapido: usando la combinatoria. Comienmarpcordar una proposiciéon
que habia demostrado al principio de su tratad@p@icion VII) cuyo

enunciado es el siguiente:

PROPOSICION VII.

Pedro, teniendo entre sus manos un namero cuakyuaierfichas de

174

} %4

todos los colores, blancas, negras, rojas, verdessi, apuesta contr:

14

Pablo, que sacando al azar un nimero cualquieram@nado de fichas, &

sacara tantas blancas, tantas negras, tantas rdm@#as verdes, & asi. Se

pide cuantas posibilidades tiene Pedro para haodajue se propone.
SOLUCION.

170



Capitulo 5 Resolucién de Montmort de problemas propuestos por Huygens

Es necesario multiplicar el nGmero que expresaudatas manergs
las fichas blancas que Pedro debe tomar al azadepuser tomadas de
forma diferente en el nimero de fichas blancasyssias, por el nUmero
gue expresa de cuantas maneras las fichas negreRegino debe tomar al
azar, pueden ser tomadas de forma diferente efne¢no entero de fichas
negras propuestas; multiplicar a continuacién psedelucto por el numerp
que expresa de cuantas maneras diferentes las fiofes que Pedro se

propone extraer, pueden ser tomadas en las ficb@as mpropuestas

multiplicar de nuevo ese producto por el nimero exgresa de cuantas
maneras diferentes las fichas verdes que se pigettep ser tomadas entre
todas las verdes, & asi, sucesivamente, se tehdéanero buscado.

Esta solucion lleva consigo la demostracion, y ieoet dificultad

alguna; asi este Teorema sera un resultado deaarugo.

Entonces, Montmort comenta que este problemas mas que un caso

particular de la Proposiciony, por lo tanto, la suerte de Pedro es

10) (10) (10, ( 1

1 1 1 1) 10° _ 1000C
(40) [40J 91390’
4

4
estan en la relacion de 10000 a 81390, con lo gopope una solucidon muy

0 sea las suertes de ambos jugadores

actual, tal y como hoy dia se suele resolver estBlgma. Entonces afiade dos

ejemplos mas con sus soluciones:

Si se pidiese cuanto hay que apostar que Pablatido trec
cartas al azar en cincuenta y dos, no sacase tatdkasun color, s
encontraria que hay que apostar 158753389899 cdhtra

Si se quiere saber cuanto hay que apostar que Pexktbayend

diez cartas al azar entre cuarenta, a saber, unwas,dos, un tres, u
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cuatro, un cinco, un seis, un siete, un ocho, wEvawy un diez de rombas,
tantas de corazones, de picas y de tréboles, @rdama decena completa,
se encontrara que hay que apostar 1048576 conti@681952, mas 0

menos, como 1 contra 808.

5.5. CUARTO PROBLEMA

Como ya se ha dicho, este problema tiene un cantextilar al segundo y
también admite una doble interpretacion, entendiemdiestro autor las

extracciones sin reemplazamiento. Su enunciado es:

Se toma, como mas arriba, 12 fichas de las quendbtancas y 8
negras. A apuesta contra B que entre 7 fichas dusa@ra a ciegas, se

encontrardn 3. Se pide la relacion entre la suelgeA y la de B.

La solucion de Huygens aparece también en el Apéndliantes citado.
En el mismo, Huygens considera también la modifficapropuesta por Hudde
en la que el resultado puede ser tres 0 mas fldhasas. En el segundo apartado

de este apéndice Huygens lo enuncia de la siguiemte.:

A apuesta contra B que entre 12 fichas, de lasesudlson blancas|y
8 negras, él tomara a ciegas 7 fichas, de las audlseran blancas, y no
mas. Se pide la relacion de la suerte de A a I8 deespuesta: como 35 es
a 64.

Vemos que el enunciado es idéntico al cuarto pnobleSolamente, a
consecuencia de un malentendido que habia tenj@do &ntre él y Hudde, sobre

la interpretacion del enunciado, Huygens afadi@iamo las palabras “en niet
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meer”, que indican que para ganar A debe tenecl&adi blancas “y no mas”,
dado que Hudde entendia el enunciado como “ex@henenos 3 blancas”.
Huygens supone que las fichas son extraidas usaotra y comienza por
calcular la esperanza o suerte de A, después sexta extraccion, en los dos
anicos casos donde éste puede ganar en la séptiotmtinuacion considera la
situacion del juego después de la quinta extracgioasi sucesivamente, para

remontarse por fin al inicio del juego.

La resolucion puede contemplarse de la siguiem@dnEn la situacion
inicial hay 4 blancas y 8 negras. Supongamos dhnites en el que se han
extraidob blancas y negras, quedando entonces en la dajd blancas y8-n
negras (en total quedar2-b-n fichas). Seae(b, n el valor de la suerte o
esperanza del primer jugador en ese instante. Biglaente extraccion puede
salir una ficha blanca (hag—b posibilidades de que eso ocurra) y pasar asi a un
juego cuya valoracion para el jugador A&®+1, n), o puede salir negra (hay
8-n posibilidades para ello) y encontrarse entoncamgnego cuya valoracion

para el primer jugador eg(h n+1). Aplicando la Proposicion 3 del tratado de

Huygens:

(4-b)B(b+1,n)+(8- O b & 1)
12-b-n

ebn= ,donde0<b<4yO0<b+n<7.

Desde luego, si el jugador A consigue su objet®dlancas y 4 negras)
gana la apuesta, o sex3,4)= a. Ahora bien,e(b, 7- b)= 0, en cualquier otro
caso, pues culminadas las 7 extracciones, el prjugador solo gana cuando
consigue la extraccion (3,4). En la situacion “@nglas y 3 negras” (ha extraido 6

fichas y le falta una por sacar que si es blance)gdiuygens obtiene para el
jugador A: e(3,3):g a. Pues bien, partiendo de esta igualdad y analztodhs

las posibilidades favorables a ese jugador, hatis ay tras 19 igualdades,
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Huygens llega a la situacion (0,0), o sea, el putgopartida, para el que
encuentrae(0,0):%a, por lo que concluye que la suerte de A es a I8 de

como 35 es a 64. Es claro, en este caso, que etlménalitico Huygens se hace

largo y tedioso.

Por dltimo, en el mismo apéndice, Huygens abortameblema otra vez
pero introduciendo en el enunciado la modifica@éopuesta por Hudde. O sea,
el jugador A debe conseguir 3 0 mas fichas blaecatas 7 extracciones. Por

tanto, los resultados que le hacen ganar el juegd34) y (4,3).

Teniendo el precedente del apartado anterior, Hw/gamplifica el
calculo reemplazando el problema en cuestion por “ploblema
complementario”. Segun éste, el jugador A debe tdnfechas de las que cuatro
al menos deben ser negras. Sefalemos que no eaneakscutir el caso de 4
fichas de las que 0 son blancas y 4 negras, pagtomces la quinta extraccion
siempre hara ganar al jugador A. En este casootras igualdades, llega a la
solucion 42 a 57,0 14 a 9.

Montmort presenta este problema en su texto conubléma Il o

Proposicion XXXIV. El enunciado y resolucion somumsigue:

Pedro apuesta contra Pablo que cogiendo, con los agerrados

siete fichas entre doce, de las que ocho son negrasatro blancas, €
cogera tres blancas y cuatro negras. Se pide cudebzn apostar Pedroly
Pablo para que la apuesta de cada uno esté endenmproporcion que su

suerte.

En este caso, Montmort hace uso de nuevo de sw$tcam VII, o sea de

la combinatoria, y resuelve el problema de una &osencilla y actual. La suerte
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: [8j
4
3 :§, por lo que la del segundo

12 99
7

del primer jugador se calcula media

. 64
jugador es—.
99

Y el autor afiade la solucion para el caso de trea®fichas blancas:

Si se quiere que Pedro haya ganado también cuaog auatro
blancas y tres negras, se tendrd de igual formar pb Art. 20,
70x 4+ 1x 56 14 ¢ :
oy :Ei para la suerte de Pedro, y en este caso seriasaece

que Pablo ponga en el juego 19 contra 14 de Pe@rsea, en este caso

24,3
il

5.6. QUINTO PROBLEMA

calcula

Este es el problema propuesto por Pascal (“quenjuzds dificil que todos los
demas”) a Fermat y, a través de Carcavy, a Huygemgjna carta de 28 de
septiembre de 1656. Esta carta contenia la solwsioexplicacion de los dos
sabios franceses. La solucion de Huygens aparese esspuesta a Carcavy de
12 de octubre de 1656. El problema es conocido cemde la “Ruina del
Jugador” y ha sido incluido en la literatura, taémpicomo uno de los problemas
sobre la “Duracién del juego”. El enunciado querapa al final del Tratado de

Huygens es el siguiente:
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Habiendo tomado cada uno 12 fichas, A y B juegan3xdados comn

esta condicion de que a cada tirada de 11 puntaiel#e dar una ficha a B
y que B debe dar una ficha a A en cada tirada deud#os, y que ganara
aguel que sea el primero en poseer todas las ficBasencuentra en este
caso que la suerte de A es a la de B como 2441466282429536481.

La resolucion detallada del problema aparece ers umgas sueltas
escritas por Huygens en 1676 y que en la ediciésudeobras la incluye como
Apéndice VI. Queremos sefalar que estas hojasasusdt presentan como las
primeras en la historia que incluyen arboles déadidad para la comprensién

y demostracion de los resultados.

El enunciado tal y como fue presentado inicialmeetéa

Sean dos hombres que juegan con tres dados, ddngenser
jugador consigue un punto si se lanza 11 y el segua consigue si se
lanza 14. Pero en lugar de que los puntos se acermerh |la via ordinaria
dejamos que un punto sea afiadido al tanteo de gadjor sélo si el tantep

de su oponente es cero y, en otro caso, dejamasi duigar que el punt

O

sea sustraido del tanteo de su oponente. Es corus giuntos opuestas

formasen “pareja” y se aniquilasen unos a otrosy fmque el jugador qué

A4

va detras siempre tiene cero puntos. El ganadal ggimero que alcanc

D

12 puntos. ¢ Cudl es la suerte de cada jugador?

Esta es una version libre de la descripcion dadaQamcavy y no hay
razon para suponerla muy diferente de la que Pastdah propuesto. Cuando
Huygens la lee, inmediatamente la piensa en tégnileoque los puntos de los
jugadores se acumulan en la via ordinaria, y agaeador sera el primero que

lleve doce puntos de ventaja (en 1656), y cuanddo glantea en sWDe
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ratiociniis in aleae ludalen 1657) lo da en términos de que cada jugadoe pa
con doce puntos, y una ganancia de un jugador sul@otransferencia de un
punto de su oponente a €l mismo, y el ganador ésal que arruina al otro de
todos sus puntos. Las tres formas de este prohdieniascal son, desde luego,
equivalentes, pero es en la ultima forma como gstklema se conoce como el
de la “Ruina del Jugador”, y volvemos a citar, farparte de una coleccion de
problemas conocidos como “Duracién del juego”.

El problema general de la duracién del juego sed@stpor De Moivre con
gran agudeza y éxito; de hecho su investigaciostitoge una de sus principales

contribuciones a la materia.

Se refiere con estas palabras a Nicolas BernoMiogtmort:

El Sefior de Montmort, en la Segunda Edicion de e¢dieo de
Probabilidades, después de haber dado una solumeign atractiva de
Problema relativo a la duracion del Juego, (qusolacion es coincidente
con el de MonsieuNicolas Bernoulli que él vio en ese libro) y |a
demostracion de que se deduce naturalmente deranyeshera Solucion
del Problema anterior, pensé que el lector estaniya complacido de verlp
trasladado a este lugar.

Doctrine of Chancegrimera edicién, pagina 211.

... la solucién del SrNicolas Bernoulliestando mucho mas llena de

[®X
(9]

simbolos, y la explicacion verbal de ellos demasiescasa, soy duefio
no entenderla a fondo, lo que me obligé a considaraolucién del Srde
Monmortcon gran atencion: He encontrado de hecho quenayasimple,
pero para mi gran sorpresa la encontré muy errdéodayia en mi Doctrina

de Chances Imprimi esa solucién, pero rectifiquéatybui al Sr. de
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Monmort, sin el menor indicio de cualquier modifidam hecha por mij;
pero como no tuve agradecimiento por hacerlo, retomnderecho, y ahora
imprimo como mia....

Doctrine of Chancessegunda edicion, pagina 181, tercera edigion,

pagina 211.

El lenguaje de De Moivre en sus ediciones segundargera pareceria
implicar que las soluciones de Nicolas BernoulMgntmort son diferentes; pero
en realidad son coincidentes, como De Moivre midrabia declarado en su
primera edicion. La afirmacion de que la soluci@énMontmort es muy erronea,
es injustamente severa; Montmort ha dado su férsinlda debida precaucion,
pero su ejemplo que sigue inmediatamente hace weréftenia razén y que
servird para guiar a sus lectores. La segundadéedas la Doctrina de Chances
aparecio casi veinte afios después de la muerteotdnidrt; y el cambio en el
lenguaje de De Moivre le respecto a él parece,t@mo, especialmente poco

generoso.

Para resolver el problema, usando la formulacioRakral, los jugadores
arrancan con el tanteo (0,0), y el ganador es aguelprimero consigue 12
puntos (teniendo el otro O puntos). Pues bien, éstdambién la forma que

Huygens usa en su resolucion de 1676.

El nimero de posibilidades para ganar un puntdgsala A y 27 para B;
tomaremosp =15 42= 5§ 1« y q=27/42= 9 1« Supongamos quE(a,b) es la
suerte que tiene A de ganar cuando este jugaduoe digountos y B tiendd

puntos. El problema es enconti&(0,0).

Huygens comienza analizando el caso simple eneslejuego se acaba

cuando uno de los jugadores llega a 2 puntos. @distia de todos los posibles
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resultados y sus probabilidades en un diagramdpdeatbol. El diagrama que

presenta, con un lenguaje actual, es el siguiente:

E(2,0=1
P
E(1,0)
P E(1L)=E(0,0
E(0,0) E(L1)=E(0,0
q p
E(0,9
i E(0,2)=0

Aqui, el total apostado se toma igual 1. Del esgqupodemos deducir las

igualdades:

E(0,0)= prE(1,0+ oCE( 0.)= f pIE 2.9+ @& 13+ ¢ P E D¥ G E 0)p=
= p(p+aE(0,0))+ o pIE0,0+ d1g= p*+2pqlE(0,0.

Teniendo en cuenta que+g=1, podemos despejaE(0,0), obteniendo:

2

E(0,0) :ﬁ. Por tanto, la esperanza del primero es a laegpirglo como

p° es ag’.

Después, Huygens estudia el caso en el que el gahadde conseguir
cuatro puntos de ventaja. Ingeniosamente resuelva@derando s6lo uno de cada
dos posibles estados del juego, a saber los p(#hs (2,0), (0,0), (0,2) y (0,4),
y sefiala que el arbol de sucesos sera similarimepr, salvo que todas las

posibilidades son cuadradas. La justificacion pargtir los puntos intermedios
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es, evidentemente, que para pasar de (0,0) a poH¢jemplo, es necesario pasar

por (0,2). Huygens no ofrece explicacion, mas d#aun diagrama, aunque el

4

p
p*+q"

Entonces, las posibilidades de los dos jugadotés es la relaciom®: q*.

planteamiento origina tres ecuaciones con la sninlucE(0,0):

Finalmente, sefala que si fuese necesaria unajaem¢a8 puntos, se

8

aplicaria nuevamente el argumento anterE(r0,0) :%, y asi.
p-+q

Si se requiere una ventaja de 3 puntos para génlaace el paso de (0,0)
a (1,0) con probabilidag y después a (3,0) con probabilidgd, y de manera

similar para las demas ramas del diagrama, loalleva a las ecuaciones

E@®:5E®®+¢ﬂLazﬁ+¢qO%

p2+q2 p2+ qZ
p?E(2,1) + ¢* E( 0, P H 1,

E(O’l) = ( 2 2 ( 3 = 2q 2()’
p~+q p°+q

E(0,0)= p[E(1,0+ g0 0},

3

6
con la soluciénE(0,0) :%. De aqui, él generaliza p&rq%.
P +q

P +q

Hasta aqui, los casos considerados requieren laciénl de tres
ecuaciones. Si fuese necesaria una ventaja detésppara ganar, el numero de
ecuaciones llega a ser considerablemente mayoruygets sefiala que una
solucién se puede obtener como la obtenida pex&8 pero que tomaria un

tiempo mucho mayor. Finalmente, afirma que, en @génda ratio de las

esperanzas de A a B ¢5: ", aunqué’no vemos como concluir en general que
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las esperanzas de Ay B estan en la razon de langas”. La respuesta dada al

final del problema 5 serd entoncgs: 92

El enunciado y resolucion de Montmort es el sigigie(Proposicion
XLIV):

Pedro y Pablo cogen cada uno doce fichas y jueganties dados
con las condiciones que siguen. Si los dados ll@rare, Pablo dara una

ficha a Pedro. Si los dados llevan catorce, Pednoaduna ficha a Pablo,

Aquél de los dos que primero tenga todas las ficgamara. Se pide cua

es la suerte de los dos Jugadores.

Para resolver, en primer lugar Montmort calculadarte de cada jugador
en cualquier lanzamiento de los tres dados. El ndie posibles resultados es
6° = 216. Los favorables al primer jugador, que debe summae puntos entre
los tres dados, son 27, y los que favorecen alnslegugue deben sumar catorce,
son 15. El resto hasta 216, o sea, 174, no favongica uno ni a otro. Por tanto,

. : 27 15 174 .
Montmort maneja las fracciones—, —— y —— en la resolucion de este

216 216 ° 216

problema.

A continuacion, el autor define las “suertes” deiner jugador cuando él
conserva las 12 fichas y le ha ganado al contrgrié 2, 6 3, ..., 0 las 12 al
segundo jugador, y al contrario, cuando el cortrarantiene las 12 fichas y él

va perdiendo 1, 6 2, 6 3,..., 0 las 12. Asi, por @jensi
X: suerte del primer jugador cuando él tiene 12afich el segundo también 12,

y: suerte del primer jugador cuando él tiene 1Bd&cy el segundo tiene 11,

k: suerte del primer jugador cuando él tiene 1lafich el segundo 12,
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se verifica:x = 27 y+ 15 k+ 174x, 0 seal4x = 9y + 5k.
216° 216 216

De esta forma llega a plantear otras 19 igualdgdestras un proceso de
sustitucion hacia atras le lleva a (siendleel dinero total en juego)Y como

. __ Oy+5k _ 282429536484+ 35248760419
consecuencia se encontrara= = )
14 987648885496

sustituyendo para y & k sus valores en X, y porréduciendo se tendra

X__28242953648%\
282673677106

A-x= 244140625 lo que expresa la suerte de Pablo.

28267367710

que expresa la suerte de Pedro, vy

Montmort termina este problema afiadiendo esta eotaa segunda

edicion de su texto:

Es a propdsito observar que la via analitica noagsii, quizas, Ij
mejor, puesto que se puede descubrir de otra fogua las suertes de
Pedro y de Pablo son como las doceavas potencidssdeimeros 9y 53,
asi como ha sido observado por los sefiores Beiingudl me han avisado
en sus cartas del 17 de marzo de 1710 y 26 dertede21711, y despues
por el sefior De Moivre en su Tratado De MensuraiSogue aparecio €|

afo pasado.

En la Proposicion XLVII, que nuestro autor la tuSobre la duracion de

las partidas que se juega rebajando” aparece elada la duracion del juego.

El enunciado de la proposicion es:
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Pedro y Pablo juegan a un cierto nimero de partidgsajando; es

decir, de manera que teniendo Pedro tres fichaardelde él, por ejemplg

e

y Pablo tres fichas; si Pedro acaba de ganar undi@a, Pablo le da una
de sus fichas quedando asi con dos contra cuatr®etiro, asi por Ig

demas. Se pregunta cuanto hay que apostar a qparteda, que pueds

1%

durar hasta el infinito, sera concluida en un ceertimero determinado de

lanzamientos como maximo.

Montmort (1708, p. 178) cuenta una experiencia @os jugadores que
teniendo cada uno seis monedas al inicio del juemguno de ellos se arruina
en el curso de 30 partidas que es cuando decidam. pdontmort, entonces,
propone dividir el total de la apuesta entre ekosla ratio del namero de
monedas que tienen, asumiendo que los jugadoresiesagual destreza; sin

embargo, él sélo discute ejemplos numéricos.

En su carta a Montmort (1713, pp. 295-296), Johm®&ali afirma que la
ratio de las probabilidades de ganar es camax: n— x cuando A tienen+ X
monedas y B tienéd— X, x=0,1,...n- 1Nicholas Bernoulli da una demostracion
en una carta a Montmort (1713, p. 311). Como vembgroblema en parte
coincide con el quinto de Huygens con la modifiéadie que las probabilidades

de ganar una Unica partida es de 1:1 en lugarxde 9:

Respecto al problema planteado en la ProposiciowlXafirma que la

probabilidad de una duracién de al meRas+ 1 partidas es igual a

n i—1
234—_ n=12.. (1)

i=1

No da demostracion. Presumiblemente ha seguidsisl procedimiento de

considerar algunos ejemplos y después derivar fanuid por induccion
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incompleta. Precipitadamente, aflade que “Sin mudifiaultad uno puede
encontrar férmulas similares para otros casos gumifira una mas interesante
investigacion”. Como veremos ahora, continué su estigacion v,

contrariamente a sus expectativas, la investigatedmostro ser bastante dificil.

5.7. FORMULA DE NICHOLAS BERNOULLI PARA 1A
PROBABILIDAD DE LA RUINA DEL JUGADOR

Sobre el 15 de noviembre de 1710, Montmort (17pH3306-307) respondi6 a la
carta de John Bernoulli y volvio al problema dellmacion del juego, sefialando
gue ahora tiene la solucion para jugadores de idesireza y con el mismo
namero de monedas. Vuelve al ejemplo de dos jugadoada uno teniendo seis

monedas y afirma que la probabilidad de duraciopatdo menos 26 partidas es
1. .
16.607.955/33.554.432, que es algo menorguementras gue la probabilidad
de duracion de por lo menos 28 partidas es 70.90(0.34.217.728 que es algo
mayor que%. Hemos dado el denominador correcto de la segpratabilidad;

como se ha sefalado por Nicholas Bernoulli hayrtor en el resultado tal como
fue establecido por Montmort. Este escribe querieomrado estos resultados

casi sin calculo, pero no revela su formula.

De sus resultados numéricos y notas posteriorec@anzonable asumir

gue ha encontrado la probabilidad de duracion deealosn partidas de la forma

) Z{Zf[ U ' (m —n2kbﬂ/ 2

k=0 i=m-2kb- bt1

:i mikb (n:—lj/ n—1’ n=b+2m, p:%_ (2)
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La reduccion de la primera a la segunda expreg@btene por medio de

mnlin n min+1
2 + = :
S0 2T
Las dos probabilidades mencionadas arriba son

20 0 10

la formula

respectivamente.

Vamos a desviarnos un poco del curso de los adon&ettos histéricos y
resumimos los resultados numéricos de Montmortatrrespondencia con los

Bernoulli da diversos ejemplos de determinadilmacion medianadel juego,
esto es, resolver la ecuaciay (b, b) :% paran,

D,s(6,6) = 0'495<%< D,( 6,6= 0'52,

Dy (7,7) = 0'485<%< D.,( 7,7= 0'51,

D¢:(9,9) = 0'50%.

También menciona que él cree q%2(12,12)<%<D124( 12,12, pero

como senald Nicholas Bernoulli la solucidn correzta

D,s(12,12) = 0'499<%< Do 12,12= 0'5C
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Hemos dado las probabilidades como fracciones ddesn mientras

Montmort naturalmente uso la ratio de dos entdfimglmente, Montmort (1713,
p. 276) afirma que la ecuaciob, (b, b)ZE parab impar tiene la solucion

aproximada

nz%b%:ll. )

No indica como ha obtenido este resultado y afiageng ha sido capaz
de encontrar una férmula similar pdrgar. Usando (2) para encontrgpara los
cuatro ejemplos de arriba, encontramos 27°25, 382®M0, y 108'25. Montmort
no da estos resultados pero menciona como un ejemoigl la duracion mediana
parab=19 seran=271. De Moivre demostré una formula similar a (2) en
1738.

Volviendo a la carta a John Bernoulli, Montmortrdse que le enviaria su
férmula si Bernoulli estuviese interesado. En esenento, John Bernoulli tenia
43 afios cumplidos y, excepto Leibniz, era el masok matematico del
continente. Estaba ocupado con su propia invesfigaen Basilea, y Montmort
no podia esperar que Bernoulli dedicase mas tieargaes problemas. Montmort
entonces indico que veria de buen grado si Johaspasd problema a su sobrino
Nicholas, “qgue me parece que sera capaz de redobv@roblemas mas dificiles
y, siendo joven, tal vez tenga mas tiempo libreagarscar la solucion que sin
duda es digna de él". Nicholas tenia 23 afios, deabla recibir su grado en
1709, y se estaba preparando para su Gran Touidngtaterra, Holanda y
Francia. Estuvo a la altura de las expectativasidetmort. EI 26 de febrero de
1711 envié la solucion completa a Montmort (1718,309-311). Fue realmente
un logro extraordinario por parte de Nicholas resokste complicado problema

gue hasta entonces habia demostrado ser demasifidid mhra los mas
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experimentados probabilistas Montmort y De MoiWe. da demostracion de su

féormula.

En su réplica Montmort expresa su admiracion porsdducion de
Bernoulli pero admite que no es suficientementazae entenderla y le pide un
ejemplo numérico. Bernoulli responde que las difaries de Montmort son
comprensibles a la vista del hecho de haber usadonatacion ambigua que
ahora corrige. Entonces deriva la formula (1) commo caso especial de su
férmula y da dos ejemplos numéricos. Montmort reslpoque ahora si entiende
la férmula de Bernoulli y que el caso especial cioi@ con su propio resultado
previo. La correspondencia relacionada con el probl de la ruina puede ser
encontrada en Montmort (1713, pp. 315-316, 324-324-345, 368-369, 375,
380).

En la formula, Bernoulli asume que-b es par porque B soélo puede

arruinarse en las partidas numéxd+ 2, b+ 4,..; se sigue que

R)+2m+1(a'b): F%*Zm( ab, nF 0,1,..

Poniendoc = a+ b, tenemos

R (ab)= B3 qr)“z(’i‘j( B e g

k=0

_pbi(qp)aJrkCZ[h]( rj1—b—2kc—2a—iqi+ dm—tereZa [ pl)’ (3)

k=0 i\

donde 0<2i<n-b-2kc en la primera suma< 2 <n-b-2kc- 2a en la
segunda suma; y donde soOlo uno de los dos miembéwsgicos del ultimo

término de la suma sobrsera incluido cuando el limite superior p&raes par.
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Como un corolario Bernoulli da la solucion compld& quinto problema

de Huygens, que se obtiene para. o . PoniendolimR, = R, su solucién se

convierte en

R(a b= pp_—p?, at b pr g

R(a’a): paF_)'_qa’
1
R(a’b):ajb’ P~ )

5.8. UNA DEMOSTRACION DE LA FORMULA DE BERNOULLI

Takacs (1969) ha sugerido que Bernoulli derivo@mitila usando el método de
inclusion y exclusiéon y el método de reflexién. €rms que Takacs tiene razon,
y en lo que sigue mostramos de demostracion dec$alan algin comentario en

relacion con la férmula de Bernoulli.

Dado que la suma de los exponentepdeq en (3) es igual a, y el

- : n , .
coeficiente es igual % j esta claro que Bernoulli, como Pascal y Fermaduen
|

solucion combinatoria del problema de los punt@sahalizado una serie ae
partidas donde las ultimas pueden ser ficticiasdded que uno de los jugadores
se ha arruinado antes de que la serie se completé¢anto, consideramos series
de n partidas en las que a ganale ellas y B ganan—i, i=0,1,..n ; la
probabilidad de cualquiera de tales series @g'"'. Consecuentemente,

reescribimos la férmula de Bernoulli en la forma

(@5 2 e 2 o0

188



Capitulo 5 Resolucién de Montmort de problemas propuestos por Huygens

PRI SR S

que se obtiene introduciendo la potencigpden cada una de las sumas de (3)

COMO una nueva variable.

La férmula es una serie alternante, indicando qeed@illi ha usado el
método de inclusion y exclusion, que es tambiémmafiilo por Montmort y De
Moivre quienes explicitamente usan este métodousncementarios sobre los
resultados de Bernoulli. La serie es finita debi@oque los coeficientes

binomiales se hacen cero pérsuficientemente grande.

Ahora consideramos varios subconjuntos del conjuhto series de
partidas en las que A gamgartidas y B ganan —ipartidas para encontrar el
conjunto, llamémosle R, en el que A arruina a Bcdtljunto R esta definido por
la propiedad de que la ganancia de A llegaantes de que la ganancia de B
llegue aa. Para encontrar R consideramos el conjudten el que A gand

cuentas de B al menos una vezngpartidas. Comparado con R, el conjufio

es obviamente demasiado grande ya que incluyengirtto en el que la ganancia

de A llega a—a antes de que llegueba

Entonces deducimos el conjunto de series de psytildanémosleC,, en

los que la ganancia de A, al menos una vez, pas&deb. Este es el comienzo
de una serie alternante en la que los términos edtéinidos como sigue:
C,, k=12,... es el conjunto de series de partidas en los ggarancia de A,
al menok veces, pasa dea ab,y C,.,;,, k=12,... es el conjunto de series de

partidas en los que la ganancia de A al menos emaalkcanza y después al

menosk veces pasa dea ab; claramenteC,,,, es un subconjunto d&,, .
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La definicion de este conjunto esta indicada eioidaa de (3), ya que el

factor p°significa que la ganancia de A al menos una veanakb, y el factor

(qp)kc indica que la ganancia de A al mekog&ces va de-a ab.

Usando el método de inclusion y exclusion, el cotgude serie de

partidas que llevan a la ruina de B se encuentraco

[oe]

R=>(-1)"¢. (5)

k=1

Este resultado puede verse también escribi&@wola forma

R:Ci_Z(gk_ Qk+1)’

k=1
ya queC, es el conjunto de series de partidas en el qugamancia de A al

menos una vez alcanbay {C2k G k=1,2,..} es el conjunto de series no

pertenecientes a R debido a que la ganancia dee& hega a—aantes de llegar
ab.

Para encontraPr{ R}, de este modo tenemos que encontrar

P{C}=N()pd™,

donde Nk(i)denota el nimero de series de partidas de longijpettenecientes
a C,. La formula (4) indica que tenemos que distingritre series en que la

ganancia de Ag, =2i—n, es mayor y menor qug respectivamente.
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El nimero total de series diferentes de partidadasnque A gana
n

Ij. Consideramos ahordl, (i). Todas las

partidas y B ganaa—ies igual a{

series en las quei-n=>=bson miembros deC, ya que la ganancia de A

necesariamente alcanzal menos una vez, y asi tenemos

N, (i) :U]j para 2-n=b.

Todas las series en las gRie-n < 2b-n no son miembros d€ , ya que

i <b, porlo que
N,(i)=0 para 2-n< B-n.

En el caso intermedio, dond - n< 2i—n< b, tenemos que encontrar el
namero de series de partidas en las que la gandecid al menos una vez

alcanzab y acaba por ser menor gue Consideramos el paseo aleatorio
(t,gt), t=0,1,...n y reflejamos la seccion del camino después de hlgue
alcanzadob por primera vez en la linea horizontal a travésbdera que
g, =2i—nel camino reflejado lleva a una  ganancia de
b+(b-g,)=2b-(2i-n=(n+ b-)-(i-B=L por lo que el camino
reflejado representa una serierdeartidas en las que A gama- b—-i partidas y

B gana i-b. Un gréfico del camino aleatorio muestra que haya u

correspondencia uno a uno entre el original y elica reflejado. Por tanto,
_ n
N, (i) :(i —bj para -n< 2-n<b,

ya que éste es el numero total de series en lag @aman+b-i partidas y B

ganai —b, y la ganancia de A alcanbgor lo menos una vez.
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La reflexion corresponde a cambiar el resultadardepartida derl a —1

y viceversa, como se indica por el intercambi@ gey en las sumas interiores de

(3).

Sumando sobré conseguimos la probabilidad de que la ganancié& de

alcanceb al menos una vez como

2 m pa+ [i _nb] pd-, (6)

que es el primer término de (4). Ya que hemos mapad alto la posibilidad de

que A se arruine, esta probabilidad obviamentges aR, (b).

Puede extenderse la demostracién para encontraiubiso coeficientes
binomiales de (4) reflejando el camino cada vez lguganancia de A alcanza

—a oh. La demostracion completa fue dada por Takacsa)196

No creemos que Bernoulli llevase a cabo una deawétr formal como
la de arriba; presumiblemente, simplemente trabdjavés de algunos ejemplos,
y de la estructura de la solucion construyé su @danpor induccién incompleta.
No obstante, la solucion de este complejo probleeguiere una vision

combinatoria grande y da testimonio de su ingenio.

Ademéas de imprimir la correspondencia con Bernosltbre este
problema; Montmort (1713, pp. 268-277) escribe wwe&cion en la parte
principal de su libro dando la formula de Bernoglin un primer intento de

demostracion y algunos ejemplos numéricos.
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5.9. CONCLUSION

Este autor, P. R. de Montmort, en su excelentadoasobre el calculo en juegos
de azar, incorpora como parte del mismo los cin@blpmas propuestos por
Huygens casi cincuenta afios antes, los resueleenyy corresponde al proceso
natural del crecimiento matematico, introduce galimaciones de los mismos.
En dos de estos problemas utiliza el método masaiat sencillo de resolucion,

la combinatoria, método actual por otra parte, yosnotros tres usa el de su
predecesor, el “método analitico”, reconociendtatoagoso que llega a resultar,

sobre todo, en la resolucion del ultimo problema.
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CAPITULO 6

EMES DIVERS

SUR LE JEU

DU TREIZE.

I
9
O
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LE JEU DU TREIZE:
LAS SOLUCIONES TEMPRANAS DE MONTMORT
Y NICOLAS BERNOULLI AL PROBLEMA DE LAS
COINCIDENCIAS

6.1. Introduccion
6.2. Lasolucion de Montmort
6.3. Laaportacion de Nicolas Bernoulli

6.4. Conclusiones
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6.1. INTRODUCCION

Entre los muchos juegos de azar estudiados porePiEgmond de Montmort
(1678-1719) en su obrassay d’Analyse sur les Jeux de Hazardblicada en
1708 (segunda edicion aumentada en 1713) nos eanow¥ con el Juego del
Trece (Jeu du Treize) que se practica con unaadmpb2 naipes, con trece de
cada palo. El juego, en el que participa “la bar(edégida al azar) y el resto de
jugadores (cualquier niumero) le dio pie al autaraparoponer y resolver un
problema que, con el tiempo, se convirti6 en ursicta de la literatura

probabilistica: el problema de las coincidencias.

Por primera vez en la historia aparece este prablgral mismo surge
asociado al nombre de Montmort. Basicamente, st toe calcular la
probabilidad que tiene la banca de ganar este juggda primera, edicion de su
obra, la de 1708, encontramos el planteamientdamesolucion) del problema
basico y algunos asociados que, practicamente,psouieiias variantes del
primero. En la segunda edicion, la de 1713, apaetg@oblema mucho mas

enriquecido y matizado.

Como ya venimos comentando, en el periodo interoneditre ambas
ediciones, Montmort habia mantenido correspondetmiados miembros de la
familia Bernoulli, con Johann (1667-1748) y con ®l&s (1687-1759), y en
dicha interesante y amplia correspondencia (nouamto al nimero de cartas,
sino en cuanto a la extension de cada una) fuedaBlor entre otros muchos
problemas, el de las coincidencias. Por tantoaeegjunda edicion encontramos
ya la resolucion de Montmort y, al afiadirse todaasrespondencia, también la

solucion de Nicolas Bernoulli.

Casi inmediatamente después, De Moivre (1718) abeidproblema

desde la perspectiva de un teorema general sobpeokmbilidad de sucesos
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compuestos, obteniendo dicho teorema por el médedimclusion y exclusion,
método usado ya por los dos anteriores para dexiwerior de una expresion con
la que calcular la probabilidad del banquero deagahjuego. Montmort usara

ese método de demostracion en otras partes deau ob

Tras estas aportaciones tempranas, el problemaaslecdincidencias
aparecerd a lo largo de la historia en muy difeerontextos y, por tanto,
resuelto por diferentes autores, muchos de ellosonstientes de las
contribuciones fundamentales de Montmort, Nichdasnoulli y De Moivre.
Asi, por citar a algunos, Laplace (1812), Euler5@)7 Lambert (1713), Young
(1819), Oettinger (1837), nos dan una idea de fitancia de este problema en
el desarrollo del calculo que empez6 a tener vidaia a partir del siglo XVII.
En la actualidad siguen apareciendo nuevas vasigntermas de resolucion del

mismo.

Nuestro objetivo ahora es describir como fue pitaskny resuelto este
problema por los dos autores pioneros, Montmortchdlas Bernoulli, cosa que
hacemos en los dos apartados que siguen. Intentaaceslo usando notacion

actual pero siendo fieles al maximo a las palapadculos de ambos.

6.2. LA SOLUCION DE MONTMORT

Como se ha dicho, en el juego participa cualquienero de jugadores y se
desarrolla con una baraja francesa de 52 cartas,18ocartas por cada palo,
habiendo en cada uno un as (n° 1), nueve numeiose(os del 2 al 10), la sota
(n®11), lareina (n°® 12) y el rey (n° 13).

Por sorteo, los jugadores eligen al que hace deabé&s que tiene la

mano). Cada uno de los otros jugadores hace las&pgee crea oportuna de

197



Maria Dolores Pérez Hidalgo

forma que, si la banca gana, todo lo apostadogsodlémas es para la banca y, si
pierde, la banca paga a cada jugador lo apostadel poismo. Y comienza el
juego. Dejemos que el propio Montmort nos lo désc(la descripcion del juego
y el planteamiento y resolucion de los problemaxiaslos los encontramos en
las paginas 130-143 de la 22 edicion):

En primer lugar los jugadores extraen para deciduién
tendra la mano. Supongamos que éste es Pedro, glquanero de
jugadores sea el que se quiera. Pedro tendra umggueompleto
compuesto de cincuenta y dos cartas mezcladaseedidn, las saca
una tras otra, nombrando y diciendo uno al extreeprimera carta,

dos al extraer la segunda, tres al extraer la teacey asi

-

sucesivamente hasta la decimotercera que es urErgpnces, si e
toda esta sucesién de cartas no hay ninguna extracsegun e
rango con el que ha sido nombrado, paga aquellolgagugadores

pusieron en juego, y cede la mano a aquél quayleesa su derecha.

Pero si consigue en la sucesion de trece cartdam@xia carta
que él nombra, por ejemplo, extrae un as al tieom® dice uno, o un

dos al tiempo que dice dos, o un tres en el tiequmodice tres, y asjf

toma todo lo que esta en juego, y vuelve a empmerao al principio,
dice uno, después dos, y asi.

Puede ocurrir que Pedro haya ganado varias veces, Yy
volviendo a empezar por uno, no tenga cartas sirftes en la manp
para llegar hasta trece, entonces debe, cuandouegq le falte
mezclar las cartas, cortar, y a continuacion extragdel juego
completo el nimero de cartas que le son necespées continuar el

juego, comenzando por aquella donde se quedd emate anterior.

=

Por ejemplo, si extrayendo la ultima carta dijoteiedebe al extrae
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la primera carta en el juego completo, después wk ltpya cortado),
decir ocho, seguido de nueve, y asi hasta treamenos que gane
antes, en cuyo caso vuelve a empezar, nombrandwimer lugar
uno, después dos, y el resto como se acaba deaxpHor lo que
Pedro puede hacer varias manos seguidas, igualpgeele continuar

el juego hasta el infinito.

La descripcion del juego da pie al planteamient@mbdlemas asociados.
En la primera edicion, la de 1708, sélo apareceantphdos. En particular
propone cuatro para resolver por el lector al faelltexto. En la segunda, la de
1713, planteados y resueltos. Durante el intentedoscurrido entre ambas
ediciones, Montmort mantuvo correspondencia conBlesioulli. En particular
con Johann (1667-1748) y con Nicolas (1687-175%)riso del primero. Dicha
correspondencia es conocida gracias a que la niimracorporada a la segunda

edicion del texto que nos ocupa.

Destacamos la carta que Johann Bernoulli remitMoatmort el 17 de
marzo de 1710, en la que se afiaden unas notassdérano Nicolas (pags. 299-
303 de la 22 edicion) donde, entre otros, aportdesnostracion sobre el juego
del Trece, precisamente; la que el mismo Montmoviéea Johann Bernoulli,
fechada el 15 de noviembre de 1710 (pags. 303-@0ijle el remitente da la
solucion (no la resolucion) del problema que planée la edicion de 1708,
afadiendo qu@®s haria participe de mi método, si no creyeseagudemasiado

largo. Me vanaglorio que seria de vuestro gusto.

También interesa la carta de fecha 26 de febrera7dd que Nicolas
Bernoulli remite a Montmort (paginas 308-314 de 2R edicion) donde el
remitente en primer lugar corrige la solucion dada Montmort en la carta
anterior (bajo el supuesto de que solo fueron esrole calculo) y describe su

método de resolucion.
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Nuestro objetivo en este apartado es describircgleglimiento de céalculo
usado por Montmort en la resolucién del probleme, qgomo vemos en el

enunciado que él mismo escribe, es simplificadorespecto al juego real:

PROBLEMA
PROPOSICION V.

Pedro tiene un cierto numero de cartas diferentes go son

(ol

puntos repetidos, que estan mezcladas a discreeipuesta contre
Pablo que si las extrae seguidas, las nombra seglorden de las
cartas, comenzando o por la mas alta, o por la rhag, él
conseguird al menos una vez sacar aquella que rmnfitor ejemplo

Pedro teniendo en mano cuatro cartas, a saber unuaslos, un tre

UJ

y un cuatro mezcladas a discrecion, apuesta queayxtdolas

seguidas, nombrando uno cuando saque la primermcdando saqu

1)

la segunda, tres cuando saque la tercera, le pasmm saca un as
cuando diga uno, o saca un dos cuando diga dosaca sin tres
cuando diga tres, o saca un cuatro cuando diga rcuaSea

imaginado del mismo modo para cualquier otro naneccartas. S¢

\V

pregunta cual es la suerte o la esperanza de Pedra cualquier

namero de cartas que se pueda tener desde dosthesta

Observamos que Montmort reduce el problema al dasan solo palo de
la baraja (y no cuatro como inicialmente apareceplgntea calcular la
probabilidad que tiene el banquero de ganar erieganstancia. Generalizando
esta propuesta podiamos enunciar asi: Suponganw<®lgbanquero tiene
cartas diferentes en orden aleatorio. ¢Cual esolaapilidad de al menos una

coincidencia cuando el banquero extraenlaartas sucesivamente?

Hace una introduccion didactica a la resolucion:
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=

Sean las cartas con las que Pedro hace la partielpresentadas pog

las letras a, b, ¢, d, etc. Si llamamos m al nundr@artas que tiene

[72)

n el nimero que expresa todas las ordenacionesblpssie esta

cartas, la fraccion n/m expresara de cuantas masaligtintas cada

197

letra ocupara cada uno de los lugares. Ahora bley que notar quis
estas letras no se encontraran siempre en su laganente para e

banquero; por ejemplo, a, b, ¢, no da mas que ymartanidad de

Dy

ganar al que tiene la mano, aunque cada una desdsts letras est
en su lugar; Y de igual forma b, a, ¢, d no da nuae una
oportunidad a Pedro para ganar, aunque cada undaddetras cy g
esté en su lugar. La dificultad de este problemansiste en
desenmarafiar cuantas veces cada letra esta engar litil para

Pedro, y cuantas veces esta en lugar no util.

A continuacion Montmort procede a dar la soluci@mapn=2,...,5, en

cada caso siguiendo el mismo principio que, obviaejees la base de su
demostraciéon. Paran=5 su argumento es como sigue: El numero de
permutaciones de 5 cart&=120. Entre estas hay 24 en las que el 1 esta en
primer lugar, 18 en las que el 2 esta en segungiar Isin que el 1 esté en el
primero, 14 en las que el 3 esta en tercer lugaelsl en el primero ni el 2 en el
segundo, 11 en las que el 4 esta en cuarto lugaal 4i en el primero, el 2 en el
segundo ni el 3 en el tercero, 9 en las que etdas quinto lugar, sin estar las
otras cuatro en sus lugares respectivos. La pridedbi de al menos una

coincidencia es por tanto

24+18+ 14+ 1% 9 76_ 1

120 120 3C

Entonces indica la solucion general de dos fornsasio una férmula

recurrente y como una solucion explicita en la toda una serie.
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La secuencia de soluciones para 2,...,£ le permite construir la formula
recurrente que queda descrita como sigue, usaraléoumulacion actual: SP,

es la probabilidad de al menos una coincidenciadmae tiena cartas de un
solo palo, entonces

P = — , h=22, BR=0,yR=1 (1)

Montmort lo escribe de esta forma:

Si llamamos S a la suerte que se busca, el numercadas
gue Pedro tiene se expresa por p; g la suerte dérd?esiendo e

namero de cartas p - 1; d su suerte, el nUmeroaias que él tieng

1Y%

gx p—-1+d
Y
casos, y los vemos resueltos en la Tabla adjunta.

siendo p - 2, se tendr&= . Esta férmula dara todos Igs

La tabla que muestra da las soluciones desdé hastan =13. Para este

tltimo caso escribe S:M:?’A——l%M?fﬂ O sea, la

172972800 2 172972800
probabilidad que tiene el banquero de ganar (desegpnr al menos una
coincidencia) cuando se juega con una baraja deaftds y un solo palo es

3= 109.339.663 0'63212055..
172.972.800

Al principio del texto de Montmort encontramos ufrdtado sobre las
combinaciones” donde se describe el Triangulo Agitoo de Pascal. Pues bien,
llegado este momento de exposicion, el autor invesa tratado sobre las
combinaciones indicando que, a partir de él, harobb otra expresion que viene

dada como un desarrollo en serie cuyos términosaitamando en signo y, cada
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uno de ellos se calcula como cociente entre el muec@mbinatorio que aparece
en la citada tabla y el producto descendente uhician el término que
corresponda: Asi, para el térmipode la serie (en el caso de una barajaade

cartas y un solo palo), Montmort dice que se calgukdiante este cociente:

)
P ~1 . Por tanto, para el célculo de la probabilidad

n(n-1)(n-2)@{n- p+1) p

del banquero de ganar proporciona la serie:

1 1+ 1 1 N 1 _ 1 i
1 12 1273 1121314 0U2B83@5 ORBMAD 6
_1n—l
En general, podemos escribiPnzl—%+%+...+( )| , h=21 o
I3 n!

abreviadamente,

n _li—l

F;=Z( ? 2
it M

En ningln momento relaciona ambas soluciones: Sawmte se da

Pn—l ~ R]— 2

cuenta, que de la primera formulacion se deduceRjueP,_, = -
n

()"

n!

de la segunda podemos escrilbjr-P_, = . Si igualamos los segundos

_1 n-2
miembros de ambas igualdades obteneifdos- P_, :( ) g lo que muestra

que podemos pasar de una formulacién a la otrbrfécte.
A continuacion cita a Leibniz y a su trabajo puddio en las Actas de

Leipzig de 1693 en el que resolvia el problemad#ad un logaritmo, encontrar

el niumero que le corresponde” y donde da como gwldparax del caso en el
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gue las ordenadas disminuyeni’l—5+ XX _ X + X -, 0 sea, el
1 12 123 1121314

desarrollo dee™ , que para el caso de=1 nos proporciona la serie

—}+ 1 __1 + ! —, la cual aparece en el célculo de la probabilidad
1 12 1213 1121314

de ganar que tiene el banquero. Montmort nos astdando decir, aunque asi

no lo manifiesta, qudim P, =1-¢e™ =0'63212055!, aunque nuestro autor en

n- o

ningdn momento da fracciéon decimal, ni habla deveagencia de la serie.

Recordamos las dos fracciones citadas mas arrlFQa:é—?)zO'6333.. y

P, =0'63212055.

A continuacion, Montmort se plantea lo siguiente:

Las dos formulas nos ensefian cuanto tiene de azaretiene

las cartas para ganar para cualquier carta que SE&ro No NOS

55}

hacen conocer cuanto hay de azar por cada cartaeytiae desde I
primera hasta la dltima. Se ve claro que este nomdge azares
disminuye siempre, y que hay, por ejemplo, maseazpara ganal
para el as que para el dos, y para el tres que parauatro, & asi.
Pero no se saca facilmente de lo que procede la deyesta

disminucion, se la encontrara en esta Tabla.

Los 5 ejemplos previos que usé Montmort a titulstilativo nos orienta
sobre lo que esta manifestando en el parrafo. Bival conjunto de
permutaciones con al menos una coincidencia en aboguntos disjuntos

definidos por el lugar donde la primera coincidarasurre.
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En lenguaje actual, sk, (i) es el nimero de permutaciones ue

elementos en las que la primera coincidencia sgupeoen el lugai. Se verifica

que a,(1) =(n-1)!, ya que 1 tiene que estar en primer lugar y d@brde los
n -1 numeros pueden ser permutados de todas las maosibkes. Para, (2)

fijamos primero 2 en segundo lugar, y de las raetés(n—l)! permutaciones

tenemos que deducir el nUmero de permutacioneglcbren primer lugar, cuyo

nimero es iguafn-2)!, por lo que

,(2)=(n-1) - (n-2)1= 3,1 - 3. (1.
En general, tenemos

a,(i+1)=a,(i)-a.,(i), n=z2, i=1..n-1 (3)

Montmort conocia esta férmula recurrente como veseemas abajo en el

texto explicativo que introduce, y la usé para lda|l38n(i) parai =2,...,E en
sus ejemplos iniciales. En la edicion de 1713 §7),1la usa para calculaa;](i)

hastan=8. Por otra parte, si, es el nUmero de permutaciones con al menos

una coincidencia, podemos escribir:

a,=a,(1)+3,(2+..+a(n.

Tanto losa, (i) como losa, son presentados por Montmort en una tabla

parecida a la que aqui se muestra.
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|
N| 1 2 3 4 5 6 7 8| &
1| 1 1
2| 1 0 1
3 2 4
4| 6 4 3 2 15
5( 24 18 14 11 9 76
6120 96 78 64 53 44 455
7| 720 600 504 426 362§ 309 265 3186
8 | 5040 4320 3720 3216 2790 2428 2119 1854| 25487

Montmort explica lo siguiente:

Esta Tabla hace ver que con cinco cartas, por ejemm as,
un dos, un tres, un cuatro y un cinco, Pedro tiementicuatro
maneras de ganar para el as; dieciocho de ganarapalr dos no
habiendo ganado para el as; catorce de ganar paratres no
habiendo ganado ni para el as ni para el dos; odeeganar para e
cuatro, no habiendo ganado ni para el as, ni para@s, ni para e
tres; y por fin, que no tiene Mas que nueve mandeaganar para e
cinco, no habiendo ganado ni para el as, ni parale$, ni para e

tres, ni para el cuatro.

Cada rango de esta Tabla se forma sobre el prededdsuna
manera muy facil. Para hacerlo entender, supongaaios que hay
cinco cartas. Se ve en primer lugar que hay vaiati® maneras d¢
ganar para el as. Esto es evidente, puesto questar @leterminadd

que el as esté en primer lugar, las otras cuatrotasa pueden se

ordenadas de todas las maneras posibles; y en geasta claro que

\V

=

206



Capitulo 6 Le Jeu du Treize

si el nUmero de cartas es p, el nimero de azaresganar para el as
estd expresado por tantos productos de numerogsaiatul, 2, 3, 4

5, & asi, como unidades hay 1. Planteado esto24- 6= 1€ me

da los azares para ganar para el dds3— 4= 14 me da los azares
para ganar para el tresl4- 3= 11 me da los azares para ganar pgra
el cuatro; y por fin,11- 2= 9 me da los azares para ganar para|el

cinco.

Y de esta forma nos muestra su conocimiento darhaula recurrente;

...y en general cada numero de la Tabla es igualdifexencia
de aquél con él se encuentra a la derecha y quehaasido

encontrado, con el que estd inmediatamente encima.

La formula recurrente (3) es demostrada usandoéeban de inclusion y

exclusion. Para hacerlo indiguemos previamente a;u(é) se puede interpretar

como el numero de permutaciones con una coincidesrtiel lugar, y ninguna
en losi-1 lugares anteriores. Si hacemos un desplazamieniagares hacia

delante una unidad, o sea, si consideramos losdsiga...(i +1), a, (i) nos da

el nUmero de permutaciones con una coincidencel bﬂgar(i +1), ninguna en

los lugares 2,..i, y ninguna restriccion en el lugar 1.

Asi, para calculaan(i +1) hemos de quitar a las permutaciones anteriores

aquellas que tienen una coincidencia en el lugao kea, hemos de restar

aquellas permutaciones con un 1 en el lugar 1,umiagcoincidencia en los

lugares 2,..i, y una coincidencia en el lugafi+1). Dicho nGmero de

permutaciones ea,_ (i).
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Esta claro queP, :% , por lo que dicha probabilidad es calculable para

cadan a partir de la columna del margen derecho debia tanterior. Ademas,
para los valores de esa columna encuentra un “ogilense visualiza a partir de
la tabla que da:

Ox1+1=1

1x2-1=1

1x3+1= 4

4x4-1=1F

15x 5+ 1= 7€

76% 6— 1= 45!
455x 7+ 1= 318t

3186x 8- 1= 2548

O sea, nuestro autor  obtiene esta formula recerrent

a,=ng,+(-1)"", n21, a=0.

Para seguir exponiendo resultados de Montmortdationos una nueva
forma de contar las permutaciones. $efi) el nimero de permutaciones e
elementos con exactamente i coincidencias. Légicamente,

b,(0)+hb,()+..+k(nN=n . También, a +h(n=n Entonces, Ila

~ b (i
probabilidad de que se produzcan exactameobéncidencias espn(l) = nn(l ) :

Y la probabilidad de que se produzcan al menoscoincidencias
P.(i)=p,(i)+ p,(i+1) +...+ p,(n) y P,(0)=1. Bajo esta nueva formulacion,
la probabilidad de que el banquero gane con urdbhaz cartas de un solo palo,

lo que antes llamabamd¥, ahora serid, (1).
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En su segundo corolario de la pagina 138 (22 edidél tratado),
Montmort afirma que los valores de la diagonal aléabla anterior, O, 1, 9, 44,
165, o sea, los que corresponde con ap(sn), son los que proporcionan el
namero de permutaciones (“el nimero de azares”mliestro autor) en las que
no se producen ninguna coincidencia paranetorrespondiente a la fila

inmediatamente anterior, o seg,, (n+1) = (0)= n!- g,.

En la pagina siguiente de su tratado, la 139, Morttpresenta, mediante
una serie, la manera de calcular el nimero de pgecnes com coincidencias,

con n-1, conn-2, con n-3,... Establece que el nimero de permutaciones

con exactamentecoincidencias verifica la siguiente igualdadi) = [nj b,.;(0)
i

, Ya que los lugares donde caerian le@incidencias pueden ser elegidos{g%
|

maneras distintas y, ademas, no pueden produaiseiadencias en el resto de

los n—i lugares.

De la igualdadb,(0)=nl-g =rd-n RP= hl- B, y teniendo en

_1 n-1
cuenta queP, 1—21+%+ +u, nos queda

bn(O):n!(%— . ]

() [anen(n-g= (= §( - Jo (- 7 Y .03

n

. ]bn_i (0),

(-)° [1 n+n? -+ +(-9" H”'z)] Por tanto, comcb)n(i):[

podemos escribir
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j[l—(n—i)+(n—i)(2) (=) 4 (47 ().

Si nos atenemos a la forma de presentacion quedhaudor, la serie que
describe por sus sumandos, el nimero de permuéscioonn coincidencias,
conn-1, conn-2,conn-3,... seria:

>b,(1) :Zn:(—l)n_i[r_]j[l—(n— ) (1) =(n=1) + o (<97 (=)

i=0 I

Asi Montmort escribe que, para el casqdm=rtas (lo que nosotros hemos
llamado n) el nimero de azares de una coincidencia, de dddyes,... se

encuentra en los correspondientes sumandos dedajse sigue

1x1+ px O+

PLP-1 o7, PUP—10p=2 o= Alp-Lp L p 3
12 1P 1121314

0+ 1= 4+ 4+ PP~ 10p=20p-30p- 4 o s 5o 3
1PBOAE

pCp-10p=20p=3Up= 4p- 5 o e G54 65 4 3
1(2(BAET6

A continuacion, Montmort explica la serie y noseaf una distribucion

del numero de coincidencias para el caso de ti@tascde un solo palo:

El primer término expresa cuantos azares hay para cada cartg
se encuentre en su lugar. La suma de los dos posnerpresa cuantas
azares hay para que se encuentren al mgmed en su orden; la suma de
las tres primeras expresan cuantos azares hay paease encuentren al

menosp -2 en su orden.
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trece cosas pueden ser ordenadas,

Aplicando esta férmula al caso de trece cartas,uentro que

sobre las 622702080@13!=622702080F maneras diferentes en las g

Para que haya doce,
Para que haya once,
Para que haya diez,
Para que haya nueve,
Para que haya ocho,
Para que haya siete,
Para que haya seis,
Para que haya cinco,
Para que haya cuatro,
Para que haya tres
Para que haya dos,
Para que haya uno,

Para que haya uno al menos

hay para que todas se encuentren en sus lugares, 1

precisamente;

precisamente,

2290792933

0
78
572
6435
56628
454740
3181464
19090071
95449640
381798846
1145396460

3936227868

Con dicha tabla se puede calcular probabilidadédiute pn(i) para el

13!

_ 114539646

caso de n=13. Por ejemplo, p,(2)= =0'183¢,

que es

la

probabilidad de que se produzcan exactamente Zideimcias. Y también,

_ 3936227868

Ra(0)= By = 3202

produzca al menos una coincidencia o probabilidaduk gane el banquero con

una baraja de 13 cartas y un solo palo.
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6.3. LA APORTACION DE NICOLAS BERNOULLI

El 17 de marzo de 1710, N. Bernoulli envia a Momtmia siguiente

-1\
demostracion deP, =Z( n)l , 0 sea, de la probabilidad de que el banquero
i=1 :

gane jugando con una baraja mieartas de un solo palo. La presentamos con

enfoque y notacion actual.

En primer lugar establece qug (1) =(n-1)!. Y de manera sucesiva va
construyendo las igualdades:
3,(2)=(n-1)!-(n-2)!,
a,(3)=(n-1!-2(n-2) 1+(n-3,
3,(4)=(n-

1)!1-3(n-2) 1+ 3 n-J !=( n- 4 LY asi generaliza:

Como P, zil :%Z@( i), podemos escribir

1SS -1 = j(n-1 -1
=23 Sy (T mam = Sy (o ()

Nz = =0 n i+ J

n-1 . n (n 1 J) n-1 (_:I_)J
-1)'| A~ 7 que, si se simplifica, nos lleva —~7__ que
,;( )[J+1] o P = JZ(:,(J+1)! \

coincide con la férmula (2) de Montmort.
Para obtener la férmula (1) de Montmort, Bernoutiiiza o que hoy se

conoce como Teorema de la Probabilidad Total, pasgartir de probabilidades

condicionadas obtiene la probabilidad de conseajuirenos una coincidencia. Si
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A representa el suceso “conseguir al menos unaidemza em extracciones” y

B que “la carta numerada con el 1 aparezca en piungar’, podemos escribir

P(A)=P(ABOA B+ K AB)OK 8.

n

Es obvio que,P(A) =P, P(B):%, P(B°):nT_1, P(A/B)=1, y para

el calculo de P(A/BC), 0 sea, la probabilidad de conseguir al menos una

coincidencia bajo la condicion de que ésta no selyme en primer lugar la
obtiene Bernoulli con una reflexién del estilo senie: las permutaciones que

corresponden a este suceso son de la fcérmia...jn_l) con j #1, con al menos

una coincidencia en los ultimes-1 lugares.

Pues bien, entre lagn-1)! permutaciones de lages habraa,

permutaciones con al menos una coincidencia et lugares a las que hay que
quitar el efecto de hacer la transferencig @ lugar 1 que sera el de cambiar
permutaciones con una coincidencia en el luggoor permutaciones sin

coincidencia, siendo un total d(an—z)!—ag_z. Por tanto, el numero de

permutaciones con al menos una coincidencia nodacg|e —(n— 2)!+ A -

—_ _ | _ _
Entonces, P(A/ BC) _ % ((: _3;“‘ 8, _ (n-1) F::ill+ Rz.

Usando el Teorema de la Probabilidad Total,

(-)R.,+R

~1(n-1)P_ -1+ P
P :1+ n-1(n-1)R, -2 ™2 el resultado (2) recurrente

““n n n-1 n

de Montmort.
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Todo lo calculado hasta aqui se ha hecho bajopelestio de una baraja de
un solo palo. Para el caso mas general, extraeart@s de una baraja de 4 palos
y donde el banquero gana si consigue al menos wmaidencia, cuya

probabilidad podemos presentar de la forrRg, y, en general,P,, (n

extracciones de una baraja slpalos) solo se presenta la solucion y la formula
gue la genera, tras algunas rectificaciones emmgoa autores. En la carta de
Bernoulli a Montmort del 26 de febrero de 1711 &P8-314 de la 22 edicion)
el remitente da el resultado numérico. Dicho reslgtcontenia un error que
Montmort corrigio en su respuesta del 10 de alerild11 (pags. 315-323 de la 22

edicion).

Después, Nicolas Bernoulli en su carta de 10 déeendwe de 1711 (pags.
323-337 de la 22 edicidn) escribe la formula caerepie permite conseguir el

resultado exacto:

S

Prs =§(—1)H[?j ns(ns-1)..( ns #3)’

Lo que lleva al caso particular de la baraja ded&®as y 4 palosn(=13y s=4
) al siguiente resultadd?, , = 0'643064949.

Ninguno de los dos autores facilitan demostraciparo Bernoulli

comenta que el método es el mismo que pAraEncontramos la primera

demostraciéon de la misma en un trabajo de Struybkgado en 1716 y recogido

en las Obras Completas cuya edicion es de 1912.
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6.4. CONCLUSIONES

El problema de las coincidencias es original de tvhamt, siendo planteado por
primera vez en la edicién de su libro de 1708. Diploblema ha sido un tépico
en la historia del célculo de probabilidades dadge, gmuchos autores
importantes han entrado en valoraciones y resalasiolvidando en la mayoria
de los casos la fuente original, o sea, olvidantoatmort. Este autor tenia dos
férmulas para resolver: una de ellas recurrengeotra mediante una suma finita
gue se podia generalizar a una serie. Nicolas B#irnaporta en la
correspondencia posterior a la primera edicion d#raociones rigurosas de
ambas férmulas. Ambos autores demuestran un altecooiento de la
combinatoria y la idea de probabilidad en el sengd que la entendemos hoy
estaba muy cercana a la idea de ellos.
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CAPITULO 7

CINQUIEME PARTIE,

CONTENANT PLUSIEURS LETTRES
écrites a Ioccafion de cet Ouvrage.

CORRESPONDENCIA CON LA FAMILIA
BERNOULLI

En este capitulo analizamos lo que Montmort llaegudinta parte de su obra,
gue ocupa las paginas 283-414. Se trata de laspamdencia entre Montmort y
Nicolas Bernoulli, junto con una carta de John Bahih para Montmort y una

respuesta de Montmort. El conjunto de esta parteiega en la segunda edicion.
Desde luego, a lo largo de los capitulos anteriaeseste trabajo han ido
apareciendo bastante fragmentos de esta corresppaden su relacion con los
problemas analizados. Por tanto, nuestro recoaidoa va a estar limitado por

todo lo ya comentado, intentando evitar caer eaitaracion de contenidos.
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John Bernoulli, el amigo de Leibnitz y el maesteEller, fue el tercer
hermano de una familia en la que James Bernowalieemayor. John nacio en
1667 y murié en 1748. El segundo hermano de lalitase llamaba Nicolas; su
hijo del mismo nombre, el amigo y protagonista @pal de esta

correspondencia con Montmort, nacio en 1687 y memid759.

Montmort envia una copia de la primera edicion deEssaya John
Bernoulli quien responde con una carta el 17 deonde 1710. Bernoulli escribe
gue elEssaycontiene muy bellos, interesantes y utiles redakay contindia con
muchas observaciones detalladas sobre los jue@wadth Lansquenet, y Treize;
sobre los problemas de Huygens; sobre los coefesemultinomiales; el
problema de los puntos; y la duracion del juegaepio lo que escribe sobre la
solucion del problema de los puntos, no hay camtidnes esenciales en la carta;
lo que hemos hablado son mas bien notas en conexidnlos topicos en

cuestion.

Bernoulli concluye alabando la vision profunda deoritfnort y la
paciencia infatigable desarrollando largos y laisws calculos. Expresa su
esperanza de que Montmort continde su trabajoguaca un liboro mas amplio y
rico, y seflala que hay muchos mas problemas pesiigar, en particular, en
materias moral y politica, que su hermano Jame® h@hmenzado a discutir en

un libro que, aparentemente, nunca sera publicado.

Debié haber sido muy alentador para Montmort, quéea mas bien
desconocido, recibir una tal carta de un famosoematico. En su réplica
Montmort agradece a Bernoulli por el honor mostrieyendo su libro y por sus
declaraciones eruditas y juiciosas. Replica a lasrshs notas y afiade dos
nuevos resultados sobre la probabilidad de consegai suma dada de puntos

lanzandan dados y sobre la duracién del juego respectivaenent
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John Bernoulli sefiala un error curioso cometido ontmort dos veces
en su primera edicion (aparece en las paginas Z8%\ye la segunda edicion).
Montmort habia considerado practicamente imposibleontrar el valor
numeérico de un cierto niumero de términos de unarpsidn geomeétrica;
pareceria que se habia olvidado o nunca hubiesidonla formula algebraica
comun que da la suma. Después de sefialar el &ofor,Bernoulli avanza asi en

Su carta:

..pero para el resto, hacéis bien de emplear kngasi he utilizado con
eficacia en ocasiones parecidas hace ya doce @diode era una cuestion
de determinar cuanto resto de vino y de agua, méaslen un barril, que
estaba lleno de vino al principio, y se retir6 calila una cierta medida

durante un afio, hasta cierto punto, completandmmienido después de

D

cada extraccidbn con agua pura. Usted encontrardoliacion de est

problema, que es bastante curiosa, en mi disent@®oNutritione que el

-

Sr. Varignon podra comunicarle. Consideré estatiduegpara entende

como se puede determinar la cantidad de antigueriaatjue permanece

[2)

en nuestro cuerpo mezclado con lo nuevo que vienesatros todos lo
dias a través de los alimentos, para reparar @idaéde nuestros cuerpps

que es imperceptible por la sudoracion continua.

La disertaciérDe Nutritionese encontrara en la edicion recopilada de las
obras de John Bernoulli (en Vol. I. pag. 275).
John Bernoulli pasa después a una observacion sabdescusion de

Montmort del juego de Treize. El comentario enumtisiguiente teorema. Sea

n+l
1,1 1, (9

MR TR RIS

y sea

W(n) :<D(n)+%<b(n—1)+—;¢( n- 2)+...+_1q)(1) :
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entonces tendremos LIJ(n):}+i+—1+—1+...+_1

1 2! 31 4! n!’

Podemos probar esto por induccién. Podemos eschbfn)de la

siguiente forma,

Por lo tanto podemos demostrar que

L
(n-1)1

John Bernoulli se refiere a continuacion a las gohes que Montmort

Y(n+1)=w(n)+

habia dado de los cinco problemas propuestos pggetis. De acuerdo con su
opinién, Montmort no habia entendido el segundcerger problemas en el
sentido que Huygens habia previsto; en el quinttblpma Montmort habia
cambiado el enunciado en otro muy diferente, yesnargo, realmente se habia
resuelto el problema de acuerdo con el enunciadoHdggens. Por las
correcciones que hizo en su segunda edicion, Mahtmastré que él admitio la
justicia de las objeciones. A continuacion, Berfiopfesenta la solucion del

problema de los puntos, y le da una formula general

John Bernoulli presta su copia déssaya su sobrino Nicholas, quien
escribe algunas notas importantes que enviara anvbohjunto con la carta de
John. Siguié una correspondencia de la qu&sslaycontiene siete cartas de

Nicholas y seis de Montmort. En una de las caiesitmort (1713, p.322) pide
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permiso a los Bernoulli para incluir sus cartagaenueva edicion ddtssayque

esta planeando.

La correspondencia entre Montmort y Nicolas Berin@sl un modelo de
correspondencia cientifica amistosa, mostrandodatizidad e ingenio de cada
uno y como ellos se inspiran el uno al otro parantdar y resolver problemas
aun mas dificiles y asi desarrollar la teoria deriababilidad desde un nivel

elemental a la par que crecen otras ramas de l@smaacas.

La primera carta a Montmort de Nicolas Bernoullipa las paginas 299-
303. Esta carta contiene correcciones de dos serique se produjeron en la
primera edicibn de Montmort. Da sin demostracioa tdrmula para la ventaja
del banquero en el Pharaon, y también una formaia fa ventaja del banquero
en la Bassette; Montmort citd a la primera en etotale su segunda edicion.
Nicolas Bernoulli ofrece un buen estudio de lagidlas que se dan en el anélisis
del juego de Treize. También se analiza brevemamteiego de azar que ahora

explicaremos.

Supongamos que un conjunto de jugadéyeB, C, D,..se comprometen
a jugar una serie de juegos con cartasA es el primer repartidor, ham
posibilidades de un totah+ n, de que conserve el reparto en el préximo juego,
y n posibilidades den+ n, de que lo pierda; si pierde el reparto el jugaaosu
mano derecha lo toma; y asi sucesivamente en dBdesta a la izquierda d§
C estd a la izquierda d& y asi sucesivamente. Sean las ventajas de lagques
cuandoA repartea, b, c, d,...respectivamente; estas ventajas se supone que
dependen totalmente de la situacion de los jugadaiejuego es uno de los

conocidos como de “pura oportunidad”.

Denotemos las probabilidades de B, C, D,...por z, vy, X, U,...; y sea

s=m+ n. Entonces Nicolas Bernoulli da los siguientes nedo
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ma+tnb mMa2mnbk hc Mma3 mMaB Mmrrc’nd
a_l,. + + +...

s g S ’
.. mb+nc Mbr2mne hd MbHB3 Mr3 mMmd’ne
y=b+ + + +.-.,
S g s
_mc+nd mMer2mnd he M3 mAdd mre’n f
=c+ + ¥ +oo,
S g s
.. md+ne Mmd2mne nf Md3 Mmr8 Mmnf’ng
u=d+ + + +5.,
S g s
y asi.

Cada una de estas series se continGa IpsFeminos. Si no hay tantos
comol jugadores, las letras en el conjuatob, c, d, e, f, g... se repetiran. Por

ejemplo, si solo hay cuatro jugadores, entoreces, f = b, g =c,....

Es facil ver el significado de los términos indegientes. Tomemos, por
ejemplo, el valor de RepartéA; la ventaja que se deriva directamente de esto es
a. Luego estam jugadas des en las quéA tendra la segunda,ryposibilidades
entres que el reparto pasara al siguiente jugador, yalsicarA en la posicion
inicialmente en poder d& Entonces hayn posibilidades entrs queA tendra el
segundo reparto, n posibilidades entres que el reparto pasara al siguiente

jugador, y asi coloca A en la posicibn mantenida inicialmente orPor tanto

., . ma+nb 3 2
tenemos el términe———. Una vez mas, para el tercer reparto; (m{yr n) ,
S

es decir,s* posibles casos; fuera de estos mmacasos en los que A tendré el
tercer reparto2mn de casos en el que el jugador a la derecha deténtlra, y
n’ casos en los que el jugador siguiente a la delledieadra. Por tanto tenemos

m?a+2mnb+ A ¢

SZ

el término Y asi.
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La siguiente carta es de Montmort a John Bernoatijpa las paginas
303-307. Montmort hace breves observaciones sobre lopumios que John
Bernoulli habia prestado su atencion; sugiere wiblpma de la Duracién del

Juego para la consideracion de Nicolas Bernoulli.

La siguiente carta es de Nicolas Bernoulli a Montmacupa las paginas
308-314. Nicolas Bernoulli habla en primer lugar del juedg Treize y da una
férmula general para el mismo; pero por un falldaescritura dio la formula
incorrectamente, y después la corrigio cuando Morttre llamo la atencion

sobre ella; se lee en las paginas de Montmort 32B5-

Analizamos la formula a la manera propuesta poh®as Bernoulli para
el caso sencillo. Supongamos que haartas divididas ep grupos. Denotemos
las cartas de un conjunto prb, c,...en orden.

El nimero total de casos as.

El nimero de maneras en las queuede estar la primera @gn-1)!.

El nimero de maneras en dupuede estar segunda sin gugermanezca
primera esp[{n-1)}- p* [{ n-2)!

El nUmero de maneras en qupuede ser tercera sin qaesea primera o

queb sea segunda gs[{n-1)-2p" [ n-2)% g n-3)! Y asi.

De ahi la probabilidad de ganar en la primera mt%; la probabilidad

2

de ganar en la segunda carta—rl%s— n( r?—l); la probabilidad de ganar en la

2 2 3
tercera carta eg - & &

S P R ) e R A

De ahi la probabilidad de ganar por una u otrag@timerasn cartas es
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mp_m(m-1) §  n{m3)(m2) p —
n 12 n(n- 123 n(m}nm 2

- : n
Y la probabilidad total de ganar se encuentra paluen=—, de manera
p

que resulta
pon=p_, (r=p)(2p) _ (mg(m2d(n3p

12(n-1  12.4n- J(n- 3 123{- ){n )en )3

Nicolas Bernoulli entonces considera el problemalaléuracion del
Juego que habia sido sugerido para €l por MontiNazholas Bernoulli aqui da
sus formulas; pero el significado de las mismasiltasa oscuro, como
Montmort declaré en su respuesta. Nicolas Berndallel resultado que expresa
las posibilidades de cada jugador cuando el nurderquegos es ilimitado; él
dice que esto puede deducirse de la formula gengre también obtuvo
previamente por otro método. Luego hace algunasreésiones sobre la suma
de la serie. El ejemplifica el método que ahoracesin en las obras elementales
de Algebra. Supongamos que requerimos la suma slecdadrados de los
primerosn nimeros triangulares, es decir, la suma tlrminos de la serie de la

s r(r+1))°
qgue el r-ésimo es———* ¢ .
1.2

Supone que la suma es igual a
an’+bri' + ci+ dii+ er f
y entonces determina b, ¢, d, ¢ fcambianda porn+1 en la identidad asumida,

restando e igualando coeficientEste método es atribuido por Nicolas Bernoulli

a su tio John. Nicolas Bernoulli también indicaoommétodo; resuelve
2
r(r+1
Y]
1.2
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)20+ g rdE I, €+

1.2.3.4 1.2.3 1.2 °

y asi encuentra que la suma requerida es

S )(n+ (e (m g (w3 b wy

1.2.3.45 1.2.34 1.2

Parece probable que una carta de Montmort a Ni&®ésoulli, que no se
ha conservado, precedid esta carta de Nicolas.sestefiere al problema sobre
una loteria, como si Montmort hubiese llamado lkeneibn sobre ello; y él
insinla que Montmort se habia ofrecido para llevaabo la impresion délrs
Conjectandino publicado de James Bernoulli. Ninguno de eptogos habian
sido mencionados en las cartas anteriores de Mahtiue fueron publicadas en

el Essay

La siguiente carta es de Montmort a Nicolas Belhgucupa las paginas
315-323. La cuestion mas interesante en esta estt@introduccion por primera
vez de un problema que ya se ha comentado antes.dsblema del Her, del
que hay referencias varias veces en la corresporadentre ambos (paginas 328,
345, 350, 366, 375, 380, 400

Montmort se refiere en la pagina 320 a un libndddoTraité du Jeuque
segun €l habia recibido ultimamente de Paris. Diee esun Livre de morale
Elogia al autor, pero considera que él se equivaocgces en su calculo de
probabilidades, y da un ejemplo. Nicolas Bernaaiilirespuesta dice que el autor
del libro es el Sr. Barbeyrac. El propio Bernoehita de acuerdo con Montmort
en su opinién general con respecto al libro, pereleejemplo en cuestion piensa
que Barbeyrac tiene razon y Montmort se equivoeadiferencia en el resultado
proviene de una diferencia en la manera de enteladereglas del juego.

Respondio Montmort brevemente; aparece en las as882 v 346.
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La siguiente carta es de Nicolas Bernoulli a Montiigsta en las paginas
323-337 del Essay Principalmente trata asuntos que hemos analizado
suficientemente, a saber, los juegos de Treize, ¥éras, y el problema de
Waldegrave. Al final de su carta da un ejemplo uima de una serie. Propone

sumar log términos de la serie 1, 3, 6, 10, 15, 21, ...dflsidera la serie

1+3x+ 6 + 10¢ + 15¢+ 210 +---

Que descompone en un conjunto de series, de esta:fo

1+ 2x+ 3¢+ 45+ 5¢ +- -
+ X+2X +3C+ 4+
+ X2+ 3K+

+ X+ X+

+eo..

La serie en cada fila horizontal es facil ser suamad losp primeros
términos; la expresion obtenida toma la fornga cuando x=1, y Nicolas

Bernoulli evalla la forma indeterminada, como dledi... sirviendome de la
“regla del difunto Sefior Marqués I'HOpital pararanten su andlisis de lo

infinitamente pequeno,”

La siguiente carta es de Montmort a Nicolas BelhdDtupa las paginas
337-347. Ademas de los comentarios sobre el juegyoyt$obre el Problema de
Waldegrave, contiene algunos intentos de los pnaddeque Nicolas Bernoulli
habia propuesto en la carta su tio sobre el juefbad Pero Montmort encontré
los problemas dificiles de entender, e hizo vapesguntas en cuanto a su

significado. Montmort da en su pagina 342 la sigigeecuacion como el

resultado de uno de los problemdsy’ —8nt + 14m+ 6= 3", y dice que esto se
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satisface aproximadamente pana 52 ; pero hay algun término en la ecuacion

gque hace que no tenga raiz entre 5 y 6. La ecuacidirecta debe ser

aparentement8m’® —12nt + 16m+ 6= 3™, que tiene una raiz entre 5’1 y 5'2.

Uno de los problemas propuesto en esta cartasgueénte. La habilidad
deA, que es su oportunidad de éxito en un unico enssym la habilidad deB
esqg. Ay B deben jugar por la victoria en dos partidas de ¢esbs, siendo cada
juego de dos puntos. En el primer judgydebe conseguir un punto que se le da,
en el segundo los jugadores deben estar en igyaldad el tercero tambié
debe conseguir un punto que se le da. Se requedeelthbilidad de cada jugador

de manera que en general las posibilidades puedtagusales. La probabilidad

de éxito deA en el primer juego o en el tercer juegopés y la de B ey + 2qp.
La probabilidad de éxito d&en el segundo juego g8 +3p°q Yy la probabilidad

deB es g®+3q° p. Por lo que la probabilidad de éxito p#an dos juegos de

tres es

p’(p°+3p°q)+ p(d+2pg( B+3 84+ A &3 4)

y esto por supuesto debe ser igu%l a

) : a
Esto esta de acuerdo con el resultado de Montmstrttsyendom por

Py —ai b por g, lo que permitié un error que fue posteriormerdgegido; se

puede ver en las paginas de Montmort 343, 350, 352.

La carta concluye con este interesante fragmento:

No sé si conoce que se ha reimpreso la Recherclzeveeité. El R,
P. Malbranche me dijo que este trabajo podria apara principios d
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abril. Habra un gran numero de afiadidos en temgsimmuortantes. Usted
alli vera entre otras cosas novedosas una Disentatibre la causa de |la

gravedad, que aparentemente fijara las dudas tsstaombres Sabios que

Q

no saben a qué atenerse sobre esta materia. Hbapdee una maner
invencible la necesidad de sus pequefios remoliass jpstificar la caus
de la gravedad, de la dureza y la fluidez de |@sps y de los principale

fendbmenos concernientes a la luz y a los colorasteSria concuerda lo
n

0n D

mejor del mundo con las bellas experiencias q&.a@Newton describio e
el bello Traité De Natura Lucis et ColorunPuedo vanagloriarme ante|el
Publico que mis reiteradas y ardientes oracionssleddace varios afigs,
contribuyen a determinar lo que este Filosofo ingarable tuvo a escribjr
sobre esta materia que cierra toda la Fisica genaeéis con admiracion
que este gran hombre llevd a esta materia osctaangglez de ideas, esa
sutileza de genio y de invencién que brilla contdaresplandor en sus

Tratados de Metafisica.

La siguiente carta es de Montmort a Nicolas Beldhoatupando las
paginas 352-360. Podemos ver que Montmort aqufisaaacomo la primera
persona que llamé la atencion sobre el teoremaafoea se da en los tratados
elementales de Algebra bajo el siguiente enunciBdea encontrar el nimero de
términos en desarrollo de cualquier multinomiagnsgio el exponente un entero
positivo. Montmort da en esta carta algunos ejempgle estudios de curvas
funcionales; los encontramos en las paginas 356,3®, 360. En particular, se
da cuenta de una que €l mismo habia discutidosprlimeros dias del Calculo
Integral, cuando, como él dice, “el asunto era ciw solamente por cinco o
seis matematicos”. Este ejemplo esta relacionadola@aurva llamada por el
nombre de su inventor De Beaune; aparece en las derJohn Bernoulli, Vol. 1.

paginas 62, 63. Lo que Montmort da en esta cargsninteligible por si mismo,
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pero puede entenderse con la ayuda de la memagmady que esta en el

Journal des Scavan¥ol. XXXI.

La siguiente carta es también de Montmort a NicBE&soulli; que ocupa
las paginas 361-370. Montmort dice que acaba dbiret libro de De Moivre,
lo cual quiere decir el libro de memoriBe Mensura Sortispublicado por De
Moivre en lasPhilosophical Transactionsy procede a analizar estas memorias.
Montmort ciertamente no le hace justicia a De MeiPe hecho, considera que
la primera edicién de su obra contenia implicitaimeéndo lo que se habia dado
en De Mensura Sortisy cree casi imaginar que la circunstancia de gue
problema se habia discutido en la correspondemtia €l y los Bernoulli era
motivo suficiente para privar a De Moivre del ctédie originalidad. La opinidn
de Nicolas Bernoulli era mucho mas favorable a [éviké; se ve en las paginas
de Montmort 362, 375, 378, 386. De Moivre en Miscellanea Analytica

respondio a Montmort.

En su pagina 365 Montmort da algunas observacisoia® el segundo de
los cinco problemas que Huygens habia propuest@ ar resolucion.
Supongamos que hay tres jugadores;aselanimero de bolas blancasb el de
bolas negras; Sea= a+ b, se supone que las bolas no son reemplazadasedespu

de ser extraidas; entonces la probabilidad delgsrjogador es

b(b-1)(b-2)a B b-J(b-2-(b-5a

b (c-1)(c-2)(c 3 {cd(c§

Montmort se atribuye a si mismo el mérito de laawu® esta serie, con el
fin de encontrar su valor cuanédg b son nimeros elevados; pero, sin decirlo, él

asume quea = 4. Asi, la serie se convierte en
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4@!{(c-1)!+(c—4)!+(c—7)!+..}_

c | b (b=3) (b-6)
Seap=b+3, entonces = p+1; asi la serie entre llaves se convierte en

p(p-1)(pP-2)(p-3(P-4( P9

“(p- o )= )

Supongamos que se quiere la suma tirminos de la serie. El térmimo

ésimo es
(p=3r+3)(p-3+2(p-3+1)

se asume que esto es igual a

a1+ S0 =2) D=1 -9 -9

1.2 1.2.3

donde A B,C, D son independientes de

Nos encontramos que
A=p(p-1)(p-2),
B=—(9p°-45p+ 60 .

C =54p- 216,
D =-162.

Por lo tanto la suma requerida de n términos es

n(n-1)

np(p-1)( p-2)-= (95 - 45p+ 6
N(072) 5 oye MY g,
123 1234
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Este resultado correcto esta lo suficientementeacdel que Montmort
presentdé como para pensarse que €l debié habetaddamsi el mismo método;
cometié algun error, porque da una expresion diferepara los términos

independientes de

La siguiente carta es de Nicolas Bernoulli a Momnmtmocupando las
paginas371-375. Nicolas Bernoulli demuestra una propiedad deutaa de De
Beaune; también da una rectificacion geométricladrirva logaritmica. Luego
comenta sobre un tema que segun él habia llegado aonocimiento en
Holanda, y sobre el que se habia insertado en emaona en las’hilosophical
Transactions El tema es el argumento a favor de la Divina ierwia tomado
de la regularidad constante observada en los nacios de ambos sexos. El
libro de memorias al que se refiere Bernoulli dslife John Arbuthnot; esta en
el Vol. XXVII. de Philosophical Transactionsy fue publicado en 1710. Parece

ser que Nicolas Bernoulli habia discutido el as@mdiolanda con Gravesande.

Nicolas Bernoulli dice que se vio obligado a refighargumento. Lo que
supuso refutable es lo que sigue; él examind Igsstres de nacimientos en
Londres para los afios desde 1629 hasta 1710 wejushcontr0 que en
promedio nacieron 18 hombres por cada 17 mujesnmayores variaciones de
esta relacion fueron en 1661, cuando nacieron fofdbres y 4100 mujeres, y
en 1703, cuando nacieron 7765 hombres y 7683 nsuj®Ee entonces que
podemos apostar 300 a 1 que de 14.000 bebés tadrelde los hombres a las

mujeres caeran dentro de estos limites.

La siguiente carta es también de Nicolas BernauNMontmort; y ocupa
las paginas375-387. Contiene algunas observaciones sobre el juégo y
algunos comentario en respuesta a los realizadagl@amort sobre la memoria
de De Moivre,De Mensura SortisLa parte mas importante de la carta es una

elaborada discusion del problema de Waldegraveheyaos comentado sobre
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este problema, y por lo tanto solo necesitamosiadad Nicolas Bernoulli habla
de esta discusion como la que él preferia a toditefnas que habia elaborado

sobre el tema. La aprobacién que asi otorga arsupatvece bien merecida.

La siguiente carta es también de Nicolas BernauNMontmort, y ocupa
las paginas 388-393. Esta completamente dedicddacaestion de la relacion
entre los nifios varones de mujeres lactantes. Yieosesefialado que Nicolas
Bernoulli se neg6 a ver cualquier argumento a fakola Divina Providencia en
el hecho de la relacién casi constani. asume que la probabilidad del
nacimiento de un vardn es a la probabilidad delimaento de una hembra como
18 a 17 luego apuesta que de 14.000 bebés los varonescemtraran entre
7037 y 7363. Su investigacion implica una demogirageneral del teorema de
su tio James llamado Teorema de Bernoulli. La iny&sion requiere la suma de
términos de una serie binomial; esto se efectlaxapadamente en un proceso
que se inicidé con estas palabrAsiora, ya que estos términos son furiosamente
grandes, se necesita un artificio singular para @mtcar este informe: Asi es
como hice yo

Toda la investigacion tiene cierta semejanza cafeldames Bernoulli y
puede haber sido sugerido por ella, pues Nicolasdddi dice al final de la
misma,Me acuerdo que mi difunto Tio demostré una cosaerte en su Traite

De Arte Conjectandi, que se imprime ahora en Basile

La siguiente carta es de Montmort a Nicolas Belhautupa las paginas
395-400. Montmort informa sobre la muerte de lawhsg d'’Angouléme, lo que
le causdé tanto dolor y angustia; €l dice que nodeudiscutir asuntos
geomeétricos, sino que se limitara a la inteligeritéxaria. Menciona una obra
tituladaPrémotion Physique, ou Actién de Dieu sur les Gneet démontrée par

raisonnementEl andnimo autor pretendio seguir el método denhatematicos,
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y en todas las paginas se encontraran palabragréames como definicion,

axioma, teorema, corolario, & c.

Montmort pide la opinion de Nicolas Bernoulli y da tio respecto al
famosoCommercium Epistolicurdiciendo que los Sefiores de la Societé Royale
van a imprimir para asegurarle a Sr. Newton laiglde haber inventado como

primero y Unico los nuevos métodos.

Montmort expresa su fuerte admiracion de dos inyasibnes que habia
recibido de Nicolas Bernoulli; una de ellas fuestaucion del problema de
Waldegrave, y el otro al parecer la demostracidriedema de Bernoulli James.

Montmort dice (pagina 400),

Todo esto fue en verdad muy dificil y un gran tjabblsted es un graln
hombre; yo creia que el haber tomado la inicia¢inda parte anterior me
pondria pronto al dia, pero veo que me equivodoydsastante detras de

usted; y me fuerza a poner toda mi ambicion enidegie lejos.

Esta carta de Montmort es interesante, ya quetradeperplejidad en la
gue el escritor se encontré entre las pretensideel®s sistemas rivales de la

filosofia natural, el Cartesiano y la Newtonian&eDen la pagina 397,

Perturbado como estoy por la autoridad del Sr. Newy un gran numerp
de obras de Gebmetras Ingleses, estoy casi temtadabandonar para

siempre el estudio de la Fisica, y volver a tenextim en el Cielo; pero ng

A=

la autoridad de los mayores espiritus no debenrhasaehusar de cosas

donde la razén tiene que decidir.

233



Maria Dolores Pérez Hidalgo

Montmort da en esta carta su punto de vista res@et Historia de las

Matematicas; dice, pagina 399,

Seria de esperar que alguien desee tomar la naotksgnsefiarnos coma y
en qué orden los descubrimientos en Mateméaticascbaseguido unos a
los otros, y que tenemos una obligacion. Hicimolliktoria de la Pintura,
de la Musica, de la Medicina, & otras. Una buenstdiia de Matematicas,
y en particular de la Geometria, seria una Obrahmueas curiosa y mas
atil: Qué placer hacer no tendriamos de ver elcenldos métodos de
conexion, la secuencia de las diferentes teoriparta de los tiempos mas
remotos hasta nosotros, o de que en la ciencikcaeca con un alto grado
de perfeccion. Me parece que ese trabajo bien hpoldoia de algun
manera considerarse como la historia del espidtoamo; ya que es en esta
ciencia, mas que nada, donde el hombre dio a conume la excelencia de
este don, la comprension de que Dios lo hizo esevaor encima de las

demas Criaturas.

Montmort mismo habia hecho algunos progresos embla que él
recomienda aqui. Sin embargo, parece que sus maassceron destruidos o

totalmente dispersos.

La siguiente carta es de Nicolas Bernoulli de Mamtrocupa las paginas
401 y 402. Nicolas Bernoulli anuncia que A&is Conjectandiacaba de ser
publicado, y dice: habra apenas nada nuevo pasd.UBtopone cinco problemas
de Montmort a cambio de los que Montmort le halbdmypesto. El dice que él ya
habia propuesto el primer problema en su ultimtac@ero como el mismo no
aparece antes en la correspondencia, una cartahdbke sido suprimida, o una
parte de ella omitida.
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El tercer problema es el siguienfey B juegan con un dado comuA,
deposita una corona,B comienza a jugar; 8 lanza un numero par se lleva la
corona, si lanza un namero impar deposita una eorBntoncedA lanza y se
lleva una corona si lanza un nimero par, pero posi& una corona si lanza un
namero impar. Entonced lanza de nuevo, y asi sucesivamente. Asi, cada uno
lleva una corona si lanza un nimero par, fBedeposita sélo una corona si lanza
un namero impar. El juego es seguir siempre que ladyuna suma depositada.

Determinar la ventaja d&o B.

El cuarto problema es el siguientepromete dar 8 una corona 9B con
un dado comudn lanza seis en la primera tiradacdasas sB lanza seis en la

segunda tirada, tres corona8danza seis en la tercera tirada; etcétera.

El quinto problema generaliza el cuartd,promete dar coronasBaen la
progresion 1, 2, 4, 8,16, ...6 1, 3,9, 27, 1,4, 9, 16, 25, ... 0 1, 8, 27, 64, ...

en lugar de en la progresion 1, 2, 3, 4, 5, comel enarto problema.

La siguiente carta es la ultima; es de Montmorapsicolas Bernoulli, y
ocupa las paginas 403-412. Dedica gran parte deakljuego del Her. Con
respecto a los cinco problemas propuestos a éltrivioh dice que €l no ha
resuelto ni el primero ni el segundo, que el cugrtinto Nno presentan ninguna
dificultad, pero que el tercero es mucho mas difigli dice que le llevd mucho
tiempo para convencerse de que no habria ni venitajasventaja para B, pero
que él habia llegado a esta conclusion, y asi tamloi hizo Waldegrave, que
habia trabajado con él en el problema. Parecensiiayo, que este resultado es
obvio, para B que tiene en cada tirada la mismagimtidad de ganar o perder

una corona.

Montmort propone por ultimo, en su pagina AU problema para

Nicolas Bernoulli, pero el juego al que se refieoese describe.
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CAPITULO 8

CONCLUSIONES Y FUTURAS LINEAS DE
INVESTIGACION

Con un conocimiento profundo del calculo combinatorusando como
“calculadora” el Triangulo Aritmético, ya conocigor los matematicos del siglo
anterior, y con conocimientos incipientes sobreaudm series y el nuevo calculo
diferencial, Montmort se enfrenta con tesén y viéea un conjunto tan enorme
de problemas reales asociados a los juego decamaen la época se practicaban,
gue no deja de sorprendernos. Todos los resueineta resolver con mas o
menos éxito y, en muchos de ellos, el esfuerzodllmulo es tan elevado que
cualquiera se sentiria empujado por la perezagjea sin concluir la solucién

definitiva.

Pensamos que el trabajo de Montmort en su congletie ser considerado
altamente meritorio por su agudeza, perseveraneigeygia. Es digno de elogio
el coraje que le llevé a trabajar en un campo refsbaa tan poco cultivado, y su
ejemplo sirvié para estimular a su mas distingusdoesor. De Moivre fue sin
duda muy superior en capacidad matematica a Montmatisfrutdo de la gran
ventaja de una larga vida, que se extiende a m&obke de la duracién que la
de su predecesor; por el contrario, las circunsgamafortunadas de la posicion
de Montmort le dieron ese abundante tiempo libve, & De Moivre en el exilio

y la pobreza le debe haber resultado imposibleuaaeg
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Gracias a Montmort aparecen nuevos problemas quentgy) se
convertiran en toépicos de la historia del célcutopdobabilidades, como el Her
(como problema de estrategia) o el Rencontré (qmmblema de puro azar con
una resolucién de finura exquisita) y otros quénghian sido planteados por los

antecesores reciben nuevas soluciones, mas asegvia generalizaciones.

Anfadimos ademas, que la correspondencia con losoBHir incluida
como quinta parte de la segunda edicion, se nostraueomo un magnifico
ejemplo de colaboracién cientifica entre investigad situados a distancia,
superando las dificultades de comunicacion de @xaplLa forma elegante de
discutir sobre soluciones no coincidentes, la @&igm con demostraciones para
convencer al interlocutor, los retos que mutuamsatglanteaban... , todo ello es

digno de ser leido y estudiado.

Queremos afadir, por ultimo, que esta tesis, tame el resultado de un
largo trabajo de investigacion desarrollado durdageultimos afios, sobre la
aportacion de este autor al calculo de probabiidadicho trabajo se ha
reflejado en la publicacion de tres capitulos bl en tres tomos distintos de la
serie que cada dos afios publica AHEPE (Asociaaddistoria de la Estadistica
y la Probabilidad de Espafia), y un cuarto capistd pendiente de publicacion

en el siguiente tomo que aparecera a principid¥)dé.

Como futuras lineas de investigacion nos planteavar®s retos. A
saber:
1. Terminar la resolucion de algunos juegos que gliprdontmort plantea
pero no resuelve.
2. Analizar la trayectoria seguida a lo largo de ktdria por algunos de los
problemas propuestos por primera vez en los te&d¢ddontmort.
3. Estudiar la conexidén con De Moivre. Ya se ha didbe.Moivre era mas

brillante y tuvo la suerte de vivir mas. El nomlgie De Moivre si esta
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escrito con letras de oro en la historia del céladd probabilidades. Pues
bien, nos interesa saber qué grado de aprendizajgonexisten entre
ambos autores, cuya relacién, como se ha dicho kargm de estas
paginas, comenz6 con un desencuentro, aunque aipdiefue

normalizando la comunicacion.
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