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Resumen

Dadas cuatro matrices complejas A, B,C y D, donde A € C**" y D € C™*™,
estudiamos el problema de Wilkinson generalizado: ;Cudl es la distancia desde D al
conjunto de matrices X € C™*"™ tales que

A B

C X
tenga alguin valor propio multiple? En esta comunicacién resolvemos este problema,
salvo en un caso, y damos una conjetura sobre la solucién completa.

1. Introduccion

Utilizando ideas sobre el radio de estabilidad de matrices reales de Qiu y otros [8],
Malyshev [6] logr6 una férmula elegante que resolvié el problema de Wilkinson: Dada una
matriz G € C?2*7 con todos sus valores propios simples hallar la matriz méds proxima a G, en
la norma espectral, que tenga algin valor propio multiple. Este problema esperd solucion
durante tres décadas.

Malyshev [6, Section 6] observé que su férmula permitia hallar el valor critico de
flameo “flutter analysis” de una matriz G € R?9%%. Este andlisis se utiliza en el estudio
de vibraciones peligrosas de estructuras mecéanicas tales como las alas de un avién o el
tablero de un puente suspendido [9]. Si los valores propios de G son reales y simples,
entonces todas las matrices reales suficientemente préoximas a G tienen sus valores propios
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simples y reales. El valor critico de flameo de la estructura representada por G viene dado
por fuit := min{||Y — G||:Y € R?*? tiene un valor propio multiple real}, que coincide con

L I-G I
ferit = min max ooq—1 (“” 0 r1-_G) .

zeR t>0

A partir de fg;; el valor propio real doble (genéricamente) de Y se bifurca en dos valores
propios complejos con parte imaginaria no nula y simples.

En esta comunicacion resolvemos el problema de Wilkinson cuando se perturban uni-
camente los elementos de una submatriz sudeste de G (perturbacién estructurada), salvo
en un caso especial. Supongamos que G estd partida en la forma G = (é g) donde
AeCv™™ DeC™™yqg=n-+m.

Empezamos por la cuestién: Si zg € C jcudl es la distancia desde D al conjunto
M de matrices X € C™*™ tales que zg es valor propio multiple de G = (é )'?) en
el caso de que este conjunto no sea vacio? Para analizar en qué casos M = () utilizamos
elementos de teoria de control (descomposicién de Kalman, par controlable, par observable,
forma canénica controladora). En el caso particular en el que zy recorra los nimeros
imaginarios puros y GG sea una matriz estable, averiguamos la distancia minima d de D a
X tal que (é )B() tiene un valor propio imaginario multiple. Este valor d da un margen de
seguridad que permite asegurar la acotacién de todas las soluciones del sistema diferencial
i = (4 %), siempre que | X — D|| < d. Més pertinente aun serfa resolver el problema de
hallar la distancia desde D al conjunto de matrices X tales que ( é )B() tiene algin valor
propio imaginario wi puro de indice v(wi) > 2.

En [6] Malyshev dio la férmula
(1)

min  ||Y — G|| = méx o941 (
Y eCax4 t>0

20lg — G tl, >
m(z0,Y)>2

0 Z()Iq -G

donde G € C?%*7 es una matriz dada con valores propios simples y 2y es un niimero
complejo dado. Aqui o941 denota el (2¢ — 1)-ésimo valor singular cuando estos valores
estdan ordenados en sentido decreciente; la norma || - || es la espectral, y m(zp,Y) denota
la multiplicidad algebraica de zy como valor propio de Y.

En este trabajo vamos a estudiar un problema similar, pero perturbando una parte
de la matriz. Concretamente, abordamos el problema siguiente: dadas cuatro matrices
complejas A, B,C, D, donde A € C"*"™ y D € C™*™_ nos preguntamos por la distancia
desde D al conjunto de matrices X € C™*™ tales que

A B
(6 %)
tenga algiin valor propio multiple.

Vamos a concretar més este problema, e introducir algunas notaciones. Dada G € C9%9,
denotamos por A(G) su espectro y por Az(G) el conjunto de valores propios miltiples.
Denotaremos por Ly, ,, el producto cartesiano C™*™ x C™*"™ x C™*". Dada una terna de
matrices a := (A, B,C) € Ly, para toda X € C™*™ denotaremos por

M(a, X) = (é )'?) . (2)
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De ahora en adelante D serd una matriz de C™*™. Los problemas que vamos a abordar
en este trabajo son los siguientes:

Problema 1. Hallar el minimo

min — [|X - D, (3)
Xecmxm
A2(M(a,X))£0
siempre que el conjunto Mz () := {X € C"™*™ | Ao(M (e, X)) # 0} no sea vacio.
Problema 2. Dado zy € C hallar el minimo

min ~||X — DI, (4)
m(z0,M (c,X))>2
siempre que el conjunto Ma(zp, ) := {X € C™*™ | m(zp, M (v, X)) > 2} no sea vacio.
A la hora de abordar el Problema 2, podemos suponer que zy = 0. Para el Problema
1, una primera cuestién que surge es si el conjunto Mz (a) es no vacio.

2. Existencia del espectro de multiplicidad > 2

Definimos el conjunto
As(e):= | Ma(M(a, X)),
Xegmxm
que llamaremos espectro extendido multiple de la terna de matrices «.

Definicién 1. Dadas dos matrices N, Ny € C+m)x(+m) - diremos que son (n,m)-
semejantes si existen matrices P € GL,(C) y @ € GL,,,(C) tales que

-1
P 0 P 0
M=o o) (o )
Lema 1. Sean a,a’ € Lym. Si las matrices M(a,0) y M(c',0) son (n,m)-semejantes,
entonces No(a) = Aa(a).

Lema 2. Supongamos que B y C son matrices no nulas. Entonces, la matriz M(a,0) es
(n, m)-semejante, con matrices de paso unitarias, a una matriz de la forma

A 0 0 0 0
Aog1 Ao 0 0 0
A31 Ay Az Aszs | B3
Ap A 0 Ay | By

Ci 0 0 Cif0
Azs Asq | Bs
0 Ay | By
un par controlable. Ademds, si C; # 0, el par (C;, Aii) es observable, i = 1,4. Por el

contrario, si C; = 0, entonces en la forma (5) eliminamos los blogques (i, k), (k,i), i =
1,2,3,4.

7 ()

siendo
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Un resultado sobre el conjunto Ay(a), es el siguiente:

Teorema 3. Sea una terna o = (A, B,C) € Ly, en la forma (5). Entonces:
(i) Sim =1, el conjunto As(r) es no vacio y finito.
(ii)) Sim > 1, C\ A(A4s) C Az().

3. Resultados auxiliares

Un primer resultado basico, utilizado en nuestro trabajo, es el siguiente:

Teorema 4. Dada una terna o = (A,B,C) € Ly, , y D € C™*™, denotemos por
p:=r1g[A,B] +r1g {é} —rgA.

Entonces p < 1g M(a, X), para toda matriz X € C™*™. Ahora sean M := (I — AAH)B y
N := C(I — ATA). Entonces, para toda X € C™™, rg M(a, X) = p +1g S(X), donde

S(X) := (I — NNT)(X — CATB)(I — MTM). (6)
Ademds, para todo entero r tal que p < r < rg M(a,D), se cumple

min{|[X — D|| : X € C"™*™, rg M(a,X) <7} = 0,41(5(D)),

donde p =1 — p.

Por Z1 se denota la inversa Moore-Penrose de una matriz Z € C™*". La demostracién
del Teorema 4 puede verse en [7, Theorem 19,(8.1), (8.2) and (8.6)], [2, Theorem 3], [11,
Theorem 2.1] y Theorem 6.3.7, pag. 102, del libro [1]. También necesitamos resultados
sobre derivadas direccionales de valores singulares de matrices que dependen de varias
variables reales.

Definicién 2. Sean Q C RP abierto y d € RP, ||d||2 = 1. Sea la funcién f: @ — R. Se
llama derivada direccional de f en el punto xy € €2 respecto de d al limite

f/<x07 d) — t£%1+ f(xo + tdt) — f(l’o) '

siempre que exista.

Sea la funcién F': Q@ — C™*" de clase C. Para cada z € 2, sean
si(z) =01 (F(z)) = -+ > sq(x) := 04(F(x)), con q := min(m,n),
los valores singulares de F'(x). Supongamos que

i Jk

Sk—ip (£0) > Sk—ip41(20) = -+ - = sp(w0) = sp41(20) = - -+ = Sk, (T0) > Sppjpt1(T0)

con 7, = i+ jj la multiplicidad del valor singular s (xo). Sean Us := [ug—i, 41 - - -, Uk+j,] €
C™XTk y Vo 1= [Ug—ij+1, - - - Uk4j,,] € C™*"* matrices cuyas columnas son pares de vectores
singulares de F'(zy) para si(xo). La parte real de una matriz G € C™*™ se define por

Re(G) := (G + G*)/2; la matrix Re(G) es hermitica.
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Teorema 5 (Hiriart-Urruty and Ye, Sun, Lippert). Para cada k € {1,...,q}, d =
(di,...,dp) € RP unitario, sj(xo,d) = s, con pg > -+ > i, > -+ > pyp, los valo-
res propios de la matriz

p
. OF
Re UQ E djaix](x()) ‘/2
Jj=1

Lema 6 ( [6]). Sean Q un abierto de R y F : Q — C™*" una funcion analitica en . Si
la funcién o;(F(t)) tiene un mdzimo local (o minimo) en ty € €U, entonces existe un par
de vectores singulares u € C™*1, v € C"™! de F(to) asociados a o;(F(t)) tales que

dF
Re (u dt(to)v) =0.

4. Cota inferior del minimo (4)

Suponemos, sin pérdida de generalidad, que zg = 0. Consideremos la terna a =
(A,B,C) € Ly y D e C™*™. Sea X tal que m(zo, M (c, X)) > 2. Entonces, Vt € R

A tl,|B 0
0 A|0 B
< — 2.
gl oo x o, | = 2(n+m)—2 (7)
0 C |0 X

Ahora, utilizando las notaciones del Teorema 4, consideremos

A tl,
@A B O [0 A A,
PO\ g Ao B) ™| C 0 Blo 4 )
0 C
p(t) :=2n+2m — 2 — p(t), (8)

o= (- (3 5) () 2 )
o= (5 &) (- (3 %) (4 %)
Sa(t) == (Iom — NA)N()T) x

<<€ 5 )(§ g) <§ ti"y(g g)>(12mM<t>*M<t>) (9)

Con estas notaciones se tiene:
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Proposicién 7 (Acotacién inferior de (4)).

So()) < min  |IX — D|.
sup Tpty+1(S2(t)) < L | [

Conjetura 8.

min || X — D|| = sup opg41(S2(t)), (10)
XeCmxm teR
m(0,M (a, X))>2

donde

oo sig<l,
73 (%2(0) = {0 si j > 2m.

Si no existe ninguna matriz X € C"™*™ tal que m(zo, M (a, X)) > 2, podemos interpretar
que min || X — D|| = oco.

5. Caso 0 ¢ A(A)

En este caso, la Conjetura 8 es cierta. Ademds, como 0 ¢ A(A), de (8) obtenemos
inmediatamente que p(t) + 1 = 2m — 1. Luego, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 9. Supongamos que 0 no es valor propio de A. Entonces

m | X —D| = 1 (Sa (). 11
Xerﬁ;r(l&a)!\ [ Sup 73 1(S2(1)) (11)

Como 0 ¢ A(A), denotando por M := D —CA !By N := I, + CA™2B, de (9) resulta

Sa(t) = (72)4 tﬁ) .

En la demostracion del Teorema 9, el caso m = 1 se puede hacer directamente. Para
m > 1 distinguimos tres casos: (1) cuando el supremo se alcanza en un ¢y > 0; (2) cuando
s6lo se alcanza en ty = 0; (3) cuando no se alcanza en ningin ¢t € R. En este caso (3)
rg N =1, ademas

(12)

¢ := sup Ugm,l(Sg(t)) < 0.
teR

El valor ¢ lo podemos determinar asi: como rg N = 1 existen matrices unitarias U, V'
tales que

* . S1 O
UNV—(O 0),81>0.

Sean . . ) )
M M M M
UM — 11 12) LMV = ( 11 12) 7
<M%1 M%Q M%l M%2

con Mi;,M%, € C**!. Entonces

0 My Ms
{= th'm 09m—1 (Sg(t)) = 09m—2 M%Q 0 0
- M3, O 0
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6. Caso 0 € A(A)

Para esta situacién, vamos a considerar varias opciones:

6.1. Caso B=06C=0.

Para este caso, la Conjetura 8 es cierta, ademas la distancia es 0.

6.2. Caso B#0y C #0.

Por el Lema 2, podemos suponer que la terna (A, B,C) estd en la forma (5). Por
simplificacién, vamos a denotar por

A= diag(AH, AQQ,A33)’ A4 = A44 c Cn4><n4.

Ahora, consideramos los casos siguientes:

(I) 0 € A2(A)
(II) 0 & Az(A), Cy =0,
(IlT-a) 0 € A(A)/As(A)
(IMT) 0 & Aa(A), C4 #0,{ (III-b) 0 ¢ A(A), m =1
(Ill-c) 0 & A(A), m > 1.

6.2.1. I.-0¢€ Ax(A)
La Conjetura 8 es cierta, concretamente la distancia es 0 .

6.2.2. IL- 0¢ Ay(A), Cy = 0.

También para este caso la Conjetura 8 es cierta. Ademas, la distancia es o, (D).

6.2.3. IIl-a.- C; #0, 0 € A(A)/Ay(A)

Denotando por ay = (A4, By, Cy), vamos a considerar la matriz M (ay, D). Ahora,
tenemos tres opciones:

rg M (ay, D) < ng + m: en este caso la Conjetura 8 es cierta, y la distancia es 0.

Supongamos ahora que rgGp = ng + m. Como (A4, By) es controlable v(Ay) =
dimker(A44) < m.

Si v(A4) = m: la distancia es infinita, pero la Conjetura 8 no esté probada.

Si v(A4) < m: el Problema 2 se resuelve en téminos del Teorema 4, mas la Conjetura 8 no
esta probada.

6.2.4. IIl-b.- C4 #0,0& A(A), m =1

Para este caso la Conjetura 8 es cierta, y la distancia es infinita.
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6.2.5. III-c.- C4 #0, 0 A(A)m > 1

Como (A4, By) es controlable, entonces v(A4) < m. Este caso no esta resuelto, aunque
se pueden avanzar algunos hechos, aplicando el Teorema 4:

» Siv(A4) = m, entonces la distancia es infinita.

» Siv(Ay) <m — 2, la distancia es finita.

» Siv(A4) =m — 1, la distancia puede ser finita o infinita. Dos ejemplos

0 1/0 O 0 1/0 0
0 0|1 O . . 0 0]1 1 . 10
10 infinita ; 10 finita , X = <O 0) .
0 0 01
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