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Resumen

El problema de resolver la ecuacién matricial AX B = C ha sido estudiado en la
literatura. Algunos autores han buscado la solucién general de este problema mientras
que otros han considerado algtin tipo de restriccién sobre la solucién buscada (simétri-
ca, definida positiva, etc.) o bien sobre las matrices conocidas (por ejemplo, siendo B
la matriz identidad y A una reflexién generalizada).

En este trabajo se estudia dicho problema buscando soluciones X que sean re-
flexivas con respecto a una reflexién generalizada tripotente P (es decir, la matriz
X € C™*™ debe cumplir la condicién X = PXP) siendo P € C"*" una matriz
Hermitica y tripotente conocida.

1. Introduccion

Una matriz P € C™" se llama reflexiva generalizada si P> = I y P* = P, siendo
P* la traspuesta conjugada de la matriz P e I la matriz identidad de tamano adecuado.
Una matriz X € C™*" se dice reflexiva con respecto a una matriz reflexiva generalizada
PeCmsi PXP=X.

Zhen-yun Peng y Xi-yan Hu [5] resolvieron el problema de existencia y hallaron la forma
de la solucién X que satisface la ecuacién matricial AX = B y es reflexiva generalizada
con respecto a una reflexién generalizada dada.

Por medio de propiedades de las matrices Hamiltonianas Hermiticas generalizadas,
Zhong-Zhi Zhang, Xi-Yan Hu y Lei Zhang [2] encontraron condiciones necesarias y sufi-
cientes que caracterizan la existencia de solucién del problema AX = B en el conjunto de
las matrices Hamiltonianas Hermiticas generalizadas.

El problema de resolver la ecuacién matricial AXB = C ha sido estudiado en [1, 2].
Algunos autores han buscado la solucién general de este problema mientras que otros han
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considerado algun tipo de restriccién sobre la solucién buscada (simétrica, definida positi-
va, etc.) o bien sobre las matrices conocidas (por ejemplo, siendo B la matriz identidad y
A una reflexién generalizada). Este tipo de matrices se utiliza en ingenieria y computacion
cientifica como puede verse en [4], asi como su aplicacién en teoria de control aparece en
[6, 7].

En este trabajo se estudia el problema de resolver la ecuacién matricial AXB = C
buscando soluciones X que sean reflexivas con respecto a una reflexién generalizada tri-
potente P (es decir, la matriz X € C"*" debe cumplir la condicién X = PXP) siendo
P € C™™ una matriz Hermitica y tripotente (es decir, P* = P y P3 = P).

Para resolver el problema planteado serdn necesarios los siguientes resultados.

TEOREMA 1 (TEOREMA 2.1 [8]) Sea A € C"*™. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. AL = A (es decir, A es {k + 1}-potente).

2. A es diagonalizable y su espectro estd contenido en el conjunto {0} U Qy, donde Q
representa el conjunto de todas las raices de la unidad de orden k.

Para una matriz P € C™*" reflexiva generalizada existe una matriz unitaria U € C"*"
tal que
I (@)
P=U| " U*.

Por otro lado, la descomposiciéon generalizada en valores singulares para un par de
matrices [M, N] viene dada por M = WXy Uy y N = WENVN donde W es una matriz
invertible, Uy v Vv son matrices unitarias y
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siendo todas las matrices de tamanos adecuados y las matrices Dy y Dy conteniendo los
valores singulares estrictamente positivos de M y N, respectivamente [3].

2. Planteamiento y resolucién del problema
Consideremos la ecuacién matricial
AXB=C
donde A, B,C € C™", Se trata de buscar soluciones X € C"*"™ que sean reflexivas con
respecto a una reflexién generalizada tripotente P, es decir, la matriz X € C™*™ debe

cumplir la condicién X = PXP siendo P € C™*™ una matriz Hermitica y tripotente
conocida.



Sobre soluciones reflexivas de la ecuaciéon matricial AXB = C

Del Teorema 1 es claro que si P es una matriz tripotente entonces su espectro estd con-
tenido en {0,1,—1}. Ademds, al ser P Hermitica, P es diagonalizable por una matriz
unitaria, es decir, existe una matriz unitaria U € C™"*" tal que P = UDU™* con

I, 0 O
D=|0 -I3 O
O 0 O

siendo « + 3 = rango(P).

Puesto que la relacién entre la matriz X y la reflexién generalizada tripotente P debe
ser PXP = X, se tiene que X = UDU*XUDU?*. Premultiplicando por U* y postmulti-
plicando por U se construye una matriz X que verifica X = DX D. Dividiendo en bloques
la matriz X de tamaifios adecuados segtn los bloques de la matriz D, se tiene que

X1 X2 X I, O O X1 X2 Xi3 I, O O
Xo1 Xoo Xog = O —Iﬁ O Xo1 Xoo Xog O —I@ O
X31 X3 Xs3 O O O X31 X330 Xsg O O O
por tanto
X1 O O
X=| O Xpn O]. (1)
O O O

Teniendo en cuenta que X = UXU*, la ecuacién matricial AXB = C se transforma
en

AXB=C donde A= AU y B=U"B.
Dividiendo en bloques las matrices A y B se tiene:

*

) Ay . By
A= AQ B = BQ (2)
Az B3

y sustituyendo en la ecuacién matricial AX B = C resulta
X1 O O By
[ AT A5 A% ] O Xy O B, | =C.
0] O O B3
Realizando los productos por bloques correspondientes esta ecuacién se reduce a

ATXllBl + A;XQQBQ =C. (3)

Aplicando la descomposicién generalizada en valores singulares a los pares de matrices
[A}, A%] v [B7, B3] se obtiene la forma de la solucién X. En efecto, se tiene que

AT = Wy314U}, A5 = WaXoaV)

BT = WlegUE, B; = WBE2BV]§7
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donde las matrices involucradas verifican las condiciones indicadas al final de la Introduc-
cién. Sustituyendo las expresiones anteriores en la igualdad (3) se llega a:

S1a(UAX1UB)E g + S24(ViXea V) T5p = Wi ' CW5* (4)

donde se ha utilizado que las matrices W4 y Wy son invertibles. Dividiendo en bloques
las matrices de los paréntesis anteriores se tiene:

)gn ):(12 ):(13 ):(44 ):(45 ):(46
UaX1uUp= | Xa1 Xoo Xoz |,  VaXaVp=| Xsu Xs5 Xse
X311 X3 Xs3 Xea Xo5 Xes

y ademas puede escribirse:

Cnn Ci2 Ci3 Cuy
Co1 Cap Coz3 Cy
C31 Cszp Cs3 Oz
Cyn Cpp Cyz3 Cyy

WitCWg* =

Sustituyendo estas ultimas tres expresiones en la igualdad (4) se tiene:

X XD o 0 Cin Ci2 Ciz Cuy
DiaXo DiaXpoDip+ DoaXssDop DaaXss O | _ | Car Cap Coz Oy
0 Xes5D2p Xes O Cs1 C32 Cs3 Oy

@) 0 0 0 Cyn Cio Cuz Cyy

En consecuencia, esta igualdad se verifica si y sélo si se cumple que
Ciu=0,024=0,031=0,C13=0,C31 = 0,041 = 0,Cy2=0,Cy3 = 0,044 = O.
En resumen, se ha demostrado el siguiente resultado.

TEOREMA 2 Sean A € C™*™, B € C™!, ¢ € C™*! y P € C™ " tales que P* = P y
P3 = P. Entonces existe una matriz X € C™ " que verifica las ecuaciones matriciales

AXB=C y PXP=X
sty solo si
Cru=0,024=0,03=0,C13=0,C31 = 0,041 = 0,Cy2=0,Cy3 = 0,044 = O
donde
Ci1 Ci2 Ci3 Cuy
Ca1 Oy Caz Coy

C31 O30 C33 Oy
Cyn Cio Cuz Cyy

witows* =

stendo W4 y Wpg las matrices invertibles que aparecen al aplicar la descomposicion gene-
ralizada en valores singulares sobre el par de matrices [A, A3] y [BY, B3|, respectivamente

(68 decir, A’{ = WAZlAUj‘, A; = WAZQAVX Y Bik = WleBUg, B; = WBZQBVg).

4
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En este caso la solucion general se puede expresar como:

U Ug! O O
X=U O Vitevgt o | U
O 0] O
donde B
Ci1 Clz_DfBl X3
Xy =| D4Cn Xyp  Xog
X31 X3z X33
Yy _ _ _
Xy X5 X6
Xy = | Xsi Dy(Coy— D1aXosDip)Dyg DyiCos |,
Xe4 C32D5 3 C33

siendo X;; matrices arbitrarias de tamanos adecuados.

OBSERVACION 1 Notar que alguno de los bloques de X en (1) puede estar ausente puesto
que algun bloque de D puede no figurar entre los bloques de la diagonal de P. Esto ocurri-
rd cuando el espectro de P esté estrictamente contenido en {0,1, —1}.

EJEMPLO 1 La solucion reflexiva de la ecuacion matricial AX B = C donde
1 1 1 1 0 0 2 00
A=11 1 1], B=|0 00 Y C=1(2100
111 0 00 2 00

con respecto a la reflexion generalizada tripotente

010
P=]11100
000
es
1+45 1-5 0
X=|1-%5 1+5 0 para cualquier valor de a € C.
0 0 0
En efecto, es fdcil ver que
1/vV2 —1/V/2 0 1 00 1/vV2 1/V/2 0
P=11/vV2 1/V2 0 0 -1 0 ~1/vV2 1/V/2 0
0 0 1 0 00 0 0 1
U D U

y por tanto P> = P = P* (cumpliéndose ademds que P2 # I [3]).
Siguiendo el razonamiento anterior se tiene que:

B T11 0 0
X = U*XU = 0 929 0
0 0 O
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y ademds

~ \/i 0
A=AU=| V2 0
V2 0

S S —r

&
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o o O
o O O

con lo que la ecuacion (3) se transforma en:

2 0

Ve L 00 -L 0 o0|=
T11 | V2 /2 +x22 | 0 2 =C

V2 0

de donde se obtiene que la ecuacion matricial tiene solucion y ademds x11 = 2 y T2 = a,
con a € C arbitrario.
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