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Resumen

En este trabajo aproximamos la solucién de viscosidad de las ecuaciones de Hamilton-
Jacobi asociadas al problema de la reinicializacién de curvas de nivel. Utilizamos para
ello un método de quinto orden de precisién espacial 6ptimo para la aproximacién
de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi. Como aplicacién calculamos la aproximacion a
alto orden de funciones distancia euclidea signadas de curvas en R?.

1. Introduccion

Consideramos la aproximacion numérica de las soluciones de viscosidad del problema
de valores iniciales para las ecuaciones de Hamilton-Jacobi de la forma

¢+ H(z,0,Vp) =0, ¢(2,0) =¢o(x) z€Rt>0 (1)

donde H es una funcién de ¢ no decreciente, ([2, 3]).

Las ecuaciones de Hamilton-Jacobi aparecen en numerosas aplicaciones que abarcan
desde el control éptimo hasta la dindmica de fluidos. El estudio de métodos numéricos
eficientes y precisos para resolverlas ha sido un campo de investigacion muy activo en los
ultimos veinte afos, ([6, 7, 10, 13, 14]).

La solucién de viscosidad de la ecuacién de Hamilton-Jacobi desarrolla discontinuidades
en derivada en tiempo finito. Los esquemas numeéricos en general y de primer orden en
particular tienden a suavizar estas singularidades. Por esto es necesario disenar métodos
numéricos de alto orden en espacio para aproximar las singularidades de la solucién de
forma precisa ([6, 10, 13]).

La aproximacién numérica del movimiento de interfases gobernado por un sistema
de ecuaciones en derivadas parciales es un problema importante en fisica computacional
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debido a la acumulacién de ruido y difusién introducidos por el método numeérico y a
la dificultad de reproducir los cambios topoldgicos que sufre la interfase a lo largo de
la evolucion. Este fenémeno aparece en la dinamica de fluidos polifasicos compresibles e
incompresibles [1, 5, 8.

La descripcién de interfases en movimiento mediante la curva de nivel cero de una
funcién implicita que evoluciona en tiempo con la dindmica es uno de los fundamentos del
método de los conjuntos de nivel, ([4, 8]).

El método de los conjuntos de nivel establece una clase importante de ecuaciones de
Hamilton-Jacobi donde el campo de velocidades que mueve las curvas de nivel es funcién
de la curvatura media [9]. La funcién distancia euclidea signada a la interfase es la funcién
implicita que mejor describe la curva de nivel cero. Una aproximacién de alta precisién de
esta funcién distancia permite realizar cdlculo de integrales precisas sobre la interfase.

El concepto de reinicializacién fue introducido en [15] para mantener la precisién de
la interfase en movimiento descrita como la curva de nivel cero de una funcién implicita
y reducir su degradacién cuando evoluciona en tiempo. La ecuacién de reinicializacion de
los conjuntos de nivel propuesta en [15] es una ecuacién de Hamilton-Jacobi que permite
aproximar la funcién distancia euclidea signada.

En este trabajo proponemos calcular con alta precisién espacial mediante la ecuacién de
reinicializacién, funciones distancia de curvas mediante el esquema numérico de alto orden
Weighted PowerENO propuesto en [13] para ecuaciones de Hamilton-Jacobi de evolucién.

En la seccion 2 se describe el esquema numérico y en la seccién 3 se presenta un
conjunto de experimentos donde se calcula de manera aproximada la funcién distancia
signada de algunas curvas en RZ.

2. Esquema numeérico

En esta seccién presentamos un esquema en diferencias finitas de alto orden para las
ecuaciones de Hamilton-Jacobi. Describimos el Hamiltoniano numérico monétono debido
a Osher y Sethian ([9]) y un método de reconstruccién de quinto orden 6ptimo para la
aproximacién de la solucién de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi propuesto en [13]. La
estrategia consiste en primero aproximar con diferencias finitas las derivadas parciales de
la solucién a alto orden y despues insertarlas en el Hamiltoniano numérico. La integracion
en tiempo se realiza mediante un método de alto orden Runge-Kuta ([16]).

2.1. Un Hamiltoniano numérico mondétono

Describimos el esquema numeérico bésico de primer orden para el problema de valores
iniciales de la ecuacion de Hamilton-Jacobi en dos dimensiones espaciales

&t + H(pg,0y) =0, o(z,y,0) = ¢o(z,y), t>0 (2)

mediante una malla computacional definida por los incrementos Az, Ay y At, siendo Py
la aproximacién numérica a la solucién de viscosidad de (2)

d(xj, xp, t") = o(jAx, kAy, nAt) (3)
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Eliminamos la dependencia de x,y y ¢ para simplicidad en la exposicién. Consideramos
el esquema de primer orden,

St = Ok — Atg(DZ ¢k, DY &, DY b e, DY b1k (4)

donde g es un flujo Lipschitz continuo y monétono en cada una de las variables y consistente
con el Hamiltoniano de la ecuacién H, g(u,u,v,v) = H(u,v) y

. Oik— Pj—1k  a Divik — Djk
DIy = =5 i Didy = = (5)
Ok — Pjk—1 Gjkt+1 — Pjk
Dg(b — Js Js ; Dy(b — s J5 i 6
jik Ay +¥j.k 7Ay ( )

Una funcién g con estas propiedades se denomina Hamiltoniano numérico monétono
asociado a la ecuacion original.

En este trabajo aproximamos la solucién de ecuaciones de Hamilton-Jacobi con un
Hamiltoniano H (u,v) que cumpla H(u,v) = h(u? v?) tal que hy - hy > 0, donde h; es
la derivada parcial de h respecto del argumento j de la funcién h. Para este tipo de
Hamiltonianos se puede utilizar el Hamiltoniano numérico de Osher-Sethian [9] definido
como:

((max((u=)* (et )2, foax(07)*, (04))2) B >0
h(max((u=)~, (u™)M)]?, [max((v™)~, (vF)*)]?) otherwise

donde (a)™ = max(a,0) y (a)~ = —min(a, 0).
Este Hamiltoniano numérico es mondétono y define un esquema numérico de primer
orden que converge a la solucién de viscosidad, ([9]).

2.2. Reconstruccién espacial de quinto orden para las ecuaciones de
Hamilton-Jacobi

En esta seccién revisamos el método de reconstruccion Weighted Power-ENO de quinto
orden de precisién espacial.

Los métodos Weighted Power-ENO ([12]) se propusieron originalmente para leyes de
conservacion hiperbélicas. La idea fundamental de las reconstrucciones Power-ENO con-
siste en aplicar una clase extendida de limitadores ([11, 12]) a diferencias de segundo orden
de los métodos de reconstruccion ENO clésicos de manera que la reconstruccion retiene
mas informacion de las escalas finas y mejora la resolucion alrededor de las discontinui-
dades de la solucién. Una estrategia de ponderacién basada en indicadores de suavidad
apropiados ([12]) se usa para conseguir una aproximacién de quinto orden. El método de
quinto orden que resulta es el llamado método Weighted Power-ENO.

En [13] se adaptan los métodos de reconstruccién Weighted PowerENO para abordar
la aproximacién de la solucién de viscosidad de las ecuaciones de las Hamilton-Jacobi y
asi mejorar la resolucién alrededor de las esquinas donde el gradiente de la solucion es
discontinua.
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Los limitadores power,, a partir de los cuales se disenian estos métodos, se definen
a partir de las siguientes medias: dados dos ntmeros positivos * > 0 e y > 0, para un
niimero natural p, en [12] se define la media power,,(z,y) como:

4 (- f=of) -

2
Las siguientes desigualdades se satisfacen para todo x > 0 e y > 0:

rT—Yy
Tty

power),(z,y) =

. T+
min(z,y) < power,(z,y) < power,(z,y) < 5 i
para 0 < p < gq.
Obsérvese que lim, o, power,(z,y) = ITJFy := power.(x,y).
Dados los valores puntuales ¢(x;),7 = 1,2, --- de una funcién en nodos equiespaciados

x;, tal que ;41 = z; + Az denotamos sus diferencias finitas divididas como

_ Pi+1— 9 (8)

1
It3 Az

d]:zﬁ%—zj_% 9)
dj +djtq

dj+% = 5 (10)

Dji1=dj1 —d; (11)

La reconstruccion Weighted PowerENO estd basada en una combinacién convexa de
las tres pardbolas siguientes asociadas a cada intervalo I; = [z}, ;1]

P, T—Ti 1 P, P [T—Ti 1
P _ 4 JT3 R A A )
pj (@) = 21 2 T T Az [dﬁ 2 T3 < Az >] (12)
D.1 zxz—z. 1 D..1 /x—x, 1
Jjts Jjts Jj+5 Jt3
e A7 Wiy vl 7% 22( Az 2)] (13)
P; x—x.+; P P x—w-+;
P o J+1 JT3 ) i+ J+1 Jt3
Pis(e) = zjy1— 2 T Az [dﬁl 2 T ( Az ﬂ (14)
donde P; := powermodp(Dj_%,DjJr%) y
sign(x) + sign(y
powermod,, (v, y) = () ( )pOWerp(‘xla‘y’) (15)

2

En particular, en x = x; tenemos
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1 1
) =z -54-gP (16
1 1
pj+%($j) = Al §dj+% - ng+§ (17)
P 1 1
piva(@j) = zj1—odjen+ 3+ (18)

Para obtener la precisién éptima de u™(z;) en la interfase de I; usamos las siguiente
combinacién convexa

ut(x;) = wo - p(z;) + wy - Pjy1 () + ws Piii(z;) (19)
donde
wp=——k  k=0,1,2 (20)
ag + a1 + ag

Y C

A
= 21
= e+ 1S, )? (21)

aqui Cyp = 0,6, C1 =0,2 y Cy = 0,2 son los pesos 6ptimos.

Para calcular los indicadores de suavidad utilizamos la norma L? de las derivadas de
los polinomios de manera que se alcanza el grado éptimo de precisién. Obtenemos las
expresiones siguientes:

IS, = 2(p2+li(s 2 P’ 22
o = B3 -2y +R) #2)
13 2 1 2
13 1 2
18 = 33 (P’ + (2543 = 22544 — Piva) 24

Para u™(z;) se obtiene una expresién similar para el polinomio asociado en I;_1,

u”(5) = wo - pi_y(5) +wi - pj_1(x;) + ws - P} () (25)

con Cyp=0,2, C;y =0,2 y Cy =0,6 como pesos 6ptimos.
Una expresion reducida de estas parabolas evaluadas en z = x; es,

1 1
pimalzg) = 2yt 5dia+ 31 (26)
1 1
pj_%(:Ej) = Zj_% + §dj_% + ﬁDj_% (27)
1 1
pf($j) = Zj—% + 5(1] — EPJ (28)
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El método que resulta es un método Weighted Power ENO de quinto orden de precisién
para p > 3 como se demuestra en [12].

En [12] se demuestra que el valor 6ptimo de p para la aproximacién de leyes de con-
servacién hiperbdlicas donde se desarrollan discontinuidades en tiempo finito de manera
que el esquema sea de variacién total local acotada ha de ser p = 3.

En [13] se estudia aplicar los métodos Weighted PowerENO para la aproximacién
de las soluciones de viscosidad de Hamilton-Jacobi utilizando limitadores power, mas
débiles con p > 3. En particular se propone la media aritmética (limite infinito de las
medias power,) en lugar de los limitadores powers utilizados para leyes de conservacién.
El método, al que se denomina Weighted Power,, ENO, es ttil para la aproximacién de
soluciones de viscosidad de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi ([13]) ya que estas soluciones
son continuas con derivadas discontinuas y el procedimiento de reconstruccion se aplica a
diferencias divididas de primer orden.

3. Reinicializacion de funciones de conjuntos de nivel

Para ciertas curvas en R? no existe expresién analitica explicita de su funcién distancia.

En esta seccién aproximamos con alta precisiéon la funcién distancia euclidea signada
de diferentes curvas sencillas. El calculo de la funcién distancia se realiza aproximando la
solucién de viscosidad de la ecuacién de reinicializacién tomando como dato inicial una
perturbacién de dicha funcién.

La ecuacién de reinicializacion de los conjuntos de nivel es de la forma

é1 +sign(d0) | |/2 + 63 — 1] =0, (2,5.0) = 6o(x.y) (29)

cuyo dato inicial es una funcién ¢o(z,y) que tiene como curva de nivel cero la curva de
R? para la que deseamos calcular la funcién distancia. La funcion sign(¢g) representa la
regularizacién de la funcién signo

sign(do) = J%
0 €

El problema de valores iniciales (29) tiene como solucién estacionaria la funcién dis-
tancia signada a la curva dada.

Resolvemos (29) usando el Hamiltoniano numérico de Osher-Sethian a primer y quinto
orden (Weighted Power,, ENO ) para diferentes datos iniciales. Comparamos la precision
de los métodos calculando los errores globales en norma L° con diferentes mallas compu-
tacionales. Los resultados se muestran en tablas donde se aprecia una mejora considerable
en la reduccién del error para los célculos realizados a quinto orden.

e = O(Ax) (30)

3.1. Experimento 1. Funcién distancia regular

Elegimos la funcién ¢g como la funcién distancia signada a la circunferencia de centro
el origen y radio % perturbada en las direcciones radial y angular:

[ d+d |d<e
¢o(z,y) = { d en otro caso
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N | Primer orden | Weighted Power
100 | 3.85 1073 2.5 107°
200 2.43 1073 4.51 1077

Tabla 1: Errores globales en norma L para la funcién distancia de la circunferencia

N | Primer orden | Weighted Power,
100 8.10 101 2.17 1072
200 1.03 1071 7.61 1073

Tabla 2: Errores globales en norma L para la funcién distancia de la lemniscata

donde d = /22 + 42— 0,5, 6 = tan_l(‘—g‘), €=02yd=g5sin (M;n‘f’e)

Realizamos el cdlculo en el dominio [—1, 1] x [—1, 1] utilizando las mallas computacio-
nales 100 x 100, 200 x 200 con una restriccién CFL de 0,6 y 256 y 1024 iteraciones respec-
tivamente.

Los errores en norma L para cada uno de los métodos se presentan en la Tabla 1.

3.2. Experimento 2. Funcion distancia con discontinuidades en derivada

Consideramos la restauracion de una funcién distancia no regular. Elegimos ¢y como
la funcion distancia a la lemniscata

a' = [(z — a)® + ¥’z + a)* + ¢ (31)

con a = 0,5 y anadiendo una perturbacion en direccién radial y angular

[ d+35 |d<e
bo(x,y) = { d en otro caso
definida en [—1,1] x [—1,1] donde 6 = tan_l(%), € =02y 0 = gmsin (%Einw)

Calculamos la funcién distancia d de la lemniscata aproximando la evolucion de la ecuacién
(29) al estado estacionario tomando como dato incial la funcién

D(z,y) = V(& — a)* + y?[(z + a)? +3?] — a® (32)

Realizamos el cdlculo utilizando las mallas computacionales 100 x 100, 200 x 200 con una
restriccién CFL de 0,6 y 256 y 1024 iteraciones respectivamente. Se toma como referencia
la solucién para la malla computacional 400 x 400.

Los errores en norma L para cada uno de los métodos se presentan en la Tabla 2.

3.3. Experimento 3. Curva no regular con interior convexo

Consideramos la curva frontera de la bola de centro cero de radio % en la norma L',

{(x,y) : |z|+|y| = %} Como dato inicial elegimos la funcién distancia signada en la norma
Ll
1
Po(z,y) = |z + ]yl — 5 (33)

7
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N | Primer orden | Weighted Power
100 2.03 102 1.35 1073
200 8.12 1073 4.50 1074

Tabla 3: Errores globales en norma L* para la funcién distancia de la bola de radio % en
norma, L!

Realizamos el cdlculo en el dominio [—1, 1] x [—1, 1] utilizando las mallas computacio-
nales 100 x 100, 200 x 200 con una restriccién CFL de 0,6 y 256 y 1024 iteraciones respec-
tivamente.

Los errores en norma L°° para cada uno de los métodos se presentan en la Tabla 3.

Los errores globales para las soluciones aproximadas de la lemniscata y la frontera
de la bola en norma L' son significativamente mayores que los correspondientes a la
circunferencia debido a la presencia de discontinuidades en derivada.

Referencias

]
2]
3]
]
5]
6]
7]
8]
9]
[10]
1]
12]
13]
14]
[15]

[16]

I. -L. Chern, J. Glimm, O. Mcbryan, B. Plohr and S. Yaniv , Front tracking for gas dynamics J.
Comput. Phys., 62,(1986), pp. 83-110.

Crandall, M. and Lions, P., Viscosity solutions of Hamilton-Jacobi equations, Trans. Amer. Math.
Soc., 277, (1983), pp. 1-42.

Crandall, M. and Lions, P., Two approximations of solutions of Hamilton-Jacobi equations, Math.
Comput, 43, (1984), pp. 1-19.

Fedkiw, R, Aslam, T, Merriman, B. and Osher, S. ;, A Non-oscillatory Eulerian Approach to Interfaces
in Multimaterial Flows (the Ghost Fluid Method) J. Comput. Phys., 152 ,(1999), pp. 457-492.
Hirt, C.W. and Nichols B.D. , Volume of fluid (VOF) method for the dynamics of free boundaries
J. Comput. Phys., 39,(1981), pp. 201-225.

Jiang, G.S., and Peng, D.,Weighted ENO schemes for Hamilton-Jacobi equations, STAM J. Sci.
Comput., 21,(2000), pp. 2126-2143.

Lin, C. T. and Tadmor, E., High-resolution nonoscillatory central schemes for Hamilton-Jacobi Equa-
tions, SIAM J. Sci. Comput., 21, (2000), pp 2163-2186.

Mulder, W., Osher, S.J. and Sethian, J. , Computing interface motion in compressible gas dynamics
J. Comput. Phys., 100, (1992), pp. 209-228.

Osher, S.J. and Sethian, J. , Fronts propagating with curvature dependent speed: Algorithms based on
Hamilton-Jacobi formulations, J. Comput. Phys., 79, (1988), pp. 12-49.

Osher, S.J. and Shu, C.W. | High-order essentially non-oscillatory schemes for Hamilton-Jacobi
equations, SIAM J. Numer. Anal., 28, (1991), pp. 907-922.

Serna, S., A class of extended limiters applied to Piecewise Hyperbolic methods, STAM Journal of
Scientific Computing, v28 (1), 123-140, 2006.

Serna, S. and Marquina, A., Power ENO Methods: A fifth order accurate Weighted Power ENO
method, J. Comput. Phys., 194, (2004), pp. 632—658.

Serna, S., Qian, J., Fifth Order Weighted Power-ENO schemes for Hamilton-Jacobi equations, Jour-
nal of Scientific Computing, v29, 57-81, 2006.

Souganidis, P. E., Approximation schemes for wviscosity solutions of Hamilton-Jacobi equations, J.
Diff. Eqn., 59, (1985), pp 1-43.

Sussman, M. Smereka, P. and Osher, S.; A Level Set Approach for Computing Solutions to Incom-
pressible Two-Phase Flow J. Comput. Phys., 114, (1994), pp. 146-1509.

Spiteri, R. J. and Ruuth, S. J., A new class of optimal high order strong stability preserving time
discretization methods, SIAM J. Num. Anal., 40, (2002), pp 469-491.



