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Resumen

La region de accesibilidad de los procesos iterativos cuando se aplican a la reso-
lucién de ecuaciones no lineales adquiere cierto interés a la hora de elegir un proceso
iterativo. Sabemos, a priori, que cuanto mayor es el orden de convergencia de los pro-
cesos iterativos, menor es su region de accesibilidad. Nosotros aqui presentamos una
simple modificacion de las iteraciones clasicas de tercer orden de manera que poda-
mos considerar, para cada una de ellas, la misma region de accesibilidad que para el
método de segundo orden més conocido, el método de Newton.

1. Introducién

En este trabajo vamos a considerar el problema de aproximar localmente una raiz z*
de la ecuacién

F(z) =0, (1)

en un espacio de Banach X, donde F' es un operador definido en un subconjunto abierto
convexo no vacio 2 de X y con valores en otro espacio de Banach Y. Un gran niimero de
problemas de matematica aplicada y de ingenieria se pueden formular como (1), por lo que
su resolucién adquiere cierta relevancia. La resolucién de este tipo de ecuaciones se lleva a
cabo comunmente mediante la aplicacién de procesos iterativos, de manera que, a partir
de una o varias aproximaciones iniciales, se construye una sucesién de aproximaciones que
converge a la raiz de la ecuacién. Aqui sélo vamos a considerar procesos iterativos de un
punto de la forma z,+1 = G(zy,), n > 0, con zg dado. Un aspecto muy importante en
el estudio de este tipo de procesos es la eleccion de una buena aproximacién inicial. En
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general, es conocida la necesidad de imponer condiciones a las aproximaciones iniciales
para obtener la convergencia semilocal de los procesos iterativos.
El método de Newton,

20 €Q, Tpy1 =z, — [F'(2)] ' F(2,), n>0,

es seguramente la iteracién de un punto mas conocida y utilizada para resolver ecuaciones
como la anterior, siendo su convergencia al menos cuadratica ([9]). También son muy
utilizados otros métodos iterativos de tercer orden, como el método de Chebyshev, el
método de Halley, etc. Es bien sabido que cuanto mayor es el orden de convergencia de
un proceso iterativo, mayor es su velocidad de convergencia a una solucién de la ecuacién.
Pero también es conocido que uno de los problemas, entre otros, que tiene la utilizacion
de iteraciones de alto orden es que la regién de accesibilidad se reduce con respecto a la
del método de Newton ([5]).

El principal objetivo de este trabajo se va a centrar en analizar la convergencia a una
raiz de (1), desde los mismos puntos de salida que el método de Newton, de la siguiente
familia de iteraciones con orden de convergencia al menos tres ([7]):

{ 20€Q, Yn=2n— [F'(22)] ' F(2n), @)

21 = Yn + 5Lr(z) H(LF(20)) (Yo — 2n), 1 >0,

donde Lp(zn) = [F'(20)] ' F" (20)[F'(20)] ' F(20) y H(w) = I + Do 24w, con A; €
RiU{0},i>2y 35 Ajzt < 4oo para |z| < r =1/ (h’mi Ait

A
familia (2) se obtiene como caracterizacién de métodos iterativos tipo Newton de tercer
orden (véase [7]), e incluye las iteraciones de tercer orden mas usuales ([1], [2], [3], [4]):
el método de Chebyshev, el método de Halley, el método de Super-Halley, los C-métodos,
etc.

>. Notemos que la

Prestaremos especial atencién al estudio de la convergencia semilocal de los procesos
iterativos bajo condiciones de tipo Newton-Kantorovich ([9]), asi como a las regiones de
existencia y unicidad de soluciones y al R-orden de convergencia. Para ello, utilizaremos
una técnica que consiste en la construcciéon de un sistema de relaciones de recurrencia
en el que ciertas sucesiones escalares estan implicadas, demostrandose a partir de ellas la
convergencia de las iteraciones.

A lo largo de todo el trabajo denotaremos B(z,r) = {y € X;|ly—=z| <r}y B(z,r) =
{ye X;lly—=| <r}

2. Convergencia semilocal

La convergencia semilocal de procesos iterativos punto a punto se ha estudiado tra-
dicionalmente bajo condiciones de tipo Newton-Kantorovich ([9]). Supongamos asi que
existe [F'(wg)]™ € L(Y,X), para algin zg € Q, donde L(Y, X) es el conjunto de los
operadores lineales acotados de Y en X. Ademds, se tiene que

(C1) [I[F" (o) Ml < B,
(C2) [|[F(zo)] " F(o)|| <,
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(C3) |[F"(x)l <M, z €,
(C4) [|[F"(z) = F"()|| < Kllx —yl, =,y € Q.

Bajo las condiciones anteriores de convergencia, podemos garantizar los siguientes re-
sultados de convergencia semilocal para el método de Newton (véase [6]) y la familia de
iteraciones (2) (véase [8]).

Teorema 1 Sean X e Y dos espacios de Banach y F' :  C X — Y wun operador dos
veces diferenciable Fréchet en un conjunto abierto convezxo ).
» Supongamos que [F'(x0)]™! € L(Y, X) existe para algin xo € Q y que se satisfacen
(C1)~(C3). Si B(wo, R1) C Q, donde Ry = X% ya = Mpn, y

a
—3a

a=Mpn<1/2, (3)

entonces la ecuacion (1) tiene una solucion z* a la que converge cuadrdticamente el
método de Newton.

= Supongamos que eziste [F'(z0)]~! € L(Y,X) para algin 29 € Q y que se cumplen

(C1)-(C4) para zy. Si B(zo, R2) C Q, donde Ry = %, a = Mpmn, b= Kﬁﬁ%

GO =14 G 0), 0 =3 240 0= 5 L
2 >
3(s,t) = % (1 + (14 s)v(s) + Z(l + su(s))2) +1/6.
con [|[F(z0)] M| < B, [IIF'(20)] " Fz0)[| <7, v
a<r, apla)<l y b<ela), (4)
ene @(t) = 124 6t — 6(2t + 1)(t) + 3t(2t — 1)¥(t)?, (5)

entonces la ecuacion (1) tiene una solucién z* a la que converge cubicamente cual-
quier iteracion de la familia (2).

A simple vista, parece que la utilizacién de cualquier iteracién de (2) es més restrictiva
que la del método de Newton, puesto que para que se dé la convergencia semilocal en el
método de Newton el punto inicial xg debe cumplir la condicién (3), mientras que para las
iteraciones de (2) el punto inicial zy debe satisfacer las condiciones que aparecen en (4).

El objetivo de este trabajo es construir una sencilla modificacién de la familia (2) de
manera que cualquier iteracién de ésta converja desde los mismos puntos de salida que el
método de Newton. Para ello, definimos el siguiente algoritmo:

xg € €,
{ Tpy1 = op — [F'(2,)] ' F(2,), n=0,1,...,Ng—1,
20 = TNy (6)
yr = 2k — [F'(z)] 7 F (21),
i1 = Yk + 3L (z) H(Lr(20)) (Y — 2), k>0,
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donde xq satisface s6lo (3), mientras que zp = zy, satisface (4). Entonces, si se cumple
(3), podemos usar el método de Newton para un numero finito de pasos Ny hasta que
xN, = 20 cumpla (4), y aplicar después una iteracién de (2) en vez del método de Newton.
La clave del problema reside en garantizar la existencia de Ng.

A partir de las condiciones generales (C1)—(C3) para el método de Newton podemos
definir los pardmetros a y b de

M[[F" (o))~ IITF" (o)l = F(wo)ll < MBn = a,

E|[[F" (o)) II[F" (o))" F (o) |* < KBy* =10,

y construir el siguiente sistema de relaciones de recurrencia ([6]):

IF (@)~ < = N ()]

1 = 2nll < g2 lon — 2nall < (5p25) " INF (20)) 7 F (o)l
M|(F () I E ()] F ()|

< flan-1)9(an—1) M|[F (2n-0)] M F (1)) " Fn1)| < an, @)
K (F () F ()] F ()2

< flan-1)g(an—1 2K |[F (a-0)] " 1 [F (2n-0)] " F(zn1)|> < by,

n+1
lonss = ol < =37 (1= ()" ) WP o)l Flan)] < g=rn = P

donde

(8)

apg = a, Gpy1 = anf(an)g(an)v n > Oa
bO = b7 bn+1 = bnf(an)g(an)Qa n > 07

1 t

=10 v d =gy )

Notemos que la sucesién {a,} garantiza la convergencia del método de Newton. La clave
es el decrecimiento estricto de la sucesion {a,} siempre que se cumpla (3).

La sucesién {b,} no es necesaria para probar la convergencia del método de Newton,
pero es esencial para localizar un punto de salida vélido para una iteracién de (2) ([7]).
Obsérvese que las sucesiones {a, } y {b,} son estrictamente decrecientes a cero si ag < 1/2,

ya que

1 (2"-1)

0<an<7fn_a0 y O<bn<'yf bg, n >0,

donde y1 = f(ao)g(ao) < 1.
Andlogamente, véase [7], de las condiciones generales (C1)-(C4) para la familia de
iteraciones (2) y con punto inicial zy, podemos definir los pardmetros a y b tales que

MI|[E"(20)] M IITF" (20)] "' F(20)ll < MB7j = a,

K||[E" (20)] M II[F" (20)] ' F(20)[|* < K 5* = b,
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y construir el sistema de relaciones de recurrencia

I (za)] 7 < F@n-DIF (zn-1)] 1
| -

M| [F' )] F (20)] 7 F (20)
Sf(an—1) Gn—1,bn— 1) M|[F' (zn-1)] " IIF (2n-1)] 7 F(2n-1) < ain,
Existencia de H(Lp(zn) y ||H(Lp(zn)| < 1+ apv(ay), (10)

KI|[F"(zn)]™ IHI[F’(Zn)] P (zn) |12

F(@n-1)G(@n—1, bp—1)* K| [ (zn— )] M [F (20-1)] 7 F (20-1)% < b,
l2ns1 = yall < G (1 + anp (@) ILF (20)] 7 F (20,

12nt1 = 2nll < (@) IF" (20)] " F (20,
P(a

a a n+1 _ ~
) FEULDIEDRTL (1)) (z0) | < o =

de manera que se garantice la convergencia semilocal de (2) a partir del decrecimiento
estricto de las siguientes sucesiones reales:

{ 0=a, ant1=anf(@n)?G(an,bn), n>0,

~—

IN

(

201 = 20l <

js}

=a,
l; I;n—i—l = bnf(dn)gg(dn) Bn)Qu n > 07

S
I

siempre que se cumpla (4).

La idea es aplicar una iteracién de (2) para aproximar una solucién z* de la ecuacién
(1) a partir de la iteracién zgp = zn,, donde x1, 22 ..., zy, son aproximaciones dadas por
el método de Newton empezando en xy € (). Veamos que esto es asi. En primer lugar,
como {a,} es una sucesion estrictamente decreciente a cero, siempre existird un N; € N
tal que ay, < 7. En segundo lugar, como z¢(x) = ¢(z) es una funcién creciente con
#(0) =0y {an} decrece estrictamente a cero, también existird siempre un No € N tal que
an,¥(an,) < 1.Y en tercer y dltimo lugar, como ¢ es una funcién decreciente y {a,} es
una sucesion estrictamente decreciente, la sucesion {¢(ay)} es estrictamente creciente y,
como by > p(ap) y {bn} decrece estrictamente a cero, podemos garantizar la existencia de
un N3 € N tal que

by < plao) = p(a) < p(any),

para ¢(ag) > 0 dado. Podemos tomar asi Ny = méx{ N1, No, N3}, elegir zop = xy, y aplicar
una iteracién de (2), empezando en este punto, para garantizar la convergencia de (6).

Notemos que la condicién @ < r se podria omitir en el caso en que tengamos la
posibilidad de elegir un método de la familia (2), ya que r podria ser 400, como en los
casos en que el desarrollo en serie que aparece en (2) sea finito, situacién que se da por
ejemplo en el método de Chebyshev.

Siempre que la sucesién (6) esté bien definida, el estudio de la convergencia se reduce
a ver que esta sucesién es de Cauchy. En el siguiente resultado, probamos la convergencia
semilocal de (6) y obtenemos conclusiones acerca de la existencia de soluciones y el dominio
en el que éstas se localizan.
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En primer lugar, reescribimos (6) de la siguiente forma:

I si n < Ny,
" Zn—Ny, SI m > Np.

Teorema 2 Sean X eY dos espacios de Banach y F : QQ C X — Y un operador dos veces
diferenciable Fréchet definido en un dominio abierto convero no vacio 2. Sea xo € Q y
supongamos que se cumplen (C1)-(C4). Si se satisface (3) y B(xog,R1 + R2) C Q, la
sucesion (6), definida por {w,} y empezando en wqy, converge a una solucion z* de (1).
Ademds, la solucion z* y las iteraciones wy, pertenecen a B(xg, R1 + Ra).

Demostracion. Observamos en primer lugar que wg,ws,...,wy, € £} por ser ite-
raciones del método de Newton y, en consecuencia, |w; — xo|| < R1 < Ry + Ra, para
i=1,2,...,Ng. Asi, w; € B(xg, R1) C B(xo, R1 + R2) C Q, parai=1,2,..., Ny.

Ahora, si elegimos wy, = 20 = zn,, las iteraciones w;, para i > Ny, estan dadas por (2)
y, por tanto, ||w; —wp,|| < Rz, parai > Np. Luego, ||w; —xo| < ||wi —wn, ||+ [Jwn, —xol| <
Ry + Ry y w; € B(xg, R1 + R2) C 2, para i > Ny. Entonces, w,, € Q, para todon € N, y
{wy,} estd bien definida.

Finalmente, veamos que {w,} es una sucesién de Cauchy en Q. Para ello, basta con
probarlo para {wy, }n>n,, que estd generada por (2) (véase [7]). Por lo tanto, existe z* €
B(zo, R2) C B(xg, R1 + R2) tal que z* = lim,, w,,. Para terminar, se sigue inmediatamente
que F(z*) =0 (véase [7]). [

Notemos que podemos aplicar (6) siempre que se cumplan las condiciones del teorema 2,
ya que siempre existird Ny. Sin embargo, podemos mejorar el algoritmo si somos capaces de
estimar a priori el valor de Ny para ahorrarnos asf la verificacién de la condicién b < o(a)
en cada paso. La estimacién del valor de NNy se sigue del siguiente resultado.

Teorema 3 Supongamos que se cumplen las hipdtesis del teorema anterior y que se sa-
tisface (3), pero no (4), para algin zo € Q cumpliendo (C1) y (C2). Sea zy = xn,

Lo _ log —log _ 1 [~lostevta)
con No. = mix{Ny, Na. Mol donde Ny = 1+ [ffcoeis |, N = 1+ [ it

N3 =1+ [%], f and g estdn definidas en (9), ¢ en (5) y [t| denota la parte
entera del niemro real t. Entonces, zg cumple (4).

Demostracion. Teniendo en cuenta los razonamientos dados para garantizar que el
algoritmo (6) esté bien definido, en el sentido de que siempre exista un Ny € N, de forma
que podamos aplicar una iteracién de la familia (2) empezando en zy = z,, se tienen que
satisfacer las condiciones dadas en (4).

En primer lugar, como

No—1
an, = aNO_lf(aNO_l)g(aNO_l) = =4qap H f(a,])g(a])7
j=0

la sucesion {a, } es decreciente y f y g son funciones crecientes en (0, 1/2), podemos escribir
an, < a(f(a)g(a))™ y exigir que a (f(a)g(a))™° < r para que z = zx, cumpla la primera
condicién dada en (4); es decir:

logr —loga

loga+ Nolog(f(a)g(a)) <logr o No> {0 mrmrons:
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Luego, se debe cumplir que Ny > Ny, donde Ny = 1 + [%]. En segundo lugar,

como la funcién 1 es creciente en R, siguiendo un razonamiento analogo al anterior, pode-

mos decir que la segunda condicién dada en (4) se reduce a ver que a (f(a)g(a))™ ¥(a) < 1,

que es lo mismo que Ny > %. Por tanto, se necesita que Ny > N, donde

log(f(a)g(a))
¢(a) para que zg = xzy, cumpla la tercera condicion dada en (4), lo que lleva a que

Ny > % y Ng > N3, donde N3 =1+ [%] Finalmente, basta con elegir

N():mé,X{Nl,NQ,N3}. |

No =1+ [M} En tercer y ltimo lugar, basta con exigir que b (f(a)g(a)Q)N0 <

Nota Notemos que si la condicién a < r de (4) se cumple, como la sucesién {a,} es
decreciente, a,, < 7, para todo n, no es necesario calcular el valor Ny y el calculo de Ny se
reduce a Ny = max{ N, N3}. Si la que se cumple es la segunda condicién a(a) < 1 de (4),
de nuevo por ser la sucesién {a,} decreciente, apip(a,) < 1, para todo n, no es necesario
calcular el valor Ny y el cdlculo de Ny se reduce a Nyp = max{Ni, N3}. Andlogamente para
la tercera condicién b < (@) de (4) y cualquier combinacién de las condiciones que pueda
darse.

3. Unicidad de soluciéon

A continuacién estudiamos la unicidad de la solucién z* de la ecuacién (1).

Teorema 4 Supogamos que se cumplen (C1)-(C4). La solucion z* de la ecuacion (1) es

inica en la region B (9:0, Miﬁ — (R1 + Rg)) N Q siempre que Ry + Ry < Miﬁ

Demostracion. Supongamos que existe otra solucién y* de la ecuacién (1) en la

regién B <:U0, Mlﬁ — (R + Rg)) N Q. Entonces, para ver que z* = y*, de

1
/0 Fl(2* 4 t(y" — %)) dt (5" — 2*) = F(y*) — F(=*) =0,

se sigue que hay que probar que el operador T' = fol F'(z* 4+ t(y* — 2*)) dt sea invertible.
Por el lema de Banach, tenemos entonces que demostrar que || — T'|| < 1. En efecto,

1 1
I =T < [[Tol / I (2" + t(y" = %)) = F' (o) || dt < Mﬂ/ 12"+ t(y" — 2%) — ol dt
0 0

! M 2
< Mﬂ/ (1 =t)||z" — xol| + t||y* — xol|) dt < Tﬂ <R1 + Ry + m — (R1 + RQ)) =1,
0

v la demostracién queda asi completada. |
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4. R-orden de convergencia

Las condiciones de convergencia de una iteraciéon dependen de la eleccién de la distancia
| - ||, pero, para una distancia dada, la velocidad de convergencia de la sucesién {w,}
se caracteriza por la velocidad de convergencia de la sucesién de nimeros no negativos
||z* — wy]|, donde z* = lim,, w,. Una medida importante de la velocidad de convergencia
es el R-orden de convergencia (véase [10]). Es conocido que una sucesién {w,} converge
con R-orden al menos 7 > 1 si existen constantes C' € (0,00) y v € (0,1) tales que
|2* — wy| < Cy™", n = 0,1,... Bajo las condiciones (C1)—(C3) el método de Newton
converge con R-orden al menos dos ([6]), mientras que las iteraciones de (2) lo hacen con
R-orden al menos tres si se satisfacen (C1)—(C4) ([8]). Ademds, para encontrar estimaciones
a priori para las distancias ||z* — wy|[, n = 1,2,..., se busca una funcién § : N — R
tal que ||z* — wy| < d(n), n = 1,2,... Basdndonos en la técnica desarrollada en [6] y [7]
para el método de Newton y para las iteraciones de (2) respectivamente, obtenemos las
siguientes cotas a priori del error para la sucesion (6):

1A, 0 < n < No,
2%~ wall < 5(n), donde 5(n) =

~\ 2 A"
1/’(@%% n > No,

con y1 = f(a)g(a), Ay =1/f(a), 2 = f(@)2§(a,b) y Ay =1/f(@).
Por tanto, la sucesién (6) tiene R-orden de convergencia al menos dos hasta la iteracién
Ny — 1y R-orden de convergencia al menos tres desde la iteracién Ny, puesto que

_n
(1 —71Ar)

v@n
152 (1 = 12 00)

|2* —wn| < C173", 0<n< Ny, donde C)=

. 1/2\3"
|2* — wy|| < Co (72 ) , n>Ny, donde Cy=
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