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Resumen

Damos condiciones finas sobre el tamano y la forma de una perturbacién que
consigue que un problema lineal no auténomo pase de ser neutralmente estable a
exponencialmente estable. Estos resultados se aplican al estudio del comportamiento
asintético de ecuaciones logisticas no auténomas.

1. El problema y resultados preliminares

Sea  un abierto acotado de IRN, N > 1, con frontera regular 0. Consideremos la
ecuacién lineal no auténoma

u—Au = C(t,z)u enQ, t>s
Bu = 0 en 0N2 (1)
u(s) = g
ou

con condiciones de contorno Bu = u, caso Dirichlet, o Bu = 3z, caso Neumann, o Bu =
% + b(x)u caso Robin, donde 7 es la normal exterior a Q y b(x) es una funcién C*.

Si C € COIR, LP(R2)), con 0 < < 1y p > N/2, entonces (1) define un operador de
evolucion que conserva el orden en L4(€2), 1 < g < oo, Uc(t, s), de manera que u(t, s; ug) =
Uc(t, s)up. Ademas la solucién se regulariza de manera que para cada ug € L9(Q2) y t > s
se tiene que

cy@Q)  sip> N/2

§,00) 3t +—— ul(t,s;ug) :=Uc(t, s)ug € =
(5,0) (t.5:0) i= Ue(t, 5)uo {cgm) AR
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es continuo para cierto v > 0, donde Cé’” Q) =

{C’é’u(ﬁ) caso Dirichlet ]

C7¥ () caso Neumann o Robin’

Motivado por las aplicaciones a ecuaciones no lineales y por simplicidad, supondremos
que Uc(t, s) estd en el limite de estabilidad (o es neutralmente estable) en el sentido
de que existen My, M7 > 0 tales que

0< Mo < ||Uc(t,s)llz(rag) < M1 para todos > s (2)

(una condicién que es independiente de la eleccién de ¢, [3, 5]).

Queremos entonces analizar la cuestién del minimo tamafio necesario en una pertur-
bacién (y su forma) P(t,z) de manera que anadida a C(t,z) haga a Uc4p(t, s) exponen-
cialmente estable es decir

|Uc+p(t, 8)|l c(rag)) < Me =) para todos ¢ > s

con B > 0. En algunos casos buscaremos esta propiedad para s grande y positivo o para
t muy negativo. Estas situaciones se denotan por “exponencialmente estable en +oo”
respectivamente.

Observemos que en el caso auténomo, C' = C(x), con C € LP(€2), y p > N/2, entonces
(2) es equivalente a que el primer autovalor del operador —A + C(z)I con condiciones de
contorno Bu = 0, sea nulo. En ese caso, usando los cocientes de Rayleigh, es facil ver que
cualquier perturbacién no trivial no negativa P(x) convierte el problema en asintética-
mente estable.

Como veremos, para ecuaciones no auténomas, nuestros resultados dicen que para
conseguir la estabilidad exponencial necesitamos que la parte favorable de la perturbacién
sea positiva y “sostenida” en infinito, y la parte desfavorable no sea demasiado grande.
Estos resultados seran utilizados también para ecuaciones no lineales.

En lo que sigue haremos uso del siguiente lema, [3, 5].

Lema 1.1 Si (2) se verifica, entonces dados 1 < q < r < oo, para cada € > 0

ec(t—s)
HUC(tﬂ S)HC(L‘I(Q),L’“(Q)) < M(E)T’ t>s (3)
(t-s53 )

q T

o .
%)50‘ 310<5<€0:% . N (1 1
) para cierta constante K y o = S lz—7)
sie>eg=7 q

con M (¢e) :K{E

2. Soluciones positivas no degeneradas

Observemos que una solucién completa de (1) (y después para (9)) es una solucién u,
definida para todo ¢t € IR en el sentido de que para cada s € IR la solucién de (1) con dato
inicial ug = u(s,-) es u(t,x) para cada t > s.

Como veremos aqui la propiedad (2) viene garantizada por la existencia de ciertas
soluciones positivas especiales de (1). Para ello recordamos la siguiente definicién de [6].

Definicién 2.1 Una funcion positiva con valores en X = C(2) (que se anula en 02 en el
caso Dirichlet), es “no degenerada” (ND) en oo (respectivamente en —oo) si existe tg € IR
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tal que u estd definida en [tg, o0) (respectivamente en (—oo,tg]) y existe una funcién C1(Q),
wo(z) >0 en Q, (que se anula en 0N en el caso Dirichlet), tal que

u(t,x) > ¢o(x) para todo t >ty (4)
(respectivamente, para todo t < tg).

Observemos que en el caso Neumann o Robin, ¢y se puede tomar constante en €. Asi,
tenemos

Proposicién 2.2 Sea Uc(t,s) el operador de evolucion asociado a (1).
i) Supongamos que para cierto ty € IR, z(t,x) es una solucion positiva acotada y no
degenerada (PAND) en oo, de (1), para t > ty. Entonces para todo t > s > ty tenemos

0 < Mo < |[|Uc(t,s)llcery < My (5)

conY =L"(Q),1<r<occoY =C(Q).
i) Si z(t,x) es una solucion completa de (1) positiva acotada y no degenerada (CPAND)
en —oo para t < tg, entonces para s < t <ty tenemos (5).

Demostracién Supongamos que uy € C'(Q) (que se anula en la frontera en el caso
Dirichlet). Entonces, existe A\ = A(up) tal que |ug(x)| < Apo(x) en 2, donde ¢y es como
en la Definicién 2.1. Entonces, por comparacién, para cada s <t

|Uc(t, s)up(x)| < AUc(t, s)po(z) < ANUc(t, s)z(s)(x) = Az(t, x)

y entonces ||Uc(t, s)uglly < Asup, ||z(t)]]y. Asi, Uc(t, s) estd puntualmente acotado sobre
un conjunto denso de Y y por el Principio de Acotacién Uniforme obtenemos la cota
superior de ||Uc(t, s)| z(v)-

por otro lado, para s < t, tenemos 0 < po(x) < z(t,z) = Uc(t, s)z(s)(z) y entonces

Ipolly < Ut s)llcanllz(s)lly

y obtenemos la cota inferior para |[Uc(t, s)||z(v)- 0

3. El resultado de perturbacion

Teorema 3.1 Supongamos que U = Ug es el operador de evolucion asociado a (1) y
que verifica (5). Supongamos que P € C?(IR,LP(Q)) con 0 < 6 < 1 y p > N/2, es una
perturbacion de C'. Supongamos que existe una descomposicion

P(t,x) = P'(t,z) — P*(t,z), P'ec CY(IR,LP(Q)), i=1,2
tal que para todo x € Q y [t| grande,

P%(t,z) > a(t) >0 con liminfa(t) > ag > 0.

[t|—o00

También supongamos que P! € L7 (IR, LP(Y)) para o,p, tales que o bien o =1 y p = oo,
01<cr<ooyp>NT”, ooc=o00yp>N/2.
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Entonces Uc4p(t, s) es exponencialmente estable siempre que

ii) ap > a§(P') >0 sio =00 yp > I, donde la funcién continua a§(P*) viene dada por

a£(PY) = co lfm supy_, o || P! (t)HLP(Q)a si 0 < Hmsupyy o [P o) < 5*
0 - , . 1. *
¢1 + o limsupy, o [ P'(t )HLP(Q)v st lmsupy o0 [P (1) || o) = 5

(6)

donde o = % < 1 y las constantes ¢y, c1,co, s* dependen de N, p.

Demostracién. Observemos primero que podemos trabajar con ¢t > s con ¢t muy negativo
o s muy grande. Consideramos soluciones de (1) en L1(Q), 1 < g < co a elegir.

En primer lugar, para cada uy € L(f2) la solucion u(t, s, ug) = Ugy p1(t, s)ug verifica,
parat > s,

t
ult, 53 u0) = Uo(t, s)uo + / Uc(t, 1) P (7)u(r, s;ug) dr.

Usando esto, elegimos ¢ tal que p > ¢ y entonces el término Pl( Ju(T, s;up) se puede
estimar, usando la desigualdad de Hélder, en L"(f2) con = = > —|— . Asi, denotando z(t) =

e lu(t, s,u0) || o), ¥ a(r) = M(e)| P (7)]| Lr(q)» con M( ) como en (3) (o M(0) =
M sie=0), obtenemos para t > s,

z(t) < My|luo|l pag) + /t L)NZ(T) dr.
s (t—T1)2r
Usando el lema de Gronwall singular, [1, 3, 5], obtenemos
lu(t, 5,u0) || L) < M2 Jug|| Loy, ¢ =5 (7)
donde,u()—Osia—lyp—oo,oM(e)za,sil<a<ooyp>N?U/,O/QL(E):
e+ (MET(1—a)LS(PY)) =, sic=0c0yp> T, cona= % < 1, donde LS(P') =

lm supyy oo [|1P (1) ()
Ahora, probamos que para t > s, se tiene

1Uc+p(t, 8)lcipagy) < e [ Uoy pi(t, 8)llciragey) (8)

y de aqui se sigue el resultado. Para esto observemos que si ug > 0 entonces Uc p(t, s)ug >
0 lo cual implica que |Ucyp(t, $)ugl < Ucsp(t, s)|ug|. Por tanto basta probar la afirmacién
para datos no negativos. En tal caso, sea u(t, s;up) = Uc+p(t, s)ug > 0 y entonces como
P2%(t,x) > ag, para |t| grande, tenemos

— Au=C(t,z)u+ P(t,x)u — P2(t,z)u < C(t,z)u + P(t,2)u — agu
Sea ahora 0 < v(t, ) = u(t, s;ug)e® %) que verifica
— Av < C(t,z)v + PL(t,z)v.

Entonces, [4], 0 < v(t,z) < Ugypi(t, s)ug y asi se tiene (8).
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Con (7) y (8) el caso i) es claro. Para el caso ii), observemos que de las expresiones de
wu(e) y M(e) como en (3), tenemos que p(0) = p(00) = oo y para ciertas constantes Ao, Ay
que dependen de N, p,

() e—i—AOLS(Pl)ﬁs% si0<e<e
p(e) = e
e+ A LS(PY) s si e > 2.

Como la funcién h(e) = e+ AQLS(Pl)ﬁE% tiene un tinico minimo en e; = ByLS(P'),
y h(e1) = B1LS(P') (donde By, By dependen de N,p), entonces comparando €y y €1,
minimizando u(e) e imponiendo ag > infy.gy p(¢) llegamos a (6). =

A continuacion ilustramos el alcance de los resultados con los siguientes dos ejemplos.
Proposicion 3.2 Con las notaciones e hipdtesis del Teorema 3.1, supongamos que para

[t| grande
P(t,x)g—go(x), OSSOGLP(Q)v p>N/2

y supongamos que para 0 < a suficientemente pequeno
p({z € Q, 0<p(z) <a}) < Ka”
conv >0y K >0. Entonces Ucyp(t,s) es exponencialmente estable.

Demostracién. Observemos primero que tenemos, [4],
[Uctp(t, s)uo| < Ucyp(t, s)|uol < Uc—y(t, s)|uol.

Asi basta probar que Uc—,(t, s) es exponencialmente estable.
Ahora tomamos p(z) = ¢§(x) — ¢j(x) con p§(x) = max{p(z),a} > a y entonces
0 < ¢f(z) <acon
lollzoe) < Ka'*v).

El resultado se sigue tomando Pl(t,x) = @%(x) y P(t,x) = ¢%(x) y ap = a > 0 pequefio,
vaque (1+2)>1 m

Por ejemplo, si 0 < ¢ € C1(Q) y su gradiente es no nulo donde se anula ¢, lo anterior
se verifica con v = 1. Mds en general, si 0 < ¢ € C?(Q), “sin partes planas” donde se
anula, entonces tipicamente v = 1. En cualquier caso se necesita e(x) >0 a.e. en .

El siguiente ejemplo es una variante dependiente del tiempo del anterior en el que
eliminamos la condicién de signo en la perturbacién y permitimos perturbaciones muy
grandes en regiones pequenas que se mueven por §2.

Proposicién 3.3 Supongamos que para |t| grande tenemos
pw{x € Q, P(t,z) > —a(t)}) < Kopa(t)"

convyg >0, Ko >0y
sup P(t,z) < Kya(t)™
Q
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con vy > 0. Mds aun, supongamos que si K1 = 0 entonces vy > 0, mientras que si K1 > 0
entonces ”
— >1+1.
p
Entonces Ucyp(t, s) es exponencialmente estable silimy o a(t) = ao > 0 es suficien-

temente pequeno.

Demostracién. Descomponemos P = P! — P2 con —P?(t,z) = min{P(t,z), —a(t)}.
Entonces P?(t,z) > a(t) y

1P Oy < (Kra(t)™ + a(t)) (Koa(t)®)

con C7 > 0. De aqui se sigue el resultado ya que en cualquier caso para Kj el término
principal en la estimacién anterior tiene exponente mayor que 1 y a(t) es pequenio. m

4. El problema no lineal: ecuacion logistica

Consideramos ahora la ecuacion logistica

up—Au = f(t,x,u) =m(t,z)u—n(t,x)u” en, t>s
Bu = 0 en 0f) (9)
u(s) = wup=>0

con p>2ym e C>R,LP(Q)) parap > N/2y 0 < 0 < 1ymn(t,z) >0 es continua y
localmente Holder en ¢, no idénticamente nula y

liminfn(t,z) >0 aeen Q.
t—o0

Bajo ciertas condiciones sobre m(t,z) y n(t,x), se ha probado en [6] que existe una
unica solucién de (9) completa positiva acotada y no degenerada (CPAND), ¢(t, ), que
describe el comportamiento asintético de las soluciones de (9) en sentido “pullback” y que
también verifica que para cualquier otra solucién de (9) PAND en oo se tiene, con ¢t — oo,

u(t,z) —(t,z) -0 en X =C(9Q). (10)

A continuacién damos condiciones que prueban que la convergencia anterior es de
hecho exponencial. De hecho, primero probamos

Proposicién 4.1
i) Sea u(t, ), parat > s, una solucion de (9) PAND en co. Supongamos que

P(tv l’) = (1 - p)n(t,x)up_l(t,x) < (1 - P)n(taw)wg_l(@ <0
verifica las condiciones de las Proposiciones 3.2 o 3.3, con t — oo.
Entonces la ecuacion linealizada entorno a u(t,x), es decir, (1), con

C(t,z) = %f(t, z,u(t,x)),

es exponencialmente estable en +oo.
ii) Sea u(t,x) una solucion de (9) CPAND en —oco. Supongamos que parat << —1, P(t, z)
como en i) verifica las condiciones de las Proposiciones 3.2 0 3.5.

Entonces la ecuacion linealizada entorno a u(t,x), es exponencialmente estable en —oo.
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Demostracién. De hecho la ecuacién linealizada se puede escribir como

me— A= (o, u(t, ) = (P(t,2) + Colt,) )

ftzu(t,z))
u(t,z) °
Pero como u(t,z) es solucién de (9) PAND en +oo, por la Proposicién 2.2 tenemos que
Uc, (t, s) verifica (5).
Por las hipétesis sobre P(t,x) y el Teorema 3.1 tenemos que Ug,+p(t, s) es exponen-
cialmente estable.

con condiciones de contorno By = 0, P(t,z) como en el enunciado y Cy(t,x) =

El caso ii) se sigue de manera similar. m

Ahora podemos trasladar este comportamiento a la ecuacién no lineal. En particular
mejoramos (10).

Proposicién 4.2 Supongamos que 0 < u(t,x) es una solucion de (9) PAND en oo y se
verifican las condiciones de la Proposicion 4.1 1).

Entonces toda otra solucion, v(t,x), de (9) no trivial y no negativa es PAND en oo y
con t — o0,

u(t,z) —v(t,x) — 0, exponencialmente en C(Q).

Demostracién. En [6] se probé que cualquier otra solucién no trivial no negativa de (9)
es PAND en oco. Sea v(t, z) tal solucién y observemos que basta probar el resultado en los
casos v(t,x) < u(t,z) o u(t,z) < v(t,x).

Supongamos primero que v(t,z) < u(t,z) y sea w(t,z) = u(t,z) —v(t,x) > 0, que
verifica

we — Aw = f(t,z,u(t,z)) — f(t,z,v(t,x)) = C(t,x)w

con C(t,z) = %f(t,a:,f(t,x)), y v(t,x) <&(t,x) < u(t,x). Entonces

Clt.x) = Colt ) + Plt2), Coft.a) = o f(t,,ult, )
y por [6], ver (10), tenemos
P(t,z) =0 en L>(Q)

con t — 00.

Por la Proposicién 4.1, Ug,(t, s) es exponencialmente estable, y por la hipétesis so-
bre P(t,z) y el Teorema 3.1 obtenemos que Uc,+p(t,s) también lo es. Por tanto w(t, z)
converge a cero exponencialmente.

Por otro lado, si u(t,z) < v(t,x) entonces

Ci(t,z) = ;uf(t,x,v(t,x)) < Co(t,z) = if(t,x,u(t,x))

lo cual implica que Ug, (, s) también es exponencialmente estable. Repitiendo el argumento
anterior, intercambiando los papeles de u y v, concluimos. =
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