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Resumen

En este trabajo se integra la ecuacién no lineal de Schrodinger junto con condi-
ciones de frontera absorbentes. Se han considerado elementos finitos lineales para la
discretizacién espacial y se han acoplado, de manera adaptativa, las condiciones de
frontera absorbentes construidas para una discretizacion andloga de la ecuacion lineal
de Schrodinger.

1. Introduccion

Son numerosas las situaciones que nos llevan a resolver numéricamente un problema
de evolucion de ecuaciones en derivadas parciales definido en un dominio infinito. Para
ello, es necesario restringir el problema a un subdominio acotado e imponer condiciones
de frontera artificiales. Si la solucién de este nuevo problema coincide con la restriccién
de la solucién del problema original, las condiciones de frontera se llaman transparentes
(CFT). Sin embargo, aunque estas condiciones de frontera evitan la existencia de reflejos
cuando la solucién llega a la frontera, suelen ser no locales y en la practica, muchas veces
se prefiere utilizar condiciones de frontera locales absorbentes (CFA). Estas condiciones
de frontera se construyen como aproximacion de las CFT y permiten pequetios reflejos de
la solucién. En la literatura existente en este campo, cabe destacar el trabajo pionero de
Engquist y Majda [6] para la ecuacién de ondas. También se han obtenido CFA para otras
muchas ecuaciones, como la ecuacién lineal de Schrédinger [1, 2, 3, 4, 7],

yu(z, 1) = %i(amu(x,t) + V(b)) (1)
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donde ¢ y V son constantes reales. En [1, 2, 3, 7] se utilizan diferencias finitas para la
discretizacién espacial de la ecuacién. Es mads, en [2, 3] las CFA son especificas de dicha
discretizacién espacial. Por el contrario, en [4] se construyen CFA para una discretizacién
en espacio mediante elementos finitos lineales. Como se analiza en este trabajo, estas CFA
tienen la ventaja de que se pueden acoplar a una discretizacién mediante elementos finitos
de mayor orden en el domionio interior.

En este trabajo consideramos la ecuacién no lineal de Schrodinger

Opu(z,t) = i(Opeu(x, t) + viu(z, t)Pu(z, 1)), (2)

donde v es una constante real. Para esta ecuacién existen menos trabajos sobre CFA en la
literatura. Una opcién , seguida en [5] y [10] es utilizar para (2) las CFA obtenidas para la
ecuacién lineal de Schréodinger. Sin embargo, los resultados mostrados en [10] no son muy
optimistas. Una alternativa distinta es la considerada en [8], entre otros, incluyendo en la
ecuacion un potencial absorbente. Sin embargo, esta técnica tiene inconvenientes pues se
realiza un cambio artificial en la ecuacion original que se quiere integrar.

En este trabajo integramos la ecuacién no lineal de Schrédinger (2) utilizando elemen-
tos finitos lineales para la discretizacién espacial y acoplamos de manera adaptativa las
CFA obtenidas en [4] para la ecuacién lineal. Ademds, la implementacién de las CFA es
también adaptativa (de forma similar a como se propuso en [3] para el caso lineal). De esta
manera, las CFA van cambiando en cada paso en tiempo teniendo en cuenta la solucién
numérica que llega en ese instante de tiempo a la frontera. Los resultados numéricos son
satisfactorios, obteniéndos resultados de absorcion.

2. Discretizacion de la ecuacion y condiciones de frontera
absorbentes

En primer lugar vamos a considerar la discretizacién espacial de la ecuacién (2) me-
diante elementos finitos lineales. Para ello, sea h = (z, — 2;)/N > 0, y denotemos por
) =z +jh, 7 =0,..., N los nodos de una red del intervalo [z}, x,], en el cual queremos
integrar la ecuacion. Denotemos por p; la funciones de forma y sea

La discretizacién espacial que vamos a considerar en el dominio interior [z;,x,| es por
tanto

Lrd ;4 d j, d i Lo j +1
g (dtuj + 4%u3 + %u] =13 (W =207 + W) + j(un), (3)
para j =1,...,N — 1, donde ¢;(up) hace referencia al término no lineal.

Como ya hemos comentado anteriormente, vamos a acoplar a esta discretizacién de la
ecuacién no lineal (2), las CFA construidas para una discretizacién similar de la ecuacién
lineal de Schrédinger. Estas CFA vienen dadas por

d d
50u1 + 1 %ul = 52u0 + (531}0 + 54@1}0, (4)
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para la frontera izquierda, y

d d
—uN T = GouN 4 830N + 64—V, (5)

SouN "l 4+ 6§
ou o, di

para la frontera derecha. Hemos utilizado la notacién

%uo = (6)
%UN = oV, (7)

Los coeficientes ¢; de estas CFA dependen de ciertos nodos de interpolacion (véase [4]
para méas detalles) y del potencial V' de la ecuacién lineal (1). Puesto que ahora vamos
a utilizar estas CFA para el caso no lineal (2), en cada paso en tiempo vamos a elegir
V = v|u’|?, para un nimero natural J fijo, préximo a N. En cuanto a los nodos de
interpolacién, al igual que se hace en [3] para el caso lineal, van a ser elegidos de manera
adaptativa en cada paso en tiempo.

La discretizacién en espacio (3) junto con (6), (7) y las CFA (4) y (5) nos lleva a
plantear un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

Rgu(t) = Mu(t)+ ¢(u(t))

u(0) = ug (8)
donde
u(t) = [vo(t)a uo(t)7 u' (t), R 7uN(t)7 UN(t)]Tv
w = [0,ud,ud,. .. ud, 0.

Para integrar numéricamente (8) hemos considerado la regla del punto medio implicita,
siguiendo las indicaciones de [9] para su implementacién y obteniendo asi

Upi1 = up+2G, (10)

La resolucién numérica del sistema de ecuaciones no lineales (9) se ha realizado con el
siguiente método iterativo:
k

(R— MGy =

o |

(Mun + ¢(up + GL)) .

3. Experimentos numéricos

Veamos por ultimo los resultados numéricos que obtenemos con el algoritmo propuesto
en la seccién anterior. Tomaremos como condicién inicial

uo(x) = V2 exp(ibz/2) sech(z), x € [—35, 35].

Nétese que el dominio computacional [—35, 35] se ha elegido suficientemente grande para
que contenga el soporte de la condicién inicial. Hemos representado en las Figuras 1 y 2
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Figura 1: Moédulo de la solucién numérica parat =0y t = 3,5
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Figura 2: Médulo de la solucién numérica para t ~ 7,5 y t = 19,5

el médulo de la soluciéon numérica en cuatro instantes de tiempo distintos. Vemos cémo
la solucién viaja hacia la derecha con una velocidad aproximadamente 5 y es absorbida
por las CFA al llegar a la frontera. El experimento numérico es por tanto satisfactorio,
consiguiendo una buena absorcién de la solucién en la frontera. Notese ademds que es-
tos buenos resultados de absorcién son obtenidos sin utilizar informacién a priori de la
solucion, gracias a la técnica adaptativa utilizada.
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