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Resumen

En los problemas de estabilidad BiGlobal en un contexto fluidodindmico se han
encontrado un cierto tipo de condicionantes que todo buen método numérico debe ser
capaz de satisfacer. Por un lado y como condicién més indispensable, se encuentra la
libertad geométrica, es decir, el método debe ser capaz de discretizar cualquier dominio
espacial de forma que no quede sujeto a formas simples o facilmente transformables
a éstas. En segundo lugar se desea que las condiciones de contorno necesarias en
los clasicos problemas de Mecanica de Fluidos sean facilmente implementables. Por
ultimo que el orden del método elegido en la resolucién del problema sea facilmente
variable en funcién de la precision exigida. En este contexto se conoce que la precisién
necesaria crece a través de un parametro que no es otro que el niimero de Reynolds del
problema, y por tanto es muy ventajoso que no se sea el tamano de la malla el tinico
grado de libertad para mejorar la precisién del calculo, ver [2] y [3]. Con todos estos
condicionantes se ha construido un cédigo basado el elementos finitos de alto orden
(hp-FEM) que ha sido aplicado al cdlculo de los valores propios y los modos propios
de algunos problemas clédsicos de la Mecanica de Fluidos como son el movimiento de
fluidos en un conductos.

En los casos aqui presentados, hemos aplicado el método de Arnoldi para el cdlculo
del espectro y los modos propios en los problemas de autovalores generalizados que
aparecen. Como resultados del trabajo se muestran el calculo del flujo base de una
tuberia rectangular y el posterior analisis de estabilidad BiGlobal de dicho flujo base.
Los resultados han sido coherentes y en buena consonancia con los obtenidos mediante
otros métodos en la literatura clasica, ver [1].
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1. Introduccion

La descripcion clasica de la teoria de estabilidad BiGlobal se basa en una perturbacion
lineal de las ecuaciones de Navier-Stokes alrededor de un flujo base (U,V, W), el cual es
una solucién particular de las mismas. El cdlculo de esta solucién particular (U, V, W) se
ha obtenido resolviendo simplificaciones bidimensionales o unidimensionales de las ecua-
ciones de Navier-Stokes mediante una discretizacion de alto orden hp-FEM. Una vez se
ha calculado el flujo base se ha linealizado el problema entorno a dicha solucién mediante
el ansatz:

Ui(l‘,y,Z,t) = UZ(IL‘,Z/) + eai(may)etheiﬁz (1)

p(@,y, 2,t) = P(x,y) + ep(x, y)e' e (2)

Considerando € < 1, tenemos que (u;, p) representan las amplitudes de la perturbacion,

el niimero complejo w contiene como parte imaginaria la tasa de crecimiento y como parte

real la frequencia de dicha perturbacion, por tltimo g = %’: y L, son el nimero de onda

y la longitud de onda de la perturbacion, respectivamente. Al introducir este ansatz en

las ecuaciones de Navier-Stokes y considerar el flujo base como una solucién particular se
llega a un problema de autovalores generalizado del tipo:
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Donde el operador complejo y no simétrico A se define como:
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y no se considerard el convenio de indices repetidos de Einstein para la ecuacién (5).
Por otro lado el operador real simétrico B se define como:
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coRgo
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—
>
N—

donde M representa la cldsica matriz de masas de elementos finitos.
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En la ecuacién (3) el valor propio viene dado por w y el autovector (u, v, w, p) contiene
las amplitudes de las perturbaciones.

La resolucién directa del problema de autovalores generalizado mediante un método
tipo QZ implicaria un coste computacional excesivo para matrices A y B de gran dimen-
sién, es por ello que la metodologia escogida para la resolucion de este tipo de problemas
ha sido un método iterativo basado en la creacién de un subespacio de Krylov conocido
como método de Arnoldi. Para ello en cada iteracion se ha resuelto un problema lineal
que implicaba a la matriz A como matriz de coeficientes y que por tanto obligaba a una
descomposicién LU de la misma al principio del calculo.

2. Discretizacion espacial del problema. Elementos finitos
de alto orden: hp-FEM

La resolucion numérica del problema de autovalores generalizado descrito anterior-
mente, requiere una discretizacién espacial que se hard mediante el uso de una base de
funciones, ®,(x). Algunas versiones de este tipo de cdlculos y discretizaciones cuando las
funciones base son lagrangianas, nodales y de bajo orden se puede ver en [1]. De cualquier
modo la experiencia con funciones de bajo orden muestra que para resolver estructuras
a nameros de Reynolds moderados se requiere de mallas muy finas con el consecuente
consumo de memoria y tiempo de computacién.

En el presente trabajo se propone una discretizacién modal de alto orden basada en
polinomios de Legendre L,(z). El hecho de que sea modal implica que el valor de los
coeficientes de la expansion no tiene interpretacion fisica, por otro lado sabemos que
las expansiones modales tienen estructura jerarquica, lo que implica que un conjunto de
funciones hasta orden P — 1 estd incluida en una expansion de orden P. Una de las
propiedades fundamentales de este tipo de expansiones es la ortogonalidad, que junto con
el hecho de poseer estructura jerarquica da lugar a matrices bien condicionadas [2].

Para problemas como los aqui presentados que implican un segundo orden de difer-
enciacién basta con garantizar que la solucién se halla en H'. Tipicamente, el método
de los elementos finitos resuelve este problema mediante la imposicién de una condicién
de continuidad C? entre elementos vecinos, ello implica que las expansiones globales son
continuas en todo el dominio mientras que la continuidad en la derivada se consigue con
la convergencia, ver [2].

En un intervalo estdndar Q@ = {{| — 1 < £ < 1} una expansién modal de orden p se
denota 1, (z) y se define como

(1-¢ B
2 p=0
wo=1 [5[5 e o<r<r )

En caso de tener elementos que no coinciden con el elemento estandar [—1, 1], serd posi-
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ble transformarlos a dicho intervalo mediante una transformacién lineal. Por lo tanto
unicamente definiremos nuestras funciones base para el intervalo estdndar. Del mismo
modo también es necesario sefialar que dado que los elementos finitos requieren una for-
mulacion tipo Galerkin es necesario elegir un método de integraciéon numérica que en
éste caso sera el de Gauss. Para una situacion multidimensional se puede generalizar esta
metodologia, vy méas concretamente en un caso bidimensional la discretizacién se puede
realizar tanto mediante elementos de tipo triangular o de tipo cuadrildtero. De este modo
las funciones base se pueden expandir a méas dimensiones mediante un producto tensorial
de funciones base unidimensionales ¥ (&1, &2) = ¥p(&1)1¥q(&2).

En el caso de un cuadrildtero estdandar, las coordenadas cartesianas (£1,&2) quedan
definidas mediante contornos constantes Q2 = {(£1,&)| — 1 < &,& < 1}.

Por el contrario, para un elemento triangular estdndar, donde hay una dependencia
entre las coordenadas cartesianas (£1,&) a la hora de definir el dominio, es decir 72 =
{(&1,82)] — 1 < &1,&,& + & < 0}. Un conjunto de funciones base definidas en elemntos
triangulares ha sido desarrollada por Karniadakis & Sherwin [2], presentando la ventaja de
poseer un sistema de coordenadas en el que no hay dependencia entre las coordenadas para
la definicién del dominio. La gran ventaja de ello es la posibilidad de realizar expansiones
multidimensionales mediante productos tensoriales de las elaboradas en una dimension.

La forma de trabajar con elementos triangulares que aqui se propone, ver [2], se basa
en una transformacién de coordenadas, mediante el cambio:

1+&
1-&

m =2 -1, n2 = &o. (8)

Por lo tanto, un paso necesario para realizar un cdlculo mediante elementos finitos hp-
FEM require de diversas transformaciones de los elementos geométricos a los elementos
estandar [—1,1] en el caso 1-D, Q? para el caso 2-D y elementos tipo cuadrildteros y 72
para el caso 2-D y elementos tipo triangular.

2.1. Estudio de la Forma de las Matrices de Masas y Rigidez

A consecuencia de la ortogonalidad de los polinomios de Legendre L,,_; (§) las matrices
de masas y rigidez son, respectivamente, tri- y penta- diagonales. Este tipo de discretizacién
mediante elementos finitos tipo hp—(FEM) presenta en este sentido una gran ventaja
frente a discretizaciones tipo espectral Chebyshev, dado que en este tltimo caso la matriz
de rigidez es densa.

Se consideran las funciones definidas por la ecuacién (7), y se definen las matrices
simétricas M = {M;;}, ;o py R={Rij}, ;_o  p donde

[t O 0y
RIS

1
My — /_ ads Ry de

Se consideran conocidas las siguientes propiedades de los polinomios de Legendre:
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1
2
L,L,d¢ = ——§
/lqu 2p+1p7qa 9

(k+1DLr1(§) = (2k+1DELE(S) — kLr-1(8), (10

2k + DLe(§) = Lia(§) — Ly (6), (11
gr(Ly) = k (12

siendo gr(p) el grado del polinomio p(§) y se denotara g—é con [ o f/(£).

Por otro lado se sabe que si Ly() es el polinomio de Legendre de orden p, entonces
serd un polinomio par si p es par e impar si p es impar. Del mismo modo si L,(§) es un
polinomio par, entonces L, (&) es impar o viceversa.

Teorema. M;; = 0 si i+ j es impar, con 4,j # 0, P
Demostraciéon. Si i+ j es impar, ¢ serd impar o j serd impar. Se puede suponer por
simetria en el razonamiento que ¢ es impar y j par. Se tiene que

1o 52 2
M;j = My 1250 = / ( 1 ) Loy Laj—1d§ =0
1

por ser producto de dos funciones pares y una impar, y por tanto ser una funciéon impar
integrada entre —1 y 1, por lo que la integral se anula.

Teorema. R;; = 0 si i+ j es impar, con 4,5 # 0, P
2

Demostraciéon.Sii, j # 0, P, ¥ (&) = 1;5 Ly—1(§) con k = 1, j por lo que es inmediato
que si k es impar, entonces 9y, es impar y viceversa. Por tanto 1) serd par si y s6lo si k lo
es y serd impar en caso contrario. Por tanto un razonamiento analogo al anterior permite
concluir que si 7 + j es impar, también lo serd el producto v;1; y por tanto la integral se
anulara.

Puesto que ¢, = % y 1/1}3 = —% se obtiene de forma inmediata que R;g = R;p = 0 si ¢
es impar.

Para el célculo de las matrices de masas y rigidez a partir del grado de los polinomios,
tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién. Para cualquier polinomio de Legendre L,(&) se tiene que

1
| taomieras =0
si p(§) es un polinomio de grado g < p.

Demostracion.

Si p(€) es un polinomio de grado menor que p entonces p(§) se puede expresar como
combinacién lineal de polinomios de Legendre de grado estrictamente menor que p. Por
tanto p(§) = > a;L;(€) y ello implica que

1 1 1
2
/1 Lyp(€)de = /_1 > aiLiLydé = o /_1 LiLydé = Zaiai,pm =0

5
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Teorema. [, ¥jb;dé = 0si|i — j| >4, 4,5 #0, P
Demostracion.
Se puede suponer sin pérdida de la generalidad que 7 > j. Entonces

/ ety = / < ‘52) Lioydé = / \Lioyde

donde p(&) es un polinomio de grado j —1+4 = j — 3. Por tanto si i — j > 4 la prueba se
acaba utilizando el resultado de la proposiciéon anterior.

En el caso particular en que ¢ o j sean igual a 0 o P se obtiene el siguiente resultado
cuya demostracién de este teorema es analoga a la del teorema anterior:

1 1
/¢o¢jd5=/ Ypiyde =0 si j>4,j#0,P
~1 ~1

Ahora se ha terminado el andlisis de todos los términos de la matriz de masas ex-
ceptuando la diagonal principal, dos diagonales secundarias a distancia 2 y 4 y algunos
términos dispersos como ¢ = 0, P. Para terminar un simple cdlculo permite asegurar que
en general ningtn otro término de la matriz ha de ser nulo.

Para la matriz de rigidez el razonamiento es muy parecido, basta considerar el siguiente:

Teorema. [! 2:%ide = [ %g/;z;z;jdg Vi,j #0,P

Demostracion.

Basta integrar por partes sabiendo que la funcion 1;(—1) = (1) = 0.

Una vez que se tiene este resultado, la forma de la matriz de rigidez se obtiene de
forma inmediata.

Teorema. fll %1? a{;? d¢ =0sii,j#0,P ysecumple que ¢ > j + 2 o viceversa.

Demostracién.

Usando que la integral del corolario es igual f 1 852 La);d¢ vy sabiendo que 852 Lap; =
L;_1p(&) donde el grado de p(§) es j + 1, con lo que si i — 1 > j + 1 la integral serd nula
como ya se ha probado.

Por dltimo, falta analizar la forma de los términos de la matriz de rigidez cuando
alguno de los indices es igual a 0, P. En estos casos se cumple el siguiente resultado:

Teorema. fll %1? 85? d¢E=0Vj#0,P,i=0,P

Demostracmn

%, por lo que la integral,

1 0
queda como: [, 3% d§ =k - (;(1) —¢j(—=1)) = 0.
Por tanto, los inicos elementos no nulos de la matriz de rigidez R; ; son aquellos donde
|(i — j)| <2, con i,j ambos pares o impares si i, j # 0, Py Roo,Ro p, Rpo, Rp,p.

Como resumen, en las dos siguientes matrices se ha dibujado la forma de los elementos
no nulos de M y R:
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M: L] . L] . L] . L] . L] . R: L] . L] . L] .

3. Aspectos numéricos

Para asegurar la estabilidad de una discretizacién mediante el método de los elementos
finitos de las ecuaciones de Navier-Stokes o problemas derivados de ellas, se sabe que la
condicion de compatibilidad in f — sup debe ser satisfecha entre aquellos espacios donde se
discretiza la velocidad y la presién. En el presente trabajo el nimero de modos empleados
para la discretizacién de la presién p — 1 ha sido rebajado en una unidad respecto al de
velocidad p.

La dimension m del subespacio de Krylov para todos los calculos que se presentan a
continuacién ha sido de 100. Por otro lado, el niimero de elementos de matriz complejos
que se reservan para el calculo del operador A son 4p* N2. De este modo las estimaciones
de memoria RAM en Mb necesaria para llevar a cabo estos cdlculos ha sido

4p* N2 N \? 2N\ 2
o () ()

10242 1024 1024

A consecuencia de todo esto el problema mas grande resoluble en un PC con 4 Gb de
memoria RAM viene determinado por la condicién N.p? < 8000.

4. Aplicacion.

En este caso se considerard un flujo base unidimensional (0,0, W) creado en una tu-
beria de seccion triangular o cuadrada que se extiende a lo largo del eje Z con gradiente de
presién favorable y constante. El caso triangular el dominio estard formado por los pun-
tos interiores al triangulo definido por los puntos I'y = {(1,—1),(-1,1),(—1,—1)}. Para
obtener el flujo base se resuelve numéricamente la ecuacion de Poisson,

VW (z,y) = —2, W(z,y)r, =0, (14)
El andlisis de dicho flujo base contiene, como se puede ver en las ecuaciones (4)-(5),
una pareja de parametros libres: Re y 3. En nuestro caso se han realizado analisis para
un amplio rango de valores de § € (0,25) y Re < 1000. Por otra parte, en el caso de una
tuberia rectangular también se podria hablar de un tercer parametro geométrico como es
el aspecto geométrico A, que no es otra cosa que el cociente entre los lados del conducto.
La convergencia en el calculo de los autovalores se consigue tanto mediante un aumento
del ntimero de elementos h, como del orden polinémico p, ver tabla 1.
En la figura 1 se puede puede ver la forma de las componentes de los modos asociados
al autovalor menos estable en el caso de tener contorno triangular.
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Wr Wi
0.5982952805 -0.1374149414
0.5941884517 -0.1405027982
0.5941712455 -0.1404787289
0.5941885554 -0.1405012287

p Wy Wi

8 1 0.5991425642 -0.1490564284
12 | 0.5941967173 -0.1404610035
16 | 0.5941885536 -0.1405012852
20 | 0.5941885590 -0.1405012304

[l e el
=R N N B
0 =~ o T

Tabla 1: Autovalor menos estable en el caso de una tuberia cuadrada A = 1 a Re =
100, 8 = 1, para diferentes valores de h y p. El valor de referencia para estos pardmetros
[4, 5] es w = 0.594177-0.140507 1.

Lo : e
I B ET) | R G -

Figura 1: Componentes de la velocidad y presién del primer modo propio obtenido en un
conducto triangular. Parte superior izquierda u, superior derecha v, inferior derecha w,
inferior izquierda p
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