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Resumen

En esta contribucién presentamos un resultado de existencia de solucién para un
sistema no lineal de ecuaciones en derivadas parciales parabdlicas. El modelo deri-
va de las ecuaciones de Maxwell en conductores para corrientes de baja frecuencia
para el campo magnético, acopladas con un problema de Stefan para la temperatura.
Este sistema ya fue considerado por los autores en [4], pero sus limitaciones impedian
considerar tanto materiales con varios cambios de estado como con conductividad
térmica dependiente de la temperatura. Para obtener el nuevo resultado de existen-
cia, se parte del sistema truncado y se considera una semidiscretizacién en tiempo
totalmente implicita. El problema térmico semidiscreto puede reescribirse como una
inecuacion variacional de segunda especie. Se obtienen estimaciones de la solucién
del problema truncado independientes del pardametro de truncamiento mediante una
téenica que adapta el método de [5] al caso de materiales con varios cambios de estado.

1. Introduccion

En este trabajo consideramos el siguiente sistema no lineal de ecuaciones en derivadas
parciales de tipo parabélico, planteadas en un dominio de R3:

O(pu(z)h) +V x (ﬁv X h) =0 en 2x]0,T7, (1)

1
o(x,0)

e — V- (k(x,0)V0) = |V x h|? en Qx]0, T, (2)
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donde la entalpia e viene dada por
e(x,t) € g(x,0(zx,t)) c.p.d. en 2x]0,T7. (3)

Este sistema aparece cuando se modela la transferencia de calor en problemas donde
la dependencia térmica de la conductividad eléctrica y el efecto Joule son importantes. La
ecuacion (1) es la formulacién del modelo de “eddy current” en el dominio del tiempo. Se
obtiene de las ecuaciones para el electromagnetismo de Maxwell despreciando el término
del desplazamiento eléctrico en la ley de Ampere. La ecuacién (2) es la ley de transferencia
del calor en la que la fuente de calor es debida al efecto Joule. La entalpia dada por (3)
puede ser una funcién multivaluada y modelar asi cambios de estado.

Una primera dificultad es la presencia del operador multivoco g(x, -). Diversos autores
han estudiado en [2], [3] y [7] ecuaciones parabdlicas no lineales que generalizan nuestra
ecuacion térmica aisladamente. En particular, Grange-Mignot [10] considera una ecuacién
del tipo d(Bu)/dt+ Au = f, siendo A y B subgradientes de funciones continuas convexas.

En segundo lugar, el término fuente de la ecuacién térmica solo estd en L'(Q2x]0, T[) ya
que el espacio natural para la solucién h es L2(0, T; H(curl : Q)). Esto obliga a truncar el
término fuente y obtener estimaciones para la solucion del problema truncado. Aunque en
[1], [3] ¥ [8], se considera un término fuente suficientemente general para englobar nuestro
caso, su operador B es univoco e independiente de x.

En tercer lugar, la presencia de varios materiales impide emplear la transformacién de
Kirchoff para transformar el problema térmico en uno maés simple.

Por 1dltimo, el acoplamiento del problema electromagnético y el térmico origina nuevas
dificultades (los trabajos anteriormente citados no consideran el sistema acoplado). Los
autores probamos en [4] un resultado de existencia de solucién para el sistema acoplado (1)—
(3) cuando la conductividad térmica k solo depende del punto x. Dicho resultado pasaba
por demostrar la existencia para el sistema truncado a través del teorema de punto fijo de
Schauder, lo que requerfa la unicidad de solucién del problema térmico (véase [7]). Esto
impedia considerar una conductividad térmica dependiente de la temperatura y el punto.

En esta contribucién presentamos un resultado de existencia que parte de un nuevo en-
foque. Para el sistema truncado se considera una semidiscretizacién en tiempo totalmente
implicita. Asi, el problema térmico puede reescribirse como una inecuacién variacional de
segunda especie, para la cual hay existencia y unicidad de solucién.

Para obtener estimaciones de la solucion del sistema acoplado y truncado independien-
tes del pardmetro de truncamiento, usamos la adaptacién del método de [5] hecha en [4]
para el caso en que g(z,-) es maximal monétono y constante por subdominios.

Este nuevo resultado es valido también cuando la entalpia tiene varios cambios de
estado. La dificultad aparece a la hora de probar la convergencia puntual de la temperatura
en el parametro de truncamiento. Se dispone tanto de estimaciones para la temperatura
y su gradiente espacial como para la derivada temporal de la entalpia, pero ésta no es
funciéon univoca de la temperatura. Esto impide combinar las estimaciones para aplicar
los teoremas de compacidad usuales en ecuaciones parabdlicas. En [4] desarrollamos una
técnica que permite soslayar esta dificultad cuando g(z, ) es constante por subdominios y
tiene a lo sumo un solo salto. En esta contribucién hemos extendido dicha técnica al caso
en que g(zx,-) tiene un numero finito de saltos.
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2. Planteamiento del problema

Tomamos como € un dominio acotado en R3 con frontera I' Lipschitz. Denotamos
Qr = Qx]0,T[. Para poder trabajar con varios materiales, suponemos que ) se puede
descomponer como ) = Uﬁ\ilﬁi donde los subdominios €2;, i = 1,..., N, son disjuntos y
tienen frontera Lipschitz. Cada €; es la parte de €2 ocupada por el material i-ésimo.

2.1. Hipdtesis sobre los coeficientes

Pretendemos modelar un medio con varios materiales: tomamos una funcién g : 2 — R
medible y constantes p., pu* tales que

0 < py < pfz) < p* c.p.d. en . (4)

Nos interesa que las conductividades térmica y eléctrica de los materiales dependan de la
temperatura y estén acotadas por valores positivos: tomamos funciones de Carathéodory
k,o:Q xR+ Ry constantes k., k*, 0., c* tales que

0< ks <k(z,s)<k™ VseR, cp.d.en. (5)
0<o.<o(x,s) <o" VseR, cpd. en Q. (6)

La mejora con respecto a [4] consiste en que la conductividad térmica puede depender
simultdneamente de la temperatura y del material.

2.2. Hipodtesis sobre la entalpia

Para el material i-ésimo, supondremos que la entalpia viene expresada por el operador

g; que permite varios cambios de estado. En concreto, para cadai = 1,..., N, supondremos
que g; es un operador maximal monétono con D(g;) =Ry R(g;) = R.
Consideremos los puntos (no nulos) 6;1 < ;2 < ... < 6; p, de posibles discon-

tinuidades de g;. Supondremos que: a) las restricciones Gil(—c0, 0;1)> Jil(6:, 0;;41) PAT
j=1,....Di =1y gi|(6; p., +o0) Son Lipschitzianas; b) ¢;(0) =0y c) la inversa j; = (g;) "
es univaluada y Lipschitziana.

Bajo estas hipétesis, definimos el operador sobre todo el dominio mediante g(z,-) =
gi, Vr € Q;. Ademés, definimos el operador (multivaluado) para la entalpia en L?(Q) por

e€ G(f) siysolosi e(z) € g(z,0(x)) c.p.d. en Q.

2.3. Hipdtesis sobre las condiciones iniciales y de frontera

Supondremos que la frontera I" se divide en dos partes, I'c y I'p medibles y disjuntas,
para considerar dos tipos de condiciones de contorno para el problema electromagnético:

hxn=f sobre I'px]0, T7, (7)
(Vxh)xn=0 sobre I'c:x]0, T, (8)

El espacio natural para el problema electromagnético es

V =H(curl: Q) = {f e L*(Q) : V x f € L*(Q)}
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siendo L2(2) = [L?(Q)]?. Las funciones de V con condicién Dirichlet nula en I', pertenecen
al espacio

Vo= {f eV:fxn=0en [H&)l/z(FD)]s}

Respecto al dato f de la condicién Dirichlet electromagnética, supondremos que existe un
campo hg € L*(0,T5V) N C%([0, T]; L?(R)), con d;(uhe) € L*(0,T; V() tal que

he x n = f in L?(0,T; [Hy, /> (Tp)P?). (9)

En el problema térmico, tomamos una condicién Dirichlet nula sobre toda la frontera.
Las condiciones iniciales seran

h(0) = hy € L*(Q), e(0) = eg € L'(Q). (10)

3. El problema débil, el truncado y el semidiscretizado

Usando una férmula de Green obtenemos el siguiente problema débil acoplado:
Hallar h € L*(0,T;V), 6 € L*(0,T; WOM(Q)) ye€ LYQr), con a € (1,00), tales que:

d 1
dt/,uh V—I—/QM(VXh)-(VXV)—O Vv € Vo,

hxn=f en L2(0,T; [Hy'*(Tp)P?), (E)
h(0) =hy en L2(9),
( /ew+/ V@-Vw:/L]VXhIQw VweW&’al(Q)ﬂL“(Q),

Q

o(6)
c.p.d. en [0,T] (T)

6(0) =e¢ en W75(Q), conse(1,3), s<a.

El término debido al efecto Joule pertenece al espacio no reflexivo L' (Qr). Para sosla-
yar esta dificultad, tomamos la funcién de truncamiento 7s(s) = méx(—M, min(s, M)).

Para cada M € N, el problema truncado (Epg, Tn) se obtiene de (E, T) buscando
la temperatura 6y € L%(0,7; HL(2)), la entalpia epr € HY(0,T; H-H(Q)) N L?(Qr), el
campo magnético hys € L2(0,T;V) y

» cambiando la fuente de calor térmica, en L'(Qr), por =Ty (|V x h|?) € L>(Q7),

» tomando la funcién test w € H}(Q) y

» cambiando la condicién inicial, ey € L!(£2), por una funcién e}! € L°°(Q) con e} €

GO y ) € HY(Q), tal que Mh’nl el =egen L1(9).

Nos interesa discretizar en tiempo el sistema acoplado para abordar su estudio. Toma-
mos un intervalo temporal [0, 7] y una particién IT = {t¢,...,tx} con paso At. Para cada
n=20,...,N —1, el problema acoplado truncado y semidiscretizado en tiempo se
define como sigue:
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Hallar W1 €V, 071 € H}(Q)) y e}\‘jl € L?(), tales que

1
- hn+1 n /
At /Q:u( M v+ Qo 9n+1

h? xn =" en [H001/2(FD 13,
(

L/(e?{fl —e}})w—i—/ k(O VO Vw =
At 0

%TM(\V x ) w Yw € HY(Q), (Ta,at)
o0y )

(V xhifh) - (V xv) =0 Vv e Vo,

(En,at)

(
)

n+1 c G(en—l—l)

El dato Dirichlet se define como f"1 = - ftt:“ f (integral de Bochner en [H, / (T'p)]3).
M

Los valores iniciales se toman como hY, = hy en L%(Q2) y €3, = e} en LOO(Q).
4. Existencia de solucion para el problema truncado y semidis-
cretizado

A lo largo de esta seccién tomamos un valor para M € N, At >0y n € {0,...,N—1}
fijos. Definimos la funcién S; : v € L(Q2) — h, € V solucién de

1/ / 1
— [ uh, =07 v+ | —(Vxh)-(Vxv)=0 Vv e Vo,
At QM(’Y M) QO-(’V)( “/) ( ) 0

h, xn=f""en [HO_Ol/2(FD)]3,
Definimos las funciones Sy : v € L'(Q) — 6, € H} () y S3 : v € LY(Q) — e, € L*(Q)

como las soluciones de

1
— / (ey —€lyp) w + / k(y)Vl, - Vw =

/ L (Y x Si())w Y e HYQ),  (Tarany))
ao(y)

(Eaac(v))

ey € G(65).

Dada v € L'(€), se tienen los siguientes resultados:
Lema 1 El problema (Ena¢(7)) tiene una dnica solucion en V.
Basta con escribir un problema con condiciéon de contorno homogénea en la variable fl,y =
h, — h?“, siendo he" ! = ﬁ ftizl“ hg, y aplicar el lema de Lax-Milgram.
Lema 2 El problema (T ac(v)) tiene una tinica solucién en HE(2) x L?(€2).

Como G es la subdiferencial de una funcién convexa y continua @ : L?(Q) +— R (véase [4]),
el problema (Taza¢(7)) equivale a hallar 6, € H{ () solucién de la inecuacién variacional
de segunda especie,

K8, =0) + 5 (Blitw) ~ B(i(6,)) >
1 1
At/eM(w 6,) + Q—a( MV x S1(M ) (w —0,) Yw € Hy(Q).

ot
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donde i es la inclusién de H{(2) en L?(£2). Aplicando el teorema 1.4.1 de [9] deducimos la
existencia de solucién tnica.

Lema 3 El conjunto S1(L*(Q)) estd acotado en V y Sy : LY(Q) — V es continua.

Lema 4 El conjunto So(L'(Q)) estd acotado en HE(Q) eio Sy es continua de L*(2) en
L3(9).

El estudio de la continuidad de S5 presenta la dificultad de pasar al limite en el término
Jo k(¥)VOy - V(w — 6,) de la inecuacién variacional. Por este motivo, usamos un truco
analogo al de Minty para obtener una inecuacién equivalente donde se ha sustituido el
término anterior por [, k(y)Vw - V(w — 6,).

Lema 5 El problema acoplado truncado y semidiscretizado (Earar)-(Tarae) tiene al
menos una solucion.

Gracias al teorema de punto fijo de Schauder, la aplicacién i o Sy : L%(Q) +— L2(f) tiene
un punto fijo 67,1, La solucién del problema es la terna (Sq (65, 1), Sa(05/1), S3(07 ).

5. Estimaciones a priori para el problema truncado y semidis-
cretizado

En esta seccién obtendremos estimaciones a priori para la solucién (Easa¢)—(Tas,at)
que nos permitan pasar al limite en el pardmetro At. Las estimaciones para la parte
electromagnética se escribirdan para fl’]}jl = h’;}'l — h?“, ya que cumple la condicién
Dirichlet homogénea.

Lema 6 Para 0 < At < u,o*, se tiene que max |]f17]\‘4\\L2(Q) <C(T),
0<n<N

S 2 N [|ehas ! — By |
nt < —_—" < .
Ath::OHVth f20) <CT) Ath:;) N Vé_C‘(T)

Estas acotaciones se obtienen de forma estdndar usando un lema de Gronwall discreto.

Lema 7 Se tienen las siguientes acotaciones, siendo Cpr(T') una constante dependiente
de M yT e independiente de At:

N-1
At 2:0 V03 T2y < Cur (D), o AX, lledsllrz2) < Cu(T),

N-1 N-ly ntl _ g2
At Z% lei 1720y < Cu(T), At Z:o MTtM . < Cu(T).

Para las acotaciones de la temperatura usamos que G es una subdiferencial y para las
de la entalpia las propiedades de g; y la forma fuerte de (Taz,a¢(7))-
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6. Existencia de solucion del problema acoplado truncado

En esta seccién esbozaremos la construccién de una solucién del problema (Eng, Th)
mediante paso al limite cuando At tiende a cero.

Definimos las funciones mazhys 10,7 — Vo, matbar 210, T) — HY(Q) y macens )0, T] —
L?() mediante

machp(t) = B mafur (1) = 0L, marens(t) = €Y, parat, <t <tny

y las funciones Aashyy : [0, 7] — L2(Q) y Aasens : [0, 7] — L?(Q) mediante

t—1y, = ~ t—1
Atn (Wt =hY)), Aaren(t) = e+ T(ehft—ehy) para ty, <t < tiq.

AAtflM(t) = ~?V[+ At

Usando las acotaciones anteriores y el lema de Aubin-Lions se deduce que existe una
sucesién pasos de tiempo Af, que tiende a cero de forma que las sucesiones de fun-
ciones, que seguimos denotando por ﬂAtﬁM, TAtOr, TAEM, AAtﬁM, Aaseps, conver-
gen a unas funciones hy € L2(0,T; Vo) N L®(0,T;L2()), 0y € L0, T; H}(Q)) y
en € L0, T; L2(Q)) N HY(0,T; H~1(Q)) en las siguientes topologias:

machys — hyy en L2(0,T; V) débil, (11)
pAahy — phyy en HY(0,T; Vi) débil, (12)
matfar — O en L2(0,T; HY(Q)) débil, (13)
maten — ey en L2(0,T; H1(Q)) fuerte, (14)
Aacens — epr en L2(0,T; H1(Q)) fuerte, (15)
Aaterr — epr en HY(0,T; H71(Q)) débil y en L?(0,T; L*(R2)) débil. (16)

Las convergencias (13) y (14) permiten pasar al limite en el operador maximal monétono
G y, junto con la fuerte monotonia de GG, implican la convergencia

Ay — O en L2(0,T; L?(Q)) fuerte. (17)

En lo sucesivo escribiremos At — 0 en vez de At;, — 0. Veamos cémo pasar al limite
en tiempo en el problema (Ejsa¢). Se comprueba que la funcién hy = hy +h ¢ estd en
L2(0,T;V) N C([0,T};L3()) y que &(uhyy) € L*(0,T; V). La funcién hy, satisface la
condicién Dirichlet (7) y, gracias a (12), la condicién inicial de (Enp).

Para pasar al limite en la formulacién débil de (Eps a¢), se toman funciones arbitratrias
v € Vg, ¢ € D(]0,T]) y se toma Até(t,+1)v como funcién test. Se suma en n y se utilizan
las ecuaciones (11), (12), (17) y la regularidad del dato hg.

Para pasar al limite en (T a¢), debido a la no linealidad del término fuente, se precisa

V X madhyr — V x hyy en L2(0,T; L2(Q)) fuerte. (18)

Esta convergencia se demuestra de forma parecida a la demostraciéon de la convergencia
fuerte de la aproximacién de Galerkin (ver [6, Cap. XVIII ]). Tras utilizar las convergencias
(13), (16), (17), (18) y la regularidad de h¢, podemos afirmar la convergencia de la parte
térmica. Por tanto, (has, O, enr) es una solucién de (Eara)—(Tar,at)-

7
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7. Existencia de solucién para el problema débil acoplado

Se siguen los pasos de [4] para obtener estimaciones independientes de M para la
solucién de (Enp)—(Twm). En el citado articulo se obtiene la convergencia puntual de 0,/
construyendo, para cada i € {1,..., N}, dos pares de funciones (gx,px), k& = 1,2, con
qr € C'(R) convexa y py Lipschitziana, de manera que

qr(enr) = pe(0ar) cp.d.en Q; x (0,7)

Usando las estimaciones independientes de M se prueba que pg(0p7) estd acotado en
L0, T; Wha(€;)). Ademds, d,qx(enr) estd acotado en L0, T; W—14(€),)), con a € (1,5/4).
De lo que se deduce que pg(67) converge puntualmente. En [4] se divide R en dos interval-
os I e I y, para cada Iy, k = 1,2, se construye un par (gx, px) en las condiciones anteriores
y que ademads cumple que

Pk |1, €8 una biyeccién continua de I sobre py(R) y (pkuk)_l opr =Ty, (19)

siendo 77, la proyeccién sobre I, de lo que se deduce la convergencia puntual de 6j;.
Los autores han conseguido extender esta demostracion al caso de que la entalpia

tenga varios puntos de discontinuidad, 6;1 < 0;2 < ... < 8; p,. Esta extensién consiste en

construir para cada uno de los intervalos Ij, de R delimitados por 60; ;, j = 1,...,D; y 0, un

par (qx,pr) que cumple (19).
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