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Resumen

En este trabajo consideramos un problema Rayleigh- Bénard 2D y estudiamos el
control éptimo de flujos termoconvectivos inducidos por gradientes de temperatura
horizontales. El control se ejerce mediante un flujo de calor en la parte superior de la
frontera del dominio. Situamos el problema en un marco teérico en el que se demues-
tra la existencia de control 6ptimo y se encuentran las condiciones de optimalidad.
Calculamos numéricamente los estados controlados con un método de Chebyshev co-
locacién. El control obtenido elimina las soluciones formadas por uno o varios rollos,
es decir, elimina la formacién de estructuras no deseables y reduce considerablemente
la vorticidad del fluido. Dos rollos, uno sobre otro es el nuevo estado bajo control.

1. Formulacién del problema

El dominio fisico considerado es un recténgulo Q = (0,7) x (0,1). La parte superior
del recinto estd abierta a la atmdsfera donde la temperatura es Ty y la parte en la parte
inferior el fluido es calentado imponiendo un decrecimiento lineal desde una temperatura
maxima T4 en = 0 hasta una temperatura minima 7Ty, en x = . Definimos AT =
Tmsx — To and ATy, = Tinax — Tmin- Las ecuaciones de estado que gobiernan el sistema,
una vez adimensionalizadas y considerando su versién estacionaria son las ecuaciones de
continuidad, calor y Navier-Stokes con aproximacién de Boussinesq

V-u=0, (1)
u- Ve - v =0, (2)
(u-V)u+ Pr(Vp—V?u— ROe,) =0, (3)
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junto con las condiciones de contorno:

Uz =uy, =0, 0,0©=0en x =7, =0, (4)
Ug=u, =0, ©—0; =0 en z =0, (5)
u, =0, O,up, =0, 0,0 +BO —-Bh=0 en z=1, (6)

donde u, y u, son las componentes de la velocidad u del fluido, © la temperatura, p la
presién, x = (x,z) son las coordenadas espaciales y t es el tiempo. ©!(x) es una funcién
casi lineal tal que, 9,01 2=0,y = 0. Introducimos los siguientes pardmetros adimensionales:
Pr, nimero de Prandtl, R, nimero de Rayleigh y B, ntimero de Biot. h es el flujo de calor
que nos va a permitir plantear el control 6ptimo.

1.1. Notacién

Definimos los siguientes subconjuntos de la frontera

Iy={x€dN:z2=0U{xecd:x=n}, (7)
I ={x€d:z=1},To={x€dQ:z=0},[ =TyUT; UT. (8)

Los siguientes espacios
Vi={veH(Q):V-v=0,v[p, =0 v:lp, =0},

%:{weHl(Q)3w|r2:0},V=V1><V27 Z=V +(0,0).

Y las siguientes formas bilineales y trilineales Definimos las siguientes formas bilineales y
trilineales:

ap(u,v) = /Pr(Vu)-(VV)dQ Vu,vEHl(Q),
Q
a1(0,9) = /ve-wda VO,y € HY(Q),
Q
c(u,q) = —/qV-udQ VueHl(Q),Vq € LQ(Q),
Q

bo(u,v,w) = /(u-V)v - wdf) Vu,v,wc H(Q),
Q

b1(u,0,9) = /Q(u-V@)z/de VuecH(Q),V0,yc H(Q).

1.2. Lemas

Para situar nuestro problema en las hipdtesis de la Ref. [2] es necesario demostrar dos
lemas previos.
Lema 1. El problema (1)-(6) tiene la siguiente formulacién variacional:
encontrar (u,©) € V + (0,0) tal que

ap(u,v) + bp(u,u,v) +a(Oe,,v) =0 VvevVy, 9)
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al((—)’w) + bl(u7@7 1/}) + B(@ - h7¢)F1 =0 v w € VQ' (10)

Demostraciéon: En el problema (1-6), condiciones generales Neumann serian
0,0 =d on Iy, 0hu, = f on I'y, (11)

cond € H-Y2(Ty) y f € H'/2(I'y). La formulacién débil de este problema es: Encontrar
(u,0) € Z tales que

ao(u,v)+bo(u,u,v)+a(@ez,v) =< fvv’F1 >1 VV€V1, (12)

a1(®7w) =+ bl(uvng) + B(@ - h7¢)f‘1 =< d7w|F0 >0 v ¢ € ‘/21 (13)

donde <, > es el producto dual entre H~1/2(I';) y H'/2(I'}) y <, >¢ es el producto dual
entre H—1/2(Ty) y H'/?(Iy). La prueba est4 basada principalmente en la férmula de Green.
En el caso que nosotros estamos considerando, la formulacién variacional se reduce a las
ecuaciones (9-10).

Para la forma trilineal by(-, -, ), tenemos los siguientes resultados.

Lema 2. Para u,v,w € H'(Q2), la forma trilineal by(-, -, -) satisface

bo(u,v,w)| < Csllully [[v]y [[w]l, (14)
Ybo(u,V,W)+b0(u,W,V) = 07 (15)

parauy w € V.
Demostracién: La primera desigualdad se sigue de la desigualdad de Holder. Obtenemos

[bo(u, v, w)| < [[al L4 [V V]2 [Iwll s < Cslfally vy W]l -
La segunda desigualdad se sigue de la férmula de Green y de las condiciones de contorno

bo(u,v,w) +bp(u,w,v) =(u,V(v-w))=(n-u,v-w)r =

/ Uy (Vpwy + vaw,)dl = 0. (16)
I'

Del lema 2 se sigue que
bo(u,v,v) =0parauy v € Vy. (17)

A partir de aqui los principales teoremas pueden probarse siguiendo la referencia [2].

1.3. Existencia de soluciones

Teorema 1 (Ito & Ravindran)[2]. Dado h € L?(T'), existe una solucién débil (u, ©) € Z
de (9-10) y B
I(w.O)ll; < C(lIAllo,r, +[[©]],)

Ademss, si h(z) y ©'(z) estdn acotadas por debajo por ©1 y por arriba por O, en casi
todo punto, entonces ©1 < O(x) < O9 para casi todo punto en  y cada solucién.
Teorema 2 (Ito & Ravindran)[2]. Si h(x) y ©!(x) estéan acotadas por debajo por ©; y
por arriba por ©; en casi todo punto y si ‘@2 — @1’ es suficientemente pequeno, entonces
(9-10) tiene una tunica solucién en Z.
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2. Problema de control 6ptimo

Consideramos el siguiente problema de control 6éptimo:

1 J
Minimizar J (u,©,h) = 2/ |V x u?dQ + 2/ h%dTl, sujeto al estado
Q r

V-u=0, (18)
u-VvVe - V20 =0, (19)
(u-V)u+ Pr(Vp—V?u-— ROe.) =0, (20)

junto con las condiciones de contorno:

Uy =u, =0, 9,0 =0 on Iy, (21)
Uy =u, =0, ©—01=0 on Iy, (22)
uy, =0, O,up, =0, 0,0+ BO —Bh=0 on I'y, (23)

donde h es el flujo control de temperatura. En el funcional coste J, el término ¢(u, ©) =
Jo IV x ul?d) se denomina enstroffa y es una medida de la vorticidad w = V X u en
el flujo, el término fF1 h2dl es la medida de la magnitud del control, y el pardmetro de
penalizacion § permite ajustar la magnitud de ambos términos en el funcional coste.

2.1. Notacion

Denotemos por C a cualquier subconjunto cerrado convexo de L?(I'1). Introducimos el
conjunto X = Z x C y el espacio de soluciones S(h)

S(h) ={(u,0,h) € X : (u,0) satisfaciendo (9-10)} .
Definimos la funcién E : X — Y = V*, que representa el lado izquierdo de las ecuaciones
de estado (18-23) y donde V* es el espacio dual de V. Usando el producto dual en V* x V|

(-,-), definimos la siguiente forma para x = (z,h) = (u,0,h) € X y (v,p) € V

<E(X)7 (V7¢)>V*><V = a(z, (Vﬂ/))) + b(u7 Za(v7¢)> + B<@ - h’v 1/1)F1 + &(@ez, V) (24)

donde & = —PrR, a es la forma bilineal a(z, (v,)) = ao(u,v) + a1(0,9), y b la forma
trilineal b(u, z,(v,1))) = bo(u,u,v) + b1 (u,0, ).
Definimos la funcién de vorticidad
o(z):z=(u,0) € Z — R", pu,0)= / |V x u|?d
Q

por lo que el funcional coste queda

1 o
J (u, o, h) = 54/7(11,@) + 9 ||h”(2),F1 :
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2.2. Existencia y condiciones de optimalidad

Siguiendo la linea de [2] se prueba la existencia de soluciones éptimas para el problema
de minimizacién (18-23) y establecen las condiciones necesarias de optimalidad.
Planteamos el problema de control en el siguiente marco abstracto:

Minimizar J (x), x € X sujeto a E(x) =0,

Teorema 3 (Ito & Ravindran)[2]. Consideramos el problema de minimizacién
o 1 52
Minimizar J (u,0,h) = §¢(u,@) + 3 IA115.r, » (25)

para (u,0,h) € S(h) xC,

donde C es un subconjunto cerrado convexo de L?(I'1). Supongamos que la funcién ¢
es convexa, semicontinua inferiormente y satisface p(z) < ¢; ||z]|7 + c2 for ¢1, ¢z € RY.
Entonces el problema de minimizacién tiene una solucion.

Denotemos por x* = (z*,h*) = (u*, 0%, h*) un par éptimo de (25). En el siguiente
teorema se establecen las condiciones necesarias de optimalidad.
Teorema 4 (Ito & Ravindran)[2]. Supongamos que x* es un punto regular en el sentido
de que
0€ int {E'(x*)(v,¢,n—h"):(v,)) e VyneC}, (26)

donde int denota el interior del conjunto y E’ es la derivada de Fréchet de E. Entonces
existen multiplicadores de Lagrange (w, \) € V tales que

a((w; A), (V1)) + b(v, 27, (W, A)) + b(u”, (v,¢)), (w, A)) (27)

+{(¢'(2*), (v))) + B(¥, N, + 6(w,ge.) = 0

para (v,i0) € Vy (6h* — BA,n —h*)r, =0Vn eC.
Si ¢ = L3(I'1), introduciendo la presién p y la presién adjunta 7, las condiciones
necesarias de optimalidad son

ag(u,v) + bo(u,u,v) + ¢(v,p) + a(Oe;,v) =0 VvevVy,
c(u,q) =0 Vq € Li(Q),
a1(0,¢) +b1(w,0,¢) + B(® —h,¢)r, =0 V¢ els,
ap(w,v) + bo(u,v,w) + bo(v,u,w) + b1 (v,0,\) + Pre(v,n) +
(Vxu,Vxv)=0 Vv eV,

c(w,q) =0 Vg € L3(Q),
a1(A, ) + bi(u, A) + a(w.ve;) + B\ ¢)r, =0 Vyels,
(6h— B\, =0 Vg € C.
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Figura 1: a) Isotermas para un flujo lineal no controlado; b) campo de velocidades corres-
pondiente; c¢) isotermas para un flujo lineal controlado para § = 5 - 10~%; d) campo
de velocidades correspondiente. Los parametros son B = 0,3, v = 11,76, R = 2800 y
ATy /AT = 0,08.

3. Resultados numéricos

Hemos resuelto numéricamente Eqgs. (1-3) junto con las condiciones de contorno (4-6)
por un método de Chebyshev colocacién. La no-linealidad ha sido tratada con un método
iterativo tipo Newton. Detalles del método numérico pueden encontrase en [1, 3, 4].

3.1. Soluciones sin control

Una de las soluciones encontradas se muestra en las figuras la (isotermas) y 1b (campo
de velocidades) y aparece para valores grandes de v (y > 9). El campo de velocidades
estd formado por varios rollos corrotativos. Este tipo de estado se denomima flujo lineal
-tal y como se describe en la referencia Ref. [5] - porque los gradientes de temperatura
vertical tienen el mismo signo a lo largo del eje x. La enstrofia para este estado es 4, 44.
Este estado es calculado usando h = 0, asi de aqui en adelante nos referiremos a el como
estado no controlado.

3.2. Soluciones con control

Como en el caso anterior, las condiciones de optimalidad han sido resueltas numérica-
mente por un método de Chebyshev colocacion.

Calculamos numéricamente las soluciones controladas del estado expuesto en la seccién
anterior. El estado controlado para § = 5-10~% se muestra en la figura lc (isotermas) y
1d (campo de velocidades). Los rollos corrotativos han desaparecido y la enstrofia toma
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Figura 2: Funcién control h para B = 0,3, v = 11,76, R = 2800, AT,/AT = 0,08 y
§=5-10"%

ahora el valor 0,04. Dos rollos, uno sobre otro, con una velocidad pequeiia (O(1072)), es
el nuevo estado bajo control (ver figura 1d).
En la figura 2 se representa la funcién de control h para un flujo lineal y § = 5- 1074,

4. Conclusiones

Hemos tratado un problema de control éptimo en un problema de Rayleigh- Bénard
2D con gradiente de temperatura horizontal. El mecanismo de control considerado es un
flujo de calor a través de una parte de la frontera. Por una parte hemos desarrollado un
estudio tedrico de la existencia de control éptimo y encontrado las condiciones necesarias
de optimalidad en el caso de condiciones de contorno Neumann para la temperatura. Por
otra, hemos resuelto numéricamente dichas condiciones de optimalidad y obtenido estados
controlados que minimizan la vorticidad del fluido eliminando estructuras no deseadas
(como los rollos corrotativos) que se obtenian para los estados sin controlar.
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