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Resumen

En este trabajo expondré algunos resultados recientes acerca de polinomios or-
togonales con respecto a un producto escalar no estandar que involucra medidas de
soporte no acotado.

1. Introduccion

Consideremos el producto escalar no estandar

(v )s = / p()q(z)dpo(x) + A / P (@) (@)dus(2), A>0 (1)

donde p; ¢ = 0,1 son medidas con soporte en el eje real y p,q € P donde P es el espacio
de los polinomios con coeficientes reales. Claramente el producto escalar (1) no satisface
la propiedad (zp,q) = (p,zq), y de ahi, su denominacién de no esténdar ya que los
polinomios ortogonales respecto a (1) no satisfacen las propiedades que para polinomios
ortogonales sobre la recta real se deducen de ésta como, por ejemplo, el satisfacer una
relacién de recurrencia a tres términos. Los polinomios ortogonales con respecto a (1)
se llaman polinomios ortogonales de Sobolev. El apellido Sobolev estd motivado por la
presencia de las derivadas en la segunda integral y suponiendo sop(u;) = I C R se puede
construir el espacio de Hilbert, llamado espacio de Sobolev (ver [8]),

W2 (D) =1{f: feLl? (I).f e L2 (ILIIfl% = (f. f)s < +o0} .

Estos polinomios han sido objeto de estudio fundamentalmente durante los tltimos 30
anos. Por tanto, existe una amplia literatura acerca de ellos (el lector interesado puede
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consultar los surveys [14], [15] y mas recientemente para el caso de medidas de soporte no
acotado [13]). Sin embargo, es posible enumerar grandes lineas donde todo estd préctica-
mente por hacer, entre ellas podemos destacar:

= Establecer un esquema para los polinomios ortogonales de Sobolev anédlogo al esque-
ma de Askey—Wilson para polinomios estandar (ver, por ejemplo, [10]). Entiéndase
este esquema de Sobolev en la linea de encontrar relaciones limite entre las diversas
familias de polinomios Sobolev andlogas a las existentes en el esquema de Askey—
Wilson, por ejemplo, los polinomios de Laguerre-Sobolev como limite de los poli-
nomios de A-Meixner—Sobolev (ver [6]) que es la l6gica generalizacién de la relacién
limite entre los polinomios clasicos de Meixner y de Laguerre. Por otra parte, cabe
destacar que algunas de las familias del esquema de Askey—Wilson cuando tienen
parametros no estandar presentan ortogonalidad Sobolev (ver [1], [4], [5], [16] o, m&s
recientemente, [9]), lo que puede hacer pensar en una extensién de este esquema.

» Practicamente la totalidad de los resultados obtenidos acerca de las propiedades
asint6ticas de los polinomios ortogonales respecto a (1) han sido hechas cuando A es
un pardmetro fijo (ver [13], [14] y [15]). En este caso, la segunda medida p; juega el
papel principal en la ortogonalidad Sobolev debido a que la segunda integral intro-
duce un factor n? cuando el producto escalar (1) es aplicado a polinomios ménicos.
Por tanto, es logico pensar en tomar una sucesién A, con ciertas propiedades de
forma que el producto escalar

(P, ) = / p(2)g(2)dpuo(z) + An / P (2)d (@) dpu (),

este equilibrado, o sea, ambas medidas jueguen un papel equivalente en la asintética
de los polinomios de Sobolev. El primer trabajo en esta direccién [2] consider6 cémo
equilibrar (balancear) el producto escalar de Sobolev cuando las medidas son de
soporte acotado y bajo ciertas restricciones (pares coherentes de medidas). Aqui,
se describird parte de los resultados obtenidos para el caso no acotado en [3], que
demostraran las diferencias entre ambos casos. Sin embargo, no existe ain un méto-
do general que permita estudiar la asintética fuerte de los polinomios de Sobolev
(balanceados o no) cuando la interseccién de los soportes de las medidas es vacia
(soportes disjuntos) o incluso, en situaciones més sencillas, por ejemplo cuando una
medida tiene soporte R* y la otra R. Hasta ahora las potentes técnicas de Riemann—
Hilbert para estudiar polinomios ortogonales no han podido ser adaptadas al caso
Sobolev.

» Recientemente se ha iniciado el estudio de polinomios ortogonales de Sobolev en
varias variables con los trabajos [11] y [18]. El futuro se presenta prometedor en
varias variables aunque también es cierto que queda mucho por hacer en una variable,
como se acaba de comentar.

En este trabajo se describiran con brevedad algunos de los avances realizados en los
dos primeras lineas descritas anteriormente.
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2. Relacion limite entre los polinomios de A—Meixner—Sobolev
y los polinomios de Laguerre—Sobolev

En esta seccion estableceremos una relaciéon limite entre dos familias de polinomios
de Sobolev, A-Meixner—Sobolev y Laguerre-Sobolev, que generaliza la existente para las
familias clasicas de polinomios de Meixner y de Laguerre.

Los polinomios clasicos de Meixner m% ©) (x) se definen como los polinomios ortogonales

con respecto al producto escalar discreto:

+o00 e
e = [ padu) = S pam =5 0<e<1 p0, 2)
k=0 ’
donde N
M(k)zcgj)’“, k=0,1,2..., 0<c<1, B>0,

es la conocida distribucién de Pascall. Estableceremos

1 1\"
n! c
como coeficiente lider de estos polinomios.
Por otra parte, los polinomios clésicos de Laguerre LT(«LO‘) () son ortogonales con respecto
al producto escalar continuo:

“+oo
(P a1 = /0 p(@)g(x)a%e %z, o> 1. (3)

Los consideraremos con coeficiente lider igual a (—1)"/n!. Notar que la funcién peso
%"
Ia+1)

bilidad Gamma en [0, +00) .
Es bien conocida (ver, por ejemplo, [10]), la relacién limite entre estas dos familias de

polinomios, que con las normalizaciones escogidas queda como:

con « > —1 corresponde a la funcién de densidad de la distribuciéon de proba-

x
lim *m(ethe) [ ——— ) = L@)(g). 4
i em( 9 (=) = L0 (@) )
Ahora vamos a considerar una generalizacién de los anteriores productos escalares. Para
generalizar (2) se considera el producto escalar A—Sobolev:

+oo k +o0
(b a5 = D p)atk) P 4 A Ap() A S 0 <e<1 B0, A0,
k=0 ) k=0 ’

(5)
Los polinomios {SM} ortogonales con respecto a (5) son llamados polinomios de A-
Meixner-Sobolev y se normalizan con la condicién de que S (z) tenga el mismo coe-

ficiente lider de m\”*) (), n > 0. Para generalizar (3) en el correspondiente espacio de

1Si se desea tener una distribucién de probabilidad basta considerar (1 — ¢)?pu(k)
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Sobolev, se considera el producto escalar

“+o0 —+o0 N
(p,q)sL = / p(z) q(z) % e *dx + )\/ p(z)d(x)x% e dx, a>-1, A>0.
0 0
(6)

Los polinomios {SF} ortogonales con respecto a (6) son llamados polinomios de Laguerre—

Sobolev y el coeficiente lider de SZ(z) con n > 0 es el mismo que el de A (x).

En [6] se probé una relacién limite entre las familias de polinomios {SM} y {SL}
que generaliza la existente (4) para familias cldsicas. Hasta donde conocemos es la tnica
relacion limite entre familias de polinomios de Sobolev.

Teorema Para los valores
b=a+1 y A=——-

se satisface

11’mc”S£4< ° > = SE(x).

cll 1—c¢

Esta relacién limite nos conduce a que las propiedades algebraicas y asintéticas de los
polinomios de Laguerre—Sobolev puedan ser deducidas de aquellas para los polinomios de
A-Meixner—Sobolev.

Este resultado es un paso inicial en la idea de intentar establecer un esquema para los
polinomios de Sobolev similar al de Askey—Wilson para los polinomios estandar.

3. Equilibrando o balanceando productos escalares de Sobolev

Tal y como se coment6 en la Seccién 1, si consideramos el producto escalar

(0)s = [ p@al@)duo(e) + ) [ @ @), A= 0,
la medida p; juega el papel principal cuando se desea obtener propiedades asintdticas de
los polinomios ortogonales ménicos con respecto a este producto escalar ya que la segunda

integral introduce un factor n? . Para equilibrar/balancear esta situacién, en [2] se introduce
un producto escalar de Sobolev variante

@mMz/M®WMW@+M/ﬂ@J®WNW (7)

donde {\,} es una sucesién decreciente de nimeros positivos con

lim n2X\, = L € (0, 4+00) (8)

n—oo

Considerando medidas de soporte acotado y en el &mbito de la coherencia, en [2] se obtienen
resultados asintéticos donde queda reflejada la importancia de las dos medidas. En verdad,
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los autores de [2] también consideran los casos extremos L = 0 y L = +oo introduciendo
algunas restricciones naturales sobre la sucesién {\,}, aunque en esas dos situaciones
el producto escalar no queda equilibrado, sirven para recuperar resultados asintéticos ya
conocidos para polinomios de Sobolev no balanceados.

En el caso no acotado, esto es, cuando las medidas u;, ¢ = 0,1, tienen soporte no
acotado cabe preguntarse si el producto escalar se puede equilibrar de la misma forma
que en el caso acotado. Si bien podria parecer que imponer (8) valdria para equilibrar el
producto escalar (7), veremos que no es la eleccién correcta.

Consideramos d yi; = W2(z)dz, i = 0,1 con W(z) = e~ 9@ donde

Q:I1=(—cc)—[0,+0)

es convexa, suave, par con Q(c”) = Q((—c)t) = 400 y Q(z) = 0 solamente para z =
0. Necesitaremos usar una herramienta habitual del caso no acotado: los niimeros de
Mhaskar—Rakhmanov-Saff a, asociados con @, que son las raices positivas de la ecuacién

2 [t dt
n=— ant 'anti.
/O @ (@) ==

™
Entonces, haciendo uso de las desigualdades (ver [12])

W QullLo(anssiansa)) < W Qullzo®) < V2 IW QullLo(ans1.ami1])

podemos probar que para todo polinomio @, (x) = z™ + ... se tiene
<Qn7 Qn>)\n
it 2 it 2 1172
~ [T @@wrmde e, [T (@) W do
—Qp41 —Qn+1

1

1
= Ani1 [ / Q% (an 1) W2 (any1t)dt + N, /
—1

. (Q/n (an+1t)) ? W2(an+1t)dt:|

1 2 Mo 1
=ai! [ / UZ(t) W(ap1t) dt + Zz / V2 () W2(apsrt) dt] ,
-1 n+1 -1

donde U,, y V,,—1 son polinomios moénicos de grado n y n — 1, respectivamente. Por tanto,
lo exigible para equilibrar el producto escalar (7) es:

(a)

n% A

=L € (0,400) 9)

(b) La extremalidad asintética de la norma Lo(W?2(any1t), [-1,1]) para polinomios
monicos de grado n se comporte como la de grado n — 1.

Notar que de (9) se deduce que en el caso no acotado la eleccién correcta para equilibrar
el producto escalar no puede ser (8). Por otra parte, en [3] basdndonos en resultados de
Teoria de Potencial damos una condicién suficiente para (b) que es

WY (apy1t) ~ w(t), Vte (—1,1)

donde w es una funcién peso continua admisible (ver [17]). Una de las cuestiones pendientes
es poder hacer este estudio cuando se tienen dos medidas de soporte acotado distintas.
Algin pequeno avance se hizo en [3] para pares coherentes simétricos de tipo Hermite
aprovechando las particularidades de la medidas involucradas.



Juan J. Moreno Balcazar

Un ejemplo de resultados asintéticos

Se considera el peso de Freud W (z) = exp(—z?/2), también conocido en la literatura
por peso de Nevai—Freud, entonces mediante el calculo de los correspondientes niimeros
de Mhaskar-Rakhmanov—Saff se tiene que a,, ~ n*/*. Por tanto,

n? A\, Na,%_H = Ay ~n 2,
Por otra parte,
W™ ((n + 1)) ~ exp(—t'/2),

que es un peso admisible.

Por tanto, estamos en condiciones de poder equilibrar el producto escalar (7) donde
dpi(z) = W2(x)dx, i = 0,1. Denotamos por {P,} la sucesién de polinomios ortogonales
estdndar con respecto al W2(x) y por {S, x, } la sucesién de polinomios de Sobolev ortogo-
nales con respecto a (7) donde du;(z) = W?2(x)dx , i = 0,1. El siguiente resultado probado
en [3] establece la asintdtica relativa entre los polinomios de Sobolev y los polinomios de
Freud.

Teorema. Sea {\,} una sucesion decreciente de nimeros reales positivos tales que
limy 774 (A_s — An) = 0 = lim,, n'/4 <A;7;2 _ 1) . Si

lim n%/2\, = L € [0, 400,

n—00
entonces
1 st L=0
lim Sn,An(Z) _ ! J—) si 0 < L <400
ntoo Po(2) 1- o (25532
3/2 si L =+00,

uniformemente en subconjuntos compactos de C\ R, donde p(z) = z+ 22 — 1.

En la demostracién de este resultado se usan técnicas de variable compleja, espacios
de Hardy y asintética fuerte exterior de los polinomios P, ().
Es conveniente hacer algunos comentarios al resultado obtenido:

(a) Realmente se equilibra el producto escalar (7) cuando L € (0, +00) . En este caso, se
puede considerar el producto escalar:

(P, Q)x, :/

P(x) Q(z) W?(x) dx + )\n/ P'(2) Q' (z) [LW?*(z)] da .
R

R
. —3/2 ; Sn An .
SiA,=n (I1+0(1)) entonces lim ? depende de L, o sea, del cociente de los
n—oo
pesos y esto refleja que ambas medidas pgrticipan en la asintdtica de los polinomios

Sm,\n (ac) .

(b) La eleccién )\, = constante, que corresponde al caso no balanceado, es un caso
particular de L = 400, y el teorema nos da el resultado asintético obtenido en [7].
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(c) Puesto que la asintética fuerte exterior de los polinomios P, (z) es conocida, como

corolario de este teorema tenemos la asintotica fuerte exterior de los polinomios de

Sobolev S, z, () .
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