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Resumen

Consideramos una generalizacién del modelo de campos de fase semilineal [11],
usando una funcién de densidad ma&s general. Esa funcién de densidad describe la
separacion de mezclas con tres o mas componentes, en lugar de las mezclas binarias
de los modelos anteriores. Probamos la existencia de soluciones metaestables, es decir
que evolucionan muy lentamente en el tiempo.

1. Introduccion

En el caso unidimensional el modelo de campos de fase es el sistema parabdlico semi-
lineal dado por

(T = 0 —3(0°— @) +2u, z € (a,b)
ut + %Lpt = kugg, x € (a,b)
@ = @) =0
Wla) = ) =0 (1)
QD(O,.T) = @0($) € Hl(a7 b)
[ w(0,2) = wuo(z) € L*(a,b)

Aqui u(t,x) representa tipicamente la temperatura de un punto x en el instante de
tiempo t de una sustancia que puede aparecer en dos fases diferentes, (por ejemplo sélido-
liquido) y ¢(t, z) es la funcién campo de fase, que representa una media local de la fase.
Las constantes positivas [ y k estan asociadas al calor latente y a la difusividad, mientras
que 7 y & (espesor de la interfase) son pardmetros positivos asociados al tiempo y a la
longitud de escala [2],[3], [4].
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Los modelos de campos de fase pueden describir también la densidad de una colonia
de bacterias o la masa de crecimiento de un tumor asi como la difusion de la densidad de
nutriente. Finalmente u(t,z) es también la concentracién, del punto x en el instante de
tiempo ¢, de una de las componentes de la mezcla.

En este trabajo consideramos las dindmicas de la separacién y colapso de mezclas de
tres o mas componentes, para lo cual consideramos una funcién de densidad G'(¢) en lugar
de la funcié %(cpS — ), verificando:

1-G>0con Ge(C?

2.-G tiene solamente un ntimero finito de ceros, G71(0) = {21,.., 2} (los cuales se
corresponden con los estados de las fases del sistema).

3.- G"(z) > 0,i=1,..,m (estos puntos estan asociados a minimos de G.)

De esta forma, si consideramos la funcién de entalpia v = u + %90, el objetivo es el
estudio del comportamiento de las soluciones (¢¢,v¢) del sistema:

7o = 20 —G'(p) —lp+2v |, z € (a,b)

(U; = k'l)(mx) 5 Pxx S (a7 b)

"(a) = '(b) =

s101’(a) = f’(b) =0 @)
0t (0,2) = &5(x) € H(a,b)

v8(0,2) = vg(a:) € L*(a,b)

cuando & ~ 0.

2. Resultados Previos

En esta seccién consideramos un funcional de Lyapunov del sistema (2) y escribimos
dicho funcional de forma que una parte del mismo es una expresién que depende solamente
de ¢, similar al funcional de energia usado en [9]. De esta forma podemos aplicar algunos
lemas técnicos que han sido probados en [9].

Lema 1 El funcional de energia definido por

b ¢2 b
Foo) = [ 15+ Goldo+ 5 [ Guppits 3

es un funcional de Lyapunov para el sistema (2) en H'(a,b) x L?(a,b). En particular
tenemos que

SR ) + (2 + dl-8) IR = 0 (@)

_ 4
cond—ﬁ>0.

Demostracién: Es suficiente con multiplicar en L?(a,b) la primera encuacién en (2)
por %—f y la segunda por %(—8%2)_11),5, e integrar por partes. Manipulando adecuadamente
las expresiones de forma similar a la expuesta en [11] obtenemos (4).—

Observamos que el funcional de Lyapunov satisface:

1.-F¢(p,v) > 0.
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2.- El minimo de F¢ se alcanza en los puntos donde F¢ is cero, i.e. (2, %zl),z =1,..m
con £ > 0. (puntos de equilibrio estable).

3.- F¢ toma valores muy pequenos de energia con { << 1, para un conjunto ”grande”de
funciones. Este conjunto contiene funciones no constantes, en particular contiene a las
funciones (¢, v) donde ¢ ~ z; con valores grandes de gradiente en intervalos pequenos, y
v~ Ly,

De esta forma, podemos buscar soluciones metaestables no constantes para valores
pequenos de £. Para ello basta con considerar datos iniciales en la regién donde el funcional
F¢(p,v) toma valores pequenos h(§), para £ << 1. Teniendo en cuenta ahora que,

0 < Fe(o(t,2),05(t,2)) < Fe(g£(0,2),05(0,2)) < h(€)

para t > 0. Si consideramos datos iniciales en esa region, como tenemos poca energia para
disipar las soluciones correspondientes tienen una evolucion lenta en el tiempo.

Definicion de funcién N, m-transicién

Una N, m — step funcién con puntos de transicién, y;,j € {1,2,.,N}, denotada por
A [a, b] — {zi,i =1,..,m}, es una funcién que toma diferentes valores z;, i.e

go = ZN J{l 2z Xy, donde X denota la funcién caracteristica del conjunto, con I;NI; = ()
sii#£jy Il Ul..U IN+1 = [CL b] (8([1) U 8(I2) U ..8([N+1) N (a, b) = {yj,i =1, ,N}
Donde en el caso de N > m — 1 consideramos z,+, = 2, parar = 1,2, N +1 — m. Una
funcién N, m — transicién es una funcién en H'(a,b), préxima a una N, m — step funcién
en L'(a,b).

El objetivo, es buscar soluciones que partiendo de una estructura préxima a una funciéon
de este tipo conserve esa misma estructura durante un intervalo de tiempo que tiende a
infinito cuando el espesor de la interfase,f, tiende a cero. Para ello vamos a utilizar la
estructura del funcional de Lyapunov asociado al sistema.

No es dificil ver que si intentamos encontrar una familia de datos iniciales (cpg, vg ) tales
que liminfe o Fg(gog,vg) es muy pequeno, de orden O(£2), entonces cualquier solucién
cuando ¢ tiende a cero se acercan necesariamente a un punto de equilibrio, es decir ¢
se acerca a un valor constante z; y v¢ se acerca a %zz Sin embargo el siguiente lema,
probado en [1, 9] para dos fases diferentes, nos permite concluir que si consideramos
valores del orden de O(§), podemos incluir un conjunto de funciones (npg, vg), que sin ser
puntos de equilibrio (funciones denominadas de transicién) mantienen su estructura inicial
durante un intervalo de tiempo que tiende a infinito (soluciones metaestables). Por esta
razon usamos el funcional de energia reescalado Ve = %Fg, que podemos reescribir como

Ve(p,v) = 25 f ©)%dz, con

B(o) = [ et + Lol )

Lema 2 Si {¢*} € H'(a,b), tal que ¢ — ¢° en L'(a,b), cuando & — 0, con ¢°
una funcion N,m- escalem Entonces, liminfe o+ Ee[p®] > %Zf\il H(z+1)—H(z) =
C(N,m) con H(s) = [; G

Demostraciéon: El lema de Egorov, nos dice que dado § > 0 existe A C (a,b) con
|(a,b) \ A] < d tal que ¢ — ¢ uniformemente eb A. De esta forma, podemos considerar
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N-intervalos (a;, b;),i € {1,2,.., N} conteniendo a los puntos de transicién tales que
o (a;) — @ (ai) = zi, y & (bi) — ¢°(bi) = zit1.

Por lo tanto, tenemos que:

b
Be(v) = [ 5160 + G(s# m>§jg/ 9l + G

Ahora, por la desigualdad de Young, obtenemos que

/’a Jol? + 5/ ;Lﬂﬁhawﬂzilﬂﬂwﬁn

Finalmente, teniendo en cuenta que f;_i(H(gog))gc = H(¢%(b;)) — H(p%(a;)) = H(ziz1) —
H (z;) concluimos.

3. Evolucion de dos o mas fases

En adelante consideraremos ¢” una N, m—escalera funcién i.e. v;,7 = 1,.., N son
puntos de transiciéon y r es tal que (y; — r,y; +7) C (a,b) son disjuntos, con C' < r una
constante positiva.

3.1. Evolucién lenta cuando 7 es independiente del espesor de la inter-
fase ¢

En esta seccién veremos que si consideramos una escala de tiempo de longitud T

< - NN
con T > Me¢, para toda constante positiva M, entonces la estructura inicial de N, m-
transicién, se mantiene para el sistema general (2), cuando 7 es independiente de &.

Teorema 1 Supongamos una familia de datos iniciales (apg(x), vg(aj)) satisfaciendo:
i) ll,mg_,o (pg(l‘) = ¢%x) en LY(Q).
it) Eg[npo] < C’(N m) + 3h(€), con £n(§) — 0 cuando & — 0.
iii) lf |2 gpo 2dx < €R(8).

Entonces, para todo M > 0 tenemos que

i) Mme_osup o, — M It (t) = ¢°ll L1 = 0.
g(€)te € )

i) lme_osupgoo,c  w ) 208 (t) — (t) |12 = 0.

g(€)te € ) o

iii) lime_ SUPfocyc My [208(t) — %1 = 0.
g(©+e &

En particular, si h(§) = ke € para algin k, entonces

w)  limg_, §t) — @l = 0.

w)  limg Osupogthe% [0 (t) — "l

lime 208(t) — o5 (1) || 12 = 0.

v lime s e [3050) - 0

) lime_, 208(t) — @O = 0.

vi) limg 0SUP 1§ [705(t) = [l =0
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Demostracién: Hemos de recorrer varias etapas siguiendo el procedimiento en [11, 13]:
12 Etapa. Probaremos que existen C7,Cy constantes positivas independientes de &,
tales que la solucién (%, v¢) satisface

// )2+ (—A) " (wf) [Pldadt < Cy (ER(€) + €6 €)

Co ]
) Culenteriee €)
En particular si h(§) = Cse” €, entonces T > Cye€,C; > 0,7 = 3, 4.

En efecto, si consideramos ¢ pequeno, usando el lema 2 junto con la continuidad del
semigrupo asociado a las soluciones del sistema (2), para £ < & fijado, existe T'=T'(§) > 0,
dependiendo del dato inicial, y existe C7 > 0 constante tal que

1.—f: | (t) — °| < 6 para todo 0 < ¢ < T(£) con

2-Ee[¢f](t) > C(N,m) — Cfe™ € para todo 0 < t < T(¢).

Teniendo en cuenta que G is positiva, tenemos que para todo 0 <t < T'(§)

para £ suficientemente pequenio, y elegimos 1" tal que T >

C(N,m) — Cje™ ¢ < Eelf)(t) < Velo", v%) < Velgf, vf)- (6)

Usando, ahora que Vg[gpo, UO] E| apo 2£ f 2 < C(N,m)+ h(¢), obten-
emos que para todo 0 <t < T(§)

Vel v6] — Velid®, v8](t) < h(€) + Cie <. (7)

Observamos que (7) nos dice que la variacién de energia en 0 < t < T'(£) es muy pequeno.
. dv ¢ —
Ademss, de (4), obtenemos que % TGS 12+ ) [(—A) 18] ||2) con

d= % > 0, de esta forma integrando de 0 a t < T(§), se tiene que

t rb
Veliboof) —Vele® 10 = €1 [ [ (602 +dl-2)4fF).

Usando esto junto con (7) obtenemos £ 1 f(f fab (T((pf)2 + d[(—A)*lva) < g(&)+Cte
ie.
t b .
| [ (687 +1-0)71487) < Cuteate) + 679, (®)
0 Ja
max{C7{,1}
min{r,d} *

Observamos que (7) y (8) siguen siendo ciertos mientras ff |8(s) — °| < 6 for 0 <
s <t.

con C7 =

Finalmente, basta con trabajar como en [|, para probar que es posible tomar

T=T() > —%— con Cy > 0 independiente del dato inicial.
Cr(§h(§)+Ee ©)

En efecto, si [j° f; p5| < 14 entonces la demostracién ha terminado, ya que
para todo t > 0 tenemos que

’ 0 ¢ b 3 b 13 0 1 1
/W(t)—@lﬁ/o/th!+/l<ﬁo—@|§25+25:5 (9)

5
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y (7), (8) son ciertos para todo t.
Por otra parte, si fooo fab \gpf] > %5, entonces existe T'(§) > 0, todavia dependiendo

del dato inicial, tal que
1 TE) b
5 = 3
2 /0 / il

y como en (9), tenemos que f: |8 (t) — ¢°| < 6 para todo t € [0,T(£)]. De esta forma (8)
es cierto para todo t € [0,7(§)]. Aplicando ahora la desigualdad de Holder, se tiene que

T(E) b 2 1 L c o 1
§5s< [ w) TE)} b~ )b < BC1h(E) +e EPTE5b - a)b

y por tanto T'(§) > % with Cy = 4(57;) con lo que el segundo miembro es
| | Cien(ee ©) !
independiente del dato inicial. El resto es inmediato.

22 Etapa.-De las etapas anteriores tenemos que

b b t L
/]@$(t)—gogldx§/ / (S |dads < (b—a)bt3[CLe(h(E) + e
a a 0

De esta forma para t < T/(¢) se tiene que [|¢5(t) — g0§||L1 < Co[T(€)E(R(E) + e_%)]% con
Cy = (Ci(b— a))%. Por lo tanto tomando T'(§) como en la 1* etapa y tal que T(&)&(h(§) +

C
e €) —0si&— 0, por ejemplo, T(¢) = —M— obtenemos que

h(é)+e €

lim  sup [joS(t) — @2 = 0.
§—00<t<T(¢)

Usando ahora que lim¢_ Hgog — @Y1 = 0 concluimos.

ii) Con T'(§) como en i) y usando ahora (5) y la hipétesis sobre (gog, v§), obtenemos

b
Vel v)0) = Belo)0) + 57 | (7o = 0920 < Vel of) < OV.m) + i),

de esta forma, usando el Lema 2 junto con las etapas anteriores, obtenemos

L2 e ¢ ro—$
e | 1705 = ¢ < COV.m) + h(©) - Bele)(t) < h(e) + Cie ¢
a
con C] constante positiva que no depende de £ ni de ¢. Por lo tanto, se tiene que

sup [|705(8) — (D)2 < Cot(h(€) +¢ %) (10
te[0,T(8)]

para una constante positiva Cs independiente de £ y t, lo que concluye la demostracién .
iti) Observamos que | 2v8(8) — @il < (1206 — @) ()l + 5 () — €511 ¥ aplicando
la desigualdad de Holder junto con ii) obtenemos el resultado.—
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3.2. Evolucién lenta cuando 7 = 7(§)

En esta seccién estudiamos el caso en el que 7 = &2 con &,espesor de la interfase,
tendiendo a cero. En este caso, consideramos datos iniciales ¢g muy cerca de la estructura
de N,m — transicion. Es decir, suponemos que E¢ [cpg] < C(N,m) + $h(€), con h(§) tal
que £1h(€) — 0 as &€ — 0. Probamos que la estructura inicial de N, m — transicién se
conserva para la solucién durante una escala de tiempo de longitud T con T' > M¢ 1+0,C/¢,
para cualesquiera constantes positivas M, d, (en lugar de ' > M e%). De esta forma, en
este caso probamos que la solucién conserva su estructura durante un intervalo de tiempo
més pequenio que en el caso anterior (ver [12]).

Teorema 2 Suponemos que el dato inicial (cpg(x),vg(x)) satisface:

i) lime_o gpg(x) = %(z) en L'().

it) Eg[gpg] < NCo+ 39(€), con & g(€) — 0 cuando & — 0.

b

iii) % [, v — 5h(g)Pde < €g(€).

Entonces, para M > 0,0 > 0 tenemos que

i) lime_o SuP{Ogtg M§1+5C } H(pé(t) - (POHLl =0.
g(@)+e € z

i) lime_g SUD o pe MEHS |08 (t) — Lh(¢%(t))| 2 = 0.
g(€)+67?c

En particular, si g(§) = ke € para algin k, entonces

iv) lime__qsup o (t) — Ol =o.
£ (t) = Lh(eE(1)]]12 = .

C
0<t<Mgl+3e €
v) lim, o sup c

) e 0<t<MEl+5¢ €

Demostracion: Basta con usar de nuevo el lema anterior para esta funciéon general
de densidad y trabajar como en el caso anterior (ver [11, 12, 13]).—
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