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Resumen

El problema que aqui consideramos es un modelo matematico sobre las vibraciones
de un cuerpo que contienen en su interior una regién de pequeno espesor O(e) limitada
por dos planos paralelos y en donde la densidad es de orden O(e~™) con m > 1. Fuera
de dicha regién, denominada masa concentrada sobre una superficie, la densidad es
de orden O(1). En [4] describimos el comportamiento asintético, cuando ¢ tiende a
cero, de los valores propios de orden O(¢™~!) del problema espectral asociado, bajas
frecuencias. Aqui, caracterizamos comportamientos limites de frecuencias propias de
otros 6rdenes de magnitud mas grandes, las denominadas altas o medias frecuencias.

1. Introduccion y planteamiento del problema

Sea © un dominio acotado de R? con frontera lipschitziana 9. Supondremos que €2
queda dividido en dos partes Q4 y €_ por la superficie v, esto es, Q@ = Q4 UQ_ U~.
Para simplificar, supondremos que el plano { x3 = 0} corta a Q y que v = QN {x3 = 0};
también supondremos que €2 tiene forma cilindrica en un entorno de la seccién ~. Sea e
un pequeno pardametro estrictamente positivo que haremos tender a cero. Denotaremos
por w. el entorno de 7 de espesor ¢, esto es w. = QN {|x3| < €}, y por . el dominio
Q. = Q\ we (ver Figura 1). Denotaremos por = (z1,x32) las dos primeras componentes
de un punto genérico x = (x1, z2, z3) de R3.

Consideramos en ) el problema de valores propios:

—Auf = Npu® en €, (1)
u® =0 sobre 0f2,
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Figura 1: Configuracién geométrica.

donde p; es la funcién densidad

| six € Qe
pe(2) _{ qe™™ siz € w:,

con m un parametro positivo, y p y ¢ constantes positivas. Este problema estd asociado
con las vibraciones de un sistema compuesto por un cuerpo que contiene en su interior
una region muy delgada donde la densidad es mucho mayor que en el resto, la denominada
masa concentrada sobre una superficie.

La formulacién variacional del problema (1) es: Hallar \° y u® € HJ(Q), u® # 0,
verificando

1
/ Vus - Vude = \° [/ pu‘v dx + gm/ qu°v dm} Vv € Hy(Q). (2)
Q e We

Para cada € > 0 fijo, el problema (2) es un problema de valores propios estandar para un

operador positivo, autoadjunto y con resolvente compacta. Sea
0<Xi§)\§§---§)\f§---i_>—oo>oo,

la sucesién creciente de valores propios de dicho problema espectral con el convenio clasico

de repeticién de cada valor propio tantas veces como su multiplicidad. Sea {u$}{°; la

sucesion de las correspondientes funciones propias las cuales suponemos forman una base

ortonormal de H{(Q), es decir,

/Vuf-Vu?d:n—di,j parai,j =1,2,.... (3)
Q
A través del principio del minimax se obtiene la siguiente acotacién de los valores
propios. Para cada i =1,2,3, ... fijo se tiene que
Cem™ < X <Cie™ ! sim>1 (4)

donde C'y C; son constantes independientes de ¢, y C; — oo cuando i — oo (ver [2] para
la demostracién en el caso de una membrana).
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La estimacién anterior nos permite asegurar que existe un fenémeno de concentracion
espectral en el origen. De hecho, teniendo en cuenta la desigualdad (4) y la normalizacién
de las funciones propias (3), podemos extraer una subsucesién, que seguiremos denotando
por ¢, tal que

AS /g™ — AF cuando € — 0

ué — u} débilmente en Hj () cuando & — 0
donde A} es cierto niimero y u} es cierta funcién de H(2). En [4] identificamos (A}, u})

con un elemento propio de un problema de tipo de Steklov

Au =0 en Q4 UQ_,

[u] =0, [ Ou ] +A2qu=0 sobre 7, (5)
0x3

u=20 sobre 0f),

donde los corchetes indican el salto de la funcién y de la derivada en -, es decir, [v] =
v(Z,0") — v(z,07) para Z € ~. La formulacién débil de (5) es: Hallar A y u € Hi(Q),
u # 0, tal que

/Vu-Vvdx:)\Q/quvda_c Yo € HY(Q). (6)
Q v

Dicho problema tiene un espectro real, positivo y discreto. Denotamos por

0<)\1§)\2§...§)\i§...&>00’
la sucesién creciente de valores propios de (6) con el convenio cldsico de repeticién de
valores propios y por {u;}:°; las correspondientes funciones propias.
Ademss, se tiene el siguiente resultado que garantiza la convergencia de los valores
propios del problema (2), en el rango de las bajas frecuencias, y sus correspondientes
funciones propias al problema limite (6); véase [4] para la demostracion:

Teorema 1 Sean X; los valores propios del problema (2) y u$ las correspondientes fun-
ciones propias tales que |[Vu§||r2) = 1. Sim > 1, para cada i fijo, la sucesion XS Jem—t
converge, cuando ¢ — 0, hacia \;, i-ésimo valor propio de (6). Ademds, para cualquier
valor propio A; de (6) con multiplicidad > (A = XNix1 = -+ = Nits—1) Yy para cualquier
funcion propia u de (6) asociada a \; tal que ||Vul[r2q) = 1, existe una combinacion lineal
@° de funciones propias asociadas a {, Z’;’f‘l tal que € converge hacia u en H'(Q).

Asimismo, para cada sucesion u; podemos extraer una subsucesion, que seguiremos
denotando por €, tal que uS converge hacia u} en H}(SY), donde u} es una funcién propia
de (6) asociada a N;, y {ul}°, forma una base ortonormal del complemento ortogonal de
{ve HJ(Q) : v|, =0} en HJ(Q).

En la seccién 3 caracterizamos los comportamientos limites de frecuencias propias de
otros 6rdenes de magnitud més grandes, i.e., )\f(e) con i(e) — oo cuando € — 0. Dada la
variedad de casos que se pueden presentar dependiendo del valor de m, nos centramos en
el caso m = 3.
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Diversos autores han abordado el comportamiento de sistemas vibratorios con masas
concentradas en puntos (cf. [6] para una extensa bibliograffa), mientras que sélo tenemos
referencia de los trabajos en [1], [2], [5], [4] y [8] relativos a masas concentradas sobre
curvas o superficies. En [1]-[2] se analizan las vibraciones de una membrana cuando m =
3 mientras que en [5] se estudian problemas stiff y se utilizan técnicas muy distintas.
Asimismo, en [8] se trata el problema (1) para m = 1.

Con motivo de dar una visién general del problema en distintas dimensiones, en la
seccion 2 exponemos los resultados para la dimension dos del espacio. Estos resultados
suponen una variante de los obtenidos en colaboracion con el Profesor Yu. D. Golovaty,
relacionados con el comportamiento asintdtico de frecuencias propias medias y altas de
una membrana con una masa concentrada a lo largo de una curva cuando m = 3 (véase
[1] ¥ [2] para més detalles).

2. Caso de una membrana

Para simplificar, consideramos una membrana situada en el dominio rectangular R =
(a,b) x (—L, L) de R? con a, b, L constantes reales tales que a < by L > 0. Sea S la curva
{Z = (z1,22) : a<x1 <b, x2 =0} quedivide a R en dos partes R, y R_ (ver Figura 2).

R«

o LZe

Figura 2: Configuracion geométrica.

Consideramos el problema de valores propios (1) donde Q = R y la funcién densidad
Pe €8
_ P size R\ (a,b) x [—¢,¢],
pe(E) = { qe ™3 siz € (a,b) X (—e,¢),
con p y q constantes positivas. Dicho problema estd asociado con las vibraciones de una
membrana que contiene en su interior una regién muy delgada y pesada alrededor de una
curva.

Para cada € > 0, el problema anterior tiene un espectro real, positivo y discreto que
denotamos por {X;}?°,. Ademds, para ¢ fijo, los valores propios A, bajas frecuencias,
son de orden O(e?). No obstante, como ocurre con otros problemas que contienen masas
concentradas (véase, por ejemplo, [7], [3] y [2]), se puede probar que existen sucesiones
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de valores propios /\f(e) de otros érdenes de magnitud més grandes que convergen; deno-

minamos altas frecuencias a los valores propios de orden unidad, )\f( ) = 0(1), y medias

frecuencias a los valores propios de orden O(g), Aite) = O(e). Describimos los problemas

limites asociados a dichas frecuencias.

Las medias frecuencias estan relacionadas con los valores propios del problema de Neu-
mann

d*yo

_ i

;) _ do

dg dg

Facilmente se comprueba que los valores propios de (7) son

=Xoqyo sife(—1,1),
(7)
(-1)=0.

k22
4q

Aok = para k=0,1,2,...

v que las correspondientes funciones propias pueden ser elegidas de la forma

Y0,25(§) = cos(sm§) paras=0,1,2,...

(2s 4+ 1)m

Y0,25+1(&) = sin < >

5) para s =0,1,2,...

Denotamos por o4 y o_ las constantes yo x(1) e yo r(—1) respectivamente.
De cara a describir las funciones propias asociadas a las medias frcuencias es necesario
introducir el problema de tipo de Steklov

((Au=0 en Ry UR_,
oyuls. =o_uls, sobre S,
ou u
2
0l —| —o040- —1| +Aquls, =0 sobre S,
u=20 sobre OR,

donde fl|s, (f|s_) denota la traza de la funcién f definida en Ry (R_) sobre la curva
S. Dicho problema tiene un espectro real, positivo y discreto que converge a infinito. De
hecho, los valores propios coinciden con los de

A® =0 en Ry UR_,
[®] =0 sobre S,
0P 0P
2 2
—| -0 — A1 q®Pls, =0 sobre S
T+ Oz g, T Ora|g T a®ls, SOPTE
d=0 sobre OR,

\

mientras que las funciones propias estan definidas a través de

(@) = o+ ®(x) six € Ry,
YT oe(@) size R

at
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En relacién con las altas frecuencias aparece el problema de Dirichlet

—Au = Apu en Ry UR_,
u=0 en ORUS.

El espectro de dicho problema es la unién de los espectros de dos problemas de Dirichlet,
uno planteado en Ry y el otro planteado en R_.

3. Caso de un cuerpo

La extension de los resultados obtenidos para la membrana con una masa concentrada
en una curva, tanto los relativos a las medias como a las altas frecuencias, al caso de
un cuerpo con una masa concentrada a lo largo de una superficie serd objeto de una
publicacién posterior.

En este caso, obtenemos que las medias frecuencias estan relacionadas con los valores
propios del problema de Neumann (7), siendo necesario recurrir al problema

Au =0 en Q4 UQ_,
opuly_ = o_uly, sobre 7,
0 0
ai el oo el + A quly, =0 sobre 7,
Ox ox
v+ v-
U= sobre 052,

para describir las correspondientes funciones propias; aqui f|,, (f|y_) denota la traza de
la funcién f definida en Q4 (£2_) sobre la superficie .

Finalmente, las altas frecuencias, valores propios de (1) de orden unidad, estdn rela-
cionadas con los elementos propios del problema de Dirichlet:

—Au = Apu en Q. UQ_,
u=20 en 02 U~.
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