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Resumen

En este trabajo se aplican esquemas numéricos bidimensionales de alto orden (ver
[5]) empleando el método de wolimenes finitos, para la modelizacién del transporte
inerte de una sustancia en un fluido, como por ejemplo, el vertido de contaminantes.

El modelo matematico consiste en un sistema acoplado de aguas someras y una
ecuacién que modela de transporte inerte de una sustancia. Dicho acoplamiento in-
troduce un nuevo campo linealmente degenerado en el sistema. Ademads, si el vertido
ocupa s6lo una porcién de fluido, la frontera del mismo se propaga como una dis-
continuidad de contacto (ver [11]). En consecuencia, para aproximar con precisién
la evolucién de un vertido es necesario desarrollar métodos numéricos que capturen
adecuadamente las discontinuidades de contacto.

En este trabajo presentamos un método de volumenes finitos de alto orden bidi-
mensional basado en técnicas de reconstrucciones de estados. Concretamente hemos
empleado una técnica de tipo MUSCL discontinua que garantiza orden 2. Finalmente,
se presentan algunos tests numeéricos.

1. Ecuaciones de aguas poco profundas con transporte de
contaminantes

El modelo matematico que modela el transporte de contaminantes resulta de acoplar
las ecuaciones de aguas someras y una ecuacion de transporte:



https://core.ac.uk/display/51397809?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

M.J. Castro Diaz, E.D. Ferndndez Nieto, A.M. Ferreiro Ferreiro

Oh | 94z | Oy
ot Oz ox

¢z o (¢ 1 , 0 (G:qy\ ,0H
m*ax(ﬂzgh oy () =9h %,

%8%% Qilz oH
+ 8h = gh—,

=0,

ot 83; h 29 oy

OhC  9q,C 9q,C
8t+8x + oy =G,

donde las incégnicas del problema son la altura de la columna del agua h(x,t), el caudal
q(z,t) = (gz(z,t),qy(z,t)) vy la concentraciéon de contaminante C(z,t), donde H es la
batimetria del fondo medida desde un nivel de referencia, o(x,t) son las fuentes emisoras
(medida en m?/seg) y C, la concentracién de sustancia en dichas fuentes.

El sistema (1) puede escribirse como un sistema 2D no conservativo,

ow ow ow

donde W (x,t) : O x (0,T) — Q C RV, O es un dominio acotado de R?, Q es un conjunto
convexo de RN, A; : Q — My n funciones regulares y localmente acotadas.

Dado un vector unitario 1 = (1z,7y) € R? se define: A(W,n) = A,(W)n, +A2(W)n,
Suponemos que el sistema (2) es hiperbélico tal que, para todo W € Q C RN yVneR? la
matriz A(W n) tiene N autovalores reales: A\ (W, n) < ... < An(W,n), siendo R;(W,n),
j = 1,...,N los autovectores asociados. En consecuencia A(W,n) es diagonalizable:
AW, 77) = K(W,n)L(W,n)K~Y(W,n), donde L(W,n) es la matriz diagonal cuyos coe-
ficientes son los autovalores de A(W,n) y K(W,n) es la matriz cuyas columnas son los
vectores R;(W,n), j=1,...,N.

En este caso los autovalores del sistema son Ay = u-n—+/gh||n||, \a = u-n, \3 = u-n,
A1 = u -1+ /gh||n]||. Nétese que el sistema acoplado (1) posee dos campos linealmente
degenerados.

=0, (2)

2. Meétodos de volumenes finitos de alto orden basados en
reconstrucciones de estado

Para discretizar el sistema (2), descomponemos el dominio computacional en celdas o
volimenes de control, V; C R?, que supondremos poligonos cerrados. Se usa la siguiente
notacién: dado un volimen finito V;, N; es el conjunto de indices j tales que Vj es el
vecino de V;, E;j es la arista comun de dos celdas vecinas V; y Vj, y |E;j| su longitud,
Mij = (Mijx, Mijy) €s el vector unitario normal a la arista E;; y que apunta hacia la celda
Vj (ver Figura 1).

La discretizacion del sistema (2) se lleva a cabo mediante un esquema de voltimenes
finitos (ver [6]). Si W (x,t) es la solucién exacta denotaremos por W;" el promedio de la
solucién en t",

—n 1
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i W(x,t")dx,
~ Vil y, (")
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Figura 1: Volumen finito general.
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W/* representara la aproximacién de W, en t", es decir, W ~ W,".

(2 7

Dado un volumen V; denotaremos por P; el operador de reconstrucciéon sobre el vo-
lumen. En concreto, P; dependera de una familia de valores {W;};ep,, donde B; es un
conjunto de indices de volimenes de control vecinos o préximos a V; (ver [5]). Cuando los
valores de la sucesién dependan del tiempo, denotaremos al operador de reconstruccion
por Pit.

Dado el vector 7;; que apunta al volumen Vj, denotaremos por W;; (t,8) y W;]V(t, s)
Vs € Ejj, al limite de P! (P]t respectivamente) cuando x tiende a s a través de V; (V;

respectivamente):

; t o — ‘ t _ +
achgls Pi(z)=W;(t,s), mhgls Pi(x) =W (t ). )
ZU"I’]ij<kij w-mj>kij

2.1. Método 2D de volimenes finitos de alto orden

Consideramos el siguiente esquema numérico de alto orden, independiente del operador
de reconstruccién empleado (ver detalles en [5]):

n(r)
/ 1 _ _ _
Wit) = _\V'| E , | Eij| § wlAijJ(Wi—j’:l(t)?Wiﬂ@))”ﬁ)(wi;l(t) - I/Viﬂ(t))
R FEIY =1 (4)

donde wy, [ = 1,...,n(7), denota los pesos de una férmula de cuadratura asociada a la
integral 1D sobre la arista F;;. Si mediante x; se denotan los puntos sobre la arista F;;
de la férmula de cuadratura, entonces VVZj][l(t) = Wg(t, x;). En la préctica esta férmula se
elige en funcién del orden del operador de reconstrucciéon de estado: si por 7 denotamos
el orden de la férmula de cuadratura, entonces 7 > p, siendo p el orden del operador de
reconstruccion en las aristas de los volimenes finitos.

Mediante A;; se denota la matriz de Roe asociada al problema 1D no conservativo
proyectado sobre la arista Ej;. El producto no conservativo A(W)W, del problema 1D
proyectado hace dificil la definicién de soluciéon débil para esta clase de sistemas. En la
teorfa desarrollada por Dal Maso, LeFloch y Murat (ver [4]) se introduce una definicién de
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productos no conservativos como medidas de Borel, basada en la seleccion de una familia
de caminos en el espacio de fases. También debe elegirse en este caso una familia de caminos
para definir la matriz de Roe (ver [8]). En este trabajo hemos considerado un operador de
reconstruccién de estado de orden dos para mallas no estructuradas, propuesto en [5].

2.2. Reconstrucciones de orden dos sobre mallas no estructuradas bidi-
mensionales

Por simplicidad supongamos que tenemos volimenes finitos de tipo arista (ver [6]).
Un volumen de tipo arista lo podemos escribir como V; = T; 1 U T; 2 UT; 3 UT; 4, donde
Tik, k=1,2,3,4, son tridngulos (ver Figura 2) definidos por C; (punto medio de la arista
sobre la que se construye el volumen finito de tipo arista) y las cuatro aristas del volumen
de control. Sean b; 1, k = 1,2, 3,4, los baricentros de estos tridngulos, respectivamente.

Figura 2: Tridngulos que forman el volumen finito de tipo arista V;.

Se considera el siguiente operador de reconstruccién P;(x) de orden dos (ver [5]),
definido como

Pi(x)=W;+p(x), con p(x)=VWiz—N). (5)

donde VW; es una aproximacion al menos de primer orden del gradiente de la solucién

W(x), y N; al punto definido por: N; = Z |]V|

Si por VW r, denotamos la estlma(:lon del gradiente sobre T, se considera la siguiente
aproximacion, de segundo orden, del gradiente de la solucién en N; (ver [5]),

4
Z |T; VW,
SR — (6)

> 1T
j=1

Es frecuente que en la aproximacion numérica de sistemas hiperbdlicos como los consi-
derados en este trabajo, la solucién presente discontinuidades. A fin de obtener un operador
de reconstruccién que aproxime con orden dos la solucidon en zonas regulares y que al
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mismo tiempo capture las regiones donde W (x) sea discontinua, es necesario modificar el
operador de reconstruccién (5), usando para ello una funcién limitadora de pendiente.

e E TR R e TR
(c) 5 seg.

(d) 8 seg.

Figura 3: Evolucién de la concentraciéon de contaminante en diferentes instantes. Seccién
longitudinal central.

3. Experimentos numéricos

3.1. Transporte de contaminante en un canal rectangular con fondo
plano

Este test bidimensional estudia la evolucién de una mancha de contaminantes de forma
circular que se arrastra con velocidad constante en un canal rectangular de dimensiones
75 m x 30 m. Las condiciones iniciales son:

hz,y,0) =2, qo(z,y,0) =10, gqy(z,y,0) = 0;
v la concentracién inicial de contaminante viene dada por,

0,5 si(z—15)%+ (y —15)% < 36,
C(z,y,0) =
0 en otro caso.
Suponemos ademas que no existen fuentes emisoras.
La condicién CF L es igual a 0,8. Empleamos una malla estructurada de 9000 volimenes
finitos. Se impone el caudal g = (10,0). Como condiciones de contorno se imponen condi-
ciones libres en las fronteras correspondientes a la recta x = 0 y x = 75. En las paredes
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laterales se impone la condicion de deslizamiento g -1 = 0. Con estos datos se deja evolu-
cionar el experimento hasta t = 10 segundos.

La solucién exacta viene dada por un circulo que se desplaza a velocidad constante en
la direccién del eje X, v, = bz _ 5 m/s. En la Figura 3 se presenta una comparativa en

la seccién longitudinal central entre la solucién exacta, la solucién aproximada empleando
un método de orden 1 (Roe) y la solucién aproximada mediante el esquema de la seccién
2.2. Se aprecia como con el esquema de orden 2 se consigue mantener la concentracion
inicial 0,5 y se preserva mejor la frontera que delimita el contaminante. En la Figura 4
se presenta una comparativa mediante curvas de nivel entre la difusién del contaminante
empleando Roe y el método 2.2.

Roe Roe
30 30
251 251
20 20+
150 15
10- 10 -
sk 5
o y y 0
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
30 Esquema de orden 2 30 - Esquema de orden 2
25| 251
20} 2k
10F 01
sk sk
0 : ‘ ‘ : ‘ : ‘ 0 : : : : : : :
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
(a) Tiempo 5 seg. (b) Tiempo 10seg.

Figura 4: Evolucién del contaminante (de arriba abajo Roe vs. reconstruccién de segundo
orden): curvas de nivel.

3.2. Transporte de contaminante en un canal rectangular con fondo va-
riable

Este test se lleva a cabo en un canal rectangular de dimensiones 75m x 30m. El fondo
del canal presenta un bump que viene dado por la siguiente funcién:

_ (2—37.5)2
B(:r,y) —e 0,075-(z—37,5) ] (7)

Se supone inicialmente un contaminante ocupando un circulo de centro (15,15) y radio 6
m. Suponemos inicialmente un flujo constante de ¢ = (1,0) y una superficie libre constante
de 3 m. de altura en su zona mas profunda. Como condiciones de contorno se impone una
condicién de deslizamiento q - n = 0 en las fronteras y = 0 e y = 30, y condiciones libres
enx =0y x =75 Se considera CFL = 0,8 y se deja evolucionar la simulaciéon hasta el
tiempo t = 120 seg. En la Figura 5 se presentan los resultados obtenidos empleando Roe
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0.0410 0.0821 0.123 0.164

: )
(b) Roe 120 seg.

0.0456 0.0912 0.137 0.182 0.228 0.273 0.319

IDF 0.5

(a) Roe 65 seg.

-2.26e-19 0.0485 0.0971 0.146

I
(c) Esq. de orden2, t=65 seg.

-3.70e-19 0.0486 0.0972 0.146

(d) Esq. de orden2, t=120 seg.

Figura 5: Evolucion de la concentracién de contaminante en diferentes instantes.
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Figura 6: Evolucién de la concentracién de contaminante: seccién longitudinal central (Roe
vs. esquema de orden 2).

y el esquema 2.2. Las figuras 5-(a) y 5-(b) corresponden al resultado obtenido empleando
el método de Roe. En las figuras 5-(c) y 5-(d) se muestra la evolucién del contaminante
empleando el esquema de reconstrucciones de orden 2.

En la Figura 6 se muestra la comparativa entre el esquema de Roe y el esquema 2.2
a lo largo de una seccion longitudinal central. En linea punteada se muestra el resultado
obtenido con el esquema de Roe y en linea continua se muestra el resultado empleando el
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esquema de reconstrucciones de estado de orden 2.
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