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Resumen

Los problemas anisotrdpicos tienen interés bien por su fundamento fisico (aniso-
tropfa fisica), bien por la aplicacién de métodos en diferencias finitas con mallados no
regulares (anisotropia discreta). En trabajos anteriores demostramos que el método de
direcciones simultaneas (SDI) cuenta con un competitivo factor de “smoothing” cuan-
do se aplica, con una estrategia de engrosamiento estandar (“standard coarsening),
a problemas isotrépicos 2D, pero si se introducen anisotropias el comportamiento
degenera a medida que éstas aumentan, requiriendo su correccién la aplicacién de
adecuadas estrategias de engrosamiento parcial (“semicoarsening”).

En este trabajo abordamos el estudio del factor de “smoothing” del método SDI
aplicado al problema de Helmholtz tridimensional, mostrandose como con la aniso-
tropfa, también aqui, ocurre la degeneraciéon antes citada. El andlisis de diferentes
estrategias de relajacién, bien por lineas (“line coarsening”) o bien por planos (“plane
coarsening” ), permite desglosar cuales son las técnicas més adecuadas a cada una de
las cuatro diferentes situaciones tipo que pueden considerarse, obteniéndose factores
que, de nuevo, son competitivos con otros métodos usuales.

1. Introduccion

Las ecuaciones anisotrépicas tienen su génesis en aquellos problemas en los que las
propiedades del medio fisico dependen de la direccién espacial. Pero la anisotropia, indi-
rectamente, también surge en la resolucion de problemas isotrépicos cuando se necesita el
uso de discretizaciones no regulares en la aplicacién de métodos en diferencias finitas, por
ejemplo en la necesaria busqueda del equilibrio entre el coste computacional y el niimero
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de nodos a emplear para poder detectar pequeiias estructuras tales como remolinos o capas
limite; es la denominada anisotropia discreta.

En trabajos previos ([3], [4]) hemos analizado la convergencia del método paralelo
SDI (“Simultaneous Directions Implicit”) aplicado a la resolucién de problemas elipticos
isotrépicos, asi como en la de problemas mas complejos como las ecuaciones de Navier—
Stokes [1]. En [7] también demostramos su buen comportamiento como “smoother” (méto-
do iterativo que amortigua mas rapidamente las componentes del error correspondientes
a altas frecuencias que las asociadas a bajas frecuencias) y por consiguiente que puede
configurarse como una buena alternativa para su integracion en un esquema “multigrid”
(esquema iterativo que aprovecha el cardcter “smoother” de un método para conseguir
una rapida convergencia en la resolucién, para ello usa diferentes “grids” y de ahi su
denominacién).

La consideracién de anisotropias, en los problemas citados, requirié la determinacién
de los pardmetros éptimos de convergencia del método SDI (consultar [5]) y, a su vez,
permitié detectar que, aunque este método se basa en la resolucién por lineas, el factor de
“smoothing” degenera a medida que aumenta la anisotropia, hecho que en general ocurre
con los “pointwise smoothers” ([2], [8] y [9]). En el XIX CEDYA (ver [6]) presentamos
una alternativa correctora de esta degeneracion en el caso del problema de Helmholtz
bidimensional, mediante la aplicaciéon de “semicoarsening” o engrosamiento parcial en una
direccién espacial.

En el trabajo que aqui presentamos se refleja un andlisis que muestra, igualmente, como
al aumentar la anisotropia degenera el factor de “smoothing” del método SDI cuando es
aplicado a la ecuacion anisotrépica tridimensional de Helmholtz, la cual puede definirse
por el operador en derivadas parciales:

LE1e2 . — ] — 51831 — 82852 - 853, (1)

donde > 0y 0 < €1,e2 < 1 (cuando €1 = €3 = 1 se tiene el caso isotrépico). En la
busqueda de alternativas correctoras de esta degeneracién y segun las ratios existentes
entre €1, €2 y la unidad, se pueden considerar cuatro situaciones representativas:

CL) €1 ~ &9 ~ 1
b) €1 ~ €& K 1
c) g € g < 1
d) el K & ~ 1

En cada uno de estos casos, mediante el uso de la técnica LFA (“Local Fourier Analysis” [8])
y considerando diferentes alternativas de “semicoarsening” (engrosamiento parcial bien por
lineas o por planos), se aborda la determinacién del factor de “smoothing” y su compor-
tamiento en relacion con la anisotropia, lo que permite establecer cudl es la estrategia que
en cada situacién conduce a un valor éptimo de dicho factor y consecuentemente a una
adecuada velocidad de convergencia cuando este “smoother” se integra en un esquema
“multigrid”.

Los resultados obtenidos concuerdan con la regla fundamental de relajacién por bloques
de Brandt (ver [2] y [8]), es decir, cuando las incégnitas fuertemente acopladas son relajadas
simultaneamente se obtiene un buen “smoothing” del error.

En este caso, dado que SDI es un método paralelo de resolucion donde la paralelizacién
es por lineas, la consideracion de relajaciéon por planos y consecuentemente la necesidad
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de resolucién de problemas bidimensionales en dichos planos, no aporta un coste compu-
tacional adicional.

2. Anadlisis de Fourier local (“Local Fourier Analysis” o LFA)

A continuacidn, se describen sintetizadamente los elementos necesarios para el andlisis
de Fourier local en la determinacién del factor de “smoothing”. Para un mayor detalle
consultese [7] y [8]. LFA fue usado por primera vez en este contexto por Brandt [2].

2.1. Autofunciones y autovalores de un operador discreto definido me-
diante patrones en diferencias (“stencil”)

Consideraremos las llamadas funciones “grid”, dadas por pn(6,x) = ¢*/n siendo
0 = (01,02,03), x = (z1,22,23), h = (h1,h2, hs), donde x toma valores en un “grid”
infinito G, , y 0 es un pardmetro continuo que caracteriza la frecuencia de cada funcién
“grid”.
Consideremos que
Lyun = fn, (2)

es una discretizacién en diferencias finitas de la ecuacién en derivadas parciales Lu = f,
donde el operador discreto Ly, definido en el “grid” infinito Gy, estd expresado mediante
su patrén (“stencil”) en diferencias Ly = [skly, siendo k = (ky, ko, k3), k € V C Z3, los
sk € R son coeficientes constantes (fijado h) y V' es un conjunto finito de indices, es decir,

Lhuh(x) = Z Skuh(l'l + ki1h1,xo + koho, 3 + k?ghg). (3)
keV

Es inmediato comprobar que, para 6 € [, 7)3, todas las funciones “grid” op(6,x),
son autofunciones (formales) de cualquier operador discreto que pueda describirse median-
te un patrén dado por (3), es decir, se verifica

Luen(0,x) = Lu(0)pn(9,x), x € Gh, (4)

donde Ly (0) diremos que es el autovalor (formal) de Ly,.

2.2. Operador de “smoothing” asociado al método SDI

El método SDI es un método iterado que aplicado a (2) se corresponde con la descom-
posicién (“splitting”)

Ly =Ly + Ly + Ly, (5)
de manera que fijado el denominado parametro de evolucion del método 7 > 0 y el pardme-
tro de coordinacion w, y conocida la aproximacion a la solucion correspondiente a la ite-
raciéon m, que denotaremos U}", la aproximacién U}TH verifica

(In + TLD)UT M = (In = 7L = TLY)UR + 7 fi, (6)

(I + TLR)US T = (I — 7L}, — LU + 7 fn, (7)
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(In + TL)UR Y = (In — 7Ly = TLR)UR + 7 fi, (8)
U = SO G ) (- o (9)

Si denotamos por e} = up — Uy, se tiene que

en ™t = Sn(w,T)eq, (10)
donde Sph(w, ) es el operador “smoothing” del método. Y si Li(0), L}(0) y L} () son
los autovalores respectivamente de Ll L%l y L3, con 1+ TLIII(G) 20, 1 %
1+ 7L3 () #0, entonces

g ( 0 — w(l= Tf/%l(G) — Tf/f’l(ﬁ) 1— Tlillj(e) — Tﬂ%(@) 1— TE%l(H) — TE%(H)
Mt T3 1+ 7LL(6) 1+ 7L2(6) 11712 (6)
+(1—w) (11)

son los autovalores de Sp(w, 7) o factores de amplificacién.

2.3. Componentes de alta y baja frecuencia

Para analizar el efecto “smoothing” consideraremos separadamente componentes ¢y (6, -)
de alta y baja frecuencia relativas al grid Gy respecto a un segundo grid méas grueso
(“coarse”) Gg. Por asimilacién hablaremos de altas y bajas frecuencias . Asi pues con
una particién regular definida por h =(h, h, h), tenemos:

» “Standard coarsening”, dado por H =(2h,2h,2h), donde diremos que ¢n(0,-) es

una componente de baja frecuencia si § € TL = [—Z,2)% y de alta frecuencia si

H
0T = [—7['771')3\[—%’ %)3
» “2-line coarsening” dado por H =(h, h,2h), teniendo que ¢n(0,-) es una compo-

nente de baja frecuencia si § € TV = [—m,7)? x [-Z,T) y de alta frecuencia si

0 ecTH = [, 7)3\ ([—7r, )2 x -3, g)) . Anélogo planteamiento se obtiene cuando

se considera un engrosamiento sélo en la direccién de eje OX; (“z-line coarsening” )
o s6lo en la direccién de eje OXy (“y-line coarsening”).

» ‘“yz-plane coarsening” al considerar H =(h, 2h,2h), donde ¢p(0,-) es una compo-

nente de baja frecuencia si § € TF = [—7m,7) x -5, g)Q y de alta frecuencia si
0 c TH = [—7,7)%\ ([—7r,7r) X [—5, g)Q) . Y de manera andloga “xy-plane coarse-

ning” y “xz-plane coarsening”.

2.4. Factor de “smoothing”

Por definicion el factor de “smoothing” de un método iterativo es el peor factor por
el cual son reducidas las componentes del error de alta frecuencia en cada iteracién del
método. Para el método SDI dependerd de (w,7) y vendra definido como:

Hioc(w, Ty h) = tioe(Sn(w, 7)) := sup {‘gh(w,T, 0)‘ 10 € TH} . (12)

4



“Semicoarsening” en problemas anisotrépicos 3D

Obviamente el método es “smoother” si p,. < 1, y esta cualidad mejora a medida
que este factor disminuye. La determinacién de la zona (w, 7) en la que el operador Sy, es
“smoother”, asi como del valor

Mloc(h) = min Mloc(wa T, h)7 (13)

w,T

depende del problema, del “splitting” efectuado y de la estrategia de engrosamiento adop-
tada.

3. LFA en el problema de Helmholtz anisotrépico
Consideremos la ecuacién de Helmholtz anisotrépica

LoF1e2y = f en Q C2, (14)

donde f es una funcién dada y L%*1:°2 es el operador definido en (1), discretizada utilizando
diferencias finitas de segundo orden mediante el conocido patrén de siete puntos definido
sobre una particién regular determinada por h =(h, h, h), es decir, el problema (2) con Ly,
expresado segin el siguiente patréon y notaciéon “stencil”:

1 0 2 "
Ly = 3 0 —1 0| ,| —e1 ah?+2(1+e2+1) — 10 =10
0 h —&2 h 0 h

(15)
Aplicando a (14) el método paralelo SDI (6)—(9) y considerando el “splitting” (5) con
los operadores discretos:

Lo 1 7 o 0
In o= o5 [[0 00} ,]0 10,0000 : (16)
L L 0 4p L 0 h 0 h
LMoo 1 T 0 0
Li = || 000, = Sh?+2 —e | ,| 0 00 , (17
Lo 4L 0 N 0 .
LMoo 1 T —&9 0
L = 2z || 00 0] |0 9h2+2e 0| ,| 0 0 0 , (18)
L L 0 Jn L —&2 h 0 h
Lo 0 0
L} = |0 10,0 2p24+2 0| ,{0 -1 0 , (19)
L L 0 h 0 h 0 h

obtenemos que el factor de amplificacién asociado a esta discretizacién viene dado por

Sn(w,m,0) =1 — %w(ml,w,mg), (20)
donde
V(x,y,2) = (x+y+2) ! + ! + 1 (21)

5
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)\]_ ::g‘f‘ﬁﬁlsln 5,)\2 ::§+ﬁ6281n ?,)\3 ::§—|—ﬁ81n ? (22)

Como ya hemos indicado cada estrategia C' de engrosamiento del “grid” determina un
conjunto de altas frecuencias 6 € T y consecuentemente (A1, Ao, A3) tomara valores en
una determinada region Rg c1.e0,n del octante positivo del espacio A1, A2, A3. Por tanto,

partiendo de (12) y definiendo:

d.(r) + = min Y(TAL, TA2, TA3) (23)
. (M A2,A3)€RS . L

Tr (7') o= max @Z)(T)‘b TA2, T/\3) (24)
(A1 A2,A3)€RS |

un sencillo andlisis (ver [7]) permite determinar la regién (w, 7) donde el método es “smoot-
her” y adicionalmente se tiene que, para todo 7 > 0

Vr(T) = 65(7)

(1) T 0 (1)’ (25)

Mloc(Ta h) = II}Ul/Il Mloc(w7 T, h) =
lo que permite determinar (13) como el minimo de una funcién en la variable 7.

3.1. Estrategias de engrosamiento

Si denotamos m := % y € := min(eq, €2), las regiones Rg}al’ coh correspondientes a cada
estrategia C' de engrosamiento estdan reflejadas en la figura 1 representadas con aristas mas
gruesas e incluyéndose como referencia (algo difuminado) el ortoedro correspondiente a
la regién reflejada en el apartado (a) de dicha figura . Los vértices que determinan estas
regiones pueden obtenerse observando la grafica a partir de los puntos denotados de A a
F y los intermedios H, I y J. En estos puntos la coordenada que no es nula viene dada
para A,C'y E por g, para B por § +&1m, para D es § +eam, F con § +m, H serfa
S t+erg, I es §+e2% yfinalmente J con § + 3. En “standard coarsening” tanto para
H e I el valor a considerar es § +¢%5.

La determinacién de (25) requiere el estudio, en cada una de las regiones anteriores, de
los extremos de la funcién v definida en (21), estudio que por su extensién no detallamos

aqui.

3.2. Factor de “smoothing”

El analisis citado de la funcién ¢ conduce al cuadro reflejado en la tabla 1 que sintetiza
los resultados obtenidos cuando h — 0, considerando cada uno de los cuatro tipos de
anisotropia y reflejando el comportamiento del factor de “smoothing” ;.. en relacion a la
tendencia en los valores de €1 y €9.

Para “z-line coarsening”, sin mas que permutar el papel de €1 y €2, se obtienen resul-
tados andlogos a los reflejados en la tabla 1 para “y-line coarsening”. Una situacién similar
encontramos en el comportamiento para “rz-plane coarsening” e “yz-plane coarsening”.

Un anélisis de dicha tabla nos permite observar el comportamiento del método SDI en
este tipo de problemas:



“Semicoarsening” en problemas anisotrépicos 3D

-
-

|

o
-

L]

iﬂ

i i
F F
iy iy

) Método SDI (b) Standard coarsening (c) z-line coarsening
i Y

DD Z

L]

=

I D I D
-y

) y-line coarsening (e) yz-line coarsening (f) zy-plane coarsening

Figura 1: Problema de Helmholtz anisotrépico 3D. Regiones para el anélisis de los extremos de la funcién

1, los cuales intervienen el estudio de la convergencia del método SDI y en el andlisis de Fourier local

LFA) para diferentes estrategias de “coarsening”.
( P g g

2)

=3
~—

La aplicacién de una estrategia de “standard coarsening” cuenta con un factor % en
el caso isotréopico y degenera a un factor de 1 a medida que aumenta la anisotropia,
tanto si ésta acontece sélo en una direccién como en dos.

La aplicacién de una estrategia de engrosamiento en una direccién (“line coarsening” )
permite corregir la degeneracion en el factor de “smoothing” antes observada siempre
que la direccién seleccionada se corresponda con una direccién en la que las incégnitas
estén fuertemente acopladas (es decir la direccién seleccionada se corresponde en el
operador (1) con un coeficiente préximo a 1 en la derivada en esa direccién) alcanzado
un valor de 1% = 0,4736... para situaciones proximas al caso isotropico bien en tres
o dos direcciones, y un valor de % = 0,3023... en otro caso.

La aplicacién de estrategias de relajaciéon por planos permite la obtencion bien de
un factor de H = 0,2537... cuando las dos direcciones de engrosamiento parcial
coinciden con 1ncogn1tas fuertemente acopladas entre si, bien al factor 1 43 o 199 en un

comportamiento analogo al caso de relajacién en una direccién.

Los resultados antes reflejados muestran como una adecuada estrategia de engrosa-
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gr~eg~1l | g1 ~veg <<l g1 << gy << g1 << egn~1
€162 — 1 e1,e2 — 0 e1 — 0,e9 fijo €1 — 0,60 — 1
. 1
Standard Coarsening | fijoc — 3 Mioe — 1 Mioe — 1 Hioe — 1
line coarseni 9 13 g9 — 0 €9 — 1 9
z-lin rsenin — — — — — —
g Hioc 19 Hioc 13 liloe — % Llioe — % Hioc 19
line coarsenin, — g — 1 &2 =0 &2 =1 — g
y g Hloc 19 Hioc Lioe — 1 Lioe — 1% Hioc 19
xy-plane coarsening — 17 — 1 2 =0 21 — 9
Hioc 67 Hioc Loe — 1 Loe — 1% Hioc 19
17 13 e2—=0  eg—1 17
yz-plane coarsening | o — —= Lloe — — 13 17 MUjpe — —=
67 43 Hioc — ﬁ Hioc = @7 67

Tabla 1: Comportamiento del factor de “smoothing” del método SDI aplicado al pro-
blema de Helmholtz tridimensional segtn el tipo de anisotropia y segtn la estrategia de
engrosamiento aplicada

miento conduce a un buen comportamiento del método SDI como “smoother” cuando es
aplicado en la resolucion de problemas anistréopicos tridimensionales, a lo que hemos de
anadir su caracter paralelo.
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