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Resumen

En este trabajo se presenta un modelo matematico y una combinacién de méto-
dos numéricos para la resoluciéon de problemas termohidrodindmicos evolutivos en
lubricacién de pares eje-cojinete. En concreto, un método de elementos finitos para el
problema hidrodinamico, junto a un algoritmo de dualidad para la parte no lineal de
frontera movil (cavitacién). Ademds, un esquema de volimenes finitos, de tipo cell-
vertex de orden dos, para el calculo de la temperatura del fluido, y un método de
elementos de contorno para la térmica del cojinete.

Una de las aplicaciones importantes, por su interés industrial, se refiere al andlisis
de la estabilidad del dispositivo mecénico. En este sentido, la resolucién numérica que
se presenta permite comparar el comportamiento dindmico del par eje-cojinete con la
curva de estabilidad neutra que se obtiene al utilizar modelos analiticos simplificados.

1. Modelo termohidrodinamico de lubricacién

El modelo termohidrodinamico que se describe es clasico en el analisis de la lubricacién
de pares eje-cojinete (ver [4], entre otros). Primero, se formula la ecuacién de Reynolds con
un modelo de cavitacién de Elrod-Adams para el cdlculo de la presion del fluido lubricante.
A continuacion, se plantea el problema térmico en el dispositivo mediante la ecuacion de
la energia para la temperatura del fluido y unas ecuaciones de conduccion térmica en el
eje y en el cojinete. El acoplamiento de las ecuaciones en derivadas parciales viene dada,
por una parte, por una ley de variacién de la viscosidad en funcién de la temperatura en
la ecuacién del flujo y, por otra parte, por medio de la influencia del campo de velocidades
en la ecuacién de la energia. Ademds, el acoplamiento térmico del fluido con el dispositivo
viene dado por las condiciones de contorno en las paredes de contacto con eje y cojinete.
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Para simplificar los célculos se emplean variables adimensionales y el dominio del fluido
se transforma en un paralelepipedo. Las ecuaciones para este cambio de variable son:

r=R40, y=hy, z=1Lz, ; u=wRsi, v=wCs, w=wR,w, t=wr, (1)

donde los valores R,, L, C y h representan el radio del eje, la longitud del par, el juego
radial y la altura de la pelicula de fluido, respectivamente, y (u,v,w) las componentes de
la velocidad. La velocidad angular de rotacién del eje estd denotada por w, y el tiempo
real por la variable 7.

Se definen también los siguientes cambios de variable que afectan a otras magnitudes:

2
h=Ch, n=R./L, T=TT, p=pofi, p= pow <%> p. (2)
En estas ecuaciones Ty y o representan la temperatura y la viscosidad del fluido en la
ranura de alimentacién, que se utilizaran de referencia, mientras que p y T representan la
presion y temperatura de la pelicula de lubricante.
Realizando el cambio de variable en el espacio comprendido entre el eje y el cojine-
te, el dominio adimensional se convierte en un volumen comprendido entre la superficie
rectangular ©; = [0, 27] %0, 1] para (0, z) y la altura:

h =1+ ecosf, (3)

con ¢ representando el coeficiente de excentricidad del par eje—cojinete.

El modelo matemaético del problema de lubricacién con cavitacién se realiza mediante
el modelo de Elrod-Adams (ver [3], por ejemplo), introduciendo una incégnita adicional
que representa la concentracién o indice de cavitacién: 9. Esta funcién 9 vale uno en la
zona activa (2]) y toma valores en el intervalo (0,1) en la zona cavitada (). De este
modo, el problema se formula en los siguientes términos:

Hallar (p,) tales que se verifiquen las condiciones:

Q [-5-0p O (-4 -0D (- I (VA
- <h3Ga—§> + 5 <h3Ga—Z> =5 (h <1— J_Z>> + %t ) (4)
p>0yd=1en Q] x[0,tF]
%(%(1—%>>+%:0, p=0, 0<9<1enQx[0,tp], (5)
7137@:(1—19)1_1 <1—é> cos(mi ;) p=0en Xx[0,tp] (6)
on Jo T e
p=0en 9 x[0,tr] , ¥ =19enTox|0,tr] , (7)
p(0,6,7) = p°(0,2) , 9(0,0,2) =9°(8,2), (8)

. . . .z . . .
donde se ha realizado un nuevo cambio de variable, Z = —, para simplificar las ecuaciones,

1
transformando el dominio en ©; = [0,27]x[0, —]. Ademéds, ¥ representa la frontera libre
n

entre la zona activa Qf y la zona cavitada QY, 7 es el vector normal a la frontera ¥, i es
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el vector unitario en la direccién 6 , T'g la frontera de alimentacién de fluido (0 =0) y tr
el tiempo final. Los coeficientes viscosos que intervienen en el problema estan dados por:

B 1 - T B 1y _ Ldy
G:/g<y—72>dy : IQZ/Edy : Jz=/—y7 (9)

y la viscosidad del fluido, [i, se considera variable con la temperatura segin la ley:
i = o~ BTo(T-1) (10)

donde [ es el coeficiente termoviscoso y T la temperatura de referencia.

Cuando las condiciones de funcionamiento de un par eje—cojinete son normales, los
gradientes axiales de temperatura son despreciables y la ecuacién de la energia para la
temperatura del fluido lubricante T 't se puede plantear en un plano medio en coordenadas
de longitud y espesor (6,7) (ver [4], entre otros):

CRTy 0T 1 (o T 18T
P ot " o0 T Yo0) oy | h2 oy
N B (Y e
= dﬁ 8_g , €en fX[O,tF] s (11)
donde p, ¢, y k denotan densidad, calor especifico y conductividad, P, es el nimero de
Peclet, Nq un pardmetro adimensional asociado a la disipacién viscosa, Q5 = [0,27]x [0, 1]

el dominio adimensional de una secién longitudinal y las componentes de la velocidad,
U = (u,v), estan definidas a partir de la presién del fluido, p, por:

— D — [ = J 7 g u

con I , J dadas en (9) y las nuevas integrales, I , J, definidas por:

I_:/Og%df : J:/Og%. (13)

La ecuacién de conservacién de la energia (11) debe reformularse sobre la region ca-
vitada para tener en cuenta la presencia de la mezcla. Asi, con las adimensionalizaciones
correspondientes, el problema térmico se formula en 2y mediante la misma expresién (11),
pero ahora con p, ¢,, k, Pe y Nd dependiendo de la concentracién del fluido:

pcp = presV + paca(1 —0) 5 k=k0 + ko(1 —0);

_ WC2[/0fcf19 + paca(l — V)] . Nd = NOW2Ra2

be ErTE 0 + k(1 — 9)]Tp

(14)

siendo py,cr,kyf, pa, Cas ka la densidad, el calor especifico y la conductividad del fluido y el
gas, respectivamente. Esta ecuacién (11) se completa con las condiciones Dirichlet en la
frontera de entrada 6 = 0 y en las fronteras de contacto con el eje (7 = 1) y el cojinete

(¥ =0).
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La ecuacién de la energia en el cojinete se reduce a un problema evolutivo de difusion
junto a las condiciones de contorno que la acoplan, por una parte, con la temperatura del
fluido y, por otra parte, con las condiciones ambientales:

T. .
pccpcaa—t —div(k.VT,) =0 en Q:.x[0,tp], (15)
—kc% — ho(To—Ty)  enTex[0,tr] | (16)
. 9. T, oTy |
T, =TT ke = k22T ey T (0, tp] 17
i) oIy y i) on Fonor " x[0,tF] (17)
T(z,0) = Tpo(Z)  en Q. (18)

donde T, es la funcién temperatura en el cojinete, €. el dominio anular del cojinete con
frontera interior I'Y y exterior I'¢, k. y k los coeficientes de difusién en el cojinete y en el
fluido, p. la densidad, c,, el calor especifico, 77 un vector, unitario, normal y exterior a las
fronteras, T;, la temperatura ambiente, h. el coeficiente de conveccién al exterior y T, la
temperatura inicial.

Finalmente, en el eje se considera un modelo de temperatura uniforme en cada instante
de tiempo debido a las altas velocidades de rotacion. Asi, el calentamiento o enfriamiento
se corresponde con el balance entre el calor recibido del fluido y el flujo térmico con el
exterior. Es decir:

o,
ot

T
k@ﬁiﬂ:m@—nHAe

r. Ch dy (19)

donde T, es la temperatura en el eje, I'. la frontera con el fluido, h. el coeficiente de
conveccién al aire, A, un coeficiente de capacidad calorifica y la derivada normal en la
frontera se corresponde con la vertical.

2. Resolucion numérica del problema acoplado

La resolucién numérica del problema acoplado termohidrodinamico requiere la solucién
de cada uno de los sub—-modelos que se han descrito en la seccién anterior. En particular,
la solucién del problema hidrodindmico (4)—(8) en el fluido ha sido el objetivo de algu-
nos trabajos previos de los autores. En esta seccion se presenta un esquema del método
numérico desarrollado en Durany—Pereira—Varas [2], [3], para problemas estacionarios y
transitorios, respectivamente. En concreto, el esquema pasa por la construccion de una
formulaciéon débil en términos del operador multivoco de Heaviside, H, para tratar el
problema de frontera mévil de la cavitacién (ver Durany—Garcia-Vazquez [1], para los
detalles). A continuacién, se realiza una semidiscretizacién en tiempo de la derivada ma-
terial utilizando el método de las caracteristicas, junto a una aproximacion espacial con
elementos finitos lineales a trozos. Finalmente, se aplica un algoritmo de dualidad para
resolver la no linealidad debida al operador de Heaviside.

La ecuacion de la energia en el fluido lubricante se resuelve mediante un esquema de
volimenes finitos de tipo cell-verter de orden dos, siguiendo el trabajo de Morton-Stynes-
Siili [5]. Este método combina unas buenas propiedades de monotonia en la recuperacién
de capas limite con una convergencia de orden dos bajo ciertas hipétesis de regularidad
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(ver Durany—Pereira—Varas [2]). Ademds, conduce a un ensamblado muy sencillo, parecido
al del método de elementos finitos, que se simplifica si las mallas son muy estructuradas.

La resolucién del problema térmico en el cojinete se aborda empleando un método
de reciprocidad dual combinado con una discretizaciéon de la frontera, tanto interna como
externa, mediante elementos de contorno P1. Los nodos de la discretizacion son los vértices
de los arcos que, en la frontera interna de contacto con el fluido, coinciden con los nodos
de la malla utilizada en el método de volimenes finitos. Se imponen las condiciones de
continuidad del flujo en la frontera interior y la igualdad del flujo a la conveccién al
ambiente en la frontera exterior. Este procedimiento tiene la ventaja de no tener que
mallar todo el cojinete y, junto con la simetria del problema, permite reducir en gran
medida el coste computacional de esta etapa (ver Durany—Pereira—Varas [3]).

Finalmente, el problema térmico (19) en el eje puede resolverse explicitamente de
manera muy simple, ya que se trata de un problema unidimensional de balance de energia.

3. Analisis de la estabilidad dinamica del eje

Se puede determinar la fuerza ejercida por el fluido sobre el eje y relacionar el desplaza-
miento del centro del eje y la velocidad de ese desplazamiento con la variacién de la fuerza
(ver Frene et al. [4], para los detalles). Para ello, se presenta en primer lugar un método
clasico basado en la obtencién de un modelo analitico de la presiéon y una aproximacion
lineal en el entorno del punto de equilibrio. Esta técnica simplificada tiene el inconveniente
de prefijar la posicion de la zona cavitada y, en consecuencia, es importante comparar los
resultados que se obtienen con los correspondientes a utilizar el modelo hidrodindmico de
Elrod—Adams para la cavitacién descrito previamente.

La posicién del eje queda definida por el vector O;Oa cuyas coordenadas polares son
el dangulo de desplazamiento del eje,¢, y la excentricidad dimensional del eje respecto del
cojinete, e = Ce ( es habitual considerar dos sistemas de coordenadas: el sistema fijo (z,y)
y el sistema (r,t) que se desplaza con el centro del eje).

Para resolver analiticamente la ecuaciéon de Reynolds, se puede introducir una simpli-
ficacién conocida como modelo de cojinete infinitamente largo. Esta aproximacion se basa
en considerar que dp/d0 es mucho mayor que dp/dz, con lo que la ecuacién para la presién
queda reducida a un caso unidimensional:

3

Rig% <%%> :6[(w—2¢)%+2é0080 , (20)
donde R, es el radio del eje, h = C(1 + ecosf) la altura de la pelicula de fluido (ver
ecuacion (3)), p la viscosidad del fluido, p la presion, w la velocidad de rotacién del eje,
y (b , €, son las derivadas temporales de las coordenadas polares de O;Oa. Esta ecuacién
(20) se corresponde con tomar el origen de dngulos, 6, sobre la linea de centros O.O, en el
instante de tiempo considerado y, en consecuencia, es valida en el sistema de coordenadas
movil (r,t). Si ademds se realiza la imposicién de situar la zona activa (no cavitada) en
0 < 6 < 7, se puede resolver (20) analiticamente y obtener una expresién explicita de la
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presién:
_¢ R, 2| (w— 2¢)esenB(2 + € cos ) g 1 1
P=2 ¢ (2+52)(1—|—50089) e (1—1—60080) T (1+e)p
arccos £ Fcosh
(1—52 (24 2) 1+ ecosf
send e2v/1 — &2 senf(e + cosb)
—2ev1— . 21
c = 1 + ecosb 2 (1 + ecosb)? 1)

Una vez conocida la presién, p, se pueden determinar las componentes de la fuerza
ejercida por el fluido sobre el eje, mediante la férmula:

= | F» | | cos¢g sen¢ F, ] " (% [ cost
F = [ E ] - [ —sen ¢ coso ] [ F, } _/0 /01 N R,dfdz, (22)
siendo 61,0y los limites de la zona activa, L la longitud del par eje-cojinete y se ha

introducido el cambio de variable correspondiente. A partir de las expresiones de F)., I,
en funcion de €, ¢, € y ¢ se realiza una aproximacion en serie de Taylor de la fuerza en el

entorno del punto considerado:
==l - Bl
£y Ay Ayy Bys By,
que relaciona el desplazamiento del centro del eje y la velocidad de ese desplazamiento con

la variacion de la fuerza. En el caso particular de disponer de la presién analitica (21), las
componentes de la fuerza en coordendas (r,t) son:

8-

|\ (23)

NSRS
<.

B R\ ? e2(w — 2¢) 5 T 8

Fr = —12ulR <?> i) T a_a2pn <§ T e —1—52))] @

B R \?| 7e(w—29) 2eé
Fi= i, () mﬁt?@+gﬁwzuau—¥4’ )

y los coeficientes matriciales de (23):

_ 2[8e2(2+€t) + w2 (1 —e?)(2 — e + 2¢)]
Au = (2+e2)(1 —e?)[4e? + m2(1 —e2)]3/2 7 (26)
78224 t) + w1 — ) (2 — e + 2e%)) 27)

Y @4Vl — 242 + m2(1 =232
4 mldet — w2(1 — £2)?] ' _ 2M4e? + (2 — €2))] (28)
eV — et v m2(1 -3z T T 42 4 w2 (1 - 232

B — 22e2(m2(2 + €%) — 16) + 72(1 — £2)(72(1 — &%) + 8¢2)] (20)

meV1 —e2(4e? + w2 (1 — £2))3/2 ’

6
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o 2n?=8)(e?+2) - w1 —e2(n? - 8)(e? +2)
Bay = Byo = (4e2 + 72(1 — 2))3/2 7 Byy = e(4e? + m2(1 — g2))3/2 ~ (30)

Cuando se buscan soluciones de tipo periddico para el sistema (23), se obtiene una
condicién de existencia para las mismas basada en el criterio de Routh-Hurwitz (ver [4]).
Esta condicion establece que para la ecuacién de la velocidad de rotacion adimensional del
cojinete:

(;):wo MC/W(], (31)

con M la masa del eje y Wy la carga soportada por el eje cuando se encuentra en equilibrio,
existe un valor limite para el pardmetro que interviene, wq (velocidad critica), dado por:

ByaByy — BeyBye

(Bcvz +Byy)(Acvz Ayy —AcvyAyz) _ BazAsx +ByyAyy +BcvyAyz +Byz Azy ’
Bz:vAyy+ByyA:cz—BccyAyz—ByzAzy Bzz+Byy

o = (32)

De manera que para valores @ < wp el movimiento es estable: ante una perturbacién
respecto a la posicién de equilibrio el sistema retorna a dicha posicién. Para valores @ > g
las perturbaciones separan al eje de la posicién de equilibrio estacionario y lo llevan a ciclos
limite, causando la inestabilidad.

Sustituyendo las férmulas (26)— (30) en (32), se determina la velocidad critica para
distintos valores de la excentricidad. Con los datos: R, = 0,0254, L = 0,0254, C =
0,000127, u = 0,0254, Wy = 150 N, y M variable, en la Figura 1 se observa esta velocidad
critica, de manera que las relaciones (¢,wq) situadas por debajo de la curva presentan
situaciones de estabilidad, mientras que las que se sitiian por encima son casos inestables.
Ademss, la velocidad critica tiene una asintota vertical y es un nimero imaginario para
valores altos de . En consecuencia, no se podria garantizar el comportamiento del par
para valores de la excentricidad mayores que dicha asintota.

Cuando el estudio dindamico se realiza a partir del modelo hidrodindmico de cavitacién
de Elrod-Adams (4)—(8), se incluye el cdlculo de la fuerza F, dada por (22), en cada itera-
cién temporal del método numérico descrito en la Seccién 2. Por otra parte, considerando
el eje como un sélido rigido, se plantea la resolucion numérica, mediante un método clasico
de Newmark, del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que rige la aceleracion del
centro de gravedad del eje, (z4,9,), en funcién de dicha fuerza:

M:'U'g:/pnmdl“ ; Mng:/pnydf, (33)
e Fe

siendo (n,,ny) las componentes del vector unitario, normal e interior a la frontera del eje.
Los resultados obtenidos para los valores criticos de estabilidad se muestran en la Figura 1.
Por ejemplo, para el valor de la excentricidad € = 0,5, en la Figura 2 se puede comprobar
el movimiento del centro del eje en tres comportamientos diferentes: caso estable, caso
critico y caso inestable, para los valores de wg = 1,10,2,5 y 3,66, respectivamente. Estos
valores deberfan ser mas realistas que los del caso analitico, precisamente por no imponer
la posicién de la zona cavitada.
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Figura 1: Velocidad critica, @y, frente a la excentricidad e (analitica: puntos; numérica:

circulos)
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0.7 0.7 0.7
0.6 0.6 0.6
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0.5

Figura 2: Movimiento del centro del eje (dngulo, excentricidad), para excentricidad inicial
e = 0,b. Caso estable, critico e inestable, de izquierda a derecha.
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