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Resumen

En este trabajo se estudian los sistemas singulares lineales de control a partir de las
propiedades obtenidas para los sistemas estandares. Se obtienen realizaciones positivas
de ciertas matrices de trasferencia con polos reales, analizando las condiciones para
que la dimensién de la realizacién positiva sea minimal.

1. Introduccion

Los sistemas generalizados lineales de control [9] se pueden representar mediante un
modelo espacio-estado, que relaciona las tres variables del sistema: entradas, estados y
salidas. Asi, en tiempo discreto, un sistema invariante con n estados, s entradas y r salidas
viene dado por:

Ex(k+1) Ax(k) + Bu(k)

y(k) = Cux(k)+ Du(k)

(1)

donde z(k) € R™ es el vector de estado, u(k) € R? el vector de entrada o control, y(k) € R"
el vector de salida y E, A, B, C' y D son matrices reales de tamanos n X n, n X n, n X s,
rXnyrxs,respectivamente. Si E = I, el sistema se llama estdndar, si E es no invertible
el sistema se llama singular. Denotaremos el sistema por (E, A, B,C, D). En el caso en
que D sea la matriz nula, D = 0, el sistema se denota por (E, A, B, C).

Otra manera de representar estos sistemas es a partir de la relacién existente entre las
entradas y las salidas. El inconveniente de este modelo es que sélo describe la dinamica
del sistema y no su estructura interna, que viene dada por un modelo espacio-estado. No
obstante, es posible averiguar una representacién espacio-estado de un sistema a partir
de su modelo entrada-salida. A la determinacién de una descripcién interna del sistema a
partir de un modelo entrada-salida se le denomina realizacion.
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En el modelo entrada-salida, la relacion existente entre las entradas y las salidas viene
dada por una matriz racional, llamada matriz de transferencia, que relaciona la trans-
formada Z de las entradas y las salidas del sistema. Dada una matriz de transferencia
G(z) € R™*%(2), se llama realizacién de G(z) al conjunto de matrices (E, A, B,C, D) que
satisface

G(z)=C(zE—-A)"'B+D

Se llama dimensién de la realizacién al tamano de la matriz A. La realizacién serd minimal
si es la de minima dimensién.

Dada una matriz de transferencia G(z), encontrar una realizacién es trivial. El pro-
blema viene cuando imponemos ciertas restricciones como que la realizacién represente a
un sistema positivo ya que, en este caso, la realizacién minimal puede ser de dimensién
mayor que el orden de la matriz de transferencia [1].

Basdndonos en resultados previos obtenidos para sistemas estandares [2, 3, 4, 7, 8, 10],
en este trabajo consideramos sistemas singulares y pretendemos obtener realizaciones posi-
tivas de ciertas matrices de trasferencia con polos reales. Ademas, en determinados casos,
establecemos condiciones para que la dimensién de la realizacién positiva (E, A, B, C, D)
sea minimal.

2. Sistemas equivalentes

Dadas dos matrices E, A € R"*" el par (E, A) se dice que es reqular si existe a € C tal
que det(aE 4+ A) # 0. La solucién de un sistema generalizado de control (1), siempre que
se cumpla la condicién de regularidad, puede obtenerse a partir de la inversa de Drazin de
las matrices de estados [6]. La siguiente proposicién caracteriza cudndo un par de matrices
(E, A) es regular [6].

Proposicién 1 Dadas dos matrices E,A € R el par (E,A) es regular si y sdlo si
existen dos matrices no singulares P y Q) tales que

QEP = diag(I,,,N)
QAP = diag(Ai, In,)
donde ny +no =n, Ay € R™m*™M ¢ N € R™*"2 eg nilpotente.

Dos sistemas (E, A, B,C) y (E, A, B,C) son equivalentes si existen dos matrices no
singulares P y @) tales que al utilizar la relacion x = PZ se obtiene que

QEP=FE QAP=A QB=B CP=C.

Dado un sistema (FE, A, B,C'), siempre que se cumpla que el par (F, A) sea regular,
existen dos matrices no singulares P y ) que lo transforman en un sistema equivalente

(E, A, B,C) mediante

E = QEP = diag(I,,,N)
A= QAP = diag(Ay, In,)
- _ Bl
5-as-[ 1]

C=CP=I[C, Oy
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donde n1 +ny = n, A; € RM*™ y N € R"™*"2 eg nilpotente. El sistema (E,A,B,C’)
se llama sistema progresivo-regresivo. El sistema progresivo-regresivo es equivalente a los
siguientes dos subsistemas,

» Subsistema progresivo

{ .1‘1(/6’ + 1) = All‘l(k‘) + Blu(k‘)
y1(k) = Cizi(k)

s Subsistema regresivo

{ ng(k + 1) :L’g(k) + Bgu(k})
yg(k}) = Cgl’g(k‘)

con la transformacién de coordenadas

[ =t

y la salida y(k) = y1(k) + y2(k).

La solucién del sistema progresivo-regresivo se obtiene mediante las ecuaciones:

xz1(k) = A’fx1(0)+kli;131u(i)
(k) = —2 NiBouk + i)

donde g es el indice de nilpotencia de la matriz N, es decir, N9~ #£ 0y N9 = 0. Obsérvese
que el estado correspondiente al subsistema progresivo x1(k) estd tinicamente determina-
do por un estado inicial x1(0) y una sucesién de controles u(j), mientras que el estado
correspondiente al subsistema regresivo za(k) se encuentra determinado por la sucesién
de controles u(j).

3. Sistemas singulares débilmente positivos
La matriz de transferencia de un sistema (F, A, B, C') es la matriz racional no propia
G(z) = C(zE — A)7'B e R"™*%(2)
que se puede descomponer como
G(z) = Gp(z) + Gr(2) (4)

donde Gp(2) es la matriz de transferencia estrictamente propia del subsistema progresivo
(2), es decir,
Gp(2) = Ci(zly, — A1) 7' By
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y Gr(z) es la matriz de transferencia polinomial del subsistema regresivo (3) dada por

GT(Z) = CQ(ZN — InQ)_le = —CQ(In2 4+ 2zN+---+ Zq_qu_l)BQ =
= —(C9By —zCo9NBy — -+ — Zq_lcqu_lBQ

siendo ¢ el indice de nilpotencia de N.

El sistema singular dado por las matrices (E, A, B, C) se llama débilmente positivo [9]
si B e R, AeRY™, BeRY, C e R Consideremos la descomposicién (4)

G(2) = Gy(2) + Gr(2) = Ci(2ny, — A1) Bi + Co (2N — I,,) ™' By (5)

Si todas las matrices A; € RYV™, By € R, By € R?™*°, N € R?*™, () € R™
y Cy € ]R:f"2 son no negativas, se dice que forman una realizacién débilmente positiva
en la forma candnica de Weierstrass (realizacién positiva WCF) de la matriz G(z) [9]. A
continuacién vamos a estudiar el problema de obtener una realizaciéon positiva WCF.

3.1. Existencia de realizaciones positivas WCF

Cualquier matriz racional G(z) € R"**(z) puede descomponerse en suma de una matriz

estrictamente propia 7 ((Z) y de una matriz polinomial W (z) € R(z)"**[z]
z
M(z)
G(2) = G+ W) (0

donde M(z) € R(2)"*%[2], d(z) = 2™ +dp,—12™ 1 +---+diz+dy es el minimo comiin
denominador de todos los elementos de la matriz G(z) y W (z) = Wi_12t =+ - -+ Wy 24+ W
siendo W; e R"™*¢ i =0,1,...,t — 1.

Comparando las ecuaciones (5) y (6) se sigue que el problema de obtener una realizacién
positiva WCEF se reduce al estudio de los siguientes dos subproblemas:

1. Obtener una realizacién positiva (A, B1, C1) de la matriz de transferencia estricta-
mente propia del subsistema progresivo (2).

2. Obtener una realizacion positiva (IV, By, C2) de la matriz de transferencia polinomial
del subsistema regresivo (3).

El primer subproblema ha sido resuelto en [5] para ciertas matrices de transferencia
con polos reales. Los procedimientos descritos en dicho articulo permiten obtener una
realizacién positiva (41, By, C1).

Ahora intentaremos resolver el segundo subproblema. En [6] se obtiene una realizacion
minimal (N, By, Co) de W(z) = Wy_12"=! + .- + Wiz + W, utilizando el algoritmo de
Silverman-Ho.
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Algoritmo 1
Paso 1. Definir

-Wo Wi - Wi Wiy
W =Wy e Wiy O
My = c Rrxts

Wiy —Wiq - @) @)

W,y O - 0 0
W Wy - =Wy O
W -W3 - O O

M, = c Rirxts

Wiy O - O O
o o . 0 o0

Paso 2. Sea m = rank My. Obtener la descomposicion de rango completo My = LiLo
donde L1 € RI"™™ y Lo € R™ % son matrices con rango completo columna y fila, respec-
tiwvamente.

Paso 3. Construir By como la matriz obtenida con las primeras s columnas de Lo.
Construir Cy como la matriz obtenida con las primeras v filas de L.

Calcular N = (LT Ly) LT M, LT (Lo LT) 71

Las matrices (N, Bz, C2) forman una realizacion minimal de W (z).

Por otro lado, en [9] se establecen condiciones suficientes para obtener una realizacion
(N, B2, C3) que sea positiva.

Proposicién 2 Dada W(z) = Wy_12" - -+ Wiz+Wy con las matrices —W; € RS,
para todo i = 0,1,...,t — 1, entonces existe una realizacion positiva (N, By, C2) tal que
W(z) = C2(2N — I,,) ! Bs.

Ejemplo 1 Consideremos

W(z):[_z_(l) :i]:[_(l) _(1)]24—[_(1] _szlwwo

siendo Wy < 0 y Wi < 0 (Proposicion 2). Vamos a aplicar el Algoritmo 1 para obtener
una realizacion minimal positiva (N, Ba, C2) de W (z).

Paso 1. Definimos

1110 1000
000 1 0100
Mo=11 ¢ g0 v Mi=19 90 0
0100 000 0

Paso 2. Sea m = rank My = 4. Obtenemos la descomposicion de rango completo My =
L1Ls considerando, por ejemplo, L1 = My y Lo = 14.
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Paso 3. Sea Bs la matriz obtenida con las primeras s = 2 columnas de Ls y sea Co la
matriz obtenida con las primeras r = 2 filas de Ly, es decir,

By =

S O O
o O = O
<
S
I
—
o
—

Ademas, obtenemos que

0000
_ - - _ 0000

N = (L{ L) LU MLy (Lo Ly )™ = (Mg Mo) ™' Mg My = My "My = | | o
0100

Las matrices (N, Ba, C3) son una realizacion minimal positiva de W (z).

3.2. Computacion de realizaciones positivas WCF

Si las condiciones anteriores se verifican, entonces una realizaciéon positiva WCF de la
matriz G(z) € R(2)"**(z) puede ser obtenida utilizando el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2
Paso 1. Dada la matriz G(z) descomponerla en suma de una matriz estrictamente propia
y de una matriz polinomial como en la ecuacion (6).

Paso 2. Obtener la realizacion positiva (A1, B1,C1) de la matriz estrictamente propia
siguiendo los procesos desarrollados en [5].

Paso 3. Obtener la realizacion minimal positiva (N, By, Co) siguiendo el Algoritmo 1.

Paso 4. Componer la realizacion (E, A, B,C) débilmente positiva en la forma candnica
de Weierstrass a partir de las realizaciones obtenidas en los pasos 2 y 3.

Si en el Paso 2 conseguimos una realizacion minimal, entonces la realizacién obtenida
en el Paso 4 es minimal.

Ejemplo 2 Obtener una realizacién positiva WCF' de la matriz de transferencia G(z)

LR z]wl o

z—1 z—0.7 0 —z

Paso 1. G(z) = Gp(z) + Gr(2) siendo

M(z) 1 22— 1.7 4z —-34
d(z) (z—-1)(z-0.7) [ 0.6 1.2 }

R e e I R U )
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con Wy <0 y Wi <0 (Proposicion 2).

Paso 2. Siguiendo los procesos desarrollados en [5] se obtiene la realizacion positiva
(A1, B1,Ch) de Gp(z) que, en este caso, es minimal

0.85 0.15 00 0 2
Al_[o.w 0.85] Bl_[1 2] Cl_[4 0]

Paso 3. Obtenemos la realizacion minimal positiva (N, By, C2) mediante el Algoritmo 1
(ver el Ejemplo 1)

By =

O = OO
= o O O
o O O O
o O O O
oS O O
o O = O

Paso 4. Componemos la realizacion minimal débilmente positiva (E, A, B,C) en la forma
canénica de Weierstrass a partir de las realizaciones obtenidas en los pasos 2 y 3

1 0 0 0 0 07 [0.85 0.15 0 0 0 0] [0 07
010000 0.15 085 0 0 0 O 1 2
00 0O0O0O O 0 0 1 000 1 0
E= 0 00 O0O0TO 4= 0 0 0100 B = 0 1
001000 0 0 0010 0 0
00010 0] . 0 0 000 1| 0 0 |

0 211160

¢= 4 0 00 01
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