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Resumen

Usando teoria de grupos de Lie y transformaciones candénicas, construimos solucio-
nes explicitas de ecuaciones de Schrodinger no lineales con no linealidad modulada en
el espacio. Presentamos la teoria general y apoyandonos en esta, estudiamos diferentes
ejemplos, presentando soluciones explicitas.

1. Introduccion

La ecuacién de Schrodinger no lineal (NLSE) es, en sus muchas versiones, uno de los
mas importantes modelos de la fisica matemética, con aplicaciones en diferentes campos
[19], como por ejemplo fisica de semiconductores [5, 15], 6ptica no lineal [12], foténica [11],
fisica del plasma [8], fundamentacién de la mecénica cudntica [17], dindmica de aceleradores
[9], teoria del campo medio de condensados de Bose-Einstein [6] o dindmica biomolecular
[7], por citar solo algunos ejemplos.

El estudio de este tipo de ecuaciones ha servido como catalizador para el desarrollo de
nuevas ideas, incluyendo conceptos matematicos tales como el de solitén [20] o el desarrollo
de singularidades en ecuaciones en derivadas parciales [10, 18].

En los iltimos anos ha habido un gran interes por una variante de la ecuacién de
Schrédinger no lineal estdndar, la llamada ecuaciéon de Schrédinger no lineal con no linea-
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lidad inhomogénea (INLSE), que en una dimensién tiene la siguiente forma

i = —tee + V(@) +g(x) |[v]* ¢, (1)
P(x,0) = (), (2)

con z € R, siendo V(z) un potencial externo y donde g(x) describe la modulacién espacial
de la no linealidad. Esta ecuacién surge en diferentes contextos fisicos, tales como 6ptica
no lineal y dindamica de condensados de Bose-Einstein.

Aunque muchas soluciones exactas de la NLSE con no linealidad homogénea y sin po-
tencial externo (V' = 0) se conocen desde hace tiempo, el problema de encontrar soluciones
exactas de la INLSE es bastante complicado.

En este trabajo, usando el método de simetrias de Lie, encontramos conjuntos de
potenciales V(x) y funciones g(z) para los que soluciones exactas de la ecuacién (1) pueden
ser calculadas. La idea basica del método de simetrias de Lie es el estudio de las propiedades
invariantes de ecuaciones diferenciales bajo grupos continuos de transformaciones. Este
método ha sido aplicado con éxito a diferentes ecuaciones, como por ejemplo, ecuaciones
diferenciales que modelan osciladores anarménicos [13, 14] y ecuacion de Madelung, que
surgen en la dindmica de fluidos [1]. Para un trabajo mas detallado y completo que el que
aqui se presenta, se pueden consultar las referencias [2, 3].

2. Teoria general de simetrias de Lie

En este articulo, nos proponemos buscar soluciones estacionarias localizadas de la
ecuacion (1), que tienen la siguiente forma

(1) = gx)e™™, (3)
y que satisfacen el siguiente problema de autovalores no lineales
—Gue + V(2)d + g(2)d” = N, (4a)
¢(£o00) = 0. (4b)
La ecuacién (4a) es equivalente a
~ Qe + f(2,¢) =0, (5)

con f(z,¢) = V(x)¢ + g(x)$> — Aé. Por definicién [4, 16], una ecuacién diferencial de
segundo orden A(z,u,u’,u”) = 0 posee un grupo de Lie de transformaciones puntuales o
una simetria puntual de Lie de la forma

M = &(z,u)0/0x + n(z,u)d/0u, (6)

si la accién de la segunda extensién de M, M2 sobre A es igual a cero, es decir

0 0
(2) /AN v v
MY Az, u,u',u') &(x,u) o + n(z,u) 8u+

0 0
Tl(l) (‘Ta U)W + 77(2) (.Z', U) ou’

Az, u, o/ u") =0, (7)
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donde se satisface A(z,u, v ,u") =0, y con n*)

Dnk=1) D
n(k)(x,u,u',u”,...,uk) = Z)T - uk$, k=1,2,.. (8)

donde n(®) = n(z,u) y D/Dzx es la derivada total. En nuestro caso, A(z,d, ¢r, due) viene
dada por

AT, b, Oy Prz) = —buz + V(2)0 + g(x)8° — o, (9)

y la accién del operador M) sobre A(z, ¢, ¢z, Pze) lleva a una ecuacién polindémica en
¢.. Igualando los coeficientes de las potencias de ¢,, se obtiene

€46

Nep — 28pe =

2Mpg — oz — 3fEy =

Nwz — Efx —Nfg +Mpf — 286 =

o o o o
N~ T
—_
]
=3

Solucionando estas ecuaciones, encontramos que la tinica simetria puntual de Lie de la
ecuacion (4a) es de la forma

M = b(az)% + c(x)¢8_8¢’ (11)
donde
g(ZE) _ gOb—3e—2C’ Iy 1/b(s)ds, (12&)
c(z) = 3b(2)+C, (12b)
d'(x) — b(x)V'(x) =20/ (z) (V(z) = A) = 0, (12¢)

para alguna constante C. Las ecuaciones (12) nos permiten construir pares {V(z), g(x)}
para los cuales existe la simetria de Lie. Asi, dado uno de los dos, g(z) o V(z), podemos,
en principio, elegir el otro para que se satisfagan las ecuaciones (12).

3. Transformaciones canonicas e invariantes.

Es conocido [13], que la invariancia de la energia estd asociada a la invariancia trans-
lacional. El generador de esta transformacion es de la forma M = 0/0X. Para usar este
hecho, definimos la siguiente transformacién

X =f(x), U=n(x)e, (13)

donde f(x) y n(z) seran determinados requiriendo que una ley de conservacién de tipo
energia M = 0/0X exista en las variables canénicas. Usando la ecuacién (13) se tiene

0 0

8_¢ = ”(ﬂf)@a (14)
0 , 0 , 0
o n (@QS% + f (x)a—X (15)
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Sustituyendo las expresiones (14) y (15) en las ecuacién (11) e imponiendo la condicién
M = 0/0X, se obtienen las siguientes ecuaciones

fl(@)b(z) = 1, (16)
b(z)n'(x) + c(x)n(z) = 0. (17)

Finalmente, sustituyendo la ecuacién (12b) en (17), e integrando, se obtiene

/ b0 (18a)

n( ) ) 1/2 Cfo 1/b(s)d s (18b)

Se puede escribir ahora la ecuacién (4a) en términos de las coordenadas canénicas U y X,

d2U dU 5
- 2Cd—X + goU® — EU =0, (19)
con
= (A= V(2))b(x)? — 10/ (2)* + Lb(2)b" (x) + C. (20)

La ecuacién (19) es la ecuacién de Duffing, que sirve para modelizar las oscilaciones no
lineales. Es inmediato probar que la cantidad E, que viene dada por la ecuacién (20) es
una constante del movimiento.

Cuando C = 0, las transformaciones anteriores preservan la estructura Hamiltoniana,
ya que la transformacién canénica es simpléctica. En ese caso, la ecuacién (19) queda de
la siguiente forma

d?U 3

—axe +goU” = EU. (21)
Eliminando ¢(x) de las ecuaciones (12), obtenemos

9(x) = go/b(x)*, (22)

junto con la siguiente ecuacién, que relaciona b(z) y V(z)
V' (x) — 2b(z)V' () + 4b' (z)\ — 4V (2)V (z) = 0. (23)

Al ser E constante, esto significa que en las nuevas variables, obtenemos la ecuacién de
Schrédinger no lineal sin potencial externo y con una no linealidad homogénea.

Por supuesto, no todas las elecciones posibles de V(z) y g(x) conducen a la existencia
de una simetria de Lie o a una transformacién candnica apropiada, ya que V(z) y g(x)
estan ligadas por las ecuaciones (12). Este hecho impone algunas restricciones obvias, como
el que b(z) tiene que ser diferenciable y positiva.

Muchas soluciones de la ecuacién (21) son conocidas. En este trabajo, para los ejemplos
de la siguiente seccién, usaremos las siguientes soluciones:

sn(puX, k) 9 9 202k (1 — k?)
X) = n———= E= 1-—2k = 24
Ul( ) ndn(uX, l{})’ 2 ( )7.90 7]2 ) ( )
_ 1 2, _2M2
UQ(X) - TlCOSh(MX)7 <E = -1 ,9 = 7’]2 ) ) (25)
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con 0 < k < 1. Queremos recalcar que se podia haber escogido cualquier otra soluciéon de
(21) para lo que sigue, con lo que se vislumbra la amplitud del método, ya que para cada
solucién de la ecuacién (21), obtendriamos una solucién de la ecuacién (4a).

La idea, entonces, para construir soluciones de la ecuacién (4a), a partir de soluciones
de la ecuacion (21), es la siguiente:

Escogemos una funcién b(x) positiva y diferenciable. Ayudandonos de la ecuacién (23)
podemos obtener el valor del potencial V' (z). Utilizando la ecuacién (22), podemos obtener
la funcién g(x). Finalmente, utilizando (13) y (18b), obtenemos que las soluciones de la
ecuacién (4a), para C' = 0, vienen dadas por

¢(z) = b2 (2)U (X (x)), (26)

X(z) = /0 ' %ds (27)

4. Dos ejemplos concretos como aplicacion de la teoria ge-

neral
Ejemplo 1:
Tomemos b(z) = cosh(z). Usando las ecuaciones (20) y (23), para C' = 0, obtenemos
1 1 1
Vi) =A+-4+|-—F | ——. 28
(z) 4 (4 ) cosh2(:n) (28)

Ademas, usando la ecuacién (22), g(x) viene dado por

90

cosh3(z)’ (29)

g(x) =
con X (x) dado por
cos X (z) = —tanh z, (30)

donde 0 < X < 7. Se tiene que la no linealidad g(x) es una funcién localizada, ya que
g(xz) — 0, cuando |z| — oco. Este tipo de no linealidades son importantes desde el punto
de vista fisico.

Ahora, cualquier solucién U de la ecuacién (21) da una solucién (26) de la ecuacién
original (4a). Podemos escoger la solucién Uy (X) que viene dada por (24). Usando la regla
de L’Hopital, es sencillo comprobar que la solucién

¢(x) = b'/* (@)U (X (2)), (31)

es una Orbita homoclina a cero, que llamaremos solitén brillante, de la ecuacién original
(4a).

En la figuras 1(a) y (b), hemos dibujado diferentes soluciones de la ecuacién (21),
(figura 1 (a)), y de la ecuacién (4a), (figura 1 (b)), para diferentes valores de E y go.

El caso E = 1/4 es un caso especial, ya que V(x) es una constante para este valor de
E. Este caso ha sido estudiado en [2].
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Figura 1: Soluciones de las ecuaciones (a) (21) y (b) (4a), para diferentes valores E = 0,15,
go = —1 (linea azul) y E = —0,75, go = —1 (linea roja rayada). Se realiza la transformacién
(26) para las soluciones de la ecuacién (21), mostradas en la figura 1(a) y se obtienen las
soluciones de la ecuacién (4a) mostradas en la figura 1(b).

Ejemplo 2:
Tomemos ahora la siguiente funcién b(z) = a/+/1+ Bx?, con a, [ > 0. Sustituyendo
en (22), obtenemos

g
g(x) = 5 (1+ pa?)*2, (32)
y usando la ecuacion (23), se obtiene

13ﬂx2 — 208 4 4\ + 8\Bx? + 4Nzt

V(z) = M(1+ pa?) + 4 (1+ Bx2)? ’

(33)

siendo M una constante positiva. Aunque la expresiéon de V(z) parece complicada, real-
mente es un potencial cuasi-arménico, y satisface V(z) ~ 2 para valores grandes de z.
Ademas, V(z) es un potencial arménico con un término perturbativo acotado, Fig. 2(a).
Para la funcién g(z) que acompana al término no lineal en la ecuacién (4a), ésta satisface
g(x) ~ 22 para x < 1y g(z) ~ 23 para z > 1.

Usando la ecuacién (20), se obtiene que £ = —a?M. Si tomamos gy < 0, obtenemos
la ecuacién de Schrodinger no lineal con término no lineal atractivo, esto es, la ecuacién
(21).

Si escogemos como solucién de la ecuacién (21) la solucién dada por (24), obtenemos
la siguiente solucién para la ecuacién (4a)

¢(z) = b(x)'*Us(X (2)). (34)

con Uy(X) dada por
1

2F
U2X) = \/;cosh(\/EX)' (35)

X(x) = /14 B22/(2a) + sinh ™1 (\/Bz) /(20/5) (36)

y siendo X (z)

20
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300 1.5

Figura 2: (a) Potencial cuasi-arménico para M = 1, A =1y (i) 8 = 0,5 (linea azul) y
( i) g 2,5 (linea roja rayada). (b) Soluciones de la ecuacién (4a) para a = 1, go = —1,
=1y (i) f#=0,5 (linea azul) y (ii) f = 2,5 (linea roja rayada)

En la figura 2(b), se pueden observar diferentes soluciones de la ecuacién (4a) para distintos
valores del parametro (3.

5. Conclusiones

En este trabajo, se ha utilizado el método de simetrias de Lie para encontrar soluciones
exactas de la ecuacién de Schrodinger no lineal con no linealidad inhomogénea. Se ha
introducido el marco general de la teoria de Lie y se han presentado dos ejemplos concretos
como aplicaciones a esta teoria.
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