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homeomorfismos afines a trozos

J.C. Bellido1, C. Mora-Corral2
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Resumen

En esta comunicación tratamos el problema de la aproximación de homeomorfismos
por homeomorfismos afines a trozos. El resultado principal es el siguiente: cualquier
homeomorfismo continuo Hölder de exponente α ∈ (0, 1] definido en un dominio de
R2 con frontera poligonal, y cuyo inverso también es continuo Hölder de exponente α,
puede ser aproximado en la norma Hölder de exponente β, para un cierto β < α, por
homeomorfismos afines a trozos sobre triangulaciones.

En este trabajo se trata el problema de aproximar homeomorfismos por homeomorfis-
mos afines a trozos. La motivación en el contexto de la matemática aplicada viene dada
por multitud de situaciones. Citamos, por ejemplo, las que provienen de la Elasticidad
no Lineal [1]. En esta situación, las deformaciones son minimizadores de problemas varia-
cionales planteados sobre el subconjunto de las funciones de un espacio de Sobolev W 1,p

que además son invertibles y conservan la orientación (estos dos son requisitos f́ısicos para
que una función sea efectivamente una deformación de un medio elástico, que matemáti-
camente se traducen en que la función sea un homeomorfismo y que el determinante de
su gradiente sea positivo). Si queremos aproximar estos minimizadores o deformaciones
por funciones afines a trozos que sean deformaciones discretas, aparece el problema de
la aproximación de homeomorfismos por homeomorfismos afines a trozos. También en el
contexto de los problemas de Cálculo de Variaciones que provienen de la Elasticidad no
Lineal, un resultado de aproximación de homeomorfismos de Sobolev por homeomorfismos
afines a trozos abriŕıa una v́ıa para establecer la validez de la ecuación de Euler-Lagrange
para este tipo de problemas, y para extender los resultados de regularidad de Evans [4]
para minimizadores de problemas variacionales al caso de la Elasticidad no Lineal. Ambos
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son problemas abiertos (ver [2]), ya que no entran en el contexto estándar del Cálculo de
Variaciones vectorial, debido a las condiciones de crecimiento que se requieren sobre los
integrandos de los funcionales que se pretenden minimizar.

El método t́ıpico de aproximación de funciones por funciones afines a trozos (a saber,
elementos finitos P1-Lagrange sobre una triangulación regular dada basado en los valores
nodales de la función objetivo en los vértices de los triángulos) no es válido cuando tra-
tamos de aproximar un homeomorfismo W 1,p (pero no de clase C1) por funciones afines
a trozos sobre una triangulación dada que también sean homeomorfismos. Un ejemplo
interesante para ilustrar esta situación es el siguiente: Sea D el disco unidad de R2 y
consideremos la función h : D → D definida en coordenadas polares como

(r, θ) 7→ (r, θ − log r), r ∈ (0, 1), θ ∈ [0, 2π),

y h(0) = 0. Es fácil comprobar que esta función es un homeomorfismo Lipschitz, con
inversa Lipschitz y det∇h(x) = 1 para todo x ∈ D \ {0}. Sin embargo, si consideramos el
triángulo T de vértices (en coordenadas polares)

(0, 0), (1, 0),
(
e

π
2 ,

π

4

)
,

la interpolación P1-Lagrange de h sobre el triángulo εT , esta interpolación invierte la
orientación de este triángulo εT para todo ε > 0. Este ejemplo muestra la existencia de
un homeomorfismo W 1,∞ con inversa W 1,∞, y una familia de triángulos arbitrariamente
pequeños tales que la interpolación P1-Lagrange de la función sobre cualquiera de estos
triángulos invierte la orientación de dicho triángulo. De esta manera, la aproximación P1-
Lagrange de h sobre cualquier triangulación que contenga cualquiera de estos triángulos no
puede ser un homeomorfismo. En este sentido, para obtener el resultado de aproximación
deseado son necesarias nuevas ideas. El ejemplo presentado aqúı ha sido tomado de [6],
donde pueden encontrarse diferentes ejemplos del mismo estilo.

Un resultado clásico de Topoloǵıa Geométrica establece que cualquier homeomorfismo
de un dominio de R2 en R2 puede ser aproximado por homeomorfismos afines a trozos
(sobre triangulaciones del dominio) en norma del supremo (ver [5] y las referencias que
ah́ı se citan). El principal resultado de nuestra investigación extiende este resultado clásico
al espacio y la norma de las funciones continuas Hölder, y, hasta donde sabemos, es el
único resultado hasta el momento de aproximación de homeomorfismos por homemorfismos
afines a trozos en una norma más fuerte que la norma del supremo.

Teorema Sea Ω ⊂ R2 un abierto con frontera poligonal. Sea 0 < α ≤ 1. Sea h ∈ Cα(Ω̄, R2)
un homeomorfismo tal que h−1 ∈ Cα(h(Ω̄), R2). Aqúı, Cα denota el espacio de Banach de
las funciones globalmente continuas Hölder de exponente α, con norma ‖ · ‖α. Entonces
existe 0 < β < α, que depende sólo de α, tal que para todo ε > 0 existe un homeomorfismo
af́ın a trozos f : Ω → R2 sobre una triangulación de Ω tal que ‖h− f‖β < ε.

Es importante señalar que la prueba es constructiva, el homeomorfismo af́ın a trozos
lo es sobre una triangulación (no regular en el sentido de Ciarlet [3], en general) que se
adapta a la función objetivo y además no coincide con esta función sobre los vértices de los
triángulos. La prueba del resultado es técnica y se basa en el resultado clásico de Topoloǵıa
Geométrica antes mencionado, que adaptamos a nuestra situación haciéndolo totalmente
constructivo.
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