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Resumen

En este trabajo se presenta un método numérico de cuarto orden, no oscilatorio, que
utiliza un esquema centrado de volimenes finitos para resolver leyes de conservacién
hiperbdlicas. Para la discretizacién espacial se utiliza un algoritmo de reconstruccién
de valores puntuales en funcién de valores promedio, el cual conserva la monotonia de
los promedios en cada celda y garantiza que el nimero de puntos extremos en la solu-
cién no exceda del niimero de maximos y minimos que posee la condicién inicial. Las
integrales temporales se evalian mediante férmulas de cuadratura gaussiana aproxi-
mando el flujo temporal mediante un esquema Runge-Kutta de orden 4 con la ayuda
de una extensién natural continua y una interpolacién de cuarto orden no oscilatoria.
Para reducir la difusién numérica en las discontinuidades de contacto se aplica un
procedimiento de compresién artificial basado en una correccion del flujo en las celdas
afectadas por el salto. El esquema descrito se ha aplicado con éxito en la resolucién
de varios problemas tipo test, mostrando su caracter no oscilatorio, que los errores de
precision son de orden 4 y el buen grado de resolucién en discontinuidades.

1. Introduccion

En este trabajo se presenta un esquema numérico de cuarto orden disenado para re-
solver las leyes de conservacién hiperbdlicas de la forma:

ou n Of(u)

ot ox

donde up(z) es una funcién acotada conocida.

=0, u(z,0)=wup(x) (1)
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Supondremos que el intervalo temporal se encuentra discretizado uniformemente en
los valores t" =n-At, n =10,1,2,--- , NT, y que hemos elegido una malla espacial de
puntos equidistantes x; = zj_1 + Az, Vj = 1,--- ,NX, donde Az y At son constantes
conocidas. El esquema numérico que se presenta en este trabajo estda basado en un método
de volumenes finitos, el cual integra la ecuacién (1) respecto a los variables espacio y
tiempo en los denominados volimenes de control.

Dado un punto (x;,t"), los esquemas tipo upwind toman como volumen de control
el definido por: [azjié,xﬂ%} X [t”,t"“}, siendo Tjpl = T; + %. Ello crea la dificultad
de la aproximacion de los flujos en los puntos x el Nessyahu & Tadmor [6] presentaron
los denominados esquemas centrados, capaces de evitar la resoluciéon de un problema de
Riemann en dichos puntos frontera. En los esquemas centrados, el volumenes de control
elegido alrededor de cada punto (z;,t") es el siguiente: [z, xj41] X [t”, t”“] . De esta forma,
la ecuacién (1) se convierte en:

/:H f (@i, 7)) dr = /t :nﬂ f(u (xjﬂ'))dT] (2)

—n+1 -—n 1
u. =U. e
it3 it Az

habiendo definido:

1 Tj+1

Ui = Az/ u(p,t") de (3)

Ty

En el instante t = ¢" supondremos conocida una aproximacién de orden O((Az)?) de
T. 1

. . . L. =N 1 J+7

los siguientes promedios de la solucion: u} = zz ffﬁj, i

trabajo analiza la definicion de los polinomios de reconstruccién:

u (p,t") dp. La seccién 2 de este

Rj(z;a") = u(z,t") + O((Az)*), Vr € {xjf%’ijr%} (4)

usando los valores promedio u', i € {j — 2,5 —1,7,7+ 1,7 + 2}. Utilizando dichos poli-
nomios en la ecuacién (2) tomaremos esta aproximacién para los promedios de (3):

—n 1 IjJr% —n A —n
U= A / Rj(x;w )dx—l—/ Rji(z;u") de (5)
xj . 1
it

Las integrales que aparecen en (5) se evaluardan de forma exacta dado que, como veremos

posteriormente, R;(x;u") y Rjt1(x;@") son polinomios de grado menor o igual que 3.
Las integrales respecto a la variable tiempo que aparecen en (2) se aproximan mediante

una féormula de cuadratura gaussiana con 2 nodos de integracion:

i / ey, 7)) = 5o (F(ulag, 1+ Fodi)) + fu(ag 1"+ BAD)) (6)

siendo:

B - (W) 51:<”;/\/§> )

2
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En la férmula (6) falta por aproximar los valores de u(xj,t" + BrAt), k € {0,1}. Para
ello usaremos un método Runge-Kutta de orden 4 con la ayuda de una extensién natural
continua. Con dicha técnica:

u(xj, t" + BpAt) = Rj(xj, 0 Ath (k) K (8)

siendo:

bi(Bo) = ¢ 10@ ba(f) = bal) = 5 % ba(o) = 1{2
18+f 9+4\f !

bi(B1) = 03 ba(Br) = b3(Bh) = 1 ba(B1) = — 3673

(9)

El coeficiente K J@ coincide con la derivada en el punto x; del polinomio interpolante
Pj(x; f (y(i))), el cual es el polinomio de grado menor o igual que 3 que usa los valores

puntuales f(y,g,i)), ke{j—2,7—1,5,7+ 1,5+ 2}, estando éstos definidos por:

At

1 n 2 1y At 3
y = Bi(aya), v =y + TR,y =y ¢ 5

2 1 3
> SLR® @ — 4 At ® (10)

Mas detalles sobre la obtencién de estos coeficientes pueden encontrarse en Bianco et al. [2]
o Levy et al. [4]. Al igual que ocurre con el polinomio R;(z;u"), el polinomio P;(z; F(y®))
satisface ciertas condiciones de monotonia para preservar el caracter no oscilatorio del
esquema resultante. La siguiente seccion estd dedicada a la definicién de ambos polinomios.

2. Polinomios de reconstruccion no oscilatorios.

En esta seccion se presenta el procedimiento que permite definir los polinomios R;(z;;u™)
y Pj(x; f (y(’))). Ambos polinomios son de grado 3 con lo cual el esquema resultante es de
orden 4. Para definirlos imponemos las restricciones que se muestran a continuacién.

2.1. Reconstruccién de valores puntuales a partir de valores promedio.

Aligual que en Balaguer & Conde [1], inicialmente consideramos el polinomio de grado
3 que verifica estas condiciones:

_ _ _ _ _ _ dq; _
gj(wj;u") = uy, qi(vj—1;0") =, q;(Tj4150") =Wy, Axdf;(f’fﬁun) =d; (11)

d? serd definido posteriormente para preservar el comportamiento no oscilatorio de la
reconstruccién. El polinomio ¢;(x;u™) interpola valores promedio aunque nuestro objetivo
es conseguir una reconstrucciéon de valores puntuales que sea de O((Axz)*). Adem4s, para
preservar la estabilidad del esquema resultante consideramos el pardmetro §7 definido en
Liu & Tadmor [5]. De esta forma definimos:

—n n _n 1 dQQ' x;ﬂn n\="n
Rj(z;u") = 07 (qj(x;u ) — 21 (Ax)2 ];1:2)> + (1 =07 )u} (12)
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Con ello, el polinomio resultante adopta esta forma:

1 a?  —u?  +10d? T — Ts
Rj(x;u") =uj + 67 (—M(u;?_l—Qu?Jru?H)Jr( -1 J; 7)( Ax]> (13)

+ U1 20 WG (- 2+ T F Uy — 247 (@)’
2 Ax 2 Az

El polinomio R;(z;u™) presentard un comportamiento no oscilatorio siempre que tenga la

. . . . S
misma forma y el mismo grado de monotonia que la secuencia de promedios {@ i1, Uy, Uy 1)
Considerando la siguiente notacién:

ST = Sign(UC}), UCT =u}yy —u)y, UR} =), —u}, UC2} =uf 5 —uj 4
n 1 TT RPN TN n 1 TT M TT RPN n 1 TT RPN TN

en Balaguer & Conde [1] se demuestra que dichas condiciones se verifican con la siguiente
definicién de dj:

Caso (A): Promedios mondétonos, es decir, se cumple que
Uy STU S Uy, 0 Uy 27Uy 2 Uiy
En este caso definimos d del siguiente modo:
(A1) Si ST = 0 entonces d} = 0.
(A2) i 87 £0y (2:57-TCp = 87 - TC27) entonces df = ds?
(A3) Si 87 £0y (2:57-TCp < 8- TC2;) entonces:

max{dﬂy,dsg} st 57 >0
min {dﬂg,dsy} st 57 <0

A+ un
c—n _ g+l 7—1 . o
(A3.1) Siu; = - definimos d} =

ui g +ug
(A3.2) Siuj # % entonces:

(A3.2.1) Si ‘UR? — %UC]'-L entonces:

177 n TT(M

mix {ds27, ds3y, dsi b i S7 >0

d* =
g min {ds??, ds3n, ds;?} siS7 <0

(A3:2.2) i ‘UR? —3UCH | <35 ‘UCZ? —2-UCT | entonces:
o= Zi —S;?.Cl.‘zUR?—UC’j” si %% _1i<q
s |7 1>
siendo C = 1£55 y Cy = 15_2§/ﬁ
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Caso (B): Los promedios tienen un méximo. En este caso: u_

la definicién de dj se efectua del siguiente modo:

(B1) Si UCZ;L =2 -UC]’-"” entonces dj = ds’
(B2) Si UC’Q}Z <2 'UCJ’? entonces dj = min {dsQ?, dsd’, ds;?}

(B3) Si TC2! > 2-TCT entonces d? = max {ds?,y, dss", ds;}

Caso (C): Los promedios tienen un minimo, es decir, uj_; > u; < uj,,. La
definicién de dj se efectua teniendo en cuenta lo siguiente:

(C1) Si UC’T; =2 'UCJT-L entonces d = ds}
(C2) Si UCQ;L <2 ~UC]’-‘ entonces d; = min {ds?);‘, ds57, ds?}

(C3) Si UCQ? > 2 -UC]” entonces dj = méx {dsZ?, ds4?, ds?}

2.2. Reconstruccién de valores puntuales a partir de valores puntuales.

Para el cdlculo de los polinomios Pj(z; f(y)) partimos de los valores puntuales

f(y,(:)), ke{j—2,7—1,5,7+ 1,7+ 2} Con ello, construimos el polinomio de grado
3 que verifica estas condiciones:

Pi(zj; fy D)) = f), Pilajoas FyD)) = fW)), Pilaans FyD)) = fu8)))  (15)

Como cuarta condicién se considera que, Am%(a:j; fly®)) = de(Z) y dicho valor de de(Z)
sera definido con el objetivo de preservar la forma y el grado de monotonia que poseen los
datos discretos de partida. De acuerdo con dichas condiciones, el polinomio Pj(z; f(y¥))
adopta la siguiente definicion:

) ) o p(y )
Pias f ™) = fuy)+ 65 (dpj(” : <x;;j> + (f(yj‘l) Qf(gj Hf(y””)

(52 (LR (<5 )

(@)

Nuevamente el valor de 0 ji se define segin lo expuesto en Liu & Tadmor [5] con el objetivo
de evitar la aparicién de falsos extremos en la solucién numérica obtenida.

La definicién de de(i) coincide con la expuesta en la seccién 2 para d;‘ con la excep-

ciéon que cambiamos los valores promedio ﬂ? por los valores puntuales f (yj(-i)) (en general
cambiamos U por F) y ademds, definiendo (mds detalles en Balaguer & Conde [1]):

0 _ e () (i) @) _ o (0) (0) V3 6
FCj = f(ijrl)_f(yjfl)v FR; _f(ijrl)_f(yj ), C1= 6 C2= 1243
@ @ _ 1 () () @ _ 1 0) 0)
dPs1{) = 0, dPs2! _§<ch ~8-FR| ) aps3)) = (S-FR]. —7.FC! )
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3. Algoritmo de compresién artificial.

En Ferndndez-Nieto & Martinez [3] se presenta una técnica de compresién artificial
para evitar la difusién numérica que presentan algunos esquemas de segundo orden. La
idea es reemplazar el flujo en las celdas situadas alrededor de las discontinuidades de
contacto. En este trabajo adaptamos el algoritmo de compresién artificial descrito en [3]
al esquema de orden 4 presentado en las secciones anteriores. Por simplicidad presentamos
el algoritmo resultante para el caso de la ecuacion escalar. La extensién a problemas no
lineales se puede desarrollar siguiendo las ideas descritas en [3].

Supondremos que se resuelve el problema:

Ou N d(v-u)
ot Ox

=0, u(x,0)=up(z) (17)

siendo v una constante conocida. Consideramos que Ag es el nimero CFL bajo el cual el
esquema numeérico es estable.
: A A
Paso 1: Elegimos £% tal que Ag— | v | §% > 0
Paso 2: En el instante de tiempo ¢ = t", conocidos los promedios de la solucién
calculamos la siguiente constante en cada punto z;:

| _ _ _

dsj = T (u?_g — 8u} | + 8uj, —uj,s) (18)
Puede observarse que ds7 ha sido utilizada en la secciéon 2.1 para definir el valor de la
derivada del polinomio g;(x;@") en el punto z;. Ademds, puede comprobarse que con
d7 = ds7 se consigue un polinomio R;(z;u") que verifica R;(z;u") = u(z,t") +0((Ax)%).
Paso 3: En las celdas [xjfé,xﬂ%] para las cuales ds?_; <12, ds} <12y ds7 ; <12
se aplica el esquema numérico descrito en la seccién 2 resolviendo el problema (1) con
flu) =v-u.

Paso 4: Si ds} > 12 entonces en las celdas [mk_%,xk+%] conke{j—1,7,7+1} se
aplica el esquema numérico descrito en la seccién 2 pero resolviendo el problema (1) con
f(u) =v-u+p(u—1u}_y)(u—1uj,) siendo:

Xo—|v| &L

YR (@—2 o E?-i-Q)

(19)

4. Algunos ejemplos tipo test.

Para verificar el comportamiento no oscilatorio y la precisiéon del esquema numérico
descrito en este trabajo, a continuacion presentamos la resolucién de varios problemas tipo
test.

Problema 1 Consideramos la ecuacion escalar:

Ou n d(v-u)
ot Ox

=0,

(2.0) = { 1 0,15<xz<045 (20)

“ 1 0 en otro caso

Para resolver dicho problema consideramos una malla con N X = 100 puntos en el intervalo
[0, 1] y calculamos el resultado final para T'= 0,3 con NT = 120 pasos de tiempo. De esta
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Figura 1: Soluciones numéricas del problema 1 en T'= 0,3 con NX = 100, NT = 120. En
la compresion artificial A\g = 0,35

forma At = 0,25Az. La figura 1 compara el resultado obtenido al aplicar el esquema
descrito en la seccién 2 con y sin el algoritmo de compresién artificial. En este ultimo
algoritmo se considera que A\g = 0,35. Al aplicar la compresién artifical la difusién numérica
disminuye notablemente, de forma que tal sélo 2 nodos intervienen en cada discontinuidad
de contacto. Tampoco se observan oscilaciones numéricas de tamano mayor al del error de
truncamiento local.

Problema 2 Cambiamos la condicién inicial en la ecuacién (20):

ou  O(v-u) sin(rz) 0<x<0,5

ot + or 0, u(z,0) = { 0 en otro caso (21)

A pesar de que el algoritmo de compresién artificial descrito en [3] ha estado diseniado
para discontinuidades de contacto con estados constantes, probamos su aplicacion a este
problema con estados no constantes. Los resultados se encuentran en la figura 2. De nuevo
hemos elegido una malla con NX = 100 puntos en el intervalo [0,1] y se ha calculado
el resultado final para T = 0,3 con NT = 120. En la compresion artificial Ag = 0,35. El
algoritmo de compresién artificial produce un resultado con poca difusion numérica sin
oscilaciones numéricas.
Problem 3. Resolvemos la ecuaciéon de Burgers con condiciones iniciales periddicas:

Ju(zx,t) N 9 (3u*(z,1))
ot Ox

1
=0, -1<z<1, u(z,0)=1+ isin(wx) (22)

La tabla 1 muestra los errores obtenidos en las normas L' y L, calculando el orden de
precisién experimental de la solucién numérica en T' = 0,3 con At = 0,2Azx. En ella se
observa que nuestro esquema presenta un error que es de orden 4 en las dos normas L' y
L. Dado que dicha ecuacién no tiene soluciones con discontinuidades de contacto no se
ha aplicado el algoritmo de compresién artificial.
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Figura 2: Soluciones del problema 2 en T'= 0,3 con NX = 100, NT =120 y \g = 0,35

NX L' error L' orden L°° error L®° orden
80 | 2.644516 10~ 4.07 1.975064 1077 4.29
160 | 1.568363 10~ 7 4.23 1.008918 106 4.25
320 | 8.331654 10~° 4.20 5.313971 108 4.36
640 | 4.511819 10~ 10 4.13 2.594052 10~ 4.12

Tabla 1: Errores en la solucién numérica del problema 3 en T' = 0,3 con At = 0,2Ax.
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