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Resumen

A lo largo de la Historia la resolucién de ecuaciones no lineales ha preocupado a
gran cantidad de cientificos. Hoy en dia, con los adelantos tecnoldgicos, estas ecua-
ciones son aproximadas de forma eficiente por medio de métodos iterativos. La idea
es generar una sucesion de aproximaciones xg, 1, 2, ... que bajo ciertas condiciones
converge a la raiz deseada.

En este trabajo, presentamos una extensién a espacios de Banach de un método
de tercer orden recientemente presentado en el caso escalar [6]. Se introducirdn varios
teoremas de convergencia, modificaciones que no necesitan el cémputo de derivadas y
varios experimentos numéricos.

1. Introduccion

En matematicas, uno de los problemas maés habituales al que nos enfrentamos es la
resolucién de ecuaciones. Cuando nos encontramos con la expresién F'(x) = 0, cabe pensar
en diferentes situaciones, resolucién de un sistema de ecuaciones, encontrar la solucién de
una ecuacion diferencial o hallar las raices de un polinomio. Cuando la obtencién de la
solucién no es posible (hecho que ocurre en numerosas ocasiones), nos debemos conformar
con aproximaciones de las mismas. Este hecho da pie a los procesos numéricos, dando vida
a los métodos iterativos.

Las raices de una ecuacién no lineal f(z) = 0 no puede expresarse en general de for-
ma cerrada. Asi para tratar ecuaciones no lineales, usualmente se debe utilizar métodos
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aproximados. Estos métodos normalmente se basan en la idea de aproximacion sucesiva
o en linealizacién. Tales métodos son iterativos; es decir, a partir de una o mas aproxi-
maciones a la raiz, crean una sucesién xg, z1, T2,... que bajo ciertas condiciones converge
a la raiz deseada. Con ciertos métodos, es suficiente (para la convergencia) conocer un
intervalo [a, b] que contenga a la raiz. Otros métodos requieren una aproximacién inicial
que esta cerca de la raiz deseada; a cambio, estos métodos convergen mas rapidamente.
Asi, a menudo es conveniente empezar con un método de orden bajo y luego cambiar a
uno que converja mas rapido [3].

En general, un método iterativo x,+1 = ®(z,) es de orden p-ésimo si la solucién x*
de F(z) = 0 satisface z* = ®(z*), ®'(z*) = --- = ®P~1(z*) = 0 y ®P(a*) # 0. Para este
método, el error |x* — x,41| es proporcional a |z* — z,|P cuando n — oo. Por ejemplo, el
método de Newton

Tntl = Tp — Fl(xn)le(:cn).

tiene convergencia cuadratica (orden dos) para raices simples.

En este trabajo, presentamos una extensién a espacios de Banach de un método de
tercer orden recientemente presentado en el caso escalar [6]. Se introducirdn varios teo-
remas de convergencia, modificaciones que no necesitan el computo de derivadas y varios
experimentos numéricos.

2. Esquemas de tercer orden

En [6] se introduce el siguiente método iterativo de orden 3

[l
yn - 'CCTL f/(l‘n),
- 2 "
= g S
- 2 "
iy = v TS )

En este trabajo estamos interesados en el caso de sistemas de ecuaciones o de forma
mas general de ecuaciones donde los operadores sean entre espacios de Banach.
Sea F': D C X — Y un operador no lineal, entonces el método anterior se escribe

Ccomo
Tnp1 = 2 — ([ + Ty +2T2 + T,
donde
By 3P ) 0 P,
y

T, = F (z,) ' F ().

Usando diferencias divididas se pueden obtener esquemas que no necesitan que el
operador sea diferenciable Fréchet [2], [5].



Sobre un método de tercer orden para sistemas de ecuaciones no lineales

3. Convergencia

Los métodos introducidos en la seccién anterior pueden escribirse como

f(tn)
f'(tn)”

tns1 =ty — (146, + 0 (62))

donde
L) ()

ni= g 7 tn)2
En particular, podemos aplicar la teoria general desarrollada para este tipo de métodos

(1], [4].

Para un operador entre espacios de Banach F': D C X —Y; F(x) =0, se tiene
Tnp1 =2p — (I + T+ O (T3)) Tn. (1)

Consideraremos

f (tn)
! (tn)’
donde O(62) tiene el mismo desarrollo de Taylor que O (T2

n):

tni1 =tn — (1 + 0, + O(02))

Proposicion 1 Sean a,b,c > 0 nimeros reales de forma que

3
2

_ (b +2¢)2 — b (b? + 3¢)
“= 3c?

. (3)

Entonces, existe un polinomio de tercer grado f (t) verificando:

(a) f(0)=0

(b) f(to) =a

(c) f'(to) =1

(d) f"(to) = b

(e) f"(t) = —c, Vt real.

Demostracion
Claramente, para

4 _C.2
f(t)._t( ot +ﬁt—|—7)
donde
_b+0t0
2

0

fy::l—gtg—bto

se verifican los resultados.
O
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Corolario 1 Si a,b, ¢ verifican (3), entonces ab < %
Proposicién 2 La sucesion {t,},~, converge mondtonamente y su limite es cero.

Teorema 1 Supongamos que xo en D es tal que F' (xg) es invertible. Ademds, a,b,c son
numeros reales positivos verificando 3, y para todo x,y en D,

|F @)™ F (o) <. )
|F @) P @o)|| <. (5)
1F o)™ (7" (&) = F' )| < el = ] (©)

Ademds, como f(t), to y {tn},>o son los definidos en la seccién anterior, se tiene para
todo n > 0,
Hl‘n—‘rl - l‘n” S tp — totr

Corolario 2 Bajo las mismas hipdtesis del teorema 1, si
B :={zeX:|z—z <t} CD,
entonces la sucesion {xn},q converge a x* en B’; x* es la unica raiz de F(z) =0 en
B:={zx e D:|z—ux <ta}.

Ademds, para todo n >0,
lzn — 2| <ty

Corolario 3 Para todo a,b,c > 0 satisfaciendo (3), existe un operador F(x) y un pivote
xo verificando la proposicion 2 tal que:
Si{xn},>q es la sucesion obtenida en (1) de xo, entonces

[|[Znt1 — ol = th — thyrs (|27 — 20| =ty
(Es claro que f (t) y to satisfacen el corolario)
Lema 1 F'(zo) [z, y; F)] es invertible, y
|1 F" (o)~ Harm, 2™ F|| <

1
L= {8(Ilzn — zol| + to) + §(|[wn — 2ol [2 + tol[wn — wol| +10%)}

Proposicién 3 Sean b, c,ty, F, F', F", T, x,,x* verificando las mismas condiciones que en
el resto de la seccion. Entonces,

ll2n — || < 7[|F (w0) " F(2n))|
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4. Experimentos numéricos

Sea la ecuacién de Hammerstein

(s) =1 1/18 Ly sepo] (7)
x(s)=1—- —_— s .

4 Jo t+sx(t) ’
Usando la regla de integracién de los trapecios con paso h = 4, obtenemos el siguiente

m
sistema de ecuaciones no lineales

. 11t 1 t 1 1 t 1
0: 1_1 A\ O : 0 : k Y - A .20)17‘.~g )] 8
) i (Qti+t0$okzoti+tk$k+2ti+tmxm) ’ m,  (8)

donde t; = %
En este caso, la segunda derivada Fréchet es diagonal a bloques.
Consideramos m = 100 y tomamos como solucién la computada numéricemente por el

método de Newton. (ver tabla 1).

Newton | Tercer Orden
4 3

Tabla 1: Numero de iteraciones hasta la convergencia, zg = 1, discretizacién ecuacion tipo
Hammerstein.

Consideramos ecuaciones cuadraticas del tipo
F(z) =z Az + Bz +C =0 9)

donde dim(A) = (N x N x N, dim(B) = N x N y dim(C) = dim(xz) = N.

Sobre el tipo de ecuaciones, pueden venir de la discretizacién de problemas de equilibrio,
donde interaccionan fuerzas entre particulas que determinan el rendimiento. De cualquier
modo, el caso que vamos a analizar estd preparado para obtener una solucién exacta con
el fin de facilitar la evaluacién de los errores. Generamos aleatoriamente A y B, y entonces
determinamos C' tal que z*(i) =2, i = 1,2,...,n, es una solucién de (9). En la tabla 2 la
dimension utilizada es m = 100.

Notar que, la segunda derivada Fréchet es constante F (x) = A+ A

Newton | Tercer Orden
5 4

Tabla 2: Numero de iteraciones hasta la convergencia, rg = 1,8, ecuacion cuadratica.
Finalmente, estudiamos el sistema de ecuaciones no diferenciable (ver tabla 3)

322+  —1+]z—1 = 0,
by’ =14y =
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Secante | Tercer Orden
8 3

Tabla 3: Nuimero de iteraciones hasta la convergencia, (x_1,y-1) = (5,5), (0, y0) = (1,0),
sistema no diferenciable.

La solucién considerada es
(x*,y") = (0,8946553733346867, 0,3278265117462974).
Se han utilizado como primera y segunda diferencia dividida

[@n — WF(xn), Tn + Y (2,); F]

[ﬂjn - 'YnF(l'n)a Tpy T + 'YnF(fL'n); F]

donde 7, es un parametro real verificando
10710 << ||y F(x,)|| < 1078,
(ver [1], [2]).

5. Conclusiones

Se han estudiado unos métodos iterativos de tercer orden para ecuaciones no lineales en
espacios de Banach, construyendo teoremas de convergencia. Se han dado alternativas para
prescindir del uso de derivadas. En diversos ejemplos de interés practico hemos testado los
distintos métodos. Los métodos introducidos son competitivos con respecto a los métodos
clasicos ya conocidos.
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