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Resumen

Las autofunciones {¥,,(¢)} (n € Z*) de algunos operadores Schrodinger unidimen-

sionales, de interés tanto académico como tecnolégico, tienen una representaciéon en
forma de ecuacién en diferencias lineal de segundo orden conocida como ecuacién de
Harper. La dificultad del analisis del espectro de estos operadores en el caso ergddico y
la produccién cientifica que ha generado puede consultarse en [9]. Con las condiciones
iniciales adecuadas, se puede asociar a este tipo de operador una familia {¥,,(e)} de
autofunciones en forma de polinomios moénicos ortonormales.
En [1] se usan las propiedades algebraicas de los polinomios de Chebyshev de primera
clase en la familia ortonormal de autofunciones, para separar variables y obtener para
cada ¥, (€) una expansién en serie de {Tj(w)}. Los coeficientes de la serie {aén) (e,\)}
se obtienen de forma recurrente y la energia e depende de aquellos. En este trabajo se
obtienen las matrices de transferencia entre los vectores de coeficientes y se comenta
brevemente las propiedades del espectro y de las soluciones segin valores de 6.

1. Introduccidn.

Los operadores Schrodinger unidimensionales aparecen en los modelos cudnticos aprox-
imados de los espectros de energias de sistemas atomicos. Un tipo especial de operador
se representa en forma de ecuacion en diferencias lineal de segundo orden, la ecuacion de
Harper [6].

U,r1(e) = (e — 2Xcos(n2mh + v)) W, (€) — ¥pq(€). (1)

U,, pertenece a la familia de autofunciones {¥, (e, \,0,v)}, (n € ZT), del operador
de Schrédinger unidimensional y depende ademés de la energia €, de otros parametros
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relacionados con las caracteristicas particulares del sistema. A continuacién se indican
tres modelos fisicos donde aparece este tipo de operador:

» En [7] se estudia la ecuacién de Schrodinger para el electrén en una red cristalina
bidimensional con potencial periédico, sometida a un campo magnético transversal
uniforme. Se parte de la ecuacién de Schrodinger en derivadas parciales

1 2 2
—[—ihV — SAX)]2T(x) — Volcos(—2) + cos(T2Y) — 2] (x) = HU(x).  (2)
2m c a a
Para su resolucion se usa la aproximacion tight binding, Vy — oo, v el gauge de
Landau para obtener un operador Schrodinger unidimensional, caso particular con
A =1, de la ecuacién (1). El significado fisico de los pardmetros A, § y v, irrelevante

para nuestro estudio, puede consultarse en [7].

= En los modelos de Anderson, de localizacién de estados electrénicos en sélidos fuerte-
mente desordenados [2].

= En la construccion de dispositivos nanoelectrénicos basados en cuasi cristales con un
desorden adecuado. Superredes cuénticas [5], basadas en las teorias y dispositivos
desarrollados a partir del modelo de Anderson. Se pueden realizar diferentes ordena-
ciones cuasi-periddicas de las moléculas que forman el cuasicristal con crecimientos
de tipo Fibonacci, Thue-Morse, etc. Se obtienen operadores andlogos a la ecuacién

(1).

La dificultad del analisis del espectro de (1) en el caso ergédico, 6 irracional, ha gen-
erado abundante literatura y es una linea abierta. Se han obtenido resultados cualitativo
importentes usando una combinacion de técnicas avanzadas, tanto de Anadlisis Funcional
como de Sistemas Dindmicos [9].

El teorema de Favard [3], para las condiciones iniciales Wo(e) = 1, ¥y(e) = € — 2A cos(v),
asegura la existencia y unicidad de una familia de autofunciones {¥,(¢)} (n € ZT) que
son polinomios monicos ortonormales respecto de una medida en un soporte real.

2. Expansion de las autofunciones en serie de Chebyshev .

Para cada autofuncién de la familia ortonormal {¥,,(¢)}, que cumplen la ecuacién (1)
con las condiciones iniciales del teorema de Favard, se ensaya una solucién en forma de serie
de polinomios de Chebyshev de primera clase [1]. Se usan las propiedades del producto de
polinomios de Chebyshev T}, (w), con w = cos(276). Aqui se ha tomado por simplicidad
v = 0 sin pérdida de generalidad. En el caso 6 irracional el espectro no depende de v.
En los casos 6 entero o racional la variacién de v produce desplazamientos en las bandas
espectrales. La serie ensayada debe ser coherente con las caracteristicas de la recurrencia
(1). Asi, el desarrollo en serie para {U,(¢)} puede tener términos no nulos hasta un cierto
valor que depende de n y resulta:

n(n—1
[l

U(e) = a\" (e, \) Ty (w). (3)
k=0
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Con [z] la parte entera de z. Sustituyendo (3) en (1) e igualando los coeficientes de
los polinomios T}, (w) del mismo orden en n, se obtiene de forma inductiva una expresién

recurrente para los coeficientes a; (¢, \) cuya expresién compacta es:

a,inﬂ) =— )\al(:_)na(n -1+ ea,in)(l — O_((TL)(T;— 1))) — )\ag?k(l —o(n))
a1 = b — o=y g DR )

2

o(k) es la funcién escalén de Heaviside y 0y o la delta de Kronecker, 0 < &k < %

Se separa una de las variables. Por un lado las variables € y A de las que dependen
los coeficientes de la serie. Por otro, la variable 6, de la que dependen los polinomios de
Chebyshev T, (w). La ecuacién (3) puede verse como el producto escalar estandar entre dos
vectores, Uy, (€, A, 0) = ﬁz("_l)} (w).fi’[@](e, A). El vector T’[nw,l)}, con componentes t; =

2
n(n—1)

2
cos(2ind), i = 0,1,...[=5—], el vector A["(n_l)} que se genera a través de la recurrencia

(4). )

3. Matrices de transferencia para el vector A, de coeficientes
de la series.

Para la obtencién del vector A, .(»-1), asociado a la autofuncién ¥, con la recurrencia

[=5—]

dada por la ecuacién (4), estan involucrados el vector A[(n_l)(n_z)] de las autofuncién ¥,,_4
2

y el vector A (n=2)(n-3) de ¥,,_s. Se puede usar técnicas de matrices de transferencia para
2

[

conseguir una aplicacién lineal que permita obtener el A[nm_l)}. Para que la recurrencia
2

vectorial resultante sea de primer orden y homogénea, caso mas sencillo, necesitamos tra-

bajar con un vector A que contenga tanto al vector A’[nmq)} como al A’[(nfn(nfz)].
2 2

AZ = (JLY[Tn(anl)]v A}T(n,l)w,m]). (5)

2

. . R €— 2\
La recurrencia vectorial, para n > 2, con el vector inicial A; = < 1 > es:

—
N

An = Mn,n—lﬁn—l

el,_1 — AL,,_1 —)\I[(n71)2<n74)}+1 _I[(n72)(n73)]+1

2
—)\(11 + In—l) €l (n—1)(n-a) 0
M1 = 5 _)\([I o +1 5 (6)
[W}_ﬂ
I[(n—l)2(n72)]+1 0 0
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La matriz M,, ,,—1 estd escrita por bloques. Ademds de la matriz identidad de dimensién
indicada para cada caso, aparece en el primer bloque una matriz L, que vale 1 en toda
la primera subdiagonal inferior de la contradiagonal de orden n. l;; = d,4+; (delta de
Kronecker); i,7 = 0,1,....n — 1., con 2 < n. Esta matriz va mezclando coeficientes y
complica la recurrencia.

Las matrices identidad contribuiran cuando su orden sea mayor que 0. Hay bloques para n
pequeno donde algunas matrices no contribuyen y no son tenidos en cuenta. A continuacién
se indican las tres primeras matrices de transferencia:

€ 0 -1

. 1 0 e—A| 0

—_— T —2A 0 0

My, = “2)] 0 i Mz = 0 | o
1 0 1 0 0

0 1 0

€ 0 0O |-Xx|—-1 0
e —=X| O 0 -1

0 -\ € 0 0 0
-2\ 0 0 € 0 0
0 -2 0 0 0 0
My = 0 0 —-X| 0 0 0
0 0 0 |=A] 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

4. Propiedades de las autofunciones.

De la solucién en forma de producto de vectores se observa que toda la dependencia
de las soluciones en ¢ esta recogida en el vector T’ n(n=1); (cos(2m@)). Al variar la naturaleza
2

[

de 0 es de esperar que las caracteristicas de las soluciones cambien.

A continuacion se estudia el caso 6 entero, que sirve para fijar la forma del vector de
coeficientes y comprobar que la suma de sus componentes generan a los polinomios de
Chebyshev de segunda clase. Es conocido que el espectro es continuo en el intervalo o
banda de ortogonalidad de los polinomios

Posteriormente, se comentan los casos 6 racional e irracional. Ambos casos se pueden ver
como perturbaciones al caso entero por lo que se espera que la banda de espectro continuo
se degenere en subbandas y la posible aparicién fuera o entre las subbandas de espectro
puntual.



Serie de Chebyshev para un operador Schrédinger 1-D ergédico.

4.1. Caso 0 entero.

SifeZ, Tn(n—l)](COS(27Te)) =T n(n=1))- Si ampliamos el vector 1
2 2

[ [ [
—1)(n—2
de ceros adecuado, exactamente con % ceros, su producto escalar con el vector

— . —1 —
A, reproduce la suma de las primeras n(n2 ) componentes de A,,. Esta suma .S, de com-
ponentes es un polinomio moénico de orden n en € y representa a la autofuncién ¥,,. Por

tanto, S, debe cumplir la misma relacién de recurrencia (1) que W,,.

n(n—1), CON el niimero
2

Spi1(e,\) = 2(% — N)Sn(€,A) — Sn_1(e, \).
So=1;8, :2(%—/\). (7)

Resultando que S, = ¥,, = Upn(5 — A), el polinomio de Chebyshev de segunda clase y
de orden n. Como el coeficiente de la potencia n-ésima de los Uy (z) es 2" y aqui & = § — A,
se comprueba que los polinomios autofunciones son ménicos en €, como se esperaba.
Obsérvese que al ser 6 entero la expresién cos(2m0 +v) = cos(v) =1siv=0.Siv #0 la
recurrencia vectorial (6), y la recurrencia (7) siguen siendo validas si cambiamos en ellas
el parametro X\ por Acos(v). La solucién para las autofunciones para v cualquiera queda
entonces ¥, = Uy (§ — Acos(v)).
El espectro de energias resulta inmediato del intervalo de ortogonalidad de la familia de
polinomios {U,(z)}22, que tiene los ceros densos en el abierto (—1,1). Tiene espectro
continuo en o = [—2 + 2\cos(v), 2 + 2Acos(v)]. La medida de Lebesgue del espectro es
L, =4.
Adicionalmente, se ha obtenido una recurrencia vectorial (6), en la que la suma de com-
ponentes del vector a cada paso genera los polinomios de Chebyshev de segunda clase

{Un(5 = 0)}-

4.2. Caso f racional.

Sif= % € Q, con py q coprimos, T nin_1),(cos(278)) es un vector cuyas componentes
2

se repiten con periodo g y cambian sign[iﬁcati}vamente la solucién ¥, respecto al caso en-
tero. Para ¢ = 2 se puede aplicar el teorema de Blumenthal generalizado y obtenemos dos
bandas donde hay espectro continuo, los ceros son densos en dichos intervalos, y la local-
izacion de estos no es dificil, véase la figura 1. Para ¢ > 3, ya no es aplicable Blumenthal y
se utiliza en este caso la teoria de Bloch-Floquet, resultando ¢ bandas de anchura variable
segin valores de los parametros. Las bandas pueden desplazarse colectivamente al variar
v, aunque nunca hay solapamiento de bandas [9]. La medida de Lebesgue del espectro L,

depende ahora del valor de los pardmetros.

4.3. Caso ergddico (f irracional).

Cuando 6 € R/Q, el valor de 2Acos(2nmf+v) va llenando todo el intervalo (—2|A[, 2|\|)
al crecer n, y pasa infinitas veces a una distancia arbitrariamente pequena de cualquier pun-
to del intervalo. Las componentes de T n(n=1); (cos(2m0)) van oscilando y su suma esta aco-

2

[

5
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Figura 1: Algunas autofunciones y localizacién de las bandas de espectro continuo, lineas

rojas de trazo grueso, para los parametros 0 = %, A=1v=2z.

tada.

Se cree que la medida de Lebesgue del espectro es L, = 4 — 4|A| [9] y solo depende del
parametro A. Para A = 1, caso del ejemplo de [7], la medida de Lebesgue es nula y el
espectro es del tipo de Cantor.

5. Conclusiones

Se ha obtenido para las autofunciones de (1), con las condiciones iniciales adecuadas,
un desarrollo en serie de polinomios de Chebyshev de primera clase, que sirve para sep-
arar alguna de las variables independientes. Esta forma de producto escalar de vectores
con variables separadas nos permite un andlisis méas directo de las soluciones y de las
propiedades del espectro de energias del operador de Schrédinger unidimensional
En el caso racional se obtiene periodicidad en las componentes del vector T nn-1)) (cos(278)).

[

Esto perturba al espectro de manera ordenada, deformando la banda en ¢ subbandab con
q la periodicidad de las componentes del vector dependiente de 6.
En el caso irracional la ergodicidad de las componentes de T[n(nfl)] (cos(27m0)) perturba de

manera cadtica el resultado del producto escalar. Debido a que las soluciones de los poli-
nomios en los puntos de interés son oscilantes, se puede combinar la Teoria de la Osilacién
[4] con la teoria espectral de los Polinomios Ortogonales [3] para acotar y localizar la zona
donde puede existir espectro continuo. La figura 2 muestra un primer resultado para la
acotacion y localizacion en el caso 6 racional con periodo 3.

Finalmente, tanto para 6 racional como irracional, un estudio cuidadoso sobre la
acotacién y convergencia en norma de los vectores involucrados en el producto escalar,
serd de utilidad para el avance cuantitativo en el conocimiento de las propiedades tanto
del operador como de la familia de autofunciones.
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Figura 2: Algunas autofunciones, acotaciéon y localizacién de las bandas de espectro

continuo (usando teoria de oscilacién), lineas rojas de trazo grueso, para los pardmetros
_ 2 _ _

0—37)\—1,V—0.
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