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Capitulo 1
Introduccion

En la teoria de juegos multicriterio convergen la teoria de juegos tradicional
y la optimizacién multicriterio. Los resultados y avances en este campo permiten
representar y analizar situaciones de conflicto de intereses en las que intervienen
varios decisores, cada uno de los cuales tiene mas de un objetivo que alcanzar,
es decir, las utilidades de los agentes decisores son multidimensionales y pueden
representarse vectorialmente.

Los juegos con utilidades vectoriales difieren de los juegos escalares inicamente
en la dimensién del pago, pero esto es suficiente para que muchos resultados de la
teoria de juegos clasica no tengan una generalizacion directa. La razon fundamental
es la dificultad anadida que supone trabajar con estructuras de orden parcial en los
pagos, en lugar del orden total que induce una unica funcién de valoracion.

Entre las razones mas importantes para estudiar juegos vectoriales destacamos
que pueden utilizarse para modelizar muchas situaciones de la vida real, en las que
hay que tener en cuenta varios objetivos, evitando definir funciones de escalarizacion
a partir de informacion quiza no muy precisa. Por ejemplo, la politica de produc-
cion de dos empresas que compiten en un mercado puede analizarse como un juego
escalar. Sin embargo, cuando compiten simultdneamente en varios mercados y los
resultados en cada uno de ellos no pueden agregarse, el estudio del problema conduce
de forma natural a un juego con utilidad vectorial.

Los juegos vectoriales fueron introducidos por Blackwell (1956) y, desde entonces,
esta teoria ha evolucionado de forma similar a la teoria de juegos convencional. Por
un lado, se analiza el problema con el enfoque cooperativo y por otro, se considera
el enfoque no cooperativo. Algunos resultados relativos a juegos vectoriales coopera-

tivos podemos encontrarlos en problemas de negociacién (Roemer, 2005; Marmol et
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al., 2007; de Marco y Morgan, 2011; Monroy et al., 2015), problemas de reparto de
costes (Fernandez et al., 2002; Nishizaki y Sakawa, 2001; Ferndndez et al., 2004) y
en problemas de votaciéon (Monroy y Ferndndez 2011, 2014). Con respecto a juegos
vectoriales no cooperativos los trabajos se centran, entre otros, en la caracterizacién
de nuevos conceptos de soluciéon (Ghose y Prasad, 1989; Puerto et al., 1999; Yu
y Li, 2000; Fernandez et al., 2000a) modelos oligopolisticos (Kru$ y Bronisz, 1994;
Ferndndez et al., 2000b; Bade, 2005) y juegos con pagos difusos (Nishizaki y Sakawa,
2000; Peldschus y Zavadskas, 2005; Clemente et al., 2011).

El objetivo general de esta tesis es el estudio de procesos de toma de decisio-
nes estratégicas con multiples agentes, dentro del marco de la teoria de juegos no
cooperativos con utilidades vectoriales. La caracteristica comin de los problemas
que consideramos es que extienden los modelos clasicos a situaciones en las que la
informacion disponible sobre los resultados y sobre las preferencias de los agentes
no esta completamente especificada. Este marco incluye situaciones en las que la
incertidumbre sobre los resultados de la interaccién estratégica es una cuestion rele-
vante, y también situaciones en las que las preferencias de los agentes no se limitan
al propio interés, sino que incorporan otras motivaciones sociales.

En juegos no cooperativos, caracterizados por el principio de racionalidad indi-
vidual y por un comportamiento estratégico de sus jugadores, el concepto clasico de
solucidn es el de equilibrio de Nash (Nash 1950, 1951). Este concepto lleva inherente
una condicion de estabilidad, ya que, fijadas las estrategias de los demas jugadores,
ningun jugador puede mejorar su resultado cambiando su estrategia. En otras pa-
labras, ningin jugador tiene incentivo para desviarse de su estrategia en equilibrio
porque no encontrara una estrategia alternativa que mejore su utilidad.

La extension de equilibrio de Nash al caso vectorial se consigue eligiendo como
mejor respuesta de cada jugador a las estrategias de los demés jugadores, una solu-
cién eficiente del problema vectorial de maximizacion de su utilidad. En el Capitulo
2, para caracterizar el conjunto de equilibrios de Nash de un juego con utilidades
vectoriales, consideramos la representacion de las preferencias de los agentes me-
diante funciones utilitaristas e igualitaristas. Es usual que los agentes no puedan
establecer de forma precisa las preferencias entre sus posibles resultados, por lo que
esta falta de informacién potencial nos lleva a considerar que sélo disponemos de in-
formacion parcial o incompleta sobre las preferencias de los agentes. En la literatura
existente sobre modelos con preferencias incompletas, las dos referencias clasicas son
Aumann (1962) y Bewley (1986). Posteriormente, estas estructuras de preferencias

se han estudiado desde varios puntos de vista. En particular, algunos autores han
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establecido una conexién formal entre preferencias incompletas y decisiéon multiob-
jetivo bajo certidumbre y bajo riesgo (Seidenfeld et al., 1995; Ok, 2002; Dubra et
al., 2004; Sagi, 2006).

La dificultad de la existencia de multiciplidad de equilibrios, que ya existe en
muchos casos en los juegos escalares, se ve agravada en los juegos con utilidades
vectoriales. Una forma de obtener procedimientos para reducir el conjunto de equi-
librios del juego es incorporar en el modelo informacién adicional. Consideramos
reglas de decision adicionales basadas en diferentes actitudes de los agentes frente a
los resultados que pueden obtener, analizando una actitud conservadora, optimista
y neutral.

Una vez desarrollados estos resultados tedricos, en el Capitulo 3, los aplicamos en
el anélisis del modelo de bienes comunales (Hardin, 1968) y del modelo de oligopolio
de Cournot (Cournot, 1838), que no han sido tratados atin desde esta perspectiva.

En el ambito de las ciencias sociales, el problema de los bienes comunales se ha
estudiado ampliamente pues la propiedad comun de los recursos ha acompanado al
hombre a lo largo de su historia. En un principio, los estudios se enfocaron en el
peligro que el uso comtun de los recursos conlleva para la conservacién, o para una
explotacion econdémica eficiente de dichos recursos. En la década de los cincuenta
del pasado siglo, Gordon (1954) y Scott (1955) tratan los recursos comunes desde
este punto de vista. El trabajo de Gordon analiza ciertas cuestiones relacionadas
con la economia de la pesca y su gestion en las culturas primitivas, y el caso de
los pastos comunales en la sociedad medieval. En la pesca, la propiedad comun
conduce a la sobrepesca y a la ineficiencia econémica. Por ello, este autor concluye
que la propiedad de todos es la propiedad de nadie. Del mismo modo, el trabajo de
Scott insiste en esta idea y senala que nadie se preocupa de conservar los recursos a
menos que sea su propietario, defendiendo, ademas, la propiedad 1nica, que permite
planificar el uso del recurso a través del tiempo de una manera econémicamente més
eficiente.

A partir del articulo de Hardin (1968), la expresion tragedia de los comunes ha
llegado a simbolizar la degradacién del ambiente que puede esperarse siempre que
muchos individuos utilicen al mismo tiempo un recurso escaso. Si los tinicos bienes
comunales de importancia fueran unas cuantas areas de pasto o algunas pesquerias,
este problema tendria poco interés general. Pero no es el caso. La tragedia de los
comunes se ha utilizado para describir problemas tan distintos como la hambruna
del Subsahara en los afios setenta (Picardi y Seifert, 1977), la crisis de incendios

forestales en el tercer mundo (Thomson, 1977; Norman, 1984), el problema de la
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lluvia acida (Wilson, 1985), las relaciones entre el sector ptblico y el sector privado
en las economias modernas (Scharpf 1987, 1988) o los problemas de cooperacién
internacional (Snidal, 1985), entre otros.

En el analisis del problema de los bienes comunales que presentamos hemos mo-
dificado un supuesto esencial de los modelos econémicos tradicionales: el principio
de racionalidad egoista de los agentes. Segtin este principio, la tinica motivacién de
un agente es la busqueda de su propio interés. Sin embargo, el comportamiento hu-
mano es mucho més complejo y la evidencia muestra que los agentes tienen otras
motivaciones. Por tanto, la introduccién de otros objetivos, ademés del beneficio
individual que se presupone desde una perspectiva racional, no esta tan lejos de la
realidad. De esta forma, el caracter multidimensional de la utilidad aparece cuando
se asume como funcién de utilidad la de todos los agentes implicados en el modelo,
esto es, ademas del beneficio individual, los agentes consideran el beneficio de todos
los competidores por la utilizacion del bien comunal. Desde esta perspectiva hemos
analizado la posibilidad de evitar el problema de la sobreexplotaciéon de los bienes
comunales y su aniquilaciéon. Hemos estudiado las consecuencias de la actitud al-
truista que muestren los agentes, asi como las de otras caracteristicas, tales como la
ecuanimidad o la imparcialidad.

De la misma forma, hemos analizado en el modelo de oligopolio de Cournot las
implicaciones que tiene el que las empresas, ademés de su propio beneficio, conside-
ren los intereses de otros agentes econdmicos. El tratamiento tradicional del modelo
de Cournot considera un ntmero de empresas que producen un bien homogéneo.
Tienen que determinar su nivel de produccion actuando de forma estratégica y te-
niendo en cuenta que son econdomicamente racionales, es decir, buscan maximizar
sus beneficios. Sin embargo, en los ultimos anos se ha empezado a dar importancia
a una visiéon de la empresa basada en principios de responsabilidad social.

No hay una tnica definicién de empresa socialmente responsable, pero podriamos
resumirla como aquella empresa que se compromete a un comportamiento que ten-
ga en cuenta no sélo el beneficio, sino también céomo las decisiones de la empresa
afectan a otros agentes relacionados con ella, tales como empleados, otras empre-
sas, consumidores y el medioambiente. En Bénabou y Tirole (2010) se presenta un
estudio detallado sobre el significado de responsabilidad social en las empresas.

El andlisis de la responsabilidad social y su impacto en el desarrollo de las em-
presas ha recibido una atencién considerable dentro de la comunidad académica,
especialmente en el campo de las ciencias sociales. Las primeras nociones de la re-

lacién entre empresa y sociedad aparecen en la década de los cincuenta del pasado
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siglo (Bowen, 1953). M4&s recientemente, existen investigaciones empiricas sobre ren-
dimiento financiero y responsabilidad social (Margolis y Walsh, 2001) y anélisis de
la modelizacién formal de la responsabilidad social (Baron, 2001, 2007; Calveras
et al., 2007; Giovanni y Giacinta, 2007). Crifo y Forget (2013) hacen una revisién
bibliogréafica de la literatura econémica sobre responsabilidad social, tanto tedrica
como empirica. Kitzmueller y Shimshack (2012) también recogen una sintesis de
la literatura correspondiente a las diversas lineas de estudio sobre responsabilidad
social.

En el modelo de oligopolio de Cournot que estudiamos, hemos considerado que
cada empresa busca su propio beneficio y también valora otras utilidades, ya sean
los intereses de los consumidores mediante el excedente del consumidor, o bien al-
guna externalidad, tanto positiva como negativa. La novedad y ventaja del modelo
que presentamos frente al tratamiento tradicional de las externalidades y la respon-
sabilidad social en economia, es que mostramos un marco unificado de anélisis en
el que no tratamos la utilidad derivada del comportamiento social como un bene-
ficio monetario adicional, puesto que no lo es, y tratarlo de esa forma pervierte la
concepcién misma de lo que consideramos social.

En el Capitulo 4, también dedicado al oligopolio de Cournot, estudiamos cémo
afecta la incorporacién de la incertidumbre en el modelo. La caracteristica principal
de los problemas de decisién bajo incertidumbe reside en el grado de conocimiento
que el decisor tiene del entorno, del que conoce sus posibles concreciones, pero puede
no tener ninguna informacién mas.

En la literatura econdémica encontramos estudios que analizan el papel de la
incertidumbre en los mercados oligopolisticos considerando, o bien que la funciéon
de demanda del mercado no es conocida, o bien que los costes marginales de las
empresas se desconocen. Las metodologias més usuales que se aplican en el estudio
de estos problemas son la teorfa de la utilidad esperada (Sandmo, 1971; Fontini,
2005; Ryu y Kim, 2011), modelos estocasticos (Bischi et al., 2004; Anam et al.,
2007; Chiarella y Szidarovszky, 2009) y juegos con dos etapas (Lu y Poddar, 2006;
de Frutos y Fabra, 2011, Lepore, 2012).

En algunos modelos de oligopolio bajo incertidumbre se tiene en cuenta el in-
tercambio de informacién entre las empresas. Con respecto a la incertidumbre en la
demanda, Novshek y Sonnenschein (1982), Clarke (1983), Vives (1984), Li (1985)
probaron que las empresas no se beneficiaban por intercambiar informacién. Con res-
pecto a la incertidumbre en los costes marginales, las contribuciones mas relevantes

son las de Gal-Or (1986) y Shapiro (1986). Prueban que si las empresas producen
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productos substitutivos, entonces es mas beneficioso para las empresas compartir
informacién privada sobre sus costes. Posteriormente, Raith (1996) desarrolla un
enfoque unificado en el que derivan las conclusiones de los trabajos anteriores como
casos particulares.

El modelo que proponemos es una extension del oligopolio de Cournot, en el que
la incertidumbre en la demanda se origina porque las empresas se enfrentan a dife-
rentes demandas de mercado en escenarios futuros y tienen que tomar sus decisiones
antes de que el escenario real ocurra. El andlisis que presentamos contribuye de va-
rias formas a la literatura existente. En primer lugar, el modelo se formaliza como
un juego con funciones de utilidad vectoriales, y desarrollamos nuestro estudio en
un entorno no probabilistico pues, aunque los beneficios de las empresas dependen
de los escenarios futuros, no se dispone de informacién acerca de la probabilidad de
ocurrencia de dichos escenarios. Por tanto, los resultados sobre los equilibrios en la
extension del modelo de Cournot no se basan en suposiciones o creencias relativas a
las distribuciones de probabilidad, por lo que nuestro analisis cubre situaciones en
las que dicha informacién no se puede obtener. En segundo lugar, la incertidumbre
de las empresas se refiere tanto al precio de reserva como al nimero de consumidores
en el mercado, por lo que nuestro modelo va mas alla de los casos discutidos en la
literatura en los que la incertidumbre se considera sélo en una de las dos formas
mencionadas. En tercer lugar, asumimos que no hay intercambio de informacion
entre las empresas. En cuarto lugar, consideramos distintas actitudes al riesgo que
pueden presentar las empresas. Finalmente, en la misma linea de la regla de decisién
de la utilidad esperada maximin, introducida por Gilboa y Schmeidler (1989), ana-
lizamos el modelo considerando que las empresas pueden establecer un orden sobre

la probabilidad de ocurrencia de los posibles escenarios.

1.1. Preliminares

A continuacion, establecemos la notacion, definiciones y resultados béasicos que

utilizamos en el desarrollo de este estudio.

Definicién 1.1.1. Un juego en forma normal, G = {(A%, u');cn}, viene dado por
el conjunto de los agentes N = {1,...,n}, el conjunto de estrategias que puede
adoptar el agente i, A*, y la correspondencia u’ : x;cnyA* — IR, que es la funcién de

utilidad del agente 1.



1. Introduccion

Un perfil de estrategias de todos los agentes, a = (a',...,a"), con a’ € A?, para

un juego G se puede escribir como a = (a’, a™"), donde a’ es la estrategia del agente i,
vat=(a',...,a"t a"t, ... a") representa las estrategias de los restantes agentes.
Para establecer el concepto de solucién en estos juegos se parte del supuesto de

que los agentes son racionales, es decir, buscan maximizar su utilidad.

Definicién 1.1.2. Un perfil de estrategias a* = (a*!,...,a*) es un equilibrio de
Nash para el juego G = {(A", u')ien} si Ai € N con @’ € A’ tal que u'(a’,a*™") >

u'(a*). Es decir, para cada agente i, a** es solucién del problema méax;cy u'(a’, a*™*).

Obsérvese que en un equilibrio de Nash, ningiin agente tiene incentivos para

desviarse unilateralmente de él.

La notacién de las desigualdades vectoriales que consideramos es la siguiente.
Sean z,y € IR’, x > y significa x; > y; para todo j; x > y significa z; > y; para
todo j, con y # 0; y « 2 y significa que x; > y; para todo j.

Denotamos los conjuntos

R ={yeR :y>0}yR,, ={yeR :y >0},

At={yeRi: > y=1yAi={yeRi, : > y; =1}

Definimos a continuacién algunos conceptos a los que haremos referencia poste-

riormente.

Definicién 1.1.3. La envolvente convexa de S C IR® es el conjunto con(S) = {z €

R:z=ar+(1—a)y, z,y €S, a €[0,1]}.

Definicién 1.1.4. Un conjunto S C IR® es comprensivo si para cualquier y € S'y

para todo y € IR’ tal que y > y > 0, entonces y € S.

Definicién 1.1.5. Un conjunto S C IR* es estrictamente comprensivo si para cual-
quier y € S y para todo y € IR® tal que y > y > 0, entonces § € S y existe
z€ 8, z>1.

Definicién 1.1.6. Sea un subconjunto S C IR’

a) y € S es eficiente en S si no existe y € S tal que y > . Denotamos por E f(S)

el conjunto de puntos eficientes de S.

7
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b) ¥ € S es débilmente eficiente (w-eficiente) en S si no existe y € S tal que
y > y. Denotamos por Ef*(S) el conjunto de puntos débilmente eficientes de

S.

Estos dos conjuntos coinciden bajo hipdtesis no muy restrictivas, por ejemplo,

es suficiente que el conjunto S sea estrictamente comprensivo.
Proposicién 1.1.7. Si S es estrictamente comprensivo, entonces Ef(S) = Ef*(S)

Demostracion. Por definicién, se verifica que Ef(S) C Ef“(S). Para demostrar la
otra inclusién, sea y € E f*(S), entonces para cualquier y > g, se tiene que y ¢ S.
Supongamos que no es eficiente, es decir, existe y € S tal que y > 4,y # y. Como §
es estrictamente comprensivo, entonces existe z € S, z > ¥, lo que contradice que ¥

es w-eficiente. O

Establecemos dos maneras de caracterizar los puntos eficientes y débilmente
eficientes de S. En primer lugar, analizamos la relacién entre estos puntos y las
soluciones de los problemas escalares asociados que optimizan las sumas ponderadas
de las componentes. Sea A € A®. Denotamos por Py(S) el conjunto de soluciones

optimas del problema max,cg ijl AT,
P\(S)={y € S:y=argmar,cs Z Az}
j=1

Denotamos P(S) = Uyeas PA(S) y PT(S) = Uxeas PA(9).

Proposicién 1.1.8. Sea un subconjunto S C IR

a) Sea A € A®. Siy = argmar,es ijl Ajz;, entonces y es w-eficiente. Es decir,

P(S) C Ef“(S).

b) Sea A € A% Si g = argmaxes ijl Ajx;, entonces § es eficiente. Es decir,

Pr(S) C Ef(S).

Demostracion. a) Sea A € A®. Siy = argmax,es ijl Ajx;, entonces se verifica que
> =1 AT = D52 Ajj, Yo € S. Razonemos por reduccién al absurdo, supongamos
que no es w-eficiente, es decir, existe x € S tal que z > ¥y, entonces 22:1 AT >

Z;Zl A;¥;, lo que contradice que y sea solucién de P(S). Luego, g € Ef*(S5).

8
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b) Sea A € A}, Si g = argmarses ) ,_, Ajrj, entonces Y 5 Njy; > Y0 A,
Vo € §. Supongamos que y no es eficiente, luego existe z € S tal que = > ¥,
entonces > 5, \jT; > 37, Ajj, lo que contradice que § sea solucién de P*(S).
Luego, g € Ef(S). O

Bajo ciertas hipdtesis, todas las soluciones que se obtienen resolviendo los pro-

blemas max,cg ijl Ajz; son puntos eficientes, como se demuestra en la siguiente

proposicion.

Proposicién 1.1.9. Sea A € A®, siy es solucion unica del problema max,cg 25:1 AjT;,

entonces § es eficiente, §j € Ef(S).

Demostracion. La demostracion es andloga a la de la Proposicién 1.1.8, teniendo en

cuenta la unicidad de solucién del problema ponderado. O

Observacion 1.1.10. En general, P(S) C Ef“(S) y PT(S) C Ef(S), y estas inclu-

siones pueden ser estrictas. Si S es convexo, Ef*(S) = P(S).

Por otra parte, determinamos la equivalencia entre puntos eficientes o débilmente
eficientes, y las soluciones del problema maximin ponderado correspondiente. Sea
a € A®. Denotamos por M,(S) el conjunto de soluciones 6ptimas del problema

. . , ’ €
maximin ponderado méx,cs min;—; {2},

a .

J

Ma(S) = {y IS Y = argmaZzyecs ‘H1ll/n {ﬂ}}
7=1,...,s Oéj

Se entiende que si algiin peso es nulo, a; = 0, no se considera el cociente correspon-
diente. Denotamos M (S) = Uaeas Ma(S) y MF(S) = Useas Ma(S)

Proposicién 1.1.11. Sea un subconjunto S C IR,

. , € _ .
a) Sea a € A®. Si §j = argmaz,es mmjzl""’S{a_]-}’ entonces iy es w-eficiente. Es

decir, M(S) C Ef*(S). ’

. . , €
b) Si gy es eficiente, entonces I € A®, tal que § = argmaryes minj—; {1},
@

es decir, Ef(S) C M(S).
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., .o , X .
Demostracion. a) Sea a € A®. Si § = argmaz,cs mlnj:17,.,,s{a—3}, se verifica que
J

, Yj , T .,
min;—_{-~} > min;—;_ {2}, V& € S. Razonemos por reduccién al absur-
& Q; _
. _ _ _ , €
do, supongamos que existe T € S tal que T > ¥, entonces mlnjzlw.’s{;} >

minjzl,m,s{&}, lo que contradice la hipdtesis. Luego, § € Ef*“(S).
Q;

$ .
b) Sea a; = ;. Para probar que § = argmaz,csmin;—; {2}, supongamos

J
que existe y € S, tal que min;_; { } > min;_g {y]

Yj

para todo 7 =1, ..., s, lo que contradice que ¥ sea eﬁmente Asi, y € M(9). O

} = 1. Por tanto, y; > ¥;

Observacion 1.1.12. En general, se verifica Ef(S) C M(S) C Ef*“(S). Incluso
para a € AY, las inclusiones pueden ser estrictas. No obstante, bajo las condi-
ciones en las que los puntos eficientes y los débilmente eficientes son los mismos,
Ef(S) = Ef*(5), éstos coinciden con las soluciones 6ptimas de los problemas
MaX,c5 minj:L_“,s{g}, con o € A%, es decir, Ef(S) = M(S) = Ef*(5).

J
Existen otros resultados relacionados que permiten caracterizar todos los puntos

w-eficientes bajo ciertas hipdtesis.

Proposicién 1.1.13. Sea S C IR’ _, i es punto w-eficiente de S si y solo si es jj =

argmazxecs ml'njzl,.,ﬁ{ﬁ} con aj > 0,Yj =1,...,s, es decir, MT(S) = Ef*(S).
a;

Demostracidn. La inclusién M1 (S) C Ef*“(S) se cumple dado que M*(S) C M(S)
y por la Proposicién 1.1.11 a), M(S) C Ef*(S). Probemos la otra inclusién. Si g es

. _ _ . ZLj
w-eficiente, sea o = § > 0. Para probar que § = argmaz,cs min;—; {2}, supone-
J

mos lo contrario, es decir, 3y € S, y # v, tal que min;_; {yj} >minj_; {yj} =
Yj

1. Por tanto, y; > y; para todo 7, lo que contradice que y sea w-eficiente. Por tanto

Efe(S) C M*(S). 0
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Capitulo 2

Equilibrios en juegos con

utilidades multidimensionales

2.1. Introduccion

La extensiéon natural del concepto de equilibrio de Nash para un juego con funcio-
nes de utilidad vectoriales fue introducida por Shapley (1959) para juegos bipersona-
les multiobjetivo de suma nula y de suma no nula. Entre los autores que estudiaron
la existencia de equilibrio de Pareto para este tipo de juegos, utilizando técnicas de
escalarizacion con un vector de pesos, destacamos a Zeleny (1975), Corley (1985) y
Borm et al. (1988).

Para juegos multiobjetivos n-personales, Zhao (1991) y Wang (1993) establecie-
ron condiciones suficientes que garantizan la existencia de equilibrio de Pareto. La
mayoria de los resultados sobre la existencia de estos equilibrios se basa en los teo-
remas del punto fijo y en las desigualdades minimax de Kay Fan. Algunos de estos
resultados estan recogidos en Yu y Yuan (1998), Kim (2000), Allevi et al. (2003),
Chebbi (2008) y Patriche (2014).

Bade (2005) estudia la existencia de equilibrios de Pareto para las extensiones
multidimensionales de distintos modelos econémicos clasicos. Considera juegos con
pagos vectoriales en los que las preferencias de los agentes son incompletas, que pue-
den representarse mediante funciones de utilidad vectoriales. Caracteriza el conjunto
de equilibrios de dichos juegos como la unién de los conjuntos de equilibrios de de-
terminados juegos escalares, en los que las preferencias de los agentes son completas.

En este contexto se enmarca nuestro estudio. Consideramos juegos con preferen-
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2.1. Introduccion

cias incompletas representadas por funciones de utilidad vectoriales. Los conjuntos
de equilibrios de los juegos con este tipo de preferencias son, en general, considera-
blemente mas amplios que los de los juegos con preferencias completas. Aunque este
hecho pueda parecer un inconveniente, permite solucionar problemas de no existen-
cia de equilibrio en juegos en los que, por razones operativas, se han modelado las
preferencias de los agentes como completas, atin no disponiendo de toda la informa-
cion. Esto permite ampliar el conjunto de equilibrios original, resolviendo de este
modo el problema de la no existencia. Esta es la forma en que Roemer (1999, 2001)
y Bade (2003) abordan el problema de la no existencia de equilibrio en modelos de
competicion politica multidimensional entre dos partidos politicos.

El tratamiento de las preferencias incompletas se puede realizar desde distintas
perspectivas. En nuestro estudio consideramos dos modelos: el utilitarista (Mill,
1971) y el igualitarista (Rawls, 1971). Desde un punto de vista utilitarista, con
objeto de conseguir el maximo bienestar para los agentes, se maximiza la suma
ponderada de las componentes de su funcién de utilidad vectorial. Por otra parte, el
igualitarismo persigue valorar a los menos favorecidos basandose en los principios de
igualdad de oportunidades, por lo que se maximiza el minimo de las componentes
ponderadas de la funcion de utilidad vectorial de los agentes.

Estas representaciones de las preferencias fueron estudiadas en el campo de la
teoria de la decisién multicriterio por Hinojosa y Méarmol (2011). Nosotros aplicamos
ambos modelos para el estudio de los equilibrios en los juegos con pagos vectoriales.
En los dos casos, las ponderaciones o pesos utilizados para formalizar la funcion
de valoracion se pueden interpretar como la importancia relativa asignada a las
diferentes utilidades individuales.

En general, en los juegos con utilidades vectoriales el conjunto de equilibrios
es amplio, por lo que es conveniente obtener refinamientos de ellos incorporando
consideraciones adicionales. La introduccién en el problema de informacion adicional
sobre las preferencias de los agentes, que estableceremos mediante conjuntos de
pesos, nos permite obtener diferentes subconjuntos de los equilibrios méas acordes
con la informacién disponible. Es también posible refinar la identificacion de los
equilibrios incorporando las distintas actitudes que los agentes pueden mostrar a la
hora de elegir sus estrategias.

En la siguiente seccion de este capitulo se definen y caracterizan los equilibrios de
Nash generalizados para un juego vectorial. A continuacién, se establecen diferentes
formas de caracterizacion de las preferencias de los agentes, desde los puntos de

vista utilitarista e igualitarista, analizando la determinacién de los equilibrios en
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2. FEquilibrios en juegos con utilidades multidimensionales

cada contexto. Y, por ultimo, se realizan algunos refinamientos de los equilibrios de

Nash teniendo en cuenta diversas caracteristicas del comportamiento de los agentes.

2.2. Equilibrio de Nash

Un juego vectorial en forma normal viene representado por G = {(A%, u');en},
donde N = {1,...,n} es el conjunto de los agentes, A® es el conjunto de estrategias
que puede adoptar el agente i v la correspondencia u’ : x;en A — R* es la funcién
de utilidad vectorial del agente 7, u’ := (ui,...,u,). Sea J' = {1,...,s'}.

Un perfil de estrategias de todos los agentes, a = (a',...,a"), con a’ € A?, para
un juego G se puede escribir como a = (a’, a™"), donde a’ es la estrategia del agente i,
vat=(a',...,;a"7  a" ... a") representa las estrategias de los restantes agentes.

La siguiente definicion generaliza el concepto clasico de equilibrio de Nash en el
sentido de Pareto. Establece que un perfil de estrategias a* es un equilibrio de Nash
si y solo si ningtin agente obtiene un resultado preferido al del equilibrio modificando

su posicion, si el resto no modifica la suya.

Definicién 2.2.1. Un perfil de estrategias a* = (a*!,...,a*) es un equilibrio de
Nash para el juego G = {(A",u')ien} si i € N con @’ € A' tal que u'(a’,a"™") >

u'(a*).

Denotamos F(G) al conjunto de todos los equilibrios de Nash de un juego G.

Alternativamente, se puede escribir que a* es un equilibrio para el juego G si
Vie N, Va' € A', v'(a’,a*™") # u'(a*).

El equilibrio de Nash no lleva a lograr el mejor resultado conjunto para todos los
participantes, sino a que todos los agentes obtengan una utilidad individual que sea
no dominada, teniendo en cuenta que cada uno de los agentes va a intentar hacer
su mejor jugada.

Dado que la utilidad individual viene dada por una funcién vectorial, determinar
un equilibrio de Nash del juego G incluye considerar soluciones en el sentido de
Pareto de problemas de decision multicriterio, por lo que a los equilibrios de Nash
de este tipo de juegos se les llama también equilibrios de Pareto. De hecho, un perfil
de estrategias, a*, es un equilibrio de Nash para el juego G = {(A’, u');cny} si para
todo i € N, a* es una solucién eficiente del problema de optimizacién vectorial

MAX i 4i ui(ai, CL*fi).

13



2.2. Equilibrio de Nash

Para un agente 7, denotamos por R’ a la correspondencia de mejor respuesta del
agente ¢. En el caso de utilidades vectoriales, la mejor respuesta de un agente a una
accion de los deméas agentes no es, en general, Uinica, sino que es un subconjunto
de su conjunto de estrategias, R'(a~") C A’. Coincide con las estrategias de dicho
agente tales que si se desvia de ellas no mejora su funcién de utilidad en todas sus

componentes.

Definicién 2.2.2. Una estrategia a*' es una mejor respuesta del agente i a las es-
trategias de los restantes agentes a*~* en el juego G = {(A%, u')ien} , a* € Ri(a*™),

siysélosi Aa’ € A tal que u'(a’, a*™") > u'(a*).

Como consecuencia, un perfil de estrategias a* = (a*’,a*™") es un equilibrio de
Nash para el juego G = {(A%, ul);en} si y sélo si a* € Ri(a*~") para cada agente
1. De este modo, los equilibrios de Nash se pueden calcular como la interseccién de

todos los conjuntos de perfiles de estrategias (R'(a™%),a™").

Para identificar todos los equilibrios de Nash, consideramos la reaccién de cada
agente teniendo en cuenta cada funcién componente ué de su funcién de utilidad
vectorial, para i € N,j € J*, a la que denotamos 7’; Para el agente ¢, la j-ésima
componente de u’, ué, proporciona la correspondencia de mejor respuesta 7“;'-, como
en el juego escalar con funciéon de pagos u;

De este modo, se puede establecer que, bajo determinadas condiciones de conve-
xidad, el conjunto de reaccién para cada agente viene delimitado por el minimo y el

maximo de las funciones de mejor respuesta para cada perfil de estrategias.

Lema 2.2.3. Para el juego G = {(A',u')ien}, tal que cada A* es un conjunto conve-
zo no vacio de un espacio euclideo de dimension finita y Vi € N, u} es estrictamente

coéncava en su propia accion para cada j € J¢, entonces
Ri(a™)={a" € A" :r'(a™") < a' <7 (a”")}.
donde r'(a™") = minj_y . ri(a™") y 7 (a™") = méx;_y g 75(a7).

Demostracién. Cualquier estrategia a’ tal que a’ < r'(a™") no estd en el conjunto de

reaccién, R'(a™"), porque hay un valor o’ = r'(a™"), tal que u/(a’,a™") > u}(a’,a™"),
Z’,
j
su accién y alcanzan su méximo en r%(a™") , por lo que a' € R'(a™"). Andlogamente,

de modo que las componentes u* no disminuyen ya que son estrictamente concavas en
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2. FEquilibrios en juegos con utilidades multidimensionales

sia® > 7(a”?), en (@', a”"), con @’ = 7(a~%) las componentes no disminuyen, por
tanto, a’ € R'(a™").

Si a’ verifica r'(a™") < a’ < 7(a™"), distinguimos varios casos.

En primer lugar, si a’ = r'(a™"), entonces en a' + ¢, para cualquier € > 0 la com-
ponente que proporciona el minimo de las funciones de mejor respuesta disminuye, y
las restantes no disminuyen, puesto que cada componente de la funcion de utilidad es
estrictamente céncava en su propia accién; para a’ — ¢, con € > 0, disminuyen todas
las componentes de la funcién de utilidad. Por tanto, a* € R*(a™"). Analogamente, si
a' = 7(a™"), entonces en a’ + ¢, con £ > 0, disminuyen todas las componentes de la
funcién de utilidad ; en a* —¢€, con € > 0, la componente que proporciona el maximo
de las funciones de mejor respuesta disminuye y las demas no disminuyen, debido a
la concavidad de cada componente de la funcién de utilidad. Luego, a’ € R'(a™").

Por otra parte, si r'(a™") < a' < 7(a™"), ante cualquier desviacién a’ + ¢, para
todo € > 0, como cada componente de la funcién de utilidad es estrictamente céncava
en su accién, la componente que proporciona el minimo de las funciones de mejor
respuesta disminuye y la que proporciona el méximo no disminuye; al contrario
ocurre para a’ — ¢, con € > 0. Es decir, a’ € R(a™). O
Z'.
j
analogo, teniendo en cuenta que la reaccién 7";'- no tiene que ser unica.

Noétese que si las funciones u’ son céncavas, se puede demostrar un resultado

El siguiente resultado identifica el conjunto de todos los posibles equilibrios de

Nash del juego vectorial.

Proposicién 2.2.4. Si cada A* es un conjunto convexro no vacio de un espacio
euclideo de dimension finita y Vi € N, u; es estrictamente concava en su propia

accion para cada j € JU, el conjunto de equilibrios de Nash para el juego G =
{(A%, u')ien} es

E(G)={(a',...;a") :r'(a™") <a' <7 (a”"),i € N}.
Demostracion. Para cada agente ¢ el conjunto de mejor respuesta a cada perfil de
estrategias de los demds agentes a™* es R'(a™") = {a’ : r'(a™") < @' < 7(a™)}.
El conjunto de equilibrios de Nash del juego GG coincide con la interseccion de los

conjuntos (R'(a™%),a™"), con lo que se tiene el resultado. O

A continuacién, definimos el concepto de equilibrio débil, como la extension del

concepto de equilibrio de Nash usando la nocién de eficiencia débil.
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2.3. Representacion aditiva de las preferencias y equilibrios

Definicién 2.2.5. Un perfil de estrategias a* = (a*!,...,a*) es un equilibrio débil

para el juego G = {(A%,u');en} si Ai € N con a* € A tal que u'(a’,a*™") > u'(a*).

E?(G) denota el conjunto de equilibrios débiles del juego G.

Alternativamente, se puede escribir que a* es un equilibrio débil para el juego G
siVie N,Va' € A u'(a’,a*™") # u'(a*).

Por tanto, un equilibrio débil conlleva que cada uno de los agentes, desviandose
independientemente, no puede obtener un resultado que mejore todas las compo-
nentes de su funcion de utilidad con respecto al equilibrio.

En este caso, un perfil de estrategias, a*, es un equilibrio débil del juego G
si Vi € N, a*, es una solucién débilmente eficiente (w-eficiente) del problema

MAX i e Aé ui(ai, a*_i).

Observacion 2.2.6. Cuando las funciones u; son estrictamente céncavas y los con-
juntos de estrategias son convexos, el conjunto de equilibrios débiles coincide con
el conjunto de equilibrios de Nash, F4(G) = E(G). Este resultado se sigue del he-
cho de que, en esas condiciones, las soluciones eficientes y débilmente eficientes del

problema max,ic 4i u*(a’,a*~") coinciden.

Los juegos con utilidades vectoriales que estamos tratando son juegos con prefe-
rencias incompletas. A continuacién, vamos a abordar el analisis de los equilibrios
que se alcanzan cuando los agentes eligen sus mejores respuestas utilizando dife-
rentes representaciones de sus preferencias. Para ello, utilizaremos algunos enfoques
tradicionales de la teoria de la decision y, dado que identificar los equilibrios de Nash
con utilidad vectorial involucra problemas de optimizaciéon multicriterio, podemos
utilizar métodos que han sido ampliamente tratados en la literatura. Consideramos
fundamentalmente dos modelos de representacion de las preferencias de los agentes:
el modelo en el que las preferencias se representan como la maximizaciéon de una
suma ponderada de las componentes de la funcién de utilidad, y otro en el que las

preferencias se representan por la maximizacion de los minimos ponderados.

2.3. Representacion aditiva de las preferencias y
equilibrios

Bajo determinados supuestos no muy restrictivos, se pueden racionalizar las pre-

ferencias de los agentes mediante una funcién de valor aditiva (Keeney y Raiffa,
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2. FEquilibrios en juegos con utilidades multidimensionales

1976). El enfoque utilitarista recomienda maximizar el bienestar agregado de los
agentes, que se materializa en una representacion de las preferencias consistente en
la suma ponderada de las componentes de la funciéon de utilidad vectorial.

Si las preferencias fuesen completas, los pesos estarian determinados; por tanto,
las preferencias de cada agente se representarian por una funcién escalar y los equi-
librios consistirian en las estrategias que son éptimas para cada agente, dadas las
estrategias del resto de agentes.

Formalmente, fijado el vector de pesos de las utilidades para el agente i, \* €
A ={NeR": Zj;l Aj =1,X > 0}, la valoracién que hace el agente i del perfil

de estrategias a € x_; A’ viene dada por la expresién 25;1 N (a).

Sea A = x™ | A*". Dado X € A, sea G = {(A%,v})ien} el juego escalar, donde

vi(a) = Z Al (a).
j=1

Un perfil de estrategias de los agentes, a*, es un equilibrio de Nash para el juego
Gy si Ai € N con a' € A tal que vy(a’, a*™") > vy(a*).
Para cada A € A, el conjunto de equilibrios de Nash del juego G = {(A%, v} )ien }

se denota como E"(G)).

En caso de preferencias incompletas con utilidades vectoriales, si para cada agen-
te ¢ consideramos todos los posibles valores de los pesos de Asi, se tienen todas las
representaciones aditivas de las preferencias.

La primera cuestiéon que se plantea es si existe una relaciéon entre el conjunto
de equilibrios de Nash del juego G y el conjunto de estrategias de equilibrio que se
obtendrian considerando todas las representaciones obtenidas con todos los posibles
pesos. Para cualquier vector de pesos A’ tal que >\§' > 0,Vj € J¢, la funcién de
valor v§ representa una completacién de las preferencias del agente i. Denotamos
porA+:{)\€A:)\§>O,i€N,j€Ji}.

El siguiente teorema establece un resultado general sobre las relaciones entre

estos conjuntos.

Teorema 2.3.1. Sea G = {(A",u");en} un juego con utilidades vectoriales. Entonces
a) U{E"(G,): A€ AT} C E(G).
b) U{E"(G,) : A € A} C EYQG).
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2.3. Representacion aditiva de las preferencias y equilibrios

Demostracidn. a) Sea a* € E*(G)) con A € AT, entonces para cada i € N, a* es so-
lucién del problema max,ic 4: v4 (a’, a* ). Es decir, a* es méximo de 25;1 Nl (a’, ™),
para A\* > 0. Por tanto, Vi € N,a* es una solucién eficiente del problema de opti-
mizacién vectorial maxqic 4 u'(a’, a*™*), y a* es un equilibrio del juego G.

b) La demostracion es andloga, teniendo en cuenta la definicién de equilibrio
débil. O

Observacion 2.3.2. Aunque las ponderaciones no negativas no proporcionan nece-
sariamente completaciones del juego en el sentido que establece Bade (2005), el
resultado determina que los equilibrios de los juegos ponderados con pesos no ne-
gativos son equilibrios débiles del juego con utilidades vectoriales. Por otra parte,
la inclusion puede ser estricta, es decir, pueden existir equilibrios débiles que no se
puedan determinar utilizando valoraciones utilitaristas, ya que, en general, puede

haber soluciones eficientes no soportadas.

La relacion entre los equilibrios de Nash del juego vectorial y los equilibrios de
los juegos ponderados con pesos positivos y con pesos no negativos se establece en

el siguiente resultado.

Teorema 2.3.3. (Bade, 2005) Sea G = {(A*,u')ien} un juego tal que cada A’ es
un conjunto convexo no vacio de un espacio euclideo de dimension finita y cada u’

€S CO/’H,CCL’U& en Cli. Entonces
U{E"(Gy) : A € A*) C E(G) CU{E™(Gy) : A € A}

Este resultado proporciona una cota superior y otra inferior del conjunto de los
equilibrios de Nash. Los dos conjuntos que acotan a los equilibrios de Nash, en
general, no son muy distintos. De hecho, si las componentes de las funciones de
utilidad son estrictamente céncavas, todos los conjuntos coinciden. Asi, establece la

siguiente caracterizacién de los equilibrios de Nash.

Teorema 2.3.4. (Bade, 2005) Sea G = {(A",u");en} un juego tal que cada A es
un conjunto convexro no vacio de un espacio euclideo de dimension finita y cada

componente de u' es estrictamente céncava en a'. Entonces
E(G) = U{E"(G)) : A € A}.
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2. FEquilibrios en juegos con utilidades multidimensionales

Este teorema permite importar resultados de juegos con preferencias completas
a juegos con preferencias incompletas. En particular, establece que las completa-
ciones lineales proporcionan un buen camino a seguir. Existen otros resultados que
permiten establecer la existencia de equilibrios bajo distintos supuestos (Shafer y
Sonneschein, 1975; Wang, 1991; Yu y Yuan, 1998; Ding, 2000).

2.3.1. Equilibrios con informacién parcial

La identificacién de todos los equilibrios de Nash no siempre es 1til en términos
operativos, dada la gran cantidad de equilibrios que pueden existir. Ademés, depen-
diendo de la situacién, en ocasiones no todos los equilibrios pueden ser adoptados
por los agentes. Es, por tanto, aconsejable el estudio de los refinamientos del con-
junto de equilibrios de Nash incorporando consideraciones adicionales. En el juego
con utilidades vectoriales y suponiendo que la funcion de valor es aditiva, estudia-
remos los efectos de incluir la informaciéon disponible sobre las preferencias de los
agentes en el andlisis, con objeto de determinar subconjuntos de equilibrios de Nash
del juego, mas acordes con las preferencias de los agentes.

Consideremos un subconjunto de pesos para cada agente, A C A", que contie-
ne la informacién parcial sobre sus preferencias representadas por una funcién de
valor aditiva. Denotamos A = x;cnA" y sea Gy = {(A%, u’, A);cn} el juego con la

informacién suministrada sobre las preferencias.

Definicién 2.3.5. Un perfil de estrategias a* es un equilibrio utilitarista para el
juego con informacién parcial Gy = {(A% u’, A")en} si Vi € N,IN € A’ tal que
Nut(a*, a*~") > Nu'(a’, a*~") para todo a’ € A .

Denotamos el conjunto de equilibrios de Nash del juego con informacién parcial
Gr = {(A" v, AY) ey} como E“(Gy). Es decir, EY(Gy) = U{EY(G)) : A € A}.

En el caso en que no se disponga de informacion sobre las preferencias, es decir,
A" = A* para cada i € N, se obtienen todos los equilibrios, U{E“(G,) : X €
A}, que, en general, son equilibrios débiles utilitaristas. Es facil demostrar que si
A C A, entonces E*(Gy/) C E*(G)). Como consecuencia de este resultado, puede
reducirse el conjunto de equilibrios de Nash utilizando un refinamiento adecuado
de la informacién sobre las preferencias. El caso extremo es cuando la informacion

sobre las preferencias se concreta en un vector de pesos para cada agente. En este
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2.3. Representacion aditiva de las preferencias y equilibrios

caso, se trata de preferencias completas y el equilibrio se corresponde con el concepto
estandar de equilibrio de Nash para una funcién de utilidad escalar.

Incorporamos la informacion adicional suministrada por los agentes acerca de
sus preferencias mediante conjuntos de pesos que, en general, son diferentes para
cada agente. Hay conjuntos de pesos particulares especialmente interesantes, como
aquellos que vienen dados por restricciones lineales sobre los pesos, debido a que
suponen un punto de partida natural en el estudio y, sobre todo, a que la estructura
lineal hace posible el estudio de estos casos mediante una transformacién del juego.
La informacién suministrada sobre los pesos en estos casos describe un poliedro, que
se puede caracterizar a partir de sus puntos extremos.

El siguiente resultado identifica el conjunto de equilibrios de Nash con informa-
cién parcial sobre las preferencias con el conjunto de equilibrios de un juego con
utilidades vectoriales que es una transformacién del original.

Para i € N, sea A’ un poliedro con p’ puntos extremos {A(1),... A (p)}, y sea

B’ la matriz de orden p’ x s° cuyas filas son dichos puntos extremos.

Teorema 2.3.6. El conjunto de equilibrios utilitaristas para el juego con informa-
cién parcial Gy = {(A",u’, A');en} coincide con el conjunto de equilibrios débiles del
Juego { (A", v} )ien}, donde para cada i € N, vl es una funcién aditiva con valores

en IRP definida como vy = B" - u".

Demostracion. Si a* es un equilibrio utilitarista del juego G, para cada i € N
existe A’ € A’ tal que a* es un equilibrio del juego G,. Por tanto, \* - u‘(a*) >
Noui(al,a*7"), Va' € A'. Por otra parte, para cada i € N, A\* € A’ se puede expresar
como \' = f;l BIXi(r), con B > 0, Zfil B: = 1, de donde para cada i € N

1;;1 BIN(r) - ul(a*) > Zfizl BIX(r) - ui(a’,a*~?). Se sigue del Teorema 2.3.1 que a*
es un equilibrio débil del juego {(A%, v} )ien}

Reciprocamente, si a* es un equilibrio débil del juego {(A%,v})ien}, entonces
N(r) - uf(a*) > N(r) - ui(a’, a*~?), para todo i € N, para todo r = 1,...,p" y, por
definicién de equilibrio de G, a* es un equilibrio utilitarista del juego Gx. a
Observacion 2.3.7. Con la transformacion que se establece en el teorema anterior,
se obtiene de nuevo un juego vectorial, por lo que la dificultad computacional del
tratamiento del mismo puede ser incluso mayor que la del problema original. Pero
aun asi, los equilibrios obtenidos son mas acordes con las preferencias de los agentes,

puesto que incorporan la informacién adicional.
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2. FEquilibrios en juegos con utilidades multidimensionales

2.3.2. Equilibrios conservadores

Sea G = {(A",u',A");en} el juego con la informacién suministrada sobre las
preferencias. Aun cuando los agentes no hayan identificado unos pesos que represen-
ten exactamente sus preferencias, en ocasiones pueden adoptar diversas actitudes o
tener ciertas valoraciones sobre los resultados que finalmente van a obtenerse. Y en
general, en ambientes de incertidumbre, aunque no se disponga de ninguna infor-
macion, se pueden utilizar distintas reglas de decision. Asi, se puede considerar un
enfoque conservador o pesimista del juego, en el que el agente i valora el perfil de
estrategias a como la peor valoracién que puede alcanzar en su conjunto de pesos

aceptables, es decir, la funcion de valor es:

sl

A . i,
vo (a) = min 2. Nuj(a)
donde M\ es el vector de pesos de importancia de las utilidades para el agente i.
Por tanto, la eleccion de una estrategia depende del minimo valor ponderado
de las utilidades individuales. Este enfoque estda basado en el criterio consistente en
la maximizacién de la minima ganancia, es decir, lo mejor que puede conseguir un
agente si se dan las peores condiciones posibles. Esta en la linea de los trabajos sobre

utilidad esperada maximin realizados por Gilboa y Scmeidler (1989).

Definicién 2.3.8. Un perfil de estrategias a* es un equilibrio conservador para el
juego Gy = {(A%,u', A);en} si Ai € N con a’ € A’ tal que v (a, a*%) > v2 (a*).

Equivalentemente, Vi € N, v (a?, a*~%) < v2 (a*), Va' € A
El conjunto de equilibrios conservadores del juego G = {(A%, u’, A");en} para
una representacion aditiva ponderada de las preferencias o representacién utilitarista

se denota como E*(G,).

El siguiente resultado establece que la funciéon de valor conservadora depende
exclusivamente de los puntos extremos del poliedro de pesos. Para i € N, sea A’ un

poliedro con p' puntos extremos {\(1),... A (p)}.

Proposicién 2.3.9. Dado el poliedro de pesos A* C Asi, con puntos extremos
N(r),r=1,...,p,
v (a) = min ”ufi\(r)(a),

r=1,...,p*
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2.3. Representacion aditiva de las preferencias y equilibrios

Demostracion. La demostracion se sigue del hecho de que el minimo de una funcién

lineal en un poliedro se alcanza en alguno de sus puntos extremos. a

Como consecuencia de este resultado y de la definicion de equilibrio, se puede

establecer la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.10. Dado el poliedro de pesos A C A%, con puntos extremos
N(r),r = 1,....,p", a* es un equilibrio conservador de G si y sélo si cada a* es

solucion optima del problema escalar:

max t
s.a. N(r)yu'(a',a* ) >t,r=1,..,p°
al € At

Demostracion. En virtud de la Proposicién 2.3.9, a* es un equilibrio utilitarista
conservador del juego G si y sélo si A7 € N con a' € A’ tal que para todo
r, N(r)ui(al,a*=%) > min._; s N(r)u'(a*), Vi € N, es decir, en a* se alcanza el

méximo de min,_; i A'(r)u’(a’,a*""), con lo que se tiene el resultado. O

A

- es continua si las funciones

Observacion 2.3.11. La funcién de valor conservadora v
u; lo son, aunque no es diferenciable en determinados subconjuntos del espacio de
estrategias. Esto hace que la determinacion de las funciones de mejor respuesta
pueda basarse en técnicas de diferenciabilidad, y su dificultad depende de la forma
de las funciones u; No obstante, si las funciones u; son concavas, la funcion de valor
conservadora también es concava, por lo que son aplicables los teoremas clasicos que
aseguran la existencia de equilibrio. Luego, si las utilidades son céncavas, siempre

existen equilibrios utilitaristas conservadores.

Este enfoque conservador se puede considerar como un compromiso entre la
representacion utilitarista y la representacion igualitarista que trataremos en la si-
guiente secciéon. Cuando hay un tnico vector de pesos A € A*', coincide con el
equilibrio dado por la representacién utilitarista de las preferencias con informa-
cién completa. Sin embargo, si se consideran todos los pesos de Asi, coincide con la

solucién maximin, como se vera mas adelante.
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2. FEquilibrios en juegos con utilidades multidimensionales

2.3.3. Equilibrios optimistas

Siguiendo un enfoque optimista y dado el juego con informacién sobre las pre-
ferencias, Gy = {(A%, u’, A");en}, consideramos el caso en que la eleccién de una
estrategia depende del mayor valor ponderado de las utilidades individuales. Bajo

este enfoque, la funcién de valor es:

st

A? 4 i,
Uop (CL) = max )‘juj(a>
Neni £
Jj=1
donde )\ son los pesos de importancia o ponderaciones de las utilidades para el
agente 1.
En esta ocasion, el agente tiene un punto de vista optimista ya que maximiza la

maxima ganancia, es decir, lo mejor que puede conseguir entre los pesos aceptables.

Definicién 2.3.12. Un perfil de estrategias a* es un equilibrio utilitarista optimista

para el juego Gy = {(A",u’,A")icn} si Ai € N con a’ € A’ tal que v)) (a’,a*™") >

vé\;(a*).

Equivalentemente, Vi € N, U{)g (a',a* ") < vé\;(a*), Va' € A"
Se denota como Eg;(G A) al conjunto de equilibrios optimistas del juego Gy =

{(A% v, AY);en} con una representaciéon aditiva ponderada de las preferencias.

Al igual que para los equilibrios conservadores, la funciéon de valor optimista

depende sélo de los puntos extremos del conjunto de pesos.

Observacion 2.3.13. La funcién de valor optimista es continua si lo son las funciones
de utilidad y no es diferenciable en ciertos subconjuntos del espacio de estrategias.
A diferencia del caso de la funciéon conservadora, la funcién de valor optimista no

es, en general, concava, por lo que no esta garantizada la existencia de equilibrio.

2.3.4. Equilibrios neutrales

Sea el juego con informacién sobre las preferencias, Gy = {(A%, u’, A");en} v para
i € N, sea A" un poliedro con p’ puntos extremos {\(1),...X(p’)}. En ocasiones,
la actitud de los agentes no es extrema, es decir, no es optimista ni pesimista. Si el

agente manifiesta una actitud neutral, su valoracién de las estrategias depende del
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2.4. Representacion maximin de las preferencias y equilibrios

valor medio de las utilidades individuales. Desde esta perspectiva, puede considerarse
la funcién de valor: -
Al AN j\i(r)j i
vy, (a) = Z Z —uj(a).
r=1 j=1 p

De este modo, un equilibrio neutral se define de la siguiente forma.

Definicién 2.3.14. Un perfil de estrategias a* es un equilibrio utilitarista neutral del

juego Gy = {(A%,u', A);en} si Ai € N con a' € A’ tal que v (a, a*") > v (a*).

De forma equivalente, Vi € N, v (a’, a*~%) < v} (a*), Va' € A’
El conjunto de equilibrios neutrales del juego G = {(A%, u’, A%);cn} para una

representacion aditiva de las preferencias se denota como EM(G,).

Observacion 2.3.15. Si los agentes manifiestan una actitud neutral, el estudio de los
equilibrios se reduce al estudio de los equilibrios de un juego escalar ponderado por
los pesos centrales del poliedro de pesos. Si las funciones u; son concavas, la funcion
de valor neutral también lo es, y por tanto, son aplicables los teoremas clésicos
de existencia de equilibrio. Es decir, para funciones de utilidad céncavas, siempre

existen equilibrios utilitaristas neutrales.

2.4. Representacion maximin de las preferencias
y equilibrios

Otra forma de representar las preferencias de los agentes es considerar una fun-
cién de valor desde una perspectiva igualitarista. El igualitarismo es una corriente
que, en opinién de Rawls (1971), supera al utilitarismo, ya que, mientras éste con-
sidera el bienestar de todos en suma, pudiendo afectar a los derechos individuales,
el igualitarismo busca la igualdad, resarciendo a las posiciones peor situadas, y es-
tableciendo asi una tendencia a la buisqueda de una igualdad relativa.

Desde esta 6ptica, dado un perfil de estrategias a € x7_; A%, el agente i considera
como valoracién de sus preferencias el minimo de cada utilidad ponderada con un
determinado peso.

Formalmente, sea o' = (o4, ...,a";) el vector de pesos de las utilidades para
cl agente i, o € A* = {a' € R* : Zj;l o = 1,05 > 0}. La valoracién que
hace el agente ¢ del perfil de estrategias a € x ;A" viene dada por la expresién
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2. FEquilibrios en juegos con utilidades multidimensionales

, u; (a) , . , i .
minje yi § 4~ ¢ - Obsérvese que si algin peso es nulo, a; = 0, el cociente correspon-

J
diente no esta definido, y no se considera en el cdlculo del minimo.

Sea A = x™ A% Para a € A, Gy = {(A",w!);en} es el juego escalar corres-

AN 0 1C))
wa<a)—§g{;}{ o ([

Fijado @ € A, un perfil a* € A es un equilibrio de Nash para el juego G, si
Ai € N con a' € A’ tal que w (a’,a*™") > w' (a*).
E™(G,) denota el conjunto de equilibrios de Nash del juego G, = {(A*, w!,)ien}-

De modo anédlogo a como se hizo con la representacién aditiva de las preferencias,

pondiente, donde

estudiamos la interrelacion de los equilibrios de Nash del juego G y las estrategias de
equilibrio que se obtienen al considerar todos los pesos posibles en la representacion
maximin de las preferencias.

Para conseguir una caracterizacion de los equilibrios desde esta perspectiva, hay
que tener en cuenta la equivalencia entre soluciones eficientes o débilmente eficientes
y las soluciones de un problema maximin, realizada anteriormente en el Capitulo 1.
En virtud de esta equivalencia, los siguientes resultados establecen la relacién entre
los equilibrios y los equilibrios débiles del juego GG con los equilibrios maximin del

juego Gl.

Proposiciéon 2.4.1. Sea G = {(A", u');en} un juego con utilidades vectoriales. En-
tonces
E(G) CU{E™(G,) : a € A} C EYG).

Demostracion. Para probar la primera inclusion, sea a* un equilibrio del juego G,
entonces para todo 7 € N, a* es solucion eficiente del problema maxgic 4 u’(a’, a*™*).
Por la Proposicién 1.1.11, Ja’ € A, tal que a* = argmazqics:u'(a’, a**), es decir,
a* es equilibrio del juego G, = {(A*, w!))ien}-

Para probar la segunda inclusion, sea a* un equilibrio maximin del juego G,

i7a*—i)

) ) .. , ta
entonces para cada ¢ € N, a™ maximiza min,c i {7—,}, con o > 0, por lo
[e%4

. ] . . .
que Vi € N, a* es una solucién w-eficiente del problema méx,ic 4: u'(a*, a*~"), y, por

tanto, constituye un equilibrio débil del juego G. O

Observacion 2.4.2. En general, estas inclusiones pueden ser estrictas. Pueden exis-

tir 6ptimos del problema maximin ponderado con o € A que no sean soluciones
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2.4. Representacion maximin de las preferencias y equilibrios

eficientes (aunque si débilmente eficientes). Bajo condiciones muy especiales, tam-
bién pueden existir puntos débilmente eficientes que no se pueden obtener como
soluciones de problemas maximin ponderados.

En virtud del resultado anterior, el conjunto de equilibrios de los juegos G, con
a € A, contiene a todos los equilibrios de Nash del juego GG. Y en los casos en los que

se obtienen otras estrategias que no son equilibrios de Nash, estos son equilibrios
débiles.

Bajo ciertas hipdtesis es posible caracterizar el conjunto de los equilibrios del
juego G.

Teorema 2.4.3. Sea G = {(A",u');en} un juego tal que cada A® es un congunto
convero no vacio de un espacio euclideo de dimension finita y cada componente de

u' es estrictamente concava en at. Entonces
E(G) = U{E™(Ga) : a € A}

Demostracion. La demostracién de este resultado se obtiene aplicando la Observa-
cién 1.1.12. O

Como conclusion, la consideracion de la representacion maximin de las preferen-
cias para caracterizar los equilibrios de los juegos con utilidades vectoriales es un
procedimiento menos restrictivo que el basado en las sumas ponderadas. De este
modo, se pueden generar todos los equilibrios sin necesidad de imponer condiciones
de convexidad.

En la Figura 2.1 se muestran las relaciones existentes entre los equilibrios y
equilibrios débiles de G y los equilibrios de los juegos con una representacion aditiva

y maximin de las preferencias.

REPRESENTACION ADITIVA REPRESENTACION MAXIMIN

EY(G) EY(G)

E(G) UE™(Gq)

UE"(Ga)

UE“(G,)

Figura 2.1. Representacion de las preferencias y equilibrios.
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2. FEquilibrios en juegos con utilidades multidimensionales

Nétese que, cuando cada A® es un conjunto convexo no vacio de un espacio
euclideo de dimensién finita y cada componente de u’ es estrictamente céncava en

a’, todos los conjuntos de equilibrios coinciden.

2.4.1. Equilibrios con informacion parcial

Analizamos a continuacion las consecuencias de anadir cierta informacién sobre
las preferencias de los agentes en la determinacién de diferentes subconjuntos de
equilibrios de Nash del juego con utilidades multidimensionales.

Considerando que cada agente valora sus preferencias mediante una represanta-
cién maximin y disponiendo de cierta informacién parcial sobre las preferencias de
cada agente, sea A’ C A* el subconjunto de pesos que representa la informacién

parcial del agente i y sea A = X;enA*. El juego con la informacién parcial se denota
por G = {(A% u', A)en}

Definicién 2.4.4. Un perfil de estrategias a* es un equilibrio maximin para el
juego con informacién parcial Gy = {(A%, u’, A");en} si a* es un equilibrio del juego

Go = {(A" w!)ien} para algin a € A.

«

E™(G,) es el conjunto de equilibrios de Nash del juego con informacién sobre
las preferencias Gy = {(A%, u’, A");en}. Es decir, E™(Gp) = U{E™(G,) : a € A},

2.4.2. Equilibrios conservadores

Sea el juego G = {(A",u’, A');cn}, con informacién sobre las preferencias de los
agentes. Considerando la representaciéon maximin ponderada de las preferencias para
el juego G, si los agentes muestran una actitud conservadora, eligen sus estrategias

por medio de la funcion de valor:

w (@) = min min {“3'(.“) }

¢ ateNt jeJt Ck;-

con o' el vector de pesos de las utilidades para el agente i.

Definicién 2.4.5. Un perfil de estrategias a* es un equilibrio maximin conservador

del juego G si Ai € N con a’ € A tal que w' (a?,a™?) > w' (a*).

Cc
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2.4. Representacion maximin de las preferencias y equilibrios

Se denota E"(G,) al conjunto de los equilibrios conservadores del juego Gy =

{(A% u’, A");en} para una representacién maximin de las preferencias.

La siguiente proposiciéon demuestra que, cuando la informacién parcial se repre-
senta mediante restricciones lineales sobre los pesos, los equilibrios maximin conser-
vadores coinciden con los que se obtienen cuando las componentes del vector de pesos
son el maximo valor que puede alcanzar por componentes, normalizado para sumar
la unidad. Por tanto, coinciden con un equilibrio maximin con una ponderacion fija.

Para i € N, sea A’ un poliedro con p’ puntos extremos {a‘(1),...a"' (p%)}.

Lema 2.4.6. Dado el poliedro de pesos A* C Asi, con puntos extremos a'(r),r =

1,...,p". La funcién de valor conservadora es

w (a) = min {“3'(6‘) }

jeri | B;

donde B = méx,icpi of = max,—y i {a'(r);}, para cadai € N.

A ’ . uj(a) , , u’ (a)
2 (a) = mingicpi minge i — ¢ = minjc ;i mingicpi { ~2— ¢ Sea
J

Demostracion. w

3(9)} = u;;;) y se verifica que w' (a) =

mfnjeji {ujﬁ—(f)} . O
J

Este resultado permite establecer una caracterizacién de los equilibrios conserva-

B; = méx,—;__,i{@'(r);}, entonces min,icp: {

dores de un juego con informacion parcial sobre las preferencias con representacion

maximin.

Teorema 2.4.7. Un perfil de estrategias a* es un equilibrio mazimin conservador
del juego Gn = {(A",u', A')en} si es un equilibrio del juego {(A", whien}, a* €
E™(Gp), donde para cada i € N, B; = ﬁ Yy ﬂ; = max,—;_ i{a'(r);}.

Demostracion. Se sigue del hecho de que el argumento del maximo, argmazx, no

cambia al normalizar los vectores de pesos. a

2.4.3. Equilibrios optimistas

Dado el juego con informacién adicional sobre las preferencias de los agentes
Gr = {(A",u', A");en}, un agente optimista valora el resultado mds favorable de en-

tre los posibles. Desde una 6ptica optimista de la representacion maximin ponderada
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2. FEquilibrios en juegos con utilidades multidimensionales

del juego GG, consideramos la funcién de valor:

; u(a
w (a) = méx min 3(4 )
op aieAl jeJi 04;-

donde o' es el vector de pesos de importancia de las utilidades para el agente 4.
E7'(Gy) es el conjunto de los equilibrios optimistas del juego G = {(A*, u’, A)ien'}

para una representacion maximin de las preferencias.

Definicién 2.4.8. Un perfil de estrategias a* es un equilibrio maximin optimista
del juego G si Ai € N con a' € A tal que wé\;(ai, a*") > wé};(a*).

El conjunto de equilibrios de Nash del juego con una regla optimista de la repre-

sentacién maximin ponderada de las preferencias se denota EJ}(Gy).

2.4.4. Equilibrios neutrales

Sea Gy = {(A%,u’, A");en} el juego con informacion sobre las preferencias, y para
i € N, sea A" un poliedro con p’ puntos extremos {a’(1),...a’*(p")}. Si los agentes

muestran una actitud neutral, valoran sus estrategias mediante la expresion:
i
Al . , u](a)
w, (@) =min{ —+———
jeJi ptal(r);
r=1 pt

considerando los pesos correspondientes a un punto central, el centroide del poliedro

A%, De este modo, un equilibrio neutral se define como sigue.

Definicién 2.4.9. Un perfil de estrategias a* es un equilibrio maximin neutral del

juego Gy si Bi € N con a’ € A tal que w (a?, a**) > wh' (a*).

E™(G}) denota el conjunto de equilibrios neutrales del juego Gy = {(A%, u’, AV);en}

con una representacion maximin ponderada de las preferencias.
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Capitulo 3

Modelos estratégicos con

preferencias sociales

3.1. Introduccién

El enfoque tradicional de los modelos econémicos considera que todos los agentes
buscan exclusivamente su propio beneficio. Sin embargo, existen experimentos de
negociaciéon y cooperacion que muestran que los agentes no se guian sélo por el
propio interés (Dreber et al., 2014). Bidlogos y psicélogos abundan en esta idea
(Nowack, 2006; Tabibnia et al., 2008), sefialando en sus estudios que las personas,
de forma habitual, suelen preocuparse por el bienestar de los demas.

Aunque en la economia experimental se han estudiado ampliamente las implica-
ciones de contemplar el interés por los demés (Cardenas, 2000; Casari y Plott, 2003),
en los modelos teoricos tradicionales la incorporacion de este tipo de comportamien-
to ain es escasa. Este capitulo se centra en el estudio de dos modelos econémicos
clasicos, desde una perspectiva no tradicional.

En primer lugar, analizamos el modelo de utilizaciéon de los bienes comunales,
teniendo en cuenta diferentes actitudes sociales en los agentes, y en segundo lugar,
el modelo del oligopolio de Cournot, en el que las empresas incorporan respon-
sabilidad social para evaluar sus resultados. Para incorporar otras consideraciones
distintas a la utilidad de cada agente que involucran objetivos sociales, nos valemos
de la modelizacién de las preferencias de los agentes mediante funciones de utilidad
multidimensionales.

Aunque Gordon (1954) y Scott (1955) ya advertian del problema de conservacién
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3.1. Introduccion

de los bienes comunales, es Hardin (1968) quien vuelve a tratar el tema y genera un
debate académico que contintia hasta la actualidad. Hardin muestra su preocupacion
por la conservacion de los recursos y el problema de la superpoblacién, cuyo origen se
debe, segin el autor, a la existencia de recursos comunes y la libertad para procrear.
Es lo que denomina tragedia de los comunes. Con este término hace referencia a la
eficiencia de un recurso comun utilizado por varios agentes simultaneamente, de mo-
do que todos tienen derecho de uso pero no tienen derecho de exclusion. La tragedia
es el resultado ineficiente de la sobreexplotacion y del libre acceso a los recursos, lo
que conlleva su agotamiento. Lo que es verdaderamente tragico de esta situacion es
que este comportamiento egoista en realidad no beneficia a ningin agente de forma
individual. Por otra parte, si los usuarios colaboraran podrian establecer un sistema
que beneficiaria a todos, al mismo tiempo que se protegeria el recurso a largo plazo.
Hardin no creia que tal sistema auto-organizado y auto-gobernado fuese alcanzable.
Sostuvo que las Uinicas maneras de evitar la tragedia de los comunes eran mediante
el establecimiento de la propiedad privada o con regulaciones gubernamentales.
Otros autores, sin embargo, muestran su desacuerdo, utilizando para ello multi-
ples ejemplos que plantean lo contrario a estas predicciones. Ostrom (1990) sugiere
que hay otra manera de avanzar. No s6lo demostré que los usuarios de los bienes
comunales pueden trabajar juntos para revertir la degradacién ambiental y gobernar
de forma sostenible los bienes comunales, sino que ademés proporciond un marco po-
tencial para hacerlo. Una de sus contribuciones mas importantes fue la identificacién
de ocho principios comunes que compartian todos los casos exitosos de autogobierno
de bienes comunales. Desde entonces, la validez de estos principios ha sido objeto
de un intenso andlisis, tanto desde una perspectiva tedrica como empirica (Walker
et al., 2000; Ostrom, 2009; Cox et al., 2010). En Faysse (2005) y en Diekert (2012)
se presenta una revisién de los trabajos en este campo dentro de la teoria de juegos.
La introduccién del caracter social de los agentes permite un enfoque distinto pa-
ra tratar estos problemas. Weber et al.(2004) presentan una revisién de la literatura
experimental sobre los factores que influyen en el comportamiento de los agentes
en los dilemas sociales. Las dos actitudes en el lado opuesto al individualismo son
cooperacion y altruismo. La cooperacién es la motivacién para maximizar resultados
conjuntos. Algunos autores (Nowak y Sigmund, 1998; Lotem et al., 1999; Wedekind
y Milinski, 2000; Milinski et al., 2001) han probado que la cooperacién en el pro-
blema de los bienes comunales surge cuando los agentes que participan tienen una
actitud colaboradora. Milinski et al. (2002) muestran que la tragedia de los comunes

puede evitarse con este tipo de cooperacion.
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Mientras que la aparicién de la cooperacién se puede justificar mediante el hecho
de que cada agente se beneficia de tal comportamiento, la justificacion del altruismo
no es tan directa. El término altruismo fue creado en 1851 por el filésofo francés Au-
guste Comte para designar una actitud solidaria opuesta al egoismo. Se diferencia de
la cooperacion en que el altruismo no conlleva beneficios directos ni reciprocidad de
otros agentes. En la literatura existente encontramos algunas contribuciones sobre
la incorporaciéon del comportamiento altruista de los agentes en el problema de los
bienes comunales. Aunque resolver este problema puede requerir incentivos lucra-
tivos, algunos agentes pueden actuar de forma que, altruisticamente, consideren el
bien colectivo por encima del propio interés (Schwartz, 1977). Asi, Edney (1980)
sugiere que la cuestion de los bienes comunales no es un tema de eleccion racional
egoista, sino un conflicto de valores humanos. Segin Barclay (2004), la tragedia de
los comunes puede evitarse si los agentes actian voluntariamente en interés de los
otros agentes que conforman la comunidad.

Afanador (2009) demuestra que el componente altruista de las preferencias de
los agentes determina el ritmo de utilizacién del recurso. Ademads analiza el nivel de
altruismo necesario para garantizar la sostenibilidad del sistema. Montanier y Bre-
deche (2011) han estudiado de forma experimental cémo surge el comportamiento
altruista de los agentes cuando se enfrentan a situaciones en las que dicho compor-
tamiento es obligatorio para sobrevivir.

En 1998, Heller indicé que la privatizacién de un bien comun puede evitar la
sobreutilizacion de un recurso, pero puede provocar inadvertidamente lo contrario.
Para describir esta situacion, utilizé el término tragedia de los anticomunes. Con
este término, se refiere al caso en el que varios agentes tienen derecho de exclusion
sobre un recurso comun, pero ninguno tiene derecho exclusivo de uso. Con ello,
cubre cualquier escenario en el que muchos agentes pueden evitar que otros creen o
utilicen un recurso. Correctamente entendida, lo opuesto a la sobreutilizacién de un
bien comunal es la infrautilizacién en un anticomun. Algunos autores han estudiado
la relacién entre la tragedia de los comunes y la de los anticomunes, como Buchanan
y Yoon (2000), Hsu (2003), Fennell (2004), Munzer (2005), Bertacchini et al.(2008).

Para estudiar el problema de los bienes comunales en este capitulo presentamos
un modelo alternativo en el que se incorporan al modelo tradicional las preferencias
que muestran los agentes con respecto a su propio beneficio y el bienestar social.
Con el fin de analizar esta situacion, consideramos un juego n-personal con fun-
ciones de utilidad vectoriales. A partir de diferentes actitudes de los agentes con

respecto al beneficio de los demas, concluimos que la tragedia de los comunes no es,
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necesariamente, el resultado del juego.

Con respecto al modelo de Cournot (1838), segun la perspectiva de la economia
ortodoxa, las empresas deben maximizar beneficios dentro de las leyes y normas de
la sociedad, por lo que dichas empresas no son propensas a actuar altruisticamente.
En un modelo de oligopolio cada una de las empresas supone que sus resultados
dependen fuertemente de las decisiones que tome el resto de empresas, es decir,
hay interdependencia estratégica entre ellas. Las diversas hipotesis que cada em-
presa realice sobre la reaccion de la empresa competidora pueden generar distintos
equilibrios en el mercado. En estos casos no se considera la opcion de que las em-
presas puedan llegar a acuerdos entre ellas, y, por tanto, se trata de oligopolios no
cooperativos, entre los que ocupa un lugar predominante el modelo de oligopolio de
Cournot.

Un punto de vista mas optimista es el que considera que las empresas se preo-
cupan por los demas, en este caso, por los consumidores, manifestando una respon-
sabilidad social. Asi, podria considerarse la responsabilidad social de las empresas
como una caracteristica similar al altruismo individual de un agente, si bien en la
actualidad los consumidores han anadido presion a las empresas para que éstas au-
menten su aportacion al cuidado del contexto social. No obstante, hay que distinguir
entre actividades socialmente deseables que son rentables para la empresa y las que
no lo son (Karnani, 2011). La mayoria de la literatura actual sobre responsabilidad
social enfatiza sus relaciones positivas con la rentabilidad (Vogel, 2005; Porter y Kra-
mer, 2006). Por ello, animan a las empresas a ser socialmente responsables en este
sentido y asumen, al menos implicitamente, que todo comportamiento socialmente
responsable es perfectamente consistente con el interés de la empresa.

Una forma de analizar los efectos de la estrategia de responsabilidad social es in-
troducir en la funcién de utilidad de la empresa social el exceso de coste que depende
del nivel de responsabilidad social de la empresa (Ni et al., 2010; Manasakis et al.,
2013). Un punto de vista diferente considera que los esfuerzos de responsabilidad
social no inducen costes adicionales a las empresas. En este contexto, como un medio
para incorporar la meta social al modelo estratégico, se introduce un porcentaje del
excedente del consumidor en la funcién de utilidad de la empresa social (Goering,
2007; Lambertini y Tampieri, 2010; Kopel y Brand, 2012).

El modelo que analizamos en este capitulo se encuadra en este contexto. Conside-
ramos un duopolio mixto en el que la empresa social internaliza su propio porcentaje
de externalidad y es sensible al excedente del consumidor. Més especificamente, ana-

lizamos situaciones en las que una empresa maximizadora de beneficios compite con
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una empresa socialmente responsable en un duopolio sobre un bien homogéneo, o
bien ambas empresas son socialmente responsables. En contraste con la empresa
maximizadora de beneficios, la empresa socialmente responsable tiene en cuenta no
solo su propio beneficio, sino también un porcentaje del excedente del consumidor.
Una diferencia importante con los trabajos anteriormente mencionados estriba en
que, en nuestro modelo, la utilidad de la empresa social viene dada por una funcién
biobjetivo.

En el analisis desarrollado en este capitulo para ambos modelos, procedemos
de modo andlogo. En primer lugar, presentamos el enfoque clasico del problema,
identificando todos los elementos que intervienen en el juego escalar y a continuacion,
analizamos el problema con un enfoque distinto, mediante un juego vectorial en el
que los agentes no sélo buscan su propio beneficio econémico, sino que también tienen
en cuenta otros objetivos. De esta forma, se busca un equilibrio entre las dimensiones
econdmica y social, entendida esta tltima de distintas formas: ya sea, considerando
los beneficios de las restantes empresas en el modelo de los bienes comunales, o bien,
incorporando el excedente del consumidor en el modelo de oligopolio de Cournot.
Esto supone un nuevo marco metodolégico, distinto del planteamiento que hace la

microeconomia tradicional.

3.2. EIl modelo clasico de los bienes comunales

En esta seccién, establecemos el problema clasico de los bienes comunales como

un juego. Los elementos que definen el juego son los siguientes:

= N es el conjunto de n personas (agentes del juego) que tiene acceso a un recurso

comun finito, N = {1, ...,n}.

» Para i € N, m’ es el nimero de unidades del agente i que hace uso del bien

comunal, m = (m?!,...,m").

= M es el nimero total de unidades, M =m! + ...+ m" =" m"

s V(M) es el beneficio que obtiene cada agente por cada una de las unidades
que hace uso del bien comunal, cuando se utilizan M unidades en total; hay
un valor maximo M,,,, de unidades que pueden usar el bien, a partir del cual
V(M) es igual a cero. La funciéon V es estrictamente decreciente, dos veces
diferenciable, tal que %(M ) <0,7€ N.
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» Para i € N, A® C IR, es el conjunto de estrategias del agente i que, en
este caso, se refieren a cantidades. Como la cantidad total de unidades que
pueden usar los agentes esta acotada por M,,.., el conjunto de estrategias
es A' = [0, Myyaz]. Se realiza el estudio para variables reales, ignorando el
caracter, a veces discreto, de las mismas, al igual que se hace en la literatura

clasica sobre el tema.

» Parai € N, u; : x? A" - R, con u;(m) = m'V (M) es la funcién de utilidad

individual del agente 1.

Asi, G = {(A", u);en} representa el juego de los bienes comunales.

El planteamiento tradicional de los bienes comunales se atiene al principio de ra-
cionalidad individual, es decir, cada agente se preocupa de su propio beneficio. En es-
te contexto, los equilibrios de Nash se corresponden con aquellos m* = (m*!, ..., m*™)
donde cada agente maximiza su utilidad dadas las acciones de los demas agentes,
m*~ = (m*, ... om*L m T m*™)) es decir, el problema de cada agente es
maximizar u;(m®, m*~*) en su conjunto de estrategias A°.

Dada la accién de (n — 1) agentes, se denota por r*(m~%), la funcién de me-
jor respuesta o funcién de reaccion del agente ¢ ante la acciéon de los demas. Da-
das las hipétesis iniciales sobre la funcién V (M), las funciones de reaccién, r¢, son
no crecientes, estrictamente decrecientes en un intervalo acotado y continuamente
diferenciables, lo que garantiza la existencia de un tnico equilibrio que viene da-

do por el punto de corte de las funciones de reacciéon. El punto de equilibrio es
M M

n )

m" = ), donde M* = argma,yicaiu;(m', m*=").

Ejemplo 3.2.1. Un conjunto de n ganaderos tiene derecho de uso de un pastizal para
alimentar a sus ovejas, siendo V(M) = a — M? el beneficio que obtienen de cada

oveja si hay M ovejas en el terreno. Por tanto,

n

ui(m) =m’(a— (D m')?).
i=1
El equilibrio de Nash de este juego se alcanza llevando cada agente al terreno a
pastar el mismo ntimero de ovejas, m* = %‘ /s » de modo que el numero total

de ovejas que se llevan a pastar es M* = /-5, siendo la utilidad individual del

ganadero i, u;(m) = m(a — (n m)% = 2 (naj;‘)g. De este modo, la
utilidad total es n% % =2 (n‘i;‘)3.
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Toda esta informacién queda recogida en la Tabla 3.1, en la que se muestran los
resultados obtenidos si el pastizal fuese un bien privado (n = 1), y un bien comunal,
incluyendo el caso de dos ganaderos y cuando la cantidad de ganaderos tiende a oco.
Puede observarse que, en este ultimo caso, cuando el niimero de ganaderos tiende

a 0o el nimero de ovejas que cada ganadero lleva a pastar al terreno tiende a cero,

m* = 0, y la utilidad total tiende a ser nula.

N° de ganaderos

3
I
[\

3

n = oo

N° ovejas individual

3=

9
el
N}

N° ovejas total

3
Safom| 1
[N

0
n+2 \/E
0

.. .. a3 2a3 2 a3n
Ganancia individual | 24/ 5 nr2)?

. a3 2a3 a3n
Ganancia total /5 | 2T | 2\ e 0

Tabla 3.1. Equilibrios para bienes comunales: comportamiento racional.

En la Figura 3.1 se representan las curvas de reaccién y el equilibrio para dos
ganaderos.

m
Figura 3.1. Curvas de reaccion de los agentes y punto de equilibrio.
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3.3. El modelo de los bienes comunales con pre-

ferencias sociales

A continuacién, consideramos el juego de los bienes comunales cuando los agentes
muestran una preocupaciéon por el bienestar de los demas. En este contexto, cada
uno de los agentes no sélo tiene en cuenta su beneficio individual, sino que también
considera los beneficios de los demas agentes implicados.

Para analizar esta situacién, consideramos un juego n-personal en el que ini-
cialmente todos los agentes consideran la misma funciéon de utilidad vectorial u :
x" A" = R", con u := (u;(m));en, donde u;(m) = m'V (M), parai € N,

Este juego se denota por G = {(A",u)ien}-

Se define formalmente un equilibrio de Nash para este juego del siguiente modo.

Definicién 3.3.1. El perfil de estrategias (m*’, m*~%) es un equilibrio de Nash para

el juego G = {(A", u)ien} si A1 € N con m’ € A® tal que u(m', m*~%) > u(m*), Vi.

Para i € N, denotamos por R la correspondencia que representa la mejor res-
puesta del agente ¢ a las acciones de los demés agentes. En el caso de utilidades
vectoriales, la mejor respuesta de un agente a las acciones de los restantes agentes
no es en general tnica, sino que es un subconjunto de su conjunto de estrategias,
R'(m™") C A’ formado por aquellas estrategias del agente ¢ que no mejoran su
utilidad vectorial por desviacién desde ellas. Asi, un perfil de estrategias (m*, m*~)
es un equilibrio de Nash para el juego G = {(A%, u)ien} siy sélo si m* € RY(m*™")
para i € N. El conjunto de los equilibrios de Nash para G = {(A", u);en} se denota
E(G). Para determinar este conjunto establecemos la funcién de reaccién del agente
¢ teniendo en cuenta cada funcién componente u;, de su funcién de utilidad vectorial
u, r(m~"),i,j € N.

El siguiente resultado caracteriza los equilibrios de Nash para el juego vectorial.

Proposicién 3.3.2. El conjunto de los equilibrios de Nash del juego G = {(A*, u)ien}
es
E(G)={(m',...m"):0<m’ <r'(m™),ie N}

Demostracion. Se deduce de la Proposicién 2.2.4, sabiendo que la componente i-

ésima de u, u;(m', ..., m") = m'V (M), proporciona la misma funcién de reaccién que

la correspondiente al juego escalar con funcién de pagos m*V (M), ri(m=") = r(m™).

i
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Cuando el agente i considera la j-ésima componente de u, j # i, u;j(m',...,m") =

mIV (M), como V(M) es decreciente, el mdximo de u;(m’, m~") con respecto a m’ se
alcanza para m’ = 0, es decir, 7% (m™") = 0,Vj # i. Ademds, debido a la concavidad
de cada u; con respecto a la accién del agente 4, el conjunto de reaccién para el
agente i viene dado por R'(m™") = {m’: 0 < m’ < ri(m™")}, por lo que se tiene el
resultado. O
Ejemplo 3.3.3. Si en el ejemplo 3.2.1, cada ganadero considera tanto su funcién de
utilidad como la de los demas, se obtiene un juego n-personal en el que la funciéon

de utilidad vectorial de cada agente es
u(m) = (u(m))ien, wi(m) =m'(a— (Y m')?),i€N.
j=1
Para el caso de dos ganaderos, tenemos

u(m) = (ur(m),ug(m)) = (m'(a — (m* +m?)*, m*(a — (m' +m?)?).

Las correspondientes funciones de mejor respuesta del agente i a las acciones del

agente j con respecto a las componentes de sus funciones de utilidad son

. : —2mJ ,/ J 3
ri(m’) = m oy (m —|—a Lm?) =0, 4,5 =1,2,i # j.

Y el conjunto de equilibrios es

7777/2 m a 7m1 m a
E(G) = {(ml,m2) eR2 :m! < 2 3( ?)2+3 m?< 2ml+ 3( 1)2+3 }

Vi m!

Figura 3.2. Curvas de reaccién de un agente y conjunto de equilibrios.
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En la Figura 3.2 se representan las curvas de reaccién de un agente y el conjunto
de equilibrios E(G) del juego bipersonal bicriterio.
El conjunto de los equilibrios de Nash para el juego GG es un conjunto muy amplio.

Para obtener un refinamiento de dicho conjunto, se puede incorporar en el estudio de

los equilibrios la actitud de cada agente con respecto a los beneficios de los demas.

En la situacién inicial, suponemos que las preferencias de los agentes sobre el
espacio de estrategias conjuntas A := X;cyA® son incompletas. Para cada i € N,
denotamos por ¢ la relacién binaria que representa las preferencias del agente 7, y
por «! y =* las correspondientes relaciones de indiferencia y preferencia estricta. En
este contexto, las preferencias incompletas de los agentes estan representadas por

una funcion de utilidad vectorial en el sentido siguiente:
a) Siu(a) = u(b), entonces a 7' b.
b) Si u(a) = u(b), entonces a ~* b.
c) Siu(a) > u(b), entonces a = b.

Al introducir distintas actitudes de los agentes sobre los beneficios de los otros
agentes es posible refinar las correspondientes preferencias. Establecemos, a con-
tinuacion, diferentes actitudes de los agentes con respecto a las utilidades de los
demads. Sea Ily el conjunto de todas las posibles permutaciones del conjunto de
agentes N. Para una permutacién 7 € Iy, con & € IR", denotamos &, = (Z(;))ien-

Y sea 7(—i) una permutacién del conjunto de agentes N \ i.

Definicién 3.3.4. Sea x € IR", donde x; representa la utilidad individual del agente
j. Sea =" la relacién binaria que representa las preferencias del agente i. El agente

1 es
a) ecudnime si para cada r € R" y cada 7 € Iy, x ~* 2.
b) imparcial si para cada © € IR", (2;,2_;) <" (24, Tr(—p))-
¢) altruista si existen z, 7 € R" con x; < Z;, tales que = =" T.
d) egoista si para cada z,Z € R", con x; < Ty, x ' T.

La propiedad de ecuanimidad es un propiedad de simetria, que establece que

no importa el nombre de los agentes, se trata a todos ellos de igual modo. La
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imparcialidad significa que cada agente considera igual de importantes los beneficios
de todos los demés. El altruismo y el egoismo son conceptos opuestos, definiendo el
altruismo como la posibilidad de que un agente elija una estrategia, anteponiendo

en ocasiones el beneficio de los demas al suyo propio.

3.3.1. Equilibrios utilitaristas

El enfoque utilitarista considera una representacion aditiva de las preferencias
del agente. Por tanto, la funcién de valor de cada agente es v§(m) = Y 7, Nu;(m),
donde \' € A™ = {N € R"/ 7" | Ay = 1, A% > 0}.

En el siguiente resultado se establece la relacién entre la actitud social de los
agentes y los parametros correspondientes a la representacion aditiva de las prefe-

rencias.

Lema 3.3.5. Si las preferencias del agente i € N se representan mediante una

funcion de valor aditiva, entonces el agente i es
a) ecudnime si y sélo si X = X, para todo j,k € N.
b) imparcial si y sdlo si Ny = N, para todo j,k # i.
c) altruista si y sdlo si /\§- > 0 para algin j # 1.
d) egoista si y sélo si /\é- =0 para todo j # 1.

Demostracidn. a) Si el agente i es ecudnime, entonces para todo z, v} (z) = v4(z,).
Asi, para T tal que Ty = 1 para k = j y T = 0 para k # j, v}(T) = X! y para todo
k, existe una permutacién tal que v}(Z,) = A}. Por tanto, A} = Aj..

Del mismo modo se puede demostrar la implicacién reciproca.
b) La demostracion es andloga a la del apartado a) en N \ 7.
¢) =) Supongamos lo contrario de lo que queremos demostrar, es decir, que )\j- =0
para todo j # i, asf A\l = 1 entonces v} (z) = Nx; < A\ix; = v} (), y esto contradice
x ="

<) A, > 0 para algin j # 1.

Si Aj = 0, entonces tomemos x tal que z; = 0 para k # j, y ; = 2; y Z tal que

Ty =1 parak =iy parak =jy ) = 0 para k # i, j. Entonces, v} (z) < vf\(x)

(3 7

7 I
A]’

Si Al > 0, entonces sean x tal que z, = O para k # j, y x; = a, con a > =L,y T
tal que T = 1 para k =i y para k = j y Ty = 0 para k # 1, j. Luego, v}(z) < vi(z).
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d) Un agente es egoista si no es altruista, por tanto, usando c), es egoista si y sélo
si A} = 0 para todo j # i. O

3.3.1.1. Agentes imparciales y altruistas

Dependiendo de la situacién, no todos los equilibrios son factibles de ser adopta-
dos por los agentes. Es por ello que vamos a investigar cudles son los equilibrios que
se alcanzan cuando los agentes eligen sus mejores respuestas de acuerdo a diferentes
actitudes sociales. Si el agente ¢ es imparcial y altruista, )\Z = A\ para j,k # i,y
ademds, A}, > 0 para algin k # 4, por lo que X; = A} > 0 para j, k # i. Por tanto,

podemos expresar la funcion de valor del agente ¢ como

vi(m) = Nui(m) + Z Nug(m
J#z
donde A" = X% > 0 para todo j # i.
Como para cada i € N A\ > 0, dividiendo por este valor, podemos considerar

una funcién de valor paramétrica

’U;(m) = /Viuz ) + Z u]
J#z

donde el parametro 7' € IR se denomina grado de altruismo inverso del agente 4,
e indica la importancia que para el agente 7 tiene su propio beneficio. Asi, cuanto
mayor sea el valor de 4%, mayor es la importancia que el agente i da a su propio
beneficio y menor es la implicacién del agente con respecto al beneficio que obtienen
los otros. Denominamos al juego G, = {(A’, v )ien} juego imparcial y altruista con
preferencias aditivas.

Sea MV (M) la funcién real de variable real que representa el beneficio agregado
si todos los agentes actiian conjuntamente. Denotemos por S* = argmaz{MV (M)}.
El siguiente resultado establece los equilibrios para el juego imparcial y altruista con

preferencias aditivas.
Proposicién 3.3.6. Para el juego G,
a) Siy'=1Vie N, E(G,) ={(m',...m") :m' >0, >, ym' = S*}.

b) Si~' < 1Vie N, entonces hay un tnico equilibrio m*. Este equilibrio cumple

Dienm™ < S*.
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c) Si~'>1Vie N, entonces hay un tnico equilibrio m*. Este equilibrio cumple
Dienm™ > 8%
Ademds, en b) y ¢) si v/ =~* para todo j,k € N, my = m".

Demostracion. a) Siy* = 1 paratodoi € N, v} (m) =Y 1" u(m), es decir, v! (m) =

o, mHV(M) = {MV(M)}, por tanto, todos los agentes maximizan la misma
funcién. Luego, la funcién de mejor respuesta de todos los agentes es R(m™") = S* —
> jenm? y, por tanto, los equilibrios son (m', ..., m™) y cumplen que ). m' = S*,
ad(jefr;é,s de m! > 0.

b) Si4* < 1 para todo i € N, en primer lugar, podemos indicar que la existencia
de equilibrio estd asegurada porque las funciones de utilidad individuales, u;, son
céncavas en su propia accién. Sea (m/, m ") tal que >, i’ > S*. Entonces, como la
funcién de valoracion es estrictamente concava en su propia accion, cuando el agente
i se mueve a 1! — ¢, la funcién de valor aumenta, y por tanto no es un equilibrio.
Ademas, las funciones de mejor respuesta de todos los agentes no coinciden como
ocurre en el caso anterior, luego el equilibrio es tnico.

¢) Demostraciéon andloga a b).

Cuando 47 = v* para todo j, k € N en b) y ¢), entonces m? = m* porque los agentes

son simétricos. O
Proposicién 3.3.7. Si 3j,k € N tales que v > 1,7* < 1, no ewiste equilibrio.

Demostracion. Siguiendo un razonamiento similar al de la proposiciéon anterior. O

Ejemplo 3.3.8. Para el ejemplo 3.2.1, en el que n ganaderos tienen derecho de uso
de un pastizal para alimentar a sus ovejas, con V(M) = a — M?, y considerando,
en este caso, que los agentes son imparciales y altruistas, la funcién de valor que

representa las preferencias aditivas es

n n
. o : -
vi(m) = (y'm’ + Y m')(a— (D m')?).
i=1 Jj=1
J#i
Consideramos el caso en el que todos los agentes tienen el mismo grado de al-
truismo % = .
En la Tabla 3.2 se recogen los resultados obtenidos para los casos particulares
de un tnico ganadero (bien privado), de dos ganaderos y el caso extremo en el que

el nimero de ganaderos tiende a 0o, y en la Tabla 3.3, para el caso general.
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N° de ganaderos n=1 n=2 n = 0o
N° ovejas individual | /% o 0
N° ovejas total Ve \/ R I

C e e a3 ~+ a3
Ganancia individual | 24/ —2 \/ 2v+1)3 0
. a3
Ganancia total 21/ 55 \/ 27+1 0

Tabla 3.2. Equilibrios imparciales y altruistas para n=1, n=2 y n = oo.

n,7y
N° ovejas individual \/ m
N° ovejas total \/ W
Ganancia individual 2(n+77_1)\/ @ +2)ngé7_1))3
Ganancia total 2(n+~ — 1)\/%

Tabla 3.3. Equilibrios imparciales y altruistas. Caso general.

Para casos extremos de los valores de v, se obtienen resultados interesantes. Si
~v = 0, tanto el nimero de ovejas como la utilidad individual y total son nulos. Para
v = 1, los valores obtenidos coinciden con los del bien privado a repartir entre el
nimero de ganaderos y si 7 tiende a co, se obtienen los mismos resultados que si
no se tiene en cuenta la utilidad de los demaés ganaderos. Este seria el caso de un

agente egoista. En la Tabla 3.4 se recogen todos estos resultados.

7=0 V= 7=
N° ovejas individual | 0 m'>0:)  vm =4/3% L/=
N° ovejas total 0 3 Fe
Ganancia individual 0 | mV(M),m'>0:>, ym=,/%]|2 (nﬁg)g
Ganancia total 0 2,/ % 2 (n‘f;‘)s

Tabla 3.4. Equilibrios imparciales y altruistas para v =0, vy =1y v = oo.
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m

Figura 3.3. Equilibrios para agentes imparciales y altruistas. Representacion

aditiva.

En la Figura 3.3 se muestran las graficas de los equilibrios para dos ganaderos,
considerando distintos valores de 4. Si los agentes tienen grados de altruismo unita-
rios (Figura 3.3 a)), es decir, los agentes son ecudnimes, hay multiples equilibrios, en
la grafica podemos ver un segmento. Este es un caso digno de mencion, dado que si
los agentes fuesen cooperativos buscarian maximizar la suma de todos los beneficios,
lo que supone, en una representacion aditiva de las preferencias, considerar que los
pesos son iguales para todos. Por tanto, la cooperacién se puede entender como un
caso particular del altruismo. Por otra parte, cuando ambos grados de altruismo son

menores que 1 (Figura 3.3 b)), hay un tunico equilibrio que se encuentra por debajo
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del segmento. Esto es, la cantidad de equilibrio es menor que la cantidad total si
los agentes cooperasen. Cuando los grados de altruismo son mayores que 1 (Figura
3.3 ¢)), un tnico equilibrio por encima del segmento. Por tltimo, si uno de ellos es
inferior y el otro es superior a 1 (Figura 3.3 d)), no hay equilibrio.

En el caso estudiado anteriormente, un juego imparcial y altruista con preferen-
cias aditivas para dos agentes, el conjunto de equilibrios es, o bien vacio, o un punto,

0 un segmento.

Observacion 3.3.9. Es interesante sefialar que en estos casos (3.3 b),c)), dado que la
cantidad total de este juego es estrictamente inferior al pasto disponible, aunque se

consumiese la cantidad total del juego, se consigue evitar la tragedia de los comunes.

3.3.1.2. Agentes imparciales: prosociales y egosociales

Hasta ahora hemos analizado los equilibrios para agentes imparciales y altruistas.
A continuacién, de forma maéas general, vamos a tener en cuenta solamente el caracter

imparcial de los agentes con una representacién aditiva de la preferencias

Lm) = > Aus(m)

donde X' € A" = {\ € R"/ 37| Al = 1,\i > 0} .

Para los agentes imparciales la funcién de valoracién es

vi(m) = N (m +Z>\’u] ),k #1.
J#l

En esta ocasion, no es posible hacer una parametrizacién de la funcion de valor
como cuando los agentes son imparciales y altruistas, ya que no esta asegurado que
los pesos asociados a las utilidades individuales de los restantes agentes sean no
nulos.

Analizaremos dos tipos de comportamiento con respecto al propio beneficio. En
primer lugar, consideramos los agentes prosociales como aquellos agentes imparcia-
les para los que el beneficio propio no es mas importante que el de los demas, y, en
segundo lugar, los agentes egosociales son agentes imparciales para los que el bene-
ficio propio es al menos igual de importante que el del resto. Como utilizamos una
representacion aditiva de las preferencias, esto se traduce en un conjunto diferente

de pesos.
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Definicién 3.3.10. Si las preferencias del agente i € N se representan mediante

una funcion de valor aditiva, entonces un agente ¢ imparcial es

a) prosocial si A} < XN Vi # i, X = X, j, k #i.
b) egosocial si X; > N, Vj # i, Ny = Aj, 4, k # i.

Asi, para un agente prosocial, el conjunto de pesos es A, = {X € A" : A\l <

N VG A4, N = X, i # J, k), y denotamos Apno = XienAl,,. Para un agente egoso-

pro*

cial, se considera el siguiente conjunto Al , = {\" € A" : A} > X V) # 0, X = X\ i #

ego
i
ego*

J.k}, v se denota Aeyo = Xien A

Obsérvese que los agentes egosociales pueden ser agentes altruistas o bien egoistas.
Es decir, este es un planteamiento mas general que incluye también el modelo clasico
de los bienes comunales, en el que los agentes sélo se preocupan por el propio benefi-
cio. Sin embargo, los agentes prosociales son todos altruistas, puesto que si un agente
es prosocial, el peso asociado al propio beneficio es inferior o igual al peso asociado
al de los demés y si ademas la suma de los pesos debe ser igual a la unidad, el peso
asignado a los beneficios de los deméds es no nulo, por lo que es altruista. Es decir,
los agentes prosociales constituyen un subconjunto dentro de los agentes altruistas.
Asimismo, la uniéon de ambos conjuntos de agentes, los prosociales y los egosociales,
conforma los agentes imparciales, y como caso particular, aquellos agentes que son

a la vez, prosociales y egosociales, son los que hemos denominado ecuanimes.

Los bienes comunales con agentes prosociales

Desde una perspectiva social, si la importancia relativa que cada agente asigna
a su beneficio individual no es superior que la que asigna al beneficio de los demas
y considera a los restantes agentes por igual, tenemos un juego multicriterio, de-

%

2ro)ien }- En el siguiente

nominado juego prosocial, que se denota Gy, = {(A",u, A
resultado se establece la funcién de utilidad transformada para el agente i en este

: i
juego, v}

pro”

Proposicion 3.3.11. El conjunto de equilibrios utilitaristas para el juego prosocial
Gr,. = {(Ai,u,Aéro)ieN} coincide con el conjunto de equilibrios débiles del juego
{(A", v}, )ien}, donde

pro

) n mj mj
Oh,,, (ms ™) = (37 == V(M), Y V().
j=1 7j=1
1#]
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i

pro €8 un poliedro cuyos puntos extremos son

Demostracion. El conjunto A
i

1 ~=~ 1 1

)G,

"'n—1""n

n_l,..., e

entonces Uf\pm = B'.u;, donde B! es una matriz cuyas filas son los puntos extremos

de Afm, y se tiene el resultado a partir de la Proposicion 2.3.6. O

La primera componente de la funcién de utilidad transformada del agente i es
la media de los beneficios de los restantes agentes, lo que supone una preocupacion
extrema por los demas, al no considerar en absoluto el propio beneficio. La segunda
componente es la media de los beneficios de todos los agentes, lo que representa un
comportamiento social responsable.

Para obtener las funciones de reaccion del agente ¢ con respecto a las componentes

de su nueva funcién de utilidad vectorial, como V(M) es decreciente, el méximo de

Z;;; V(M) con respecto a m' se alcanza en m' = 0, es decir, ri(m™") = 0,Vj #

i. Siri(m™") es la funcién de reaccién con respecto a la segunda componente, el

conjunto de equilibrios de Nash viene dado en el siguiente resultado.

Lema 3.3.12. El conjunto de los equilibrios de Nash del juego prosocial Gy, es:

pro

E(Gr,,)={(m',m )0 <m' <ri(m™),ic N}.

pro

Demostracion. Se obtiene la demostracion utilizando la Proposicién 2.2.4. Conside-
remos un punto (', m~") tal que m’* > r’(m~"). Como las dos componentes de la
funcién de utilidad transformada son estrictamente ¢oncavas con respecto a las ac-
ciones del agente 7, ambas funciones son decrecientes para m’ > ri(m "), se tiene que
si el agente ¢ se mueve a 1’ — €, ambas aumentarén. Luego, (i, m™") ¢ E(Gy,,,)-

Ademds, si 0 < m' < r!(m™"), cualquier movimiento individual de alguno de los
agentes producird un incremento de una de las componentes y un decremento en la
otra, por tanto (7', m~") € E(Gy,,,). O
Ejemplo 3.3.13. Para el ejemplo 3.2.1, la funcién de utilidad transformada del agente
17 en el juego prosocial para el juego bipersonal bicriterio es

m' +m?

5 (a — (m* +m?)?).

(v (m',m?), vy (m',m?)) = (m*(a — (m" +m?)?),

Las correspondientes funciones de mejor respuesta del agente ¢ a las acciones del

agente 7 con respecto a cada componente de su nueva funcién vectorial, y el conjunto
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de equilibrios son, respectivamente

) = 0, ri(m?) =\ /5 =

DG, = {n' ) € BE sl 4w <21

En la Figura 3.4 se representan las curvas de reaccién de los agentes y el conjunto
de equilibrios E(Gy,,,) del juego prosocial.

m2

Vi m! 1

m

a) b)

Figura 3.4. Curvas de reaccion de los agentes y equilibrios del juego prosocial.

Los bienes comunales con agentes egosociales

Si en el juego multicriterio G = {(A?, u);en }, suponemos que cada agente asigna a
su propio beneficio al menos la misma importancia que a los beneficios de los demas, a
los que considera igual de importantes, estamos ante un agente egosocial. Al incorpo-
rar estas preferencias sociales de cada agente i en el juego G = {(A?, u);en}, obtene-
mos un juego transformado denominado juego egosocial Gy,,, = {(A’,u, AL,,)ien}-
La nueva funcién de valor para el agente 17, vfxego, se convierte en una funcién con

dos componentes. La siguiente proposicion establece esta nueva funcion.

Proposicion 3.3.14. El conjunto de equilibrios utilitaristas para el juego egosocial
GAego
{(Az,vj\ego)ieN}, donde

= {(Ai,u,Aigo)ieN} coincide con el conjunto de equilibrios débiles del juego

U () = 'V (M), 3 %jV(M)).
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Demostracion. Como el conjunto Aigo es un poliedro cuyos puntos extremos son

1
0,...,1.,...,0),(—,...,—
(7 72)7 7)7(n7 7n)

entonces vy == B’-u’, donde B’ es una matriz cuyas filas son los puntos extremos

de Aigo, y se tiene el resultado a partir de la Proposicién 2.3.6. O

Obsérvese que la primera componente de esta nueva funciéon del agente i, si-
guiendo un comportamiento racional, es su propio beneficio, es decir, su utilidad
individual, u; y la segunda componente es la media de los beneficios de todos los
agentes, lo que implica un comportamiento social responsable.

Para determinar el conjunto de equilibrios para el juego egosocial, consideramos
la funcién de reaccién del agente ¢ para cada componente de su funcién de valor.
Se denota por 7i(m™) la funcién de reaccién del agente i con respecto a la primera
componente de dicha funcién (utilidad individual) y 7i(m ™) la funcién de reaccién
de la segunda componente, la social, Vi € N. El siguiente resultado identifica estos

equilibrios para el caso general.

Lema 3.3.15. El conjunto de equilibrios de Nash del juego egosocial Gy, . es

E(Gh,,,) ={(m',m ™) |ri(m™) <m' <r{(m~"),i € N}.

Demostracion. La demostracion es analoga a la realizada en el Lema 3.3.12, utili-
zando la Proposicién 2.2.4. Nétese que ri(m™") < ri(m™),Vi € N, ya que cooperar
proporciona un menor nimero de unidades que ser un maximizador individual.

Sea un punto (', 7m") tal que m’ < r’(m~"). Como las dos componentes de la
funcién de valor son estrictamente ¢oncavas con respecto a las acciones del agente
i, para m' < ri(m™), se tiene que si el agente i se mueve a M’ + ¢, entonces
ambas aumentardn. Por tanto, (/,m~") ¢ E(Ga,,,). Andlogamente, se verifica
para ' > ri(m™").

Por otra parte, si 7 (m ™) < m' < ri(/m~"), entonces algin movimiento individual
de alguno de los agentes producird un incremento de una de las componentes y un

decremento en la otra, por tanto (m,m~") € E(Gha,,,). O

Ejemplo 3.3.16. Para el ejemplo 3.2.1, la funcién de utilidad transformada del agente
1 en el juego egosocial obtenida del juego bipersonal bicriterio es

m' + m?

o (m! ),

(vi(m',m?), vy (m',m?)) = (m'(a — (m" +m?*)?),
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Las correspondientes funciones de mejor respuesta del agente i a las acciones del

agente j con respecto a cada componente de su nueva funcién de valor vectorial, y

el conjunto de equilibrios son, respectivamente

. . —2m7 4+ /(mI)2+3 . . .
e “,r;<mﬂ>=\/§—m”-

—om2+ 2)213
E(GAego):{(mlam2>€Ritm1+m22 %,mlg m 3(m) “

77711 m a
m2 < 22 +\/3( 1)2+3 }}

En la Figura 3.5 se representan las curvas de reaccion de los agentes y el conjunto
de equilibrios E(G)y,,,) del juego egosocial.

m2

m
m

a) b)

Figura 3.5. Curvas de reaccién de los agentes y equilibrios del juego egosocial.

Observacion 3.3.17. Es interesante poner de manifiesto que el conjunto completo de
los equilibrios de Nash del juego vectorial de los bienes comunales es la union del
conjunto de los equilibrios de Nash del juego prosocial, Gy, = {(A%, u, Al )ien}, ¥
el conjunto de los equilibrios de Nash del juego egosocial, Gy,,, = {(A",u, Al ,)ien},
aunque no estamos considerando todos los posibles pesos, ya que sélo consideramos
agentes imparciales, es decir, Ay U Apyo C AL
El conjunto de los equilibrios de Nash del juego G = {(A%, u);en} se ha redu-
cido incorporando en el modelo informacién adicional sobre las preferencias de los
agentes. Sin embargo, ain tenemos una gran cantidad de equilibrios. Por ello, pa-

ra delimitar el conjunto de equilibrios es necesario hacer refinamientos basados en
reglas de decisién adicionales.
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Para ello, consideramos una regla pesimista para elegir un subconjunto reducido
del conjunto de equilibrios de Nash de entre todos los equilibrios de Nash del juego
Gy, v del juego Gy

pro ego”

Equilibrios prosociales conservadores

A continuacién, proponemos un analisis diferente del problema para reducir el
conjunto de los equilibrios de Nash del juego prosocial Gy, = {(A",u, A}, )ien}-
En este juego consideramos que la valoracion del agente ¢ viene dada por

i % % % %
vApmmm g )\ujmm)‘v’/\ EApm

Si los agentes muestran una actitud conservadora con respecto a los diferentes
valores que toma la funcion aditiva, la nueva funcion de valor para el agente ¢ viene

dada por el minimo valor ponderado considerando todos los posibles pesos en A,,,.

Formalmente,

v?;’m(m ,m~") = min Ao (m',m™).

) ~ =~ )
Como los puntos extremos de AL | son (1) = (45,...," 0 ..., —=5),Ai(2) =
(+,..., %), en virtud del Teorema 2.3.6, podemos expresar
UAW’(m m~") = min {Z As(L)uy(m?,m~ ,Z )\;(Q)uj(mi,mi)}
=1

Por tanto,

S V(M) siomt < 3T

£y ' ]

SUYV(M) sioomt > S, 1
i

=1 n - n—1
J J

El siguiente resultado caracteriza el conjunto de los equilibrios conservadores para
= {(A"u', A\, )ien}. Sea S* = argmazx{MV (M)}, donde MV (M)

es la funcién que representa el beneficio agregado cuando todos los agentes actiian

el juego Gy o)

pro
conjuntamente.
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Lema 3.3.18. El conjunto de los equilibrios prosociales conservadores del juego

n-personal G, es:

pro

n

‘ . g+
(GA;DTO) {(ml"mn)|ml:m]’v2’j€N,0§m1§_}

Demostracion. Por el Lema 3.3.12, los equilibrios prosociales conservadores estan
contenidos en el conjunto E(Gy,,,) = {(m’,m™) |0 < m' < ri(m™"),i € N}, es
decir, 0 < m’ < %

Consideremos un punto (m,m~") € E(Ga,,,) tal que ' > Z] | mj -, entonces
como Y7 A§(2)u; es estrictamente ¢oncava con n respecto a las ac01ones del agente

p’ro

i, si el agente i se mueve a M’ — ¢, la funcién v, Z] : )\Z( Ju; aumenta. Luego,

(', ﬁfl) ¢ E.(G,,,,). Andlogamente se demuestra que si existe 7 tal que m' <

Al )
ZJ;&* -y el agente i se mueve a 7’ + ¢, la funcién v."” = 37" Ai(1)u; aumenta.
j

Sea (m',m™") € E(Gy,,,) tal que Vi, m' = ZJ .

= 1,esdecw mt=m!,Vi,j €
N. L iel te i + %—Z A(2)u; dismi i
. Luego, si el agente ¢ se mueve a m’ + ¢, v.""" = =1 A;(2)u; disminuye, y si se

mueve a ' — €, Vo7 = > iy Ab(Duy disminuye. Ast, (', m ") € Ee(Gy,,). O

Ejemplo 3.3.19. Para el ejemplo 3.2.1 la funcién de valor para el agente ¢ cuando

considera una actitud pesimista en el conjunto de pesos A, es

,Ué\;ro (ml, m2) —

WV(M) sim'>m!

{mjV(M) sioomt<m/

La correspondiente funcién de mejor respuesta del agente ¢ a las acciones del agente
jes
o m’ si O<mj<,/l
r'(m’) =
@ _mI A / < m! < \/_

y el conjunto de equilibrios prosociales conservadores es

E.(Ga,,,) = {(m%m% = (\/% \/%) — (\/% \/%) 0<y< 1}.

En la Figura 3.6 se representan la curva de reaccién del agente ¢ y el conjunto

de equilibrios del juego prosocial conservador.
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m m

Figura 3.6. Curva de reaccién de un agente y equilibrios prosociales conservadores.

Equilibrios egosociales conservadores

i

ego)iEN} se reduce

El conjunto de equilibrios del juego egosocial G,,,, = {(A", u, A
siguiendo un razonamiento similar. La funcién de valoracion del agente ¢ viene dada

por la expresién vy (m',m™") =37 | Nu;(m',m™), VX' € AL,

Si suponemos que los agentes tienen una actitud conservadora acerca de los
distintos valores que puede tomar la funcién aditiva, la funcién de valor egosocial
conservadora para el agente ¢ viene dada por el minimo valor ponderado de entre

todos los pesos posibles de A.g4,. Formalmente,

n

vé\e""(mi,m’i) = min Nowj(m',m™).
)\zeAégD j:1 777

. COANL
Teniendo en cuenta que para cada m € xI' ;A" v.“ solo depende de los puntos
i

i i(1) — - i(9) — (1 1
extremos de A A1) = (0,..., 1 ,...,0), \j(2) = (.-, ), por el Teorema

ego’ n’

Al .
2.3.6, vc “° se escribe como

vé\ég" (m',m™") = min Z A;.(l)uj(mi, m™), Z A;(Z)uj (m",m™)
j=1 =1
Por tanto,

v?ég"(mi,m_i) = min miV(M),Z —V(M) =
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miV(M) si mi <Y, ml
_ i#i _
S V(M) siomt > YT I
i#]

j=1 n

De esta forma, en un equilibrio se maximiza el minimo valor factible asignado a
la valoracion dentro del conjunto completo de pesos, dadas las acciones de los otros
agentes.

El siguiente lema caracteriza el conjunto de equilibrios conservadores para el

juego n-personal Gy,,, = {(4",u', AL  )ien}, donde la funcién de valoracién de ca-

ego)

ego

, Vi € N. Estos equilibrios se denominan equilibrios egosociales
M M*

n )

Al
da agente es v,

conservadores. Sean S* = argmax{ MV (M)} y M*, tal que m* = ( ) es el

equilibrio de Nash del juego escalar.

Lema 3.3.20. El conjunto de equilibrios egosociales conservadores para el juego

n-personal Gy,,, = {(A",u’, AL, )ien} es:

E.(Ga,,,) = {(ml,...,mn)|mzzm3,‘v’i,jEN, —<m'< }
n n

Demostracion. Andlogamente a la demostracion del Lema 3.3.18, se comprueba que
los puntos (m!,...,m") tales que % <m'< %, m! =m?,Vi,j € N son equilibrios

y que los puntos tales que m! # m’ no constituyen puntos de equilibrio. O

Ejemplo 3.3.21. En el ejemplo 3.2.1, la funcién de valor para el agente ¢ cuando

considera una actitud pesimista en el conjunto de pesos Ay, es

m'V(M) si m'<mi

WV(M) sioomt>m!

vAego(m m?) = {
La funcién de mejor respuesta del agente ¢ a las acciones del agente j es

a 1 : J a
g —m! sl 0<m! <\/75

A e EE
—2m2+\/m \/_<m7<\/_

y el conjunto de equilibrios egosociales conservadores es

E(Gp,,) = {(m'm*) =7 (/5 V/55) + (1=7) (1/5,/%),0<y < 1}.

En la Figura 3.7 se muestra la curva de reacciéon del agente ¢ y el conjunto de

equilibrios del juego egosocial conservador.
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m
m

m
m

Figura 3.7. Curva de reaccién de un agente y equilibrios egosociales conservadores.

3.3.2. Equilibrios maximin

El enfoque igualitarista considera una representacion maximin de las preferen-
cias del agente. De este modo, la funcién de valor de cada agente es w’ (m) =
u;(m)

min; i { ot }, con o’ € A" ={a' € R"/377_ af =1,a} > 0}.

En el siguiente resultado se establece la relacion entre la actitud social de los

agentes y los parametros correspondientes a la representacion maximin de las pre-
ferencias.

Lema 3.3.22. Si la representacion de las preferencias del agente i € N es maximin,

entonces el agente i es
a) ecudnime si y solo si oy = oy, para todo j,k € N.

b) imparcial si y sélo si 04;'- = a} para todo j, k # 1i.

c¢) altruista si y sdlo si Oz; > 0 para algin j # 1.
d) egoista si y sélo si oz;'» =0 para todo j # 1.

Demostracidn. a) Si el agente ¢ es ecudnime, entonces para todo z, w’ (x) = w’,(z,).

De este modo, para Z tal que T = 1 para k = j y 7}, = 0 para k # j, w',(Z) = ﬁ
J

- i i) — 1 coi_ i
para todo k, existe una permutacién tal que wy,(7,) = = Asi, o} = aj.
k
De igual modo se demuestra la implicacién reciproca.

b) La demostracion es andloga a la del apartado a) en N \ 7.
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3. Modelos estratégicos con preferencias sociales

¢) =) Supongamos lo contrario de lo que queremos demostrar, es decir, que aé =0
para todo j # i, asi a = 1 entonces w},(z) = minjep{Z} = & < & = w,(7), y
. J (2 7
esto contradice z >* 7.
<) o > 0 para algin j # i.
Si o} = 0, entonces tomemos x tal que x;, = 0 para k # j, y ; = 2, y T
tal que ¥y = 1 para k = ¢ y para k = j y T, = 0 para k # i,j. En este caso,
-y 1 2
w? (Z) = < = wt ().
Si a; > 0, entonces sean u tal que zy = 0 para k # j, y z; = a,cona > 1; y
T tal que Ty = 1 para k =iy para k = jy T, = 0 para k # i,j. En este caso,
w!(Z) = min{aiz, a_1;} < % = w! (x).
d) Un agente es egoista si no es altruista, por tanto, usando c), es egoista si y s6lo

si O@» = 0 para todo j # i. O

3.3.2.1. Agentes imparciales y altruistas

La incorporacion en la funcién de valor del caracter de los agentes conlleva un
refinamiento del conjunto de pesos que cada agente considera razonable de sus uti-
lidades, lo que permite una reduccién del conjunto de equilibrios. Para calcular los
equilibrios que se alcanzan cuando los agentes son imparciales y altruistas, consi-
‘> 0 para algiin j # i, y ademds o = aj, > 0 para j,k # i. De este
modo, la funcion de valor con una representacion maximin de las preferencias puede

w' (m) = min {min {“j (m) } ui(m) }

j#i at al

deramos «

expresarse como

donde @' = o} > 0 para todo j # i, con i,j € J".
Dado que para cada i € N & > 0, multiplicando por este valor, obtenemos una

funcién de valor paramétrica

: ) ) ui(m)
wi(m) = min < min{wu,;(m)}, .
s(m) = min { o)), 5
donde 3" € R se denomina grado de altruismo inverso del agente i, e indica la
importancia que asigna el agente ¢ a su propio beneficio, de modo que cuanto mayor
sea este valor, menor grado de altruismo tiene el agente. El juego Gg = {(A’, wh)ien }
se denomina juego imparcial y altruista con preferencias maximin.

Los equilibrios para el juego imparcial y altruista con preferencias maximin vie-
M* M*
T

nen dados en las siguientes proposiciones. Sea M*, tal que m* = ( ) es el
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3.3. El modelo de los bienes comunales con preferencias sociales

equilibrio de Nash del juego escalar.

Proposicién 3.3.23. Para el juego G

a) Si B° =1 para todo i € N, entonces E(Gg) = {(m,....,m):0<m < )},

-—  n

b) Si 8" <1 para todo i € N, entonces E(Gs) = {(0, ...,0)}.

c¢) Si 3> 1 para todo i € N, entonces E(Gg) = {(0,...,0), (&, ..., 2},

n " n

Demostracion. a) Si f° = 1 para todo i € N, wy(m) = minjen{u;(m)}, es decir,
la funcién a maximizar es la misma para todos, wj(m) = (minjey{m’})V(M).
Luego, hemos de distinguir dos casos para el agente 7. En primer lugar, cuando
u; < uj,Vj # 1, en cuyo caso, la funcién a maximizar es u; y la mejor respuesta es
r'. Y por otra parte, cuando no ocurre eso, hay que maximizar con respecto a m;
la funcién u;(m) = m?V(M),j # i, y puesto que V es decreciente, el maximo se
alcanza cuando m® sea lo menor posible, es decir, m’ = m/. Por tanto, se alcanza
equilibrio cuando las funciones de mejor respuesta coinciden, es decir, cuando todos
las cantidades son iguales, m* = m, y con 0 < m < MT*, ya que debe estar dentro
del conjunto de todos los equilibrios del juego.

Si B # 1 para todo i € N, entonces wj(m) = min{min#i{uj(m)},%}.

uilm) u;(m),Vj # i, la funcién a maximizar es u; y la mejor respuesta es

ﬂi
r*. Por otra parte, si esto no ocurre, hay que maximizar con respecto a m; la funcién

Cuando

u;(m) = mV (M), j # i,y puesto que V es decreciente, el maximo se alcanza cuando
m’ sea lo menor posible, es decir, % =ml.

b) Si B¢ < 1 para todo i € N, ’g—f = m’ no se cortan y las funciones de reaccién
se cortan sélo en (0,...,0), es decir, el tnico equilibrio es (0,...,0).

c) Si B* > 1 para todo i € N, las funciones de mejor respuesta se cortan en
(0,...,0) y (M= A0, O

n " n

Supongamos ahora que el grado de altruismo de los agentes es distinto. Para

facilitar la notacion, analizamos este caso para dos agentes.

Proposicién 3.3.24. Para el juego Gg con dos agentes, si f* > 1,82 <1y
a) B'B%* =1, entonces E(Gg) = {m : m? = ’g—f,() <m! <ri(m?)]}.
b) B'5? < 1, entonces E(Gs) = {(0,0)}.
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3. Modelos estratégicos con preferencias sociales

1

c) B15? > 1, entonces E(Gg) = {(0,0), (m",m?)}, con m' =r'(m?),m? = 2

ﬁ .
Demostracion. La funcién de valor del agente 1 es wé(m) = % si ’g—l <m?y
wy(m) = u2( ) si F > m?, por lo que la funcién de mejor respuesta es m! = r(m?),

cuando Z- < m? y m! = B'm?, en caso contrario. Andlogamente, para el agente 2,

o
la quCIOil de valor es w3(m) = “26(5") si % <m', y wi(m) = uy(m) si W >mly
la funcién de mejor respuesta es m? = r?(m!), cuando m <m', ym? = p*m!, en
otro caso.
a) Como ! = 52,
los equilibrios son todos los puntos del segmento m' = 8'm? | con 0 < m! < ri(m?).
b) Como B! < ﬁQ,

respuesta no se cortan m!' = B'm? y m? = 8?m'. La interseccién de las funciones

las rectas m! = B'm? y m? = 3?m! coinciden. Por lo tanto,

entonces m! = 8'm? < 7 2-m?, luego en las funciones de mejor

de mejor respuesta es (0,0), y por tanto, (0,0) es el unico equilibrio.
c) Como 3 > %, los equilibrios son los puntos de corte, que, en este caso, son
1

(0,0) y la interseccién de m! = r'(m?) con m”® = % 0

Hay que resaltar que, en este caso, siempre hay equilibrio, ya que la no utilizacién

del recurso siempre es un equilibrio.

Ejemplo 3.3.25. En el ejemplo 3.2.1 con agentes imparciales y altruistas, la funcién

de valor que representa las preferencias maximin es

wh(m) = min {mln{m]} } a— Zmﬂ

En la Tabla 3.5 se muestran los resultados cuando todos los agentes tienen el

mismo grado de altruismo, en los casos en que sea menor, igual o mayor que 1.

pF=p=pp<1 p=1 5>1
% 7 1 an 1 an
m 0 [0<m' </ | 0,5/

Tabla 3.5. Equilibrios maximin con igual grado de altruismo.

Si los agentes tienen distintos grados de altruismo, los resultados para dos gana-

deros se exponen a continuacion en la Tabla 3.6.

gt>1,p82<1| 8B <1 prpr=1 B> 1
3a(81) 3a(B81)2

m! 0 0<m' < \/(3B1+2)2 1 \/(3,81+2)2 1
1

m? 0 m® = r \/(361+2)2 1

Tabla 3.6. Equilibrios maximin con distintos grados de altruismo.
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Figura 3.8. Equilibrios para agentes imparciales y altruistas. Representacién

maximin.
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3. Modelos estratégicos con preferencias sociales

Para casos extremos de los valores de 3, se obtienen resultados interesantes. Si
£ = 0, tanto el nimero de ovejas como la utilidad individual y total son nulos. Para
£ = 1, los valores obtenidos coinciden con los del bien privado a repartir entre el
nimero de ganaderos y si  tiende a 0o, se obtienen los mismos resultados que si no
se tiene en cuenta la utilidad de los deméas ganaderos.

En la Figura 3.8 se representan, para dos ganaderos, los equilibrios para distintos
valores de f3°. Si los agentes tienen grados de altruismo unitarios (Figura 3.8 a)),
hay multiples equilibrios, que constituyen un segmento distinto del obtenido en el
caso aditivo. Cuando ambos grados son menores que 1 (Figura 3.8 b)), hay un tnico
equilibrio, la no utilizacién de los recursos, y cuando son mayores que 1 (Figura 3.8
¢)), hay otro equilibrio ademés de la no utilizacién de los recursos. Por ultimo, si uno
de ellos es inferior y el otro es superior a 1, se presentan tres casos: hay multiples
equilibrios (Figura 3.8 d)), o solamente hay un equilibrio (Figura 3.8 €)), o bien hay
dos equilibrios (Figura 3.8 f)), todo ello en funcién de si el producto de los niveles

de altruismo es igual, mayor o menor que 1.

Observacion 3.3.26. Obsérvese que, para agentes ecudnimes, es decir, con niveles
de altruismo unitarios, siempre hay multiples equilibrios, tanto para preferencias
aditivas como maximin. En el caso de preferencias aditivas, los equilibrios dependen
de forma continua del nivel de altruismo de los agentes, y se verifica que, para agentes
no ecuanimes, hay equilibrio si y sélo si ambos son altruistas o ambos egoistas. Sin
embargo, los equilibrios con preferencias maximin ponderadas se caracterizan por
ser mas robustos con respecto a los niveles de altruismo y por que la no utilizacién de
los recursos es siempre un equilibrio. Existen, ademas, otros equilibrios alternativos

cuando el producto de los niveles de altruismo es mayor o igual que uno.

3.4. El modelo clasico de Cournot

El modelo de Cournot se describe como un juego, cuyos elementos son los si-

guientes:

= N es el conjunto de n empresas (agentes del juego) que producen un bien y

compiten en el mercado, N = {1,...,n}.

» ¢’ es el nimero de unidades del bien que produce el agente i , i € N, q =
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3.4. El modelo cldsico de Cournot

(g4, ..., q").

() es la cantidad total del bien producida en el mercado, () = Z;;l q.

= P(Q) es el precio del bien determinado por la funcién de demanda inversa,
y que es una funcién dos veces continuamente diferenciable, estrictamente

decreciente, concava y no-negativa en un intervalo acotado (0,Q%) tal que
P(Q) =0 para @ > Q" (Kreps y Scheinkman, 1983).

» A’ C IR, es el conjunto de estrategias de cada empresa, en este caso, cantidades
de producto, A® = [0,Q"] para i € N, dado que las empresas sélo pueden
seleccionar cantidades no negativas y ademés no estan incluidas cantidades

extremadamente grandes de producto.

oy 0 X", A" — TR es la funcién de utilidad del agente i dada por sus be-
neficios. Para simplificar el estudio, se supone que las empresas no tienen
costes fijos, que sus costes marginales son nulos, y que el precio de reser-
va y el tamafio de mercado son finitos. Asf, ui(¢',q™*) = ¢'P(3_)_, ¢’), con

g =g g ).

De este modo, G' = {(A*, u;);en} representa el juego de Cournot.

En la versién original de este modelo las empresas actian simultaneamente y
deciden el nivel de produccién, actuando como monopolistas en la parte de mercado
que le dejan el resto de empresas. Una vez que las empresas deciden la cantidad a
producir, los precios se desplazan a los niveles que acepta el mercado y que vienen
determinados por la funcién de demanda. Aplicando los conceptos de la teoria de
juegos, si cada empresa piensa racionalmente en las consecuencias de sus decisiones,
suponiendo que las restantes empresas también conocen la situacién y también deci-
den racionalmente, los niveles de produccion de equilibrio que corresponden al mode-
lo de Cournot son los que corresponden al equilibrio de Nash, y por ello el equilibrio
de este modelo se denomina también equilibrio de Cournot- Nash. De este modo,
el equilibrio de Cournot-Nash viene dado por el punto de corte de las funciones de
reaccién. El problema de cada agente es maximizar u'(q’, ¢* %), de donde se obtiene
el equilibrio de Cournot-Nash, ¢* = (<, ..., %), con Q* = argmaz gic aiwi(q', 7).

n’" 7 n
Ejemplo 3.4.1. Dos empresas compiten en el mercado produciendo un bien ho-

mogéneo, con una demanda lineal P(Q)) = a — b@, con a, b > 0. El beneficio de
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3. Modelos estratégicos con preferencias sociales

la empresa ¢ viene dado por
ui(q' ¢*) = ¢'(a = b(q" + ¢*)).

La funcién de mejor respuesta de cada empresa es

Obsérvese que si la empresa competidora ofrece la cantidad de competencia per-
fecta o una cantidad superior, la mejor respuesta de la empresa es ofrecer una canti-
dad nula, por lo que la cantidad de competencia perfecta es el valor Q™ mencionado
anteriormente. Y si la empresa competidora ofrece una cantidad nula, la mejor res-
puesta de la empresa es ofrecer la cantidad de monopolio. El equilibrio Cournot

Nash viene dado por el punto de corte de las funciones de mejor respuesta

*1 %2 — g g)
(¢ q7) <3b’3b :
La situacién queda ilustrada en la Figura 3.9.

q2

Figura 3.9. Equilibrio de Cournot.

El equilibrio del modelo de Cournot genera un coste social menor que el del
monopolio, puesto que la cantidad total que se produce es mayor y, por tanto, el
precio es menor. Se define el coste social como la diferencia que existe entre el
beneficio social que se alcanza en competencia perfecta, que es el maximo posible
suponiendo que los agentes son racionales y, por tanto, maximizan su propia utilidad,

y el beneficio social que se alcanza en otro tipo de estructura de mercado como puede
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3.5. El modelo de Cournot con responsabilidad social

ser el monopolio, el oligopolio o la competencia monopolistica. A su vez, el beneficio
social es la suma de los beneficios que obtienen todos los agentes implicados, que en
este caso son las empresas y los consumidores.

Si las empresas son maximizadoras de beneficios y compiten bajo los supuestos
de Cournot, el coste social es inevitable. No obstante, como veremos a continuacion,
este resultado se relaja cuando consideramos otros objetivos para las empresas, mas
alla de la maximizacion de los beneficios. De hecho, cuanto menor es el coste social,
mayor es la eficiencia del equilibrio que se alcanza y , por tanto, es deseable reducir

el coste social.

3.5. El modelo de Cournot con responsabilidad
social

En esta seccion estudiamos las empresas que compiten en el mercado y tienen en
cuenta no sélo su beneficio econémico, sino también un objetivo social, por lo que
son empresas socialmente responsables. Sin pérdida de generalidad, circunscribimos
el estudio al caso de dos empresas, donde A’ es el conjunto de estrategias que el
agente ¢ puede adoptar. Cada empresa, junto al objetivo de maximizar su beneficio,
es decir, su utilidad individual, u¢(q', ¢*) = u;(¢*, ¢*), incorpora un objetivo social,
representado por ub(q,¢?) = u's(q' + ¢*), donde s es una funcién de la cantidad
total, Q = ¢* +¢* y p' es un pardmetro denominado grado de responsabilidad social
del agente i, y que indica la importancia que el agente 7 asigna al objetivo social.
Por ello, uf, : A" x A*> — IR? es la funcién de utilidad vectorial del agente i en este
modelo.

En un marco general, la funcion s puede tener en cuenta los beneficios de las
restantes empresas, o bien a los otros protagonistas del mercado, considerando el
excedente del consumidor, o bien puede internalizar externalidades, que se producen
cuando los efectos del mercado no son asumidos por los que generan dichos efectos,
y que no estan reflejadas en el precio del producto. Estas pueden ser externalidades
positivas, tales como la inversion en I+D+i, o externalidades negativas, como por
ejemplo, la contaminacion.

Por tanto, G* = {(A",u},);=12} es un juego en forma normal con funciones de

m
utilidad vectoriales

w(q) = (ui(q), 1's(Q)).
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3. Modelos estratégicos con preferencias sociales

La consideracién de una funciéon vectorial supone un planteamiento distinto de la
responsabilidad social, que incluye el modelo cldsico de Cournot, cuando u‘ = 0.
En la literatura precedente, para el estudio de la responsabilidad social se define
frecuentemente una funcién que aglutina ambos objetivos. Sin embargo, aqui se
le da un tratamiento multidimensional, dado que ambos objetivos tienen distinta
entidad.

En este contexto, se define un equilibrio de Nash para este juego con funciones
de utilidad vectoriales como la extensién natural del concepto de equilibrio de Nash
clasico.

Definicién 3.5.1. (¢*!, ¢**) es un equilibrio de Nash para el juego G* = {(A’, u!,)i=1 2}
si 3 ¢' e Al tal que u)(¢',¢") > ul (¢, ¢?) y P ¢* € A tal que v2(¢*', ¢%) >
ui(q*17q*2) .

El conjunto de equilibrios de Nash para G* = {(Ai,ui)i:172} se denota como
E(G").

Para i,j = 1,2 con i # j, R’ es la correspondencia que representa la mejor res-
puesta del agente 7 a las acciones del agente 5. Dado que para utilidades vectoriales,
en general, la mejor respuesta de un agente a una accién de otro agente no es tunica,
Ri(¢7) C A%, un par de estrategias (¢*!, ¢*?) es un equilibrio de Nash para el juego
G* = {(A",u,)i=12} siy s6losi¢* € R'(q*) parai,j = 1,2,4 # j. En los juegos que
estudiamos en este capitulo las estrategias se refieren a cantidades, asi A* C IR,.
Ademas, se supone que la cantidad total que los agentes estan dispuestos a ofrecer
estd acotada por una constante positiva, A = [0, K*] para i = 1, 2.

Vamos a considerar que el objetivo social es maximizar el excedente del consu-
midor. Analogo razonamiento puede hacerse con una externalidad positiva, y para
externalidades negativas haremos un estudio posterior. El concepto de excedente del
consumidor fue desarrollado por Marshall (1890) y constituye la base de la economia
del bienestar y del andlisis coste-beneficio. Se define como la diferencia entre lo que
esta dispuesto a pagar el consumidor y lo que realmente paga, es decir, se deduce de
la utilidad marginal decreciente que las sucesivas unidades demandadas le reportan
al consumidor, considerando que el precio que paga por cada una de ellas en un
mercado competitivo es siempre el mismo.

La funcién social s es una funcién creciente de la cantidad total, Q = ¢' + ¢2,
hasta cierto valor. Como se supone que la empresa tiene en cuenta el objetivo social
siempre que haya beneficios positivos, el valor maximo que puede alcanzar () coincide

con la cantidad de competencia perfecta del mercado, Qcp.
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3.5.1. Empresas con responsabilidad social positiva

Cuando la empresa j ofrece ¢/, la empresa i,i # j puede ofrecer una cantidad
que se encuentra entre su mejor respuesta individual y la cantidad que hace que el
total sea igual a la competencia perfecta. La funcion s es estrictamente creciente en
la cantidad total, ), ya que, si se desvian de sus estrategias, la empresa i siempre
mejorars uno de sus objetivos, pero empeorars el otro, si consideramos p > 0. Note-
se que si u* = 0, es el modelo cldsico de Cournot. Como consecuencia, el conjunto
de equilibrios de Nash del juego extendido es la interseccion de ambos conjuntos de
mejor respuesta.

El siguiente resultado caracteriza los equilibrios de Nash para el juego vectorial.

Sea Qcp la cantidad de competencia perfecta.

Proposicién 3.5.2. El conjunto de los equilibrios de Nash del juego G* es
EG") ={(d" ) 1 d" + ¢ < Qcp.d 2 7'(d').i,5 = 1,20 # j}.

Demostracion. Se deduce de la Proposicién 2.2.4. O

Ejemplo 3.5.3. Continuamos con las dos empresas maximizadoras de beneficios del
ejemplo 3.4.1 que inicialmente compiten bajo las hipodtesis de Cournot, con una
funcién de demanda lineal P(Q) = a — bQ, a, b > 0, que no tienen costes fijos y con
costes marginales nulos. En el juego escalar, los objetivos de maximizar beneficios
de las empresas se representan por u;(¢*, ¢*) = ¢'(a — b(q" + ¢*)), i = 1,2, y el par
de estrategias en equilibrio es (¢'*, ¢**) = (%, =)

En el caso que analizamos, ambas empresas consideran un objetivo social, repre-
sentado por u’s(¢' + ¢*), donde ' es el grado de responsabilidad social del agente
i, y s es una funcién estrictamente creciente en Q = ¢* + ¢?, hasta la cantidad de

competencia perfecta del mercado, que es 7. El conjunto de equilibrios es
a—bg®> , _ a—bg

" =3¢ ¢ : ¢ > > L2l
E(G") {(q,q) ¢ 2502 ,q+q_b}

Los equilibrios del juego G* varian segun los grados de responsabilidad social
de las empresas. Si ambas empresas tienen grados nulos de responsabilidad social,
estamos ante el modelo clasico de empresas maximizadoras de beneficios, tratado en
la seccion anterior, para el que el equilibrio es el denominado equilibrio de Cournot.
Si uno de los grados es no nulo, una de las empresas tiene grado positivo de respon-

sabilidad social y el conjunto de equilibrios coincide con un subconjunto de la curva

66



3. Modelos estratégicos con preferencias sociales

de reaccion de dicha empresa. Si el grado de responsabilidad social de ambas es no
nulo, el conjunto de equilibrios es més amplio. En el siguiente resultado se describen

estos conjuntos.
Proposicién 3.5.4. Para el juego G*

a) Sipt =0, >0,i# j,i=1,2, entonces E(G*) = {(¢',¢*) : ¢ = ri(¢/), ¢ >
(@), q" + ¢ < Qcp}-

c) Si > 0,i=1,2, entonces E(G") = {(q",¢*) : ¢* > r'(¢*),¢* > r*(¢"), ¢* +
¢ < Qcpr}

Demostracion. Es consecuencia de la Proposicion 2.2.4. O

El efecto de la incorporacién del objetivo social en la utilidad de los agentes es
que emergen nuevos equilibrios, en los que la empresa socialmente responsable ofrece
unas cantidades mayores a la cantidad de Cournot y la empresa exclusivamente

maximizadora de beneficios actiia con su mejor respuesta a la Cournot.

Ejemplo 3.5.5. Consideramos las empresas del ejemplo 3.4.1 con una funcion de
demanda lineal P(Q) = a — bQ, a, b > 0, con un objetivo econdémico y otro social.

En la Figura 3.10 se representan las funciones de mejor respuesta y los conjuntos
de equilibrios en el caso en que la empresa 1 sea socialmente responsable y la empresa
2 sea maximizadora de beneficios. La empresa 1 puede ofrecer una cantidad que se
encuentra entre su mejor respuesta en el juego de Cournot y la cantidad que hace que
el total sea igual a la competencia perfecta, ya que si se desvian de sus estrategias, la
empresa 1 siempre mejorara uno de sus objetivos, pero empeorara el otro. Por otra
parte, la mejor respuesta de la empresa 2 a las acciones de la empresa 1 coincide
con la del juego de Cournot. Como consecuencia, el conjunto de equilibrios es la
interseccion representada por el segmento de trazo mas grueso que aparece en la
Figura 3.10.

_bql
EGY =" ?): L << 28 .
(G") {(q,q) ¢ <74 5

Si ambas empresas tienen grado de responsabilidad social positivo, el conjunto de

equilibrios viene dado por

E(G“)Z{(q1 P)gz o st a}'

1 2
< 2
o =Ty 1 TCSYy
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Figura 3.10. Mejores respuestas y equilibrio para una empresa maximizadora de

beneficios y otra con grado de responsabilidad social positivo.

Figura 3.11. Equilibrios para dos empresas con grado de responsabilidad social

positivo.

En la Figura 3.11 se representan los conjuntos de mejor respuesta, tales que la
cantidad que ofrece cada empresa se encuentra entre su mejor respuesta en el juego
de Cournot y la cantidad tal que el total es igual a la competencia perfecta; y el
conjunto de equilibrios se calcula como la intersecciéon de dichos conjuntos de mejor

respuesta.
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3. Modelos estratégicos con preferencias sociales

3.5.2. Empresas con responsabilidad social negativa

Completamos este estudio considerando valores negativos de u, es decir, em-
presas con grados de responsabilidad social negativos. En este caso, el conjunto de
equilibrios también depende de que ambas empresas, o s6lo una de ellas, tengan
grado de responsabilidad social negativo. El siguiente resultado caracteriza dichos

conjuntos de forma analoga al caso anterior. Sea Q) la cantidad de monopolio.
Proposicién 3.5.6. Para el juego G*

a) Sipt =0, <0,i+#7j,1=1,2, entonces E(G") = {(¢",¢*) : ¢ =r'(¢), ¢ <
(@), ¢ +¢* > Qu}.

b) Sipt < 0,1 = 1,2, entonces E(G*) = {(q¢",¢*) : 0 < ¢* < r'(¢?),0 < ¢
r*(¢"), ¢' +¢* = Qu}.

IN

La incorporacién del objetivo social con un parametro negativo agrega nuevos
equilibrios, en los que la empresa con grado de responsabilidad social negativo ofrece

unas cantidades menores a la cantidad de Cournot.

Ejemplo 3.5.7. Si en el ejemplo 3.4.1 alguna empresa, o ambas, tiene grado de res-
ponsabilidad social negativo con una funcién de demanda lineal P(Q) = a — b@Q,
a, b > 0, y considerando un objetivo econdémico y otro social, los conjuntos de equi-

librios se representan en las Figuras 3.12 y 3.13.

Rl

Q

Figura 3.12. Mejores respuestas y equilibrio para una empresa con grado de

responsabilidad social negativo y otra maximizadora de beneficios.

69



3.5. El modelo de Cournot con responsabilidad social

Si la empresa 1 tiene grado de responsabilidad social negativo y la empresa 2 es
exclusivamente maximizadora de beneficios, la empresa 1 puede ofrecer una cantidad
que se encuentra entre la cantidad que hace que el total sea igual a la cantidad de
monopolio y su mejor respuesta en el juego de Cournot, puesto que si se desvia de
estas estrategias, la empresa 1 siempre mejorara uno de sus objetivos, y empeorara el
otro. De nuevo, la mejor respuesta de la empresa 2 a las acciones de la empresa 1
coincide con la del juego de Cournot. Por tanto, el conjunto de equilibrios es el

segmento de trazo mas grueso que aparece en la Figura 3.12.

—bql
EG) =" 0<g <L p2=12 .
(G") {(q,q) <S¢ < g4 50

Por otra parte, si ambas empresas tienen grado de responsabilidad social nega-

tivo, el conjunto de equilibrios, representado en la grafica 3.13, viene dado por

— bg? a — bg* a
B(G") = (¢ ¢®) ¢t <2 2 < Y
(G") {(q,q) ¢S50 S —5 il T2

Figura 3.13. Equilibrios para dos empresas con grado de responsabilidad social

negativo.

3.5.3. Empresas con responsabilidad social de distinto signo

Puede ocurrir que las empresas tengan grados de responsabilidad social de dis-
tinto signo, es decir, una tiene grado de responsabilidad social positivo y la otra,
grado de responsabilidad social negativo. En este caso, el conjunto de equilibrios es

el siguiente.
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3. Modelos estratégicos con preferencias sociales

Proposicién 3.5.8. Para el juego G*, si ' < 0,7 >0, 4,5 = 1,2,1 # 7,
E(G") ={(¢"¢"): 0<q <r'(¢), ¢ >7(¢"),Qu < ¢ + ¢ < Qop}.

En esta situacion, al incorporar el objetivo social, los nuevos equilibrios son tales
que la empresa con grado de responsabilidad social positivo produce una cantidad
mayor que la de Cournot, y con ello aumenta el excedente del consumidor, y la otra,
una cantidad menor a la cantidad de Cournot, disminuyendo asi el excedente del
consumidor. Es de resaltar que existen equilibrios que permiten disminuir el coste

social.

Ejemplo 3.5.9. Si cada una de las empresas del ejemplo 3.4.1, con funcién de de-
manda lineal P(Q) = a — bQ, a, b > 0, tiene un grado de responsabilidad social de
distinto signo, el conjunto de equilibrios viene dado en la Figura 3.14.

Si la empresa 1 tiene un grado de responsabilidad social positivo y la empresa 2
un grado negativo, la empresa 1 puede ofrecer una cantidad que se encuentra entre su
mejor respuesta en el juego de Cournot y la cantidad que hace que el total sea igual
a la competencia perfecta, mientras que la empresa 2 puede ofrecer una cantidad
por debajo de su mejor respuesta en el juego de Cournot, ya que si se desvian de
estas estrategias, mejorard uno de sus objetivos, y empeorard el otro. De este modo,

el conjunto de equilibrios es la regiéon resaltada en la Figura 3.14.

Rl

R2

Figura 3.14. Mejores respuestas y equilibrio para una empresa con grado positivo y

otra con grado negativo de responsabilidad social.

— bqt a — bg?
BEG") =3¢ ) ¢ > <f< .
(G*) {(QNJ) ¢ 2 —5—0<¢ < —
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3.5. El modelo de Cournot con responsabilidad social

Cabe senalar que, en este caso, existen equilibrios que permiten reducir el coste

social.

Con el estudio realizado hemos contemplado todos los posibles valores que pueden
tomar las cantidades a ofrecer por las empresas, desde no ofrecer nada hasta la
cantidad de competencia perfecta.
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Capitulo 4

Oligopolio de Cournot bajo

incertidumbre

4.1. Introduccion

Este capitulo estd dedicado al analisis de una extensién del modelo de oligopolio
de Cournot (1838). En concreto, al estudio de la competencia entre empresas con
funciones de demanda bajo incertidumbre, en la que hay dos escenarios futuros
posibles y no existe informacion sobre la probabilidad de ocurrencia de los mismos.
Las empresas deben tomar sus decisiones antes de que se resuelva la incertidumbre
acerca del escenario que ocurrira, sabiendo que en cada escenario existe una demanda
de mercado diferente. Por tanto, el precio final del producto y los beneficios de las
empresas dependen del escenario que finalmente ocurra.

En este marco de escenarios multiples, para describir las funciones de mejor
respuesta de las empresas, se tendran en cuenta las diferentes actitudes de éstas
hacia el riesgo. Una empresa es aversa al riesgo si da mayor importancia relativa
al escenario con menores beneficios, y ocurre lo contrario para las empresas con
propension al riesgo. Mas concretamente, se consideran las situaciones extremas.
Las empresas que presentan aversion al riesgo son las que solo tienen en cuenta el
escenario con menores beneficios y se denominan conservadoras. Por otra parte, las
empresas optimistas son las que tienen preferencia por el riesgo, y sélo consideran
el escenario con mayores beneficios. En una situacién intermedia se encuentran las
empresas neutrales.

La mayoria de los modelos clasicos de oligopolio supone la certidumbre como
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4.1. Introduccion

algo inherente al modelo. Sin embargo, en la realidad no siempre es posible asegurar
que no habra sucesos aleatorios que influyan en los resultados de la competencia del
oligopolio. De hecho, las empresas se enfrentan continuamente a la incertidumbre
ya sea en la demanda, en los costes, en los precios o en otras caracteristicas del
mercado, por lo que es conveniente tener en cuenta la incertidumbre en el proceso
de decision.

No obstante, existen estudios previos sobre competencia en un oligopolio bajo
incertidumbre que analizan las condiciones para la existencia de equilibrios y sus
propiedades, con el fin de proporcionar una estructura general para el anélisis de
la cantidad de competencia bajo demanda con incertidumbre. Asi, Lagerlof (2007)
establece las condiciones sobre funciones de distribucién de la demanda estocastica
que garantizan la existencia de un unico equilibrio en una estructura lineal. Por otra
parte, Einy et al. (2010) muestran ejemplos en los que puede no existir un equilibrio
de Cournot (Bayesiano) en estrategias puras cuando las empresas tienen informa-
cién incompleta sobre la demanda y los costes, ademas de encontrar condiciones
suficientes para la existencia y unicidad del equilibrio de Cournot en cierta clase de
empresas. De Frutos y Fabra (2011) y Lepore (2012) consideran juegos en dos etapas
para analizar la competencia entre empresas bajo incertidumbre en la demanda.

En muchos de los trabajos existentes, el andlisis de la incertidumbre se afronta,
o bien por medio de una variable aleatoria en el correspondiente parametro del
modelo, o bien considerando una distribuciéon de probabilidad en el escenario o
estado de la naturaleza que vaya a tener lugar. Bajo esas premisas, se suele aplicar
la teorfa de la utilidad esperada (Savage, 1954) para tomar decisiones. Sin embargo,
en muchas situaciones no se dispone de informaciéon completa sobre la distribucion
de probabilidad de la variable aleatoria, y en otras, la informacién inexacta sobre la
distribucion de probabilidad o los parametros puede llevar a predicciones irreales.
Por ello, Gilboa y Schmeidler (1989) utilizaron los conocidos modelos maximin y
maximax para hacer un estudio de elecciéon bajo incertidumbre.

Asimismo, la mayoria de los trabajos sobre modelos de oligopolio bajo incer-
tidumbre suponen que las empresas son neutrales al riesgo y pueden compartir o
intercambiar su informacién acerca de la incertidumbre del mercado con su com-
petidor. Entre otros, Novshek and Sonnenchein (1982), Clarke (1982,1983), Vives
(1984), Gal-Or (1985), y Kirby (1988) investigan cémo afecta al comportamiento
de la empresa la incertidumbre sobre la demanda del mercado o bien sobre el coste
marginal constante.

Sin embargo, la experiencia demuestra que los agentes exhiben actitudes diferen-
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

tes hacia el riesgo, sobre todo en casos de incertidumbre. Asplund (2002) introdujo
la actitud ante el riesgo en el modelo de oligopolio, y aplico la teoria de la utilidad
esperada para analizar la competencia en precios y cantidades con empresas aver-
sas al riesgo, estudiando la incertidumbre en la demanda y en los costes. Fontini
(2005) estudié el impacto de las actitudes optimista y pesimista en el modelo del
oligopolio de Cournot bajo incertidumbre mediante la teoria de la utilidad esperada.
En su analisis, cada empresa tiene incertidumbre sobre si las demés actuaran como
competidores de Cournot. Ademas, cada una de ellas presenta una actitud ante el
riesgo, ya sea pesimista u optimista. Caraballo et al. (2015) han estudiado el caso
de un duopolio bajo incertidumbre en el que las funciones de demanda son lineales,
caracterizando los equilibrios cuando las empresas tienen una actitud conservadora
y cuando tienen una actitud optimista ante el riesgo. En lo que sigue se extiende
este estudio al caso de funciones de demanda generales y a los casos en los que la ac-
titud de los agentes es asimétrica. También se considera la posibilidad de que exista
alguna informacion sobre las probabilidades de ocurrencia y se analiza el efecto de

esta informacién sobre los equilibrios.

El resto del capitulo queda estructurado como sigue. En la siguiente seccién
se presenta el modelo general: un oligopolio en el que existen varios escenarios o
estados de la naturaleza posibles de los que solamente uno de ellos tendra lugar en
la realidad, y sin informacién sobre las distribuciones de probabilidad de ocurrencia
de dichos estados. A continuacion, se determinan las funciones de mejor respuesta
para las empresas conservadoras, optimistas y neutrales. Utilizando la extensién
natural del concepto de equilibrio de Nash para un juego en forma normal con
funcion de utilidad vectorial, caracterizamos el conjunto completo de equilibrios de
Nash, dependiendo de la actitud ante el riesgo de las empresas, ya sea de aversion al
riesgo, de propensién al mismo o una actitud neutral, asi como el caso hibrido, en el
que las empresas tiene un comportamiento distinto. Como caso particular, pero con
ciertas peculiaridades, se considera un oligopolio con funciones de demanda inversa
lineales. Finalmente, hacemos un analisis de los equilibrios cuando se dispone de

informacion parcial sobre las probabilidades de ocurrencia.
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4.2. Modelo de Cournot con incertidumbre en la demanda

4.2. Modelo de Cournot con incertidumbre en la

demanda

El modelo general se centra en un oligopolio en el que n empresas producen un
bien homogéneo. Las empresas compiten en el mercado y deben decidir las cantidades
a producir, afrontando la incertidumbre sobre la posibilidad de ocurrencia de dos

futuros escenarios k, k = 1, 2.

El precio del bien viene determinado por la funcién de demanda inversa. Pa-
ra cada escenario k,k = 1,2, lo denotamos por P,(Q), donde @ es la cantidad
total del bien producida en el mercado, ) = 2?21 ¢’. Py es una funcién dos veces
continuamente diferenciable, estrictamente decreciente, céncava y no-negativa en un
intervalo acotado (0, Q), y Pr(Q) = 0 para QQ > @, como se supone en la literatura
precedente (Kreps y Scheinkman, 1983).

Para plantear el juego asociado a este oligopolio, hay que definir quiénes son los

agentes, las estrategias y las funciones de utilidad.

En este caso, los agentes son las n empresas, N = {1,...,n}. El conjunto de
estrategias de cada empresa, A" C R;,i € N, estd acotado ya que cantidades
extremadamente grandes de producto no son factibles y, por tanto, no estan incluidas

en el espacio de estrategias de la empresa.

La funcién de utilidad de cada agente viene dada por sus beneficios. Para sim-
plificar el estudio, se supone que las empresas no tienen costes fijos y que sus costes
marginales son nulos, y el precio de reserva es finito. Asi, para ¢ € N, el beneficio

de la empresa ¢ en el escenario k es
uild a7 = ¢ P> )

con ¢ ' = (¢, ..., ¢ "L g,
De este modo, G = {(A",u}, ub);cn } representa el juego de Cournot bi-escenario.
Dada la accién de n— 1 empresas, cada una en el intervalo (0, Qy), el beneficio de
la otra alcanza su méximo cuando se anula la derivada, ya que, en cada escenario,
la funcién de cada empresa es estrictamente concava en su propia accién. Se denota
por ri(g™"), la funcién de respuesta de la empresa i ante la accién de las demds

empresas, —i, en el escenario k, que esta definida implicitamente por la siguiente
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

ecuacién para ¢ € (0,Qx),j € N

L OP. <~ .
P> ) +d 8;(2 ¢') =0.
j=1

J=1

Para 7", ., ¢’ > Qk, la funcién se define como 7j(¢~*) = 0. Dadas las hip6tesis
iniciales sobre las funciones de demanda inversa, las funciones de mejor respuesta
de cada escenario, 7%, son no crecientes, estrictamente decrecientes en un interva-
lo acotado y continuamente diferenciables. Ademads, estas hipétesis garantizan la

existencia de un tnico equilibrio de Cournot en cada escenario.

4.3. Las funciones de mejor respuesta

De acuerdo con la actitud que cada empresa exhibe ante el riesgo, se consideran
empresas conservadoras, que tienen aversion al riesgo; empresas optimistas, que
tienen preferencia por el riesgo y empresas neutrales, con una actitud intermedia de
las dos anteriores. Cada empresa tiene una representacion de las preferencias acorde
con dicha actitud, denominada funcién de valor v*. Para la empresa conservadora esta
representacion es una estrategia maximin de las utilidades y una empresa optimista
utiliza una representacion maximax de las utilidades. Consideramos ademads una
posicion intermedia entre las dos actitudes extremas descritas, una empresa neutral,
para la que se maximiza una suma ponderada de las utilidades de ambos escenarios
con pesos iguales, es decir, una representacion aditiva de las preferencias. Por tanto,
la funcion de valor de las preferencias a maximizar depende de dicha actitud.

Para una empresa conservadora
veld'sq7") = min{uy (¢', ¢ "), ua(d’ ¢ )}
Para una empresa optimista
vop(d'a7") = mix{uy(q', ¢7), up(d’, a7}
Para una empresa neutral al riesgo
A a—; Lo i i( 0 i
Un(q ydq ) = 5('&1((] »q )+U2(q »q ))

Notese que estas valoraciones se corresponden con el caso utilitarista conservador

con todos los pesos del poliedro A y ademads con el maximin neutral para empresas
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4.3. Las funciones de mejor respuesta

conservadoras, con el caso utilitarista optimista con todos los pesos posibles pa-
ra empresas optimistas, y con el caso utilitarista neutral para empresas neutrales,
descritos todos ellos en el Capitulo 2.

Con objeto de evitar casos triviales en los que la funcién de beneficios de un
escenario sea claramente mayor que la del otro, suponemos que el precio de reserva
en el primer escenario, P;(0), es mayor que en el segundo, P(0), y que la cantidad
de competencia perfecta del escenario 1 es menor que la del escenario 2.

Las funciones de demanda inversa se cortan en un unico valor de (), para valores
positivos de Py (Q) y @, dadas las hip6tesis iniciales sobre las funciones de demanda.
Sea @ el valor tal que P, (Q) = P»(Q). Se verifica que si ) es menor que @Q, el precio
en el escenario 2 es menor que en el escenario 1, y al contrario, si () es mayor que
Q, el precio en el escenario 2 es mayor que en el escenario 1.

El hiperplano L = {(¢",....,¢") € R" : Y ¢/ = Q}, que representa las can-
tidades de cada empresa que dan lugar a una cantidad total igual a @), juega un
papel fundamental en este estudio. Divide el espacio de estrategias en dos regiones,
L={(¢" ... eR" : Y7 ¢/ <Q}, vy L={(¢",...q") eR" : 3", ¢ > Q},
en las que se tiene la funcién de beneficios de uno u otro escenario: en L el beneficio
del escenario 1 es el mayor, y en L, el beneficio del escenario 2 es el mayor.

De este modo, la funcién de valor para una empresa i conservadora es
vi(gh g7 = ub(q,q7") s Z?:l ¢ <Q
o ui(qq") st Y@ =@
Si la empresa ¢ es optimista, entonces la funcién de valor es
o (g g~ = ui(g'q™") st i@ <Q
v up(q' q™") st Y@ =@

Para una empresa i neutral al riesgo, la funcién de valor es

7 7 —1 ]‘ 7 7 —1 7 7 —1
v, (q',q ):§(u1(q,q ) +us(q'q7)).

Esta ultima funcién es continua y diferenciable en su dominio. Sin embargo, la
funcion de valoracién de la empresa conservadora es continua en el espacio de estra-
tegias de los empresas, pero no es diferenciable en los puntos en los que Z?Zl ¢ =Q,
y para la empresa optimista, la funcion de valoracion ni siquiera es continua.

Por otra parte, la posicion relativa de L y las funciones de mejor respuesta de

la empresa en cada escenario determinan una funcién de mejor respuesta definida
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

a trozos, tanto para la empresa conservadora como para la empresa optimista. Las
derivadas de estas funciones son mayores o iguales que -1, para i,k = 1,2, y la
pendiente de L es igual a —1, como demuestran Kreps y Scheinkman (1983). Por
tanto, L corta a cada una de las funciones de mejor respuesta a lo mdas en una
ocasion.

Suponemos que las funciones de demanda inversa de los escenarios son tales
que ri(q7%) < ri(q™") para todo ¢7* € A7, i € N. Esta no es una hipStesis muy
restrictiva, ya que hay muchas funciones de demanda que lo cumplen, entre otras,

las funciones de demanda lineales y las funciones de demanda cuadraticas.

4.3.1. Funcién de mejor respuesta de una empresa conser-

vadora

Para una empresa conservadora, la funcién de mejor respuesta se denota R! y
coincide con la mejor respuesta en el escenario 1 si la cantidad total ofrecida cuando
la empresa i reacciona con su mejor respuesta en el escenario 1 estd en L y con la del
escenario 2 si la cantidad total ofrecida cuando la empresa ¢ reacciona con su mejor
respuesta en el escenario 2 estd en L. En los restantes casos, la mejor respuesta de

la empresa ¢ es la cantidad () menos lo que ofrecen las restantes empresas, es decir,

Q- Z?:l,j;éi ¢.

Lema 4.3.1. Si la empresa i is conservadora, entonces la funcion de mejor respues-

ta, R’, viene dada por

(g st Q=30 <rila™) <ri(g)
R ) =q Q=Y 1,ud s ri(¢)<Q=37, ¢ <rq
ry(g™") sio ri(g) <ri(a7) Q- jud

Demostracion. Para cada empresa, las funciones de beneficios de ambos escenarios,
u1 Y ug, son céncavas en su propia accion. Cuando todas las empresas excepto i
: o i A _ N j i (o~ i (=i
seleccionan una estrategia, ¢~*, de modo que Zj:17j¢iq <7ri(qg") < ri(q7),
entonces (ri(¢7"),¢"") € L'y (ri(¢™"),q™") € L. Como en L la funcién de valor viene
dada por los beneficios del escenario 1, v, = wuy, entonces el agente conservador i

elegird como su mejor respuesta la mejor respuesta en el escenario 1, ri(qg™").
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Analogamente, si ¢~% es tal que ri(¢™") < ri(¢7)) < Q — > i1 @, entonces
(ri(g™),q¢") € Ly (ri(¢7"),q") € L. En L la funcién de valor es la funcién de
beneficios del escenario 2, por tanto, v. = us, y el agente conservador i elegird ri(q~*)
como su mejor respuesta .

Para ¢~* tal que i (q™") < Q=" .., ¢/ <75(¢7), se verifica que (r{(¢7%),¢7") €
Ly (ri(q7"),q7") € L. En L, v. = uy. Si la empresa i elige una estrategia ¢ tal que
(¢, ¢ ") € L, como v, aumenta con ¢', la empresa elegira la mayor cantidad posible.
Sin embargo, cuando (¢',q~") € L, entonces v, = ui, y v. disminuye cuando ¢
aumenta. Como resultado, la mejor respuesta de una empresa conservadora i es
elegir su estrategia de modo que (¢*,¢~%) € L, es decir, ¢ = Q — qu:l,j;éi ¢. O

Por tanto, la funciéon de mejor respuesta de una empresa conservadora 7 es una
funcion continua definida a trozos y, puesto que las funciones de mejor respuesta de
los escenarios se cortan con L en a lo mas un valor de (), entonces la funcién de
mejor respuesta esta formada por un niimero de trozos menor o igual que tres.

La Figura 4.1 es una ilustracién de la funcion de mejor respuesta de una empresa

conservadora para el caso de un duopolio.

¢

Figura 4.1. La funciéon de mejor respuesta de una empresa conservadora.

4.3.2. Funcion de mejor respuesta de una empresa optimista

La funcién de mejor respuesta de una empresa optimista ¢ se denota por Rf)p. El
siguiente resultado establece que si la cantidad total ofrecida cuando la reaccién del
agente 7 a las estrategias ¢~* es la del escenario 1 estd en L, entonces la reaccién de

una empresa optimista coincide con la funcién de mejor respuesta en el escenario
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

2. Anélogamente, si la cantidad total ofrecida con la reaccién de la empresa ¢ en el
escenario 2 esta en L, la reaccién de la empresa optimista coincide con la funcién

de mejor respuesta en el escenario 1.

Lema 4.3.2. Si la empresa i es optimista, se verifica
a) $iQ— 3274« <rilg) <ri(a), entonces Ry, (q77) = ri(¢).
b) SiQ =370 1@ Zr5(a™) 2 ri(a™), entonces Ry (¢7') =ri(q™).

Demostracion. Para la empresa i, dada una estrategia de las restantes empresas,
—i

q

entonces el agente i seleccionara la mejor respuesta en el escenario que corresponde

, si tanto (ri(¢™"),q~") como (r5(¢™"),q ") pertenecen o bien a L o bien a L,

a la opcién optimista en L o en L, es decir, respectivamente, ri(¢~%) o 74(¢™%). O

Para valores de ¢~* tales que 7{(¢™") < Q@ — Y7, ;¢/ < r5(¢”"), la mejor
respuesta de la empresa i es o bien 7¢(¢") o bien r4(¢™"). Si coincide con la me-
jor respuesta en el escenario 1, ri(¢™"), entonces el beneficio es r{(¢~) Py (ri(q¢™") +
> i1 @)- Por el contrario, si es r3(q~*), el beneficio viene dado por la expresién
r5(q~" ) Pa(r5(q™") + 3271 ;2 ¢’ )- La mejor respuesta de una empresa optimista serd la
que le proporcione un beneficio mayor.

Los valores de ¢~¢ para los que el beneficio obtenido en el escenario 1 con la
mejor respuesta en el escenario 1 coincide con el beneficio en el escenario 2 con la
mejor respuesta en el escenario 2 son los valores en los que la empresa cambia de una
respuesta a la otra. Dichos valores son las soluciones de la ecuacién ué (ri(q~%),q¢") =

ub(ri(q™),q7"), es decir

ra )P+ Y @) =ra R+ Y @) (4.3.1)
J=1j#1 j=1,j7#i

n

j=1,j#i
. . o e .z n 7

conjunto de las soluciones positivas de esta ecuacién para valores de > 7, ., ¢/,

Si la funcién de respuesta de cada escenario depende de ) ¢ , sea S el

S = {s1}1=1,..7, estableciendo sy = 0, y sz;1 = +00. Estas soluciones son los valores
i

op’
respuesta en un escenario a la mejor respuesta del otro. Por tanto, son los posibles

de Z;;l i ¢’ en los que la mejor respuesta optimista, R’ , cambia de la mejor
puntos de discontinuidad de la funcién R},.
Para cada intervalo en el que ri(¢™") < Q — >tz @ < ry(g7"), hay al menos

una solucién de la Ecuacién 4.3.1, s, € S, t =1, ..., t.
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4.3. Las funciones de mejor respuesta

i
op?
respuestas en los dos escenarios cuando ¢—* = 0. En el escenario k, k = 1,2, la mejor

La mejor respuesta de una empresa optimista ¢, R’ , depende de las mejores
respuesta de la empresa i cuando la estrategia de las demds es ¢~ = 0 es la cantidad
de monopolio gy, y por tanto, ul(r:(0),0) = ul(qar,0). El valor u}(qa,,0) es el
beneficio de monopolio en el escenario k, que es el maximo valor alcanzable.

La funcién de mejor respuesta de una empresa optimista se establece en el si-
guiente lema.

%

Lema 4.3.3. Para empresas optimistas, la funcion de mejor respuesta, R,

verifica
a) Si u'(qn,,0) > ub(qar,,0), entonces

b) Siui(q,,0) < uy(qus,, 0)

o ri(g™) sios <3004 ¢ < S, con timpar
R0p(q ) = A , n .
ra(q™") siosy < 30l i @ < Siv1, con t par
Demostracion. SiQ > ri(0) > ri(0), por el Lema 4.3.2 se verifica que R}, (0) = r(0),
y se cumple el caso a) de este lema. Si 7¢(0) < Q < ri(0), entonces puede ocurrir el
caso a) o b). O

La Figura 4.2 ilustra la mejor respuesta de una empresa optimista. Obsérvese
que se trata de una funcion definida a trozos. En este caso, el resultado no garantiza

la unicidad de solucion de la Ecuacién 4.3.1 en cada intervalo.

¢
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Figura 4.2. La funcién de mejor respuesta de una empresa optimista.
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

4.3.3. Funcion de mejor respuesta de una empresa neutral

En el caso en que la empresa sea neutral al riesgo, valora el beneficio obtenido en
los dos escenarios en igual medida. Se denota por R! la funcién de mejor respuesta
de una empresa neutral.

Dadas las hipdtesis iniciales, la funcion de una empresa neutral es diferenciable y
estrictamente concava en su propia accion, y la correspondencia de mejor respuesta es
estrictamente decreciente y continuamente diferenciable. Como establece el siguiente
resultado, la mejor respuesta de una empresa neutral al riesgo siempre estd en la

region determinada por la mejor respuesta en ambos escenarios.

Lema 4.3.4. Si la empresa © es neutral al riesgo, la funcion de mejor respuesta

verifica i (q7") < R (q¢7") < ri(q™") para todo ¢ € A™", i € N.

Demostracion. Se sigue del Lema 2.2.3. a

En la Figura 4.3 se ilustra la mejor respuesta de una empresa neutral.

Ri(¢7)

ri(¢’)

Figura 4.3. La funcién de mejor respuesta de una empresa neutral.

Ejemplo 4.3.5. Para determinar la funciéon de mejor respuesta para empresas opti-
mistas, conservadoras o neutrales, en primer lugar hay que calcular la mejor res-
puesta de la empresa i a las acciones de la empresa j en ambos escenarios.

Para ello, sea un juego de Cournot bi-escenario en el que las funciones de demanda
inversa en los escenarios son cuadratica y lineal respectivamente, P (Q) = a; — b Q*

y Py(Q) = as — by@. Atendiendo a las hipdtesis consideradas, los precios de reserva
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4.3. Las funciones de mejor respuesta

en cada escenario deben cumplir que a; > ao, y los tamanos de mercados deben ser
Jar ~ az
tales que b < b
La mejor respuesta de la empresa 7 a las acciones de la empresa j en el escenario

1es

o 2 . 1 [
n(¢') = =3¢ + 34/ (@) + 3~

En el escenario 2, la mejor respuesta de la empresa ¢ a las acciones de la empresa
jes
az ¢’

t(J) — = _ 1
TQ(q) 262 2

En el caso particular en el que los parametros de las funciones de demanda tomen
un determinado valor, por ejemplo, P (Q) = 20—20Q% y P,(Q) = 3—Q, tenemos que,
para todo ¢/ € A7, i,j =1,2,i # j, ri(¢?) = —2¢7 + %W <ri(¢) = 3_qu.

El valor de la demanda total cuando las dos funciones de demanda inversa coin-

1++1361
40

ciden es Q = . Aplicando el Lema 4.3.1, si la empresa i es conservadora,

entonces la funcién de mejor respuesta, R’, viene dada por

_gqj_i_% @2 +3 si 71—1—?:136\/01361 < ¢

141361 _ . j . j o 714311361
10 q st ¢/ < T

Ri(¢’) =

Por otra parte, cuando la empresa i es optimista, el valor de s; para el que la
empresa salta de la mejor respuesta de un escenario a la del otro, denotado por s*,
es aproximadamente 0,60. Las cantidades del monopolio son gy, = \/ig Y qa, = % y
los beneficios son u!(qyy,,0) = % > u?(qag,, 0) = %. Por tanto, aplicando los Lemas
4.3.2 y 4.3.3, la funciéon de mejor respuesta para la empresa optimista viene dada

por la expresién

2+ 31 /(¢)*+3 si ¢ <"
3—¢7
2

Rl (¢) = |
si s* < ¢

Finalmente, si la empresa i es neutral, la funcién de mejor respuesta, segin el

Lema 4.3.4, verifica

3+ V(@R 3SR < 52 - %
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

Sabiendo que para una empresa neutral al riesgo, la funcién de valor es

Un(q 7(]]) = §(u1<q 7q]) +U’2(q 7q])) :C] (? - 5 - 10@2)

la funcién de mejor respuesta neutral viene dada por la expresién

P - Ri(@)) = § = 30(R, () — 10(¢')? — 404 Ry () = 0

Ri(¢7) = — o — 2¢7 + &+/400(¢7)? + 20¢7 + 1381

4.3.4. Funciones de mejor respuesta para funciones de de-

manda inversa lineales

Un caso muy frecuente en el estudio de un oligopolio de Cournot es el que
considera funciones de demanda inversa lineales, debido a que las propiedades que
verifican dichas funciones facilitan el analisis del problema. En esta linea, Caraballo
et al. (2015) han realizado un estudio de un duopolio de Cournot bajo incertidumbre,
con funciones de demanda inversa lineales.

En esta seccién, generalizamos dicho estudio a un modelo de oligopolio en el
que n empresas producen un bien homogéneo, compiten en un mismo mercado y
se enfrentan a dos posibles escenarios futuros, con funciones de demanda inversa
lineales en cada escenario k, k = 1,2, P.(Q) = ap — bx@, con ay, b, > 0, donde
Q= Z?:l 7.

Suponemos que a; > as y ‘;—i < Z—;, para evitar casos triviales en los que una de
las funciones de beneficio de uno de los escenarios domine claramente a las del otro.

En cada uno de los dos escenarios, existe un equilibrio de Cournot,

Qg Qg
(n+ )by " (n+ 1)by

(

(@ s ) ).

El juego al que se enfrentan las empresas es un juego en forma normal G =
{(A", u');en}, donde A° es el conjunto de estrategias que cada agente i puede tomar
y u' es su funcién de utilidad vectorial, u’ := (u'(q*,¢7%), ub(q", ¢7")).

En cada escenario, la funcién de beneficio de la empresa i es estrictamente conca-

va con respecto a su accion

n

up(q', a7 = q'(ax — (Y ¢’)),i € N.

J=1
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4.3. Las funciones de mejor respuesta

En consecuencia, el beneficio del agente ¢, dada la accién de los n — 1 agentes
restantes, alcanza su maximo cuando se anula la derivada. La funcién de mejor
respuesta del agente i a las acciones de los deméds, ¢7*, en el escenario k, ri : A7 — IR,

es

ri(g™t) = — bk Z] 1,j#i ¢ _ % Z;’L:Lj;éi ¢
£\l 20y, 2, 2
Como # < Z—_j, entonces 7t (g% < r2(q7%). )
El valor @) donde P;(Q) = P»(Q), es decir, a; — b1Q = ag — b2Q, es Q) = —Ziiﬁi

Empresa conservadora

Aplicando el Lema 4.3.1, la funcién de mejor respuesta de una empresa conser-

vadora, R, viene dada por

n J
ar Zj:l,j;éi q

ap ; n al—ay _ ag
2b; ) st D joa ) 2 255 —

i) — ai—az n 7 : ai—az __ az n 7 ai1—az __ ai
R.(¢™") b 2= @ STO25 T R S 2 e S 2550
ay Y @ ; J ai—az _ az
20, 2 S1 29 Li# 4 S 2b1—b2 b2

Empresa optimista

Los valores de ¢~¢ para los que el beneficio obtenido en el escenario 1 con la
mejor respuesta en el escenario 1 coincide con el beneficio en el escenario 2 con la
mejor respuesta en el escenario 2 son los valores en los que la empresa cambia de
una respuesta a la otra. Dichos valores s; son las soluciones de la Ecuacion 4.3.1. Es

decir,

(2b o Z] léjgéz )(al _ bl(;Tll _ M _|_ Z] 17]#1 )) =
o D > N
(g — Boga®) (g, (g — Emga? Ly )

Esta ecuacién tiene dos soluciones

Zn j: a1—as 1 asbi—aibs n ]: a1—ao _|_ 1 asbi—aibs
i=1A T T bmhy T Vbt bibe 0 2uj=15#4 T T bmby T Vbibs  bibo

Pero una de ellas, la segunda, no entra dentro del dominio de definicién de la funcién
de mejor respuesta en el escenario k, ya que es mayor que @ = Z—:, que corresponde
al valor a partir del cual dicha funcién se anula.

Sabiendo que el monopolio de cada escenario es gy, = 2b , k =1,2, segin el

Lema 4.3.3, la funcién de mejor respuesta de una empresa optimista, Rop,
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

a; i1 7 : n J ai—az _ _ 1 asbi—ajby
a1 s1 . g <
Ri (q_i) . 2by 2 J=1j#i 1 — b1—bo Vbiby  b1—b2
o = )
P as Z?:l,j;ﬁi 7 g @m—az _ 1  asbi—aibs < z :n ] qj
2bo 2 b1—b2 Vbiby  bi—ba J=1,j#i

Empresa neutral

En general, si la empresa 7 es neutral al riesgo, por el Lema 4.3.4, la funcion de

mejor respuesta, R’ verifica
ri(a™) < Ry(q™) <l

En este caso, al considerar como funcién de valor la semisuma de las funciones
. : 1. noqd
de beneficios de cada uno de los escenarios, 5¢'((a1 + a2 — (b1 + 02)(3_0_; ¢°)), la

funcién de mejor respuesta es exactamente

oo 1lai+a 1=
=5 (Frp) -5
j=1

Ejemplo 4.3.6. Consideremos dos empresas y dos posibles escenarios descritos por
las siguientes funciones de demanda inversa: P;(Q) = 32 — 50Q and P(Q) = 1 — Q.

Las mejores respuestas de la empresa ¢ a las acciones de la empresa j en ambos

i - i) =8 _ @ <pi(gy=1_2&
escenarios verifican r{(¢’) = 5z — & <ry(¢?) = 5 — %
Como @ = %, entonces la funcion de mejor respuesta para una empresa conser-

vadora, R, viene dada por

8 loj g 166 < i

25 2 1225
i) — 31 _ g ;13 Jj < 766
R.(¢’) S—q st 2 <¢ <5
1 1.4 . ] 13
3 3¢ st @ =g

Para describir la funcion de mejor respuesta cuando la empresa i es optimista,

calculamos el valor para el que la empresa cambia de una de las mejores respuestas

a la otra. En este ejemplo, es s = % - 24;;/5-

Por tanto, la funcién de mejor respuesta para la empresa optimista es
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4.4. Equilibrios para agentes simétricos

L g 381 _ _18 J
2@ Sl 49~ opss S

1_ 1.5 P 31 18
2 270 S @ =797 o5

Si la empresa i es neutral al riesgo, la funcién de mejor respuesta es

Ri(¢7) =& — 3¢

4.4. Equilibrios para agentes simétricos

A continuacion, se estudian los equilibrios de Nash, definidos en el Capitulo 2,
para un oligopolio de Cournot en el caso de n empresas conservadoras, n empresas

optimistas y n empresas neutrales.

4.4.1. Empresas conservadoras

En un equilibrio, las empresas conservadoras obtienen cantidades tales que nin-
guna desviacién individual produce una mejora del beneficio minimo. Por tanto, se

define el equilibrio conservador como

Definicién 4.4.1. (¢**,¢*~) es un equilibrio conservador para el juego de Cournot
bi-escenario G = {(A", v}, ub)ien} si Ai € N con ¢* € A tal que v'(q¢", ¢*") >
vi(g™, a7,

E.(G) denota el conjunto de los equilibrios conservadores del juego de Cour-
not bi-escenario GG. Estos equilibrios se corresponden con los equilibrios utilitaristas
conservadores en el poliedro completo A y también con los maximin neutrales, que
hemos analizado en el Capitulo 2.

Obsérvese que, de forma equivalente, un equilibrio conservador para el juego de
Cournot bi-escenario GG es un equilibrio para el juego estandar en forma normal,
Ge = {(A",v))ien}-

Como consecuencia de la concavidad de la funciéon de valor conservadora, se
asegura la existencia de los equilibrios conservadores bajo las hipdtesis iniciales.
Sin embargo, cuando no se verifica la concavidad estricta, puede haber multiples

equilibrios. El siguiente resultado caracteriza estos equilibrios en el caso general.
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

Denotemos por 7' la region
T={(q",....q") : rilqg™") < ¢ <ri(¢g7"), i€ N}

Por el Lema 2.2.4, sabemos que todos los equilibrios del juego de Cournot bi-

escenario estan contenidos en 7.

Lema 4.4.2. El conjunto de los equilibrios conservadores E.(G) estd contenido en
T.

Demostracién. Para demostrar que E.(G) C T, supongamos que (¢',¢~') € T es un
equilibrio conservador. Si ¢* < r{(g~"), como la funcién objetivo de cada empresa, u},
es estrictamente céncava en su propia accién, entonces ambos ul(q', 77%) v ui(q’, ¢7%)
son crecientes para ¢' < ri(g7"). Asi, si el agente i se mueve a ¢~* + ¢, para € > 0
tal que ¢~ +¢ < r{(q7"), entonces su beneficio crece en ambos escenarios y, de este

modo, v, crece. Por tanto, (¢, ") ¢ E.(G). Andlogamente, se puede probar para

¢ >ry(q"), para ¢ < ri(q), y para ¢ > r3(q). O

Para k = 1,2, denotamos por (c}, ..., c;) el equilibrio de Cournot en el escenario
k. La existencia de este tinico equilibrio esta asegurada por las hipétesis iniciales del
modelo. Ademds, se verifica que nc; < Q < nch siy sélosi TN L # {0}

El siguiente resultado identifica los equilibrios conservadores.

Teorema 4.4.3. El conjunto de los equilibrios conservadores del jueqo de Cournot

bi-escenario G = {(A%, u}, ub)ien} viene dado por
a) Si Q < ncl, entonces E.(G)={(cl,...,c))}.
b) Si nci < Q <ncy entonces E.(G)=TnNL.
c) Si Q> ncs, entonces E.(G) ={(c5,....c3)}.

Demostracién. Probamos, en primer lugar, que TN L C E.(G). Si (¢¢,¢%) € TN L,
entonces se verifica por el Lema 4.3.1 que R:(¢™") = Q—Z?:L#i ¢’. Como (¢',q7") €
L, entonces ¢* = Q) — > i1 @ = Ri(q™"), es decir, ¢’ es la mejor respuesta a las
estrategias de los otros agentes, ¢*. Por tanto, (¢*,¢*) € E.(G) .

A continuacién, probamos la otra inclusién, si (¢¢,¢~%) € E.(G), entonces o bien
(¢",¢") € TNL o (q,q" coincide con el equilibrio de Cournot de uno de los dos

escenarios.
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4.4. Equilibrios para agentes simétricos

Supongamos que (¢',¢7%) € E.(G) v (¢',¢7*) € T N L. Consideramos, en primer
lugar, los puntos interiores de T, int(T). Sea (¢',q~*) € int(T) N L. Como L es un
conjunto abierto y ¢' < ri(g™%), para & > 0, se tiene que (¢‘ + &,¢~") € int(T) N L.
(¢’ a7,
por lo que (¢*,¢™") € E.(G). Un razonamiento andlogo se realiza cuando (q¢’, ¢~*) €

int(T) N L.

Los puntos en la frontera de T, 97", estan localizados en las curvas de las funciones

En L, v. = ug, y como uy es céncava en su propia accion, v.(q" +¢,q¢7"*) > v,

de mejor respuesta. Sea (¢',q~") € T N L. En L, v. = uy, por tanto, para que
(¢%, ¢~") sea un equilibrio conservador (¢*, ¢~*) necesariamente ha de ser el equilibrio
de Cournot en el escenario 2. Del mismo modo, cuando (¢*, ¢~%) € 9T NL, si (¢*,¢~*)
es un equilibrio conservador, entonces este punto debe ser el equilibrio de Cournot
en el escenario 1.

Casos a) y ¢): Si Q < nc} entonces (ci,...,cf) € L. Como para (¢*,¢”*) € L,
v. = u1, entonces el equilibrio de Cournot en el escenario 1 es también un equilibrio
conservador. Si Q = nc}, entonces TN L = {(ct,....c})} y se verifica que E.(G) =
{(cf, ..., D) }. La demostracién de c) es anéloga.

Caso b) Si nci < Q < nch entonces TN L # {0}, y TN L C E.(G). Ademss,
(¢%, ..., ) no puede ser un equilibrio conservador, ya que en este caso (¢, ...,c}) € L,
ve(ct, ) = us(cf, ..., ), v por tanto los agentes pueden mejorar su funcién de
valor conservadora adoptando una estrategia ¢' > c;. Analogamente, (3, ...,c5) no

puede ser un equilibrio conservador, y se tiene el resultado. O

Por tanto, si nc; < Q < nc}, entonces los puntos de T'N L son los equilibrios
conservadores. En todos estos puntos el precio asociado a las cantidades de equilibrio
es el mismo con independencia del escenario que ocurra. Cuando T'N L = {0}, el
unico equilibrio conservador existente coincide o bien con el equilibrio de Cournot

de un escenario o del otro.

4.4.2. Empresas optimistas

El otro caso extremo en términos de la actitud ante el riesgo de las empresas
es la situacion en la que todas las empresas seleccionan sus estrategias teniendo en
cuenta solamente los mejores resultados posibles. Por lo tanto, un equilibrio para las
empresas optimistas proporciona cantidades tales que ninguna desviacion individual

hace mejorar el maximo beneficio.
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

Definicién 4.4.4. (¢*',¢*~%) es un equilibrio optimista para el juego de Cournot
bi-escenario G = {(A*,uf,ub)ien} si Ai € N con ¢ € A’ tal que v),(¢',¢"7") >
,ng(q*i, q*—z)

Denotamos E,,(G) el conjunto de equilibrios optimistas del juego G, que coinci-
den con los equilibrios utilitaristas optimistas en el poliedro completo A, definidos
en el Capitulo 2.

Equivalentemente, un equilibrio optimista para el juego de Cournot bi-escenario
G es un equilibrio para el juego estdndar en forma normal, G,, = {(A’, vép)ie N}

En esta situacion, como las funciones de mejor respuesta de las empresas pueden
ser discontinuas, no se puede asegurar la existencia de equilibrios. Sin embargo,
Roberts y Sonnenschein (1976) probaron la existencia de un equilibrio de Cournot
simétrico para n empresas idénticas cuando las discontinuidades de las funciones
de mejor respuesta tienen la forma de ”saltos ascendentes”, es decir, si la funcion
es continua por la derecha y superiormente semicontinua por la izquierda. Como
consecuencia de ello, cuando sélo hay un cambio entre los escenarios, se asegura la
existencia de equilibrio. Este es el caso de las funciones de demanda lineales, como
se demuestra en Caraballo et al. (2015).

A continuacion, establecemos condiciones para la existencia de equilibrios opti-
mistas basadas en las relaciones entre las regiones 7'y L. En primer lugar, y al igual
que en el caso de los equilibrios conservadores, el siguiente resultado demuestra que

estos equilibrios estan contenidos en la regién T
Lema 4.4.5. El conjunto de los equilibrios optimistas E,,(G) estd contenido en T

Demostracién. Supongamos lo contrario de lo que queremos demostrar, que (', %) &
T es un equilibrio optimista. Si ¢* < r{(¢~"), como la funcién objetivo de cada em-
presa, u}, es estrictamente céncava en su propia accién, entonces ambos uj(q', %) y
ud(qt, g7") son crecientes para ¢' < ri(g7"). Asi, si el agente i se mueve a ¢~ +¢, para
e >0 tal que ¢ '+ < r}(g7"), entonces su beneficio crece en ambos escenarios y,
de este modo, v, crece. Por tanto, (¢,77") € E.(G). Andlogamente, se puede probar

para q' > ry(q "), para ¢ < r§(q'), y para ' > r3(q"). O

En contraste con el caso de la funcién de utilidad conservadora, la utilidad op-
timista, en general, no cumple las propiedades de concavidad. Este hecho aumenta

la complejidad del estudio de la existencia y la identificacion de los equilibrios.
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Como las funciones de mejor respuesta de las empresas estan formadas por tro-
zos de las funciones de mejor respuesta en cada escenario, los posibles equilibrios
optimistas son los puntos donde se cortan. Dada la simetria del modelo, estos puntos
son necesariamente los equilibrios de Cournot en los dos escenarios. Este resultado

se establece formalmente en el siguiente lema.

Lema 4.4.6. Si (¢,q7") € E,(G) entonces (7",q") = (¢,....,c}) o (¢

(chy s h).

=)

<

1
||

Aunque no se puede asegurar la existencia ni la unicidad de equilibrios optimistas,
el siguiente resultado establece que, cuando los equilibrios de Cournot de ambos
escenarios se encuentran en la misma regién de las dos que define L, entonces el

equilibrio optimista coincide con uno de dichos equilibrios.

Lema 4.4.7. Sea G = {(A", u},ub)iz1..n} un juego de Cournot bi-escenario

a) Si Q <nci, entonces E,p,(G) ={(c3,....,c3)}.
b) Si Q> nch, entonces E,,(G) ={(c},....,c})}.

Demostracion. a) Si @ < ncj, entonces {(c},...,c3)} es el equilibrio optimista
porque en esa region el maximo beneficio se alcanza en el escenario 2.
b) Andlogamente, se verifica que si @ > nch, {(c},...,c})} es el equilibrio opti-

mista. O

El siguiente teorema caracteriza el equilibrio optimista. Sea gy, la cantidad de

monopolio en el escenario k, k =1, 2.

Teorema 4.4.8. Para el juego de Cournot bi-escenario G = {(A*, ul, ub)i=1. n}, se

cumple
a’) St uZ‘l(qMU O) > u%(QMza 0);
(ci, ..., cf) € Eop(G) siy solo sisy < (n—1)cf < 8441 con t par.
(c5, ..., %) € Eop(G) siy solo si sy < (n—1)cy < sp41 con t impar.
b) St uil(an 0) < ué(QMw 0)7
(cf, ..., ¢)) € Eop(G) siy solo si sy < (n— 1) < sp4q con t impar.

(cb,...,¢5) € Eop(G) siy solo si sy < (n—1)ch < s411 con t par.
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

Demostracion. El resultado se deduce de los Lemas 4.3.3 y 4.4.6 . O

En relaciéon con los equilibrios optimistas del juego de Cournot bajo incertidum-
bre, se tiene siempre una de estas cuatro situaciones: no existe equilibrio optimista,
el equilibrio de Cournot para el primer escenario es el equilibrio optimista; el equi-
librio de Cournot para el segundo escenario es el equilibrio optimista; o ambos son

equilibrios optimistas.

4.4.3. Empresas neutrales

Las empresas neutrales al riesgo constituyen una situacion intermedia con res-
pecto a los casos extremos establecidos anteriormente. Estas empresas deciden sus
estrategias atendiendo al mejor resultado medio posible entre ambos escenarios. De
este modo, en un equilibrio para empresas neutrales, ninguna desviacién individual

hace mejorar el beneficio medio entre los dos escenarios.

Definicién 4.4.9. (¢*',¢*™") es un equilibrio neutral para el juego de Cournot bi-
escenario G = {(A%ui,ub)ien} si Bi € N con ¢ € A® tal que vl (q¢',¢*™%) >
vy, (g, 7).

Denotamos E,,(G) el conjunto de equilibrios neutrales del juego G, que coinciden
con los que hemos denominado equilibrios utilitaristas neutrales en el Capitulo 2.

De forma equivalente, un equilibrio neutral para el juego de Cournot bi-escenario
G es un equilibrio para el juego estdndar en forma normal G, = {(A%, v’ )i=1. n}-

Al igual que en los dos casos anteriores, se puede demostrar que el conjunto de
equilibrios de una empresa neutral esta contenido en el conjunto 7'. Més concreta-
mente, y como consecuencia de las hipdtesis iniciales de las funciones de demanda
inversa en los diferentes escenarios y la funcién de mejor respuesta de una empresa

neutral, se establece el siguiente resultado.

Teorema 4.4.10. Para el juego de Cournot bi-escenario G = {(A",ul,ub)ien},

existe un unico equilibrio neutral, (¢, ...,ct) tal que ¢; < ¢ < c.

Demostracion. La existencia y unicidad de equilibrio se deduce de la concavidad de
la funcién v’. Por la proposicién 2.2.4 y, teniendo en cuenta la relacién entre RY y

las funciones de mejor respuesta de cada escenario, se sigue el resultado. a
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4.4. Equilibrios para agentes simétricos

Ejemplo 4.4.11. Consideremos el duopolio del Ejemplo 4.3.5. Teniendo en cuenta

14++/1361
40 ’

Cournot son (ﬁi’ ﬁi) y (1,1) para los escenarios 1 y 2 respectivamente, utilizando

la funcién de mejor respuesta R!, el valor de Q = y que los equilibrios de

el Teorema 4.4.3 b), el conjunto de equilibrios conservadores es

EG)={(¢"¢®) : ¢+ =Q = 1+\4/(1)361’ 3\/11%%10—37 <q' < 71+i;:1))6\/01361}‘

Es interesante destacar que el precio asociado a todas las cantidades de equilibrio,
119_4— 61361, es unico. Ademads, el conjunto de equilibrios es simétrico, es decir, si
(¢', ¢*) € E.(G), también (¢*,¢') € E.(G). Por ultimo, cada uno de los equilibrios

proporciona el mismo beneficio en los dos escenarios.

Para obtener los equilibrios del modelo del duopolio cuando las empresas son op-
timistas, recordemos que el valor de s1, s*, es aproximadamente 0.60. Los beneficios
de las cantidades de monopolio son u;(qar,,0) = % y us(qas,0) = §. De acuerdo
con el Teorema 4.4.8 a), los equilibrios de Cournot son ambos equilibrios optimistas,

es decir,

Eo(G) ={(35 5.5 (L. D}

Cuando las empresas son neutrales, de acuerdo con el Teorema 4.4.10, existe un

tnico equilibrio neutral (¢, ) tal que ﬁi < <1,yes

E,(G) = {(F350m20 —StVUT0Y — () 360884, 0,369884}.

4.4.4. Equilibrios para agentes simétricos y funciones de de-

manda inversa lineales

El conjunto de todos los equilibrios de Nash del juego de Cournot bajo incerti-
dumbre, GG, para funciones de demanda inversa lineales, esta acotado por las curvas
de las mejores respuestas de cada agente a la accién de los restantes en cada esce-

nario, como se establece en el Teorema 2.2.4.
BE(G)={(¢",...q") + ri(a™") < ¢ <3¢}

La linealidad de las funciones de mejor respuesta permite representar el conjunto
de equilibrios como la envolvente convexa de sus puntos extremos, como demuestran
Caraballo et al. (2015).
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

Equilibrios conservadores

Sabiendo que el equilibrio de Cournot del escenario k es ((n—(:lf)bk’ e (nj:’f)bk), y
que Q = %, con a; > ag, por el Teorema 4.4.3, el conjunto de los equilibrios
conservadores del juego con funcién de demanda inversa lineal viene dado por la
expresion

a) St §=p2 < g, entonces Eo(G) = { (545, -+ ooty ) -

: na al—a na _ 1 ny . n i __ a1—a
b) St Zii < s < Ginm L@ =T0H{(d, - q") 25 ¢ = =)

c) Si P=2 > i, entonces E.(G) =

e - row )

En el caso en que exista multiplicidad de equilibrios, todos los equilibrios corres-

agbi—aj by

ponden al mismo precio: “4—=

Equilibrios optimistas

El equilibrio de Cournot del escenario k es (( = -), la cantidad de

k
n+1)bg? """ (n+1

monopolio en el escenario k es qu, = 7,k = 1,2. Como ul(qu,O) = 2blq <
ub(qar,,0) = Q%ql, por el Teorema 4.4.8 b), los equilibrios optimistas, para una
funcién de demanda inversa lineal, son
2 a1—as 1 asbi—aibs _ a a2
a) Si T T e s < (n+1>b , entonces E,,(G) = {((n+1)b2,..., (n+1)b2)}.
ai—az __ 1 aobi—aibs as
b) Si (n+1) <o T A e < ity entonces
— aj aj a2 a2
Eop<G) = {((n+l)b1’ ceey (n+1)b1)7 ((n+1)bg’ ctty (n+1)b2)}'
ca1—as 1  asbi—aibs _ a a
c) St §=p — Ty hby - iy ontonces Eop(G) = {((n+i)b1""’ (nﬁ)bl)}‘

Para funciones de demanda inversa lineales, siempre existe equilibrio optimista,
tal como se ha comentado anteriormente, y puede ser el equilibrio de uno de los dos
escenarios o bien ambos equilibrios.

Equilibrios neutrales

Dada una funcién de demanda inversa lineal P(Q)) = a — bQ, el equilibrio de

Cournot es ((n 5 T +1)b) Como la funcién de demanda inversa en el caso neutral

es P(Q) = 592 — b1§b2Q7 el tnico equilibrio neutral es

En(G) = (

ai + ag ai + as

(m+1)(b1+by)" 7 (n+ 1)1+ b2)>'
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4.4. Equilibrios para agentes simétricos

Ejemplo 4.4.12. Para el Ejemplo 4.3.6, el conjunto de los equilibrios, segtin el Teore-

ma 2.2.4, es el representado en la Figura 4.4, que coincide con la envolvente convexa

de cuatro puntos extremos: los equilibrios de Cournot en ambos escenarios (32, £2)

y (%, %)) y los puntos de corte de las funciones de mejor respuesta de cada empresa

en escenarios distintos.

B(G) = con{(3£, ), (3.3). (5, 2). (4. 5).

Figura 4.4. Conjunto de equilibrios para una funciéon de demanda inversa lineal.

El conjunto de equilibrios conservadores es

E(G)=Tn{(¢" )¢+ =2 ={(d" ") '+ =55, 15 <" < 1}

Figura 4.5. Equilibrios conservadores para una funciéon de demanda inversa lineal.
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

En todos los equilibrios, representados en la Figura 4.5, el precio correspondiente

18
S} 19°

Como los equilibrios de Cournot de ambos escenarios son (¢}, c¢}) = (32, 12)
x x4y _ (11 _ 31 18 : : _
(c5,¢5) = (3.3), 51 = 35 — TR los beneficios en las cantidades de monopolio

verifican uf (qar,, 0) = 2 > u(qar,, 0) = 1, el tnico equilibrio optimista, que aparece

en la Figura 4.6, coincide con el equilibrio de Cournot del primer escenario

Eo(G) ={(z: %)}

S1 >' \

Figura 4.6. Equilibrio optimista para una funcién de demanda inversa lineal.

El equilibrio neutral, que aparece en la Figura 4.7, siempre existe y es tnico

En(G) ={(z 51}

Figura 4.7. Equilibrio neutral para una funcién de demanda inversa lineal.
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4.5. Equilibrios hibridos

4.5. Equilibrios hibridos

Cuando las empresas muestran una actitud diferente ante el riesgo, el equili-
brio que alcanzan, si existe, se denomina equilibrio hibrido. En general, habria
k1 empresas neutrales, ko empresas conservadoras, y k3 empresas optimistas, con
k1 + ko + k3 = n. Para facilitar la notacién, a continuacién se establecen los equili-
brios en un modelo de duopolio. Estudiaremos los tres posibles casos que se presentan
para un duopolio: una empresa es neutral y la otra es conservadora, una empresa
es neutral y la otra es optimista, o bien una empresa es conservadora, y la otra es

optimista.

4.5.1. Empresa neutral versus empresa conservadora

En primer lugar, analizamos el caso en el que la empresa 1 es neutral y la empresa

2 es conservadora.

Definicién 4.5.1. (¢*!, ¢*?) es un equilibro hibrido neutral-conservador para el juego
de Cournot G = {(A%,u},ub)i—12} si para cada ¢ € Al se tiene v}.(¢*,¢*?*) <

vr (g™, ¢*%) y para cada ¢* € A? se cumple v2(¢*', ¢%) < v (g™, ¢*?).

Denotamos por E, .(G) el conjunto de equilibrios hibridos neutral-conservador
del juego G.

Sea (23!, 2;?), k = 1,2, la intersecciéon de la mejor respuesta de la empresa 1,
Rl y la mejor respuesta de la empresa 2 en el escenario k, ri. Y sean (z!,2?%), la

interseccién de la mejor respuesta neutral R?, y L.

Teorema 4.5.2. Para el juego de Cournot bi-escenario G = { (A", v, ub)i=12}, don-
de la empresa 1 es neutral y la empresa 2 es conservadora, siempre existe equilibrio

y es unico. Ademds,
a) Eno(G)={(21,212)} siy sdlo si Q < 27! + 277
b) En.(G)={(23",23%)} siy solo si Q > z3' + 232
¢) Eno(G)={(z4,7%)} siysdlosi z3'+232<Q <zt 422,

Demostracion. La existencia de equilibrio se deduce del hecho de que las funciones
de utilidad de la empresa neutral y de la empresa conservadora son concavas en su

propia accién.
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

SiQ > 231+ 232 por el Lema 4.3.1, R?(23') = r2(23') = 232, por lo que (23!, 232)
es un equilibrio. Reciprocamente, si (23!, 23%) es un equilibrio, entonces R?(z3!) =
r2(z31) y, por el Lema 4.3.1, Q > 23 + 232.

Para probar la unicidad, nétese que la funcion de mejor respuesta de una empresa
neutral es estrictamente decreciente y continuamente diferenciable y su derivada
verifica (R})(¢?) > —1 en el intervalo donde toma valores positivos. Ademads, la
funcién de mejor respuesta de una empresa conservadora es una funcion a trozos,
estrictamente decreciente, continua y diferenciable, excepto a lo mas en dos puntos.
Cuando es diferenciable, también verifica (R.)(¢*) > —1.

Sea Zy = 23t + 232. Como (R)(¢*) > —1, para todos los puntos de la curva,
(RL(q%), ¢%) con ¢® < 232, se tiene que RL(¢*)+¢* < Z, . Si las curvas de las funciones
de mejor respuesta, R! y R?, se cortan en otro punto (¢*, ¢%), entonces se tiene que
? = R(¢") = Q —q¢' o ¢* = R¥¢") = r?(¢*) . En ambos casos, usando el Lema
4.3.1, ¢* +¢* > Q > Z,, lo que contradice que R.(¢?) + ¢ < Z,.

Los casos b) and ¢) se prueban usando un razonamiento andlogo. O

4.5.2. Empresa neutral versus empresa optimista

El segundo tipo de equilibrio hibrido analizado es el caso en que la empresa 1 es

neutral y la empresa 2 es optimista.

Definicién 4.5.3. (¢*', ¢*?) es un equilibro hibrido neutral-optimista para el juego
de Cournot G = {(A",u},ub)i—12} si para cada ¢! € Al se tiene vl(¢',¢*?) <
vy (¢, %) y para cada ¢* € A% se cumple v7, (¢, ¢°) < v2,(¢*, ¢*%).

n op

Denotamos por E, ,,(G) el conjunto de equilibrios hibridos neutral-optimista del
juego G.

De forma similar al caso de empresas optimistas, en general, no esta asegurada
la existencia de equilibrios hibridos. Sin embargo, bajo las hipdtesis del modelo, si
existe equilibrio, es unico.

A continuacion, se establecen las condiciones para su existencia asi como un

procedimiento para su determinacién.

Lema 4.5.4. Para el juego de Cournot bi-escenario G = {(A*,ul, ub);—12}, donde

la empresa 1 es neutral y la empresa 2 es optimista, existe a lo mds un equilibrio.
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4.5. Equilibrios hibridos

Ademds,
Enop(G) {1 A7) (25, 557) )

Demostracidn. Se sigue del Lema 4.3.2 y de la definicién de los puntos (2;!, 2}%) y
(251, 23%). O
El siguiente resultado, que analiza la existencia de estos equilibrios hibridos, se

obtiene con un razonamiento similar al seguido en el Teorema 4.5.2.

Teorema 4.5.5. El conjunto de equilibrios hibridos neutral-optimista para el juego

de Cournot bi-escenario G = {(A",u, ub)i—12} es
a) (271, 23%) € E,o0p(GQ) si y sdlo si se verifica al) o a2)

al) u'(qur,0) < u*(qap,,0), y s¢ < 21 < 8441 con t impar.

a2) ur(qur,,0) > u*(qur,, 0), ¥y 8¢ < 2 < 8444 con t par.
b) (231, 25%) € Enop(G) siy sdlo si se cumple b1) o b2)

bj) ul(anO) < u2(qM27 0)7 yse < 251 < St41 con t par.

b2) u(qar,, 0) > v*(qur,, 0), vy 8¢ < 231 < 8441 con t impar.

4.5.3. Empresa conservadora versus empresa optimista

Finalmente, para determinar el equilibrio hibrido conservador-optimista consi-
deramos, sin pérdida de generalidad, que la empresa 1 es conservadora y la empresa
2 es optimista.

Definicién 4.5.6. (¢*!,¢*?) es un equilibro hibrido conservador-optimista para el
juego de Cournot G' = {(A%,ul, ub)i=12} si para cada ¢* € A® se tiene v!(q', ¢*?) <
vi(q*t, ¢?) y para cada ¢* € A% se cumple v2,(¢*!, ¢?) < v2,(¢*%, ¢*2).

C

Denotamos por E, ,,(G) el conjunto de equilibrios hibridos conservador-optimista
del juego G.

En este caso, en general, puede no existir equilibrio hibrido. A continuacién,
establecemos las condiciones para su existencia.

Sea (d},d5) el punto de interseccién de las curvas de la mejor respuesta de la
empresa 1 en el escenario 1, 71, y la mejor respuesta de la empresa 2 en el escenario

2, r2. Dado que las funciones de demanda inversa son idénticas en cada escenario,
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

(d5,d;) denota el punto de interseccién de las curvas de la mejor respuesta de la
empresa 1 en el escenario 2, 73, y la mejor respuesta de la empresa 2 en el escenario
1, r?. Sean ademds los puntos de discontinuidad de la funcién de mejor respuesta
de la empresa optimista (s¢, Rop(s¢)), t = 0,1,...¢. El siguiente resultado establece

que si existe equilibrio, esta entre estos puntos.

Lema 4.5.7. Para el juego de Cournot bi-escenario G = {(A*,u},ub)i=12}, donde

la empresa 1 es conservadora y la empresa 2 es optimista, se verifica

Eeop(G) C {(d}, d3). (d5, d3), (s;, Rop(sy))}, t = 0,1, L.

Demostracidn. Si existe un equilibrio hibrido en L, las funciones de mejor respuesta
se cortan en L. De los Lemas 4.3.1, 4.3.2 y 4.3.3, se tiene que en L, la funcién de mejor
respuesta conservadora es 71 y la optimista es r3, y por ello, solamente (d}, d}) puede
ser un equilibrio. Analogo razonamiento se aplica para L, y en este caso, el tinico
equilibrio puede ser (d3, d}). Por otra parte, si existe un equilibrio hibrido en L, por
los lemas anteriormente mencionados, la funcién de mejor respuesta conservadora
es Q — ¢?, y la optimista es r? o 72. Por tanto, sélo puede existir un equilibrio en L
si Q — ¢* = sy, con s; una discontinuidad de la funcién de mejor respuesta optimista
RZ,. O

En el siguiente resultado se identifican los diferentes casos de equilibrios hibridos.
Teorema 4.5.8. Para el juego de Cournot bi-escenario, G = {(A*, u}, ub)i=12}, si

la empresa 1 es conservadora y la empresa 2 es optimista, entonces
a) (8¢, Rop(51)) € Eeop(G) si y s6lo si Q = s; + Rop(sy).
b) (di,d3) € E.op(G) siy sélo si se verifica bl) o b2)

b1) Q < di +d5, ui(qur,0) < uz(qas,, 0) y s; < di < 541 para algin t par.

b2) Q < di +dj, ur(aas,0) > ua(qasy, 0) y ¢ < di < sty para algiin t impar.
c) (ds,d}) € E.op(G) siy sélo si se verifica c1) o c2)

cl) Q> di+db, ui(qur,,0) < ua(qar,0) y 8¢ < d < 8441 para algin t impar.

c2) Q> di +d5, ui(qur,,0) > uz(qar,, 0) y 8¢ < d < sp41 para algin t par.
Demostracion. La demostracion es andloga a la del Teorema 4.5.2. a
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Observacion 4.5.9. Nétese que si Q = di +d5, puede ocurrir que (d%, d3) o (d5, d?) sea
equilibrio. Entonces dj o d coincide con una de las discontinuidades de las funciones

de mejor respuesta, es decir, si los equilibrios estén en L coinciden con el caso a).

4.5.4. Equilibrios hibridos para funciones de demanda in-

versa lineales

Este caso particular es muy interesante puesto que, cuando una de las empresas es
optimista, se garantiza que si existe equilibrio hibrido, es inico. Ademas, estos equili-
brios hibridos estan determinados por los parametros de las funciones de demanda in-
versa. Sean Py (Q) = a;—biQ las funciones de demanda inversa lineales en cada esce-

nario k, k = 1, 2. Los equilibrios del primer escenario, del segundo y el equilibrio neu-

. * * % * ok * __ a1 .k __ a2 % __ _aij+as
tral son, respectivamente, (cj, ¢), (¢35, ¢3), (¢, ¢,) con ¢ = g 5 = 32, ¢, = R

El valor Q donde P,(Q) = P(Q) es Q = 732 Recordemos que el tnico punto de

corte de la Ecuacién 4.3.1 es 51 = ‘;)1:‘522 — \/blle?Zi:Z;bQ

Equilibrio hibrido neutral-conservador

Proposiciéon 4.5.10. Si la empresa 1 es neutral y la empresa 2 es conservadora,

siempre existe equilibrio y es unico.

a) Si Q < c;+ct, entonces B, .(G) = {(2¢; — ¢, 2¢t — i)}

n

b) Si Q> ch+c, entonces B, (G) = {(2c¢ — c3,2¢5 — ct)}.

n

c) Sici+c <Q< e+, entonces B, (G) = {(% —-Q,20 — %)}

Demostracion. Es consecuencia de aplicar el Teorema 4.5.2. O

Equilibrio hibrido neutral-optimista

Proposicion 4.5.11. Si la empresa 1 es neutral y la empresa 2 es optimista, se

verifica

a) Cuando uy(qar,,0) < u2(qus,,0), entonces E, 0,(G) = {(2¢}, — ¢, 2¢5 — )}

n

b) Cuando ui(qnr,,0) > us(qas,0), si existe equilibrio es unico. Las condiciones

para la existencia de equilibrio son
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

b1) Si sy > 2c), — cf, entonces E, ,,(G) = {(2¢} — ¢},2¢] — ¢)}.

{ "
b2) Si sy < 2cl —cf, entonces E, ,,(G) = {(2¢} — ¢5,2¢5 — )}

n

Demostracion. Se obtiene aplicando el Teorema 4.5.5. O

Luego, puede que no exista equilibrio, pero en el caso en que lo haya, es tinico.

Equilibrio hibrido conservador-optimista
Para funciones de demanda inversa lineales, se calculan los valores

d; = , dy =

@‘l@
==

wno
W=

ar __
b1

W=

SIS

wiN

SIS
|

En este caso, debido a las propiedades de las funciones lineales, los apartados
a) y bl) del Teorema 4.5.8 no los tenemos en cuenta porque nunca se dan dichas

situaciones, como demostramos a continuacion.

Observacion 4.5.12. El punto (s1, R,p(s1)) no existe.

Tenemos que P(Q) = “221 I‘j;bQ, yQ = abi 22 , entonces se puede expresar s, =

Q — blb P(Q). Veamos, en primer lugar, cuando P(Q) = a; — b;Q. En este caso,

s1=Q — W( b1Q) = 2% — ﬂ Si la mejor respuesta optimist_a cambia
en si = @i 'con @ = 1 +r3(@), entonces 20 — 8 = Q — oL-(ar — ), por lo
que Q = 3+~ De modo anélogo se demuestra cuando P(Q) = ay — b,Q, 51 = ¢, con
Q = ¢, +12(q1), obtenemos que Q = 2

Luego §* = §2, pero por hipétesis inicial, & < §2. Por tanto, (s{, Roy(s1)) no

existe. O

Observacion 4.5.13. Cuando ui(qas,0) < ua(qas,0), (di, d}) no existe.

En efecto, cuando w;(qas,0) < ua(qar,,0), como demuestran Caraballo et al.
(2015), la funcién de mejor respuesta de la empresa optimista coincide con la funcién
de mejor respuesta en el escenario 2, que no es la mejor respuesta en el escenario 1

y, por tanto, (dj, d}) no existe. O

Proposicion 4.5.14. Si la empresa 1 es conservadora y la empresa 2 es optimista,

a) Cuando uy(qnr,,0) < u2(qa,,0),
E.op(G) = (df,d3) siy sdlo si Q < % (Z—i + Z—j) Y

wiro
)8
|
I8
IA
Va)
K

Wl
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4.5. Equilibrios hibridos

b) Cuando ui(qnr,,0) > ua(qu,,0),
Ec,OP(G) = (df,d;) si y solo si Q < % (Z_i + %) y s1 <dj.

Eeap(G) = (di,di) siy silo si Q= (£ +%2) y dy< s

Demostracion. Aplicando el Teorema 4.5.8, y teniendo en cuenta que en el caso
lineal siempre hay un salto porque la solucién de la Ecuacion 4.3.1 es tinica, se tiene

el resultado. O

Ejemplo 4.5.15. Para el modelo de duopolio lineal del Ejemplo 4.3.6, si la empresa
1 es neutral y la empresa 2 es conservadora, aplicando la Proposicién 4.5.10, como

* x 547 * * _ 28 : 2 * * 12 :
1+ ¢, = 1975, G5+ ¢, = £, se verifica que () > ¢ + ¢}, y el equilibrio, como aparece

Figura 4.8. Equilibrio hibrido neutral-conservador. Caso lineal.

Si la empresa 1 es neutral y la empresa 2 es optimista, segiin la Proposicién
4.5.11, puesto que u1(qar,,0) > u2(qar,,0), y s1 > 2¢ — ¢, el equilibrio existe y es

Unico, como se observa en la Figura 4.9.

Enop(G) ={(2¢; — ¢}, 2¢; — ci)} = {(Z%, 22}
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

\ 2
Z%* \\\ Rop
\ 1
\

Figura 4.9. Equilibrio hibrido neutral-optimista. Caso lineal.

Cuando la empresa 1 es conservadora y la empresa 2 es optimista, aplicando la
Proposicién 4.5.14, dado que u; (g, 0) > u2(qns,, 0), @ > & <% + Z—j) y di < sy,

el equilibrio, como se muestra en la Figura 4.10, es

Eeop(G) = {(d5, d3)} = {(5, H)}-

E 2
d1 : T ql

dy Q

Figura 4.10. Equilibrio hibrido conservador-optimista. Caso lineal.
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4.6. Equilibrios con informacién sobre probabili-
dades de ocurrencia de los escenarios

En las secciones precedentes de este capitulo se estudia un modelo de Cournot
bajo incertidumbre no probabilistico para representar situaciones en las que no hay
informacién sobre la probabilidad de ocurrencia de los dos escenarios considerados.

Si se conociesen las probabilidades de ocurrencia, se podrian estudiar los equili-
brios con procedimientos basados en la utilidad esperada, tal y como hacen Gilboa
y Schmeidler (1989) en su estudio de eleccién bajo incertidumbre. Una situacién
intermedia entre el caso de completa incertidumbre y el caso en el que las probabi-
lidades son conocidas es cuando los agentes tienen informacién parcial sobre estas
probabilidades, o actiian a partir de ciertas convicciones o ideas sobre los valores de
éstas.

En esta seccion estudiamos los efectos de incluir informacion parcial sobre las
probabilidades en el célculo de los equilibrios del modelo de oligopolio de Cournot
con dos escenarios.

Consideramos que la valoracion de los agentes de un perfil de estrategias depende
de la utilidad esperada, es decir, si el agente i, supone que las probabilidades de
ocurrencia de los escenarios vienen dadas por el vector \' € A? = {X € IR* :
Ao+ =1, )\2 > 0,7 = 1,2}, entonces la funcién de valoracién del agente i coincide
con el beneficio esperado:

i (g) = Aui(g) + Nyus(q).

Si las probabilidades de ocurrencia fueran conocidas, los valores A estarfan de-
terminados. En este caso, los equilibrios serian los equilibrios del correspondiente
juego ponderado. Por otra parte, si se dispone de cierta informacion adicional, pero
no completa sobre dichos valores, es posible determinar un subconjunto del conjunto
de equilibrios del juego biescenario, o lo que es lo mismo, hacer un refinamiento de
este conjunto.

El analisis que presentamos a continuacion en este contexto de incertidumbre, se
enmarca formalmente en el tratamiento general de los equilibrios con informacién
parcial cuando las preferencias de los agentes estan representadas por funciones de
valor aditivas, propuesto en el Capitulo 2.

Dado el juego de Cournot bi-escenario con dos agentes, G = {(A*, u}, ub)i=12}
y la informacién sobre probabilidades, A = A! x A% denotamos el juego con in-

formacion sobre probabilidades como Gx = {(A%, u},ub, A");i=12}, y por E(Gy) al
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

conjunto de equilibrios con informacién sobre probabilidades, como se definieron en
la Definicién 2.3.5.

En general, se sigue del Teorema 2.3.6 que el conjunto de equilibrios E(G,)
coincide con el conjunto de equilibrios de un juego transformado, con utilidades
vectoriales, {(A’,v})i=12}, donde v} = B*- ', siendo B’ la matriz cuyas filas son

los puntos extremos de A‘.

4.6.1. Equilibrios con probabilidades ordenadas

Nos centramos en el caso en que la informacion que utilizan los agentes para
tomar sus decisiones consiste en un orden sobre las probabilidades de ocurrencia, es
decir, cada agente considera que la probabilidad de ocurrencia de un escenario no
es menor que la probabilidad de ocurrencia del otro. Formalmente, cada agente ¢

puede considerar dos conjuntos de informacién, A%(1), A%(2):
AL ={N e A XE> A5}, AY2) = {N e A2\ > N

Proposiciéon 4.6.1. El conjunto de equilibrios para el juego con informacion so-
bre probabilidades Gy = {(A", u}, ub, A);en} coincide con el conjunto de equilibrios
débiles del juego {(A", v} )ien}, donde para cada i € N,

a) Si A" = A'(1), entonces

o) = (o), BT DY,

Demostracion. El resultado se sigue del Teorema 2.3.6, sabiendo que los puntos

extremos del poliedro A’(1) son (1,0) y (3,1) y los de A/(2) son (0,1) y (3,3). O

Cuando se incorpora informacion parcial en el modelo, el conjunto de equilibrios
serd un subconjunto del conjunto de equilibrios del juego bi-escenario original que,

como establece el Teorema 2.2.4, consiste en el conjunto
T={(¢"q") : rilg™) <q <r3(g7),i=1,2},

El siguiente resultado identifica los distintos subconjuntos de equilibrios en los
casos en que la informacion consiste en ordenaciones de las probabilidades de ocu-

rrencia.
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Teorema 4.6.2. El conjunto de equilibrios utilitaristas para el juego con informa-
cién sobre probabilidades G = {(A",ul, uy, A")en} es
a) Si A" = A1), parai=1,2,

Tu={(d",¢") : ri(¢®) <¢" < RL).ri(¢") < ¢ < Ri(q")}.
b) Si A = Ai(2), parai = 1,2,

Ty ={(q",4*) : ma(d®) < ¢' < Ry(¢?),7i(q") < ¢* < R3(q")}.
¢) Si Al = AX(1) y A2 = A2(2),

Ty ={(¢".¢°) : Ri(¢®) <q" <ri(d®).r2(d") < ¢® < R3(q")}.
d) Si Al = A1(2) y A = A%(1),

T = {(¢".¢%) : Ry(¢*) < ¢" <7r3(d*),ri(d") < ¢* < Ri(q")}

Demostracion. Se demuestra de forma andloga al Teorema 2.2.4, a partir de las

expresiones de v establecidas en la proposicién anterior. O

Notese que la unién de estos subconjuntos es la region T.

4.6.1.1. Equilibrios conservadores

Cuando las empresas tienen una actitud conservadora, es decir, valoran el re-
sultado minimo de entre los posibles, el estudio se puede reducir al analisis en los
puntos extremos del poliedro de pesos.

Sea @ el tinico valor de Q, tal que P (Q) = P(Q).

Proposicién 4.6.3. En el juego de Cournot bi-escenario con informacion sobre
probabilidades, Gy = {(A", u}, ub, A");—12}, la funcidn de valor para un agente con-

servador es

a) Si A" = A'(1),

RO gl g2 < Q

{ ui(q) sig'+¢*>Q

b) Si A= Ai(2), )
uy(q)Tuslgq . 2 9
MWL gy <@
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

Demostracion. De la Proposicion 2.3.9, se sigue que

Si A" = A(1), entonces v (¢) = min {ull(q), w} :

Cc

Cc

Si A" = A%(2), entonces vAi(q) = min {u%(q), —ui(q);ué(q)} .

Y de aqui las expresiones de las funciones de valoracion. a

La identificacion de los equilibrios conservadores cuando los dos agentes dispo-
nen de la misma informacion puede hacerse a partir del Teorema 4.4.3, teniendo
en cuenta la equivalencia del juego con informacién sobre probabilidades G =
{(A u}, ub, AY)i—1 2} con los juegos de Cournot transformados.

Sean (cj, ), (¢, ¢3) los equilibrios de Cournot en los dos escenarios y (¢}, cl)
el equilibrio neutral. Sea (2}', 2;?), k = 1,2, los puntos de interseccién de la mejor
respuesta de la empresa 1 si manifiesta una actitud neutral ante el riesgo, R, y la
mejor respuesta de la empresa 2 en el escenario k, r2. Puesto que las funciones de
demanda inversa son idénticas en cada escenario, (2;2, z;!), k = 1,2 es la interseccién
de la mejor respuesta de la empresa 1 en el escenario k, ri, y la mejor respuesta
neutral de la empresa 2, R2.

En el siguiente resultado se identifican los equilibrios con informacién sobre pro-

babilidades en cada caso.

Teorema 4.6.4. El conjunto de los equilibrios conservadores del juego de Cournot

G = {(A" ul,ub)ien} con informacion sobre probabilidades viene dado por
a) Cuando A = A'(1) x A%(1),
al) Si Q < 2¢;, entonces E.(G) = {(c},c})}.
a2) Si 2c; < Q < 2c:, entonces E.(G) =Ty N L.
a3) Si Q> 2ck, entonces E.(G)={(c:,c:)}.
b) Cuando A = A'(2) x A*(2),
b1) Si Q < 2c, entonces E.(G) = {(ct,c:)}.
b2) Si 2ck < Q < 2c¢5, entonces E.(G) =Ty N L.
b3) Si Q > 2cs, entonces E.(G) = {(c},c5)}.
c) Cuando A = A'(1) x A*(2),
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cl) Si Q<! 2 entonces E.(G)={(z% 2}
c2) Si 2+ 22 < Q < 23 + 232, entonces E.(G) = TN L.
c3) Si Q> 2z 2 entonces E.(G)={(z3',23?)}.

d) Cuando A = A'(2) x A?(1),

d1) Si Q < zi' + 22, entonces E.(G) = {(2%, 211}
d2) Si zi'+ 212 < Q < 23t + 232, entonces E.(G) =Ty N L.
d3) Si Q> z' + 22, entonces E.(G) = {(23%, 231}

Obsérvese que cuando existen equilibrios conservadores del juego de Cournot
original estan en el subconjunto de equilibrios del juego con informacion sobre pro-
babilidades, entonces estos equilibrios conservadores del juego original son también
equilibrios conservadores del juego con informacién. Ademas, en estos juegos el precio
y la cantidad total son conocidos previamente. No obstante, si no existen equilibrios
conservadores del juego original en la regién de equilibrios del juego con informa-
cién, entonces el equilibrio del juego con informacién existe y es tinico, no pudiendo
establecerse a priori el precio.

4.6.2. Equilibrios con probabilidades ordenadas para fun-

ciones de demanda inversa lineales

Dadas las especiales caracteristicas de los modelos cuando se consideran funciones
lineales, realizamos a continuacién un analisis de los equilibrios con informacion
sobre las probabilidades de ocurrencia de los escenarios, para funciones de demanda
inversa lineales. Sean las funciones P (Q) = a1 — 01Q y P2(Q) = as — bQ.

Equilibrios con probabilidades ordenadas

Los conjuntos de equilibrios, aplicando el Teorema 4.6.2, son
a) Si A" = A(1), parai = 1,2,

2

+ as ¢ a q a1+ as q
Th={g¢): 2 _Lopc 0m®2 & a0 9 2 G970 q,
n=la ) gy S S g T g T S S5y 2

b) Si A = A%(2), parai=1,2,

+ as ¢ a ¢ a1+ a q' as ¢!

Tho = 1 2;al—__<1<___—__< 2 2 1
2= 0) gy s T S S T g ) 2 S S, o)



4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

¢) Si Al = A1), y A2 = A2(2),

Obsérvese que la unién de estos conjuntos es la regién T, y que cada uno de los

cuatro subconjuntos es la envolvente convexa de sus cuatro puntos extremos.

Equilibrios conservadores con probabilidades ordenadas

Aplicando el Teorema 4.6.4, los equilibrios conservadores son los siguientes
a) Cuando A = A'(1) x A%(1),
al) Si Q< g%, entonces E.(G) = {(5-, 51-)}-

a2) Si ?,jl <Q< ‘Zligg)), entonces E.(G) = Tun{(¢", ¢*) : ¢' +¢* = $=2 1.

a3) Si Q> ZIIZQ)) entonces E.(G) = {( abl:g ,Sag:rabz))}

b) Cuando A = AY(2) x A?(2),

bl) Si Q< Aata2) ~entonces E.(Q) = {(;atoz. ata )y

3(by+02) 3(b1+b2)? 3(b1+b2)
b2) Si 3((‘21122) <Q< ?))Zj ,entonces E.(G) = TooN{(¢", ¢*) : ¢ +¢* = bt
b3) Si Q> 322, entonces F.(G) = {31;27 3,,2)}

c) Cuando A = A'(1) x A?(2),
cl) Si Q < ¢+ ¢, entonces E.(G) = {(2¢; — ¢, 2¢t — ¢})}.
c2) Si ¢+ < Q < s+, entonces E(G) = TioN(q', ¢%) : ¢" +¢* = $=32 1
c3) Si Q> ch+ ¢, entonces E.(G) = {(2¢ — ¢4, 2¢5 — c)}.

d) Cuando A = A(2) x A?(1),

dl) Si Q < ¢ + ¢, entonces E.(G) = {(2¢; — ¢t 2¢f — )}
d2) Si ¢+ < Q < ¢+, entonces E.(G) =Ty N{(¢*,¢?) : ¢ + ¢ =
ai—az

b1—by J°
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4.6. Equilibrios con informacion sobre probabilidades de ocurrencia de los escenarios

y la cantidad total es 32

d3) Si Q> ¢+ ¢, entonces E.(G) = {(2¢5 — ¢, 2¢ — c3)}.

Si hay multiplicidad de equilibrios, en todos ellos el precio es el mismo: %,
1 2

—bo ”

Ejemplo 4.6.5. Continuamos con el Ejemplo 4.3.6 donde las funciones de demanda
inversa lineales son P;(Q) = 32 — 50Q y P»(Q) = 1 — Q. El conjunto de equilibrios

del juego de Cournot con dos escenarios viene dado en la Figura 4.11, donde ademas

estan representados los conjuntos de equilibrios utilitaristas 71y, T2, 151 v 159, €n

los que cada agente considera que la probabilidad de ocurrencia de un escenario no

S}

menor que la probabilidad de ocurrencia del otro.

Figura 4.11. Conjuntos de equilibrios con probabilidades ordenadas. Caso lineal.

asi

Cada uno de estos conjuntos es la envolvente convexa de sus puntos extremos,

Ty = con{(. 1), (3. 30). (355, 25%). (3. 230 )
Ty = con{(3. ). (1. 1). (8. ). (5. 2) )

Thz = con{(51. 51): (izrs> 1ors)> (51 51 (750 75 -

T = con{ 5y, 57): (o 12 )» G151 )+ (5 %)

Cuando los agentes son conservadores, los equilibrios aparecen en la Figura 4.12.
a) Si A’ = Ai(1), para i = 1,2, E.(G) = {(L, 1)}

517 51
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4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre

b) Si A = A¥(2), parai = 1,2, E.(G) = {(¢",¢*) : ¢ + @ =32, B <t < 28

497149 = = 19/
En todos los equilibrios el precio es el mismo % y la cantidad total de producto
también es la misma: %.

N
w

¢) Si Al = Al(1), y A2 = A%(2), E.(G)
d) Si Al = AL(2), v A2 = A%(1), E.(G)

{(
{(

Y

w =

)}
.

Ao Z
N~—

cnlm O‘|cn
=

)

N
@

Q
q"

o

Figura 4.12. Equilibrios conservadores con probabilidades ordenadas. Caso lineal.

113






Conclusiones

La investigacion realizada en esta tesis proporciona un analisis innovador de los
modelos estratégicos en los que las preferencias de los agentes son incompletas y
pueden representarse mediante utilidades multidimensionales. Con ello, se extiende
el estudio de los modelos de juegos no cooperativos a un marco mas general donde
pueden encuadrarse como caso particular los resultados clasicos, y ofrece soluciones
alternativas de los modelos econémicos de interaccion estratégica, que reflejan mas
fielmente ciertos aspectos cruciales.

En primer lugar, en relacién con el concepto de equilibrio para juegos estratégicos
con funciones de utilidad vectoriales, hemos establecido una caracterizacion de los
equilibrios mediante funciones de escalarizaciéon basadas en representaciones maxi-
min de las preferencias. La principal y relevante diferencia con las caracterizaciones
ya existentes, basadas en escalarizaciones aditivas, radica en la aplicabilidad a un
campo mas amplio de problemas, dado que no es preciso que se cumplan hipdtesis
de convexidad.

Asimismo, hemos introducido, en un marco general, la posibilidad de incluir
informacion parcial sobre las preferencias de los agentes, proporcionando un pro-
cedimiento para determinar los equilibrios. Esto conlleva la posibilidad, tanto para
equilibrios utilitaristas como para equilibrios maximin, de considerar diversas actitu-
des de los agentes, tales como un comportamiento conservador, optimista o neutral
ante el riesgo.

Hemos puesto de manifiesto la potencialidad de esta teoria al analizar las im-
plicaciones que tiene alterar dos supuestos esenciales en los modelos econémicos
tradicionales: la bisqueda del propio interés y la certidumbre. Este andlisis requiere
el tratamiento multidimensional de la utilidad de los agentes.

Dada la importancia que tiene el tema de una economia sostenible hemos ana-
lizado con esta metodologia los modelos de bienes comunales. Con la introduccion

de preferencias sociales, en las que cada individuo no sélo considera su beneficio
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sino el beneficio de todos y cada uno de los usuarios del recurso comunal, ponemos
de manifiesto que no son necesarias ni la intervencién del estado ni la asignacion
de derechos de propiedad de recursos comunes para evitar su agotamiento, puesto
que existen equilibrios en estos modelos que evitan la tragedia de los comunes. De
esta forma, concluimos que la sostenibilidad de los recursos no aparece como algo
anadido sino como una implicacién del propio modelo, por lo que podriamos hablar
de los microfundamentos de la sostenibilidad.

Con motivo de la reciente crisis econémica, muchas empresas se han planteado
conciliar la eficacia empresarial con determinados principos sociales. Este nuevo
marco empresarial nos ha llevado al estudio del oligopolio de Cournot con empresas
socialmente responsables. Para ello, hemos considerado que las empresas, ademas
de su propio beneficio, incluyen en su funcién de utilidad los intereses de otros
agentes econdémicos, concretamente de los consumidores. Con este planteamiento
las empresas tienen funciones de utilidad vectoriales. Lo que hemos denominado
responsabilidad social positiva engloba dos posibles situaciones, que las empresas
estén asumiendo una externalidad positiva, o bien que sencillamente integren en
su funcién de utilidad los intereses de los consumidores por determinados bienes
privados que no generan por si mismo un fallo del mercado. Asimismo, lo que hemos
denominado responsabilidad social negativa no tiene por qué interpretarse como una
perversion de la empresa que intenta perjudicar a los consumidores, sino como una
forma de modelizar la internalizacién de una externalidad negativa por parte de la
empresa, lo que supone también un comportamiento social. En este caso, también es
cierto que, si aplicamos la responsabilidad social negativa a un bien privado que por
si mismo no genera un fallo del mercado, nos acercariamos a la solucién colusoria,
que consiste en llegar a un acuerdo con el objeto de actuar conjuntamente.

Con este tratamiento diverso de la responsabilidad social, si la interpretamos
como asuncion de externalidades, basta con que exista una empresa socialmente
responsable para que el equilibrio que se alcance sea mas eficiente en el sentido
economico. Asimismo, si estamos tratando con bienes privados que no generan un
fallo del mercado, es suficiente con que una empresa tenga responsabilidad social
positiva y la otra sea maximizadora de beneficios para que se reduzca el coste social,
e incluso aunque una tenga responsabilidad social positiva y la otra responsabilidad
social negativa, existen determinados casos en los que las situaciones de equilibrio
generan una disminucion del coste social en relacion al coste social en el tradicional
oligopolio maximizador de beneficios. En cualquier caso, siempre existen equilibrios

que reducen el coste social.
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Para analizar las consecuencias de alterar el supuesto clasico de certidumbre
consideramos funciones de utilidad multidimensionales. Nos hemos centrado en la
incertidumbre sobre la demanda cuando existen dos posibles escenarios futuros y las
empresas manifiestan diversas actitudes hacia el riesgo. Destacamos que para el caso
de empresas neutrales, o cuando una es neutral y otra conservadora, siempre existe
equilibrio y es tnico. Sin embargo, cuando una de las empresas es optimista no se
puede asegurar la existencia de equilibrio, si bien hemos establecido las condiciones
para que existan equilibrios y el procedimiento para determinarlos.

Como caso particular, con funciones de demanda lineales, si todas las empresas
son optimistas existe equilibrio, y en el caso en que las dos empresas manifiestan
actitudes distintas, si hay una empresa optimista y existe equilibrio, entonces éste
es unico. Asimismo, una conclusion interesante es que, cuando todas las empresas
son conservadoras, la situacion que lleva a que los equilibrios sean multiples conlleva
una cantidad total del mercado y un precio conocidos previamente, sea cual sea el
escenario que finalmente ocurra.

Cuando existe cierta informacion sobre las probabilidades de ocurrencia de los
escenarios, realizamos un estudio de los equilibrios que los agentes alcanzarian va-
lorando la utilidad esperada. Un caso particularmente interesante es en el que los
agentes consideran que las probabilidades de ocurrencia estan ordenadas, ya que en
este caso siempre existen equilibrios conservadores. No obstante, estos equilibrios
no tienen por qué coincidir con los equilibrios conservadores del modelo original.
Cuando no se da esta coincidencia, s6lo existe un equilibrio conservador del modelo
con probabilidades ordenadas, que no esta asociado a los precios conservadores del
modelo original.

La versatilidad del modelo general planteado proporciona una herramienta ple-
namente funcional que se puede aplicar a situaciones muy diversas, lo que permi-
tird ampliar el estudio en un futuro a otros problemas de indole econémica que
sean susceptibles de analizarse con funciones de utilidad vectoriales y preferencias

incompletas.
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