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1. Introducciéon

En este trabajo hemos pretendido dar una visién de céomo resolver las ecuaciones de
transporte de sedimentos mediante los llamados Métodos Distributivos. Estos métodos fueron
diseniados en el ambito de la ingenieria para la discretizacién de la ecuacion de transporte
e introducidos por Roe a finales de los afios 80 [8, 9]. Su posterior desarrollo se ha debido
principalmente a los trabajos de Deconinck, Sildikover y Struijs, entre otros, [2, 6, 10, 11]. Se
trata de la extensién de los esquemas descentrados 1D al caso multidimensional. Los métodos
Distributivos poseen grandes ventajas que hacen de ellos una herramienta eficaz de resolucién
de problemas de transporte.

Vamos a exponer en primer lugar cémo se definen estos métodos para una ecuacion lineal
de transporte, haciendo especial mencién al método PSI (Positive Streamwise Invariance).
Este método es no lineal, gracias a lo cual es capaz de satisfacer el principio del maximo y
ademas ser de segundo orden de precisién en espacio.

Por otra parte, presentaremos un anélisis de la resolucién de las ecuaciones de conveccion-
difusién lineal y Navier-Stokes estacionarias, mediante el método PSI, bajo una reformulacién
Petrov-Galerkin.

En segundo lugar adaptaremos el método PSI a la resolucion de leyes escalares de conser-
vacién con términos fuente genéricos en una variable de espacio.

2. Meétodos Distributivos

Vamos a considerar la ecuacién de transporte evolutiva

dp
ot
La idea base de los métodos distributivos es distribuir el flujo convectivo en cada elemento
entre los nodos situados “corriente abajo”. Esto proporciona una forma cémoda de construir
esquemas que satisfacen el principio del méximo, aunque no todos los esquemas basados
en este tipo de métodos son positivos, asi que, en primer lugar, estudiaremos sus principales
propiedades: positividad y preservacion de la linealidad. También probaremos que un esquema
lineal positivo, no puede ser de segundo orden de precision.
Describiremos en una segunda parte algunos de los métodos distributivos en dimension
dos mas usados habitualmente por sus buenas propiedades: positividad y alta precision para
problemas con conveccién dominante.

+u-Vp=0. (1)
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2.1. Construccion del esquema

Consideramos una malla en elementos finitos 7 de (), por tridngulos si d = 2 y por
tetraedros si d = 3, con N nodos. Buscamos solucién en el espacio de dimension finita Vj
formado por las funciones continuas sobre Q que son afines sobre cada elemento T de 7}, es
decir,

Vi ={veC%(Q)/vn, €P1 VT €T}

Denotamos por {%‘}ZNzl las funciones de base de este espacio, dadas por
©i(bj) = d;5, V1 <1i,j <N, siendo {bj}é-v:l los nodos de la malla.

Recordamos que la aproximacién de Galerkin-Elementos Finitos de la ecuacién (1) consiste
en proyectarla sobre Vj:

Obtener py, : [0,T] — V}, tal que

.
q ot 7"

con pp(0) = pon, siendo pgp, un interpolado o aproximado de py sobre V.
La solucién aproximada pp(t) € V}, serd una funcién de la forma:

—i—/(u-Vph)goi:O Vi=1...N,
Q

N

pr(t) =D plbj, t)p;, 3)

J=1

siendo p(bj,t) una funcién de [0,7] en R.

Vamos a discretizar el término de transporte mediante métodos distributivos y después
escribiremos la discretizacién completa de la ecuacién (2) junto con la discretizacién de la
derivada en tiempo mediante el método de Euler.

Discretizacién del término de conveccién.

En esta seccion vamos a introducir la técnica general de discretizacion del término de
transporte

/ (u- Von)ei (4)
Q

mediante métodos distributivos.
En primer lugar, precisaremos el sentido de la expresién “flujo total que atraviesa la
frontera de un volumen”, habitualmente utilizada en la literatura de métodos distributivos.
El flujo convectivo de la magnitud p al ser transportada por la velocidad wu, viene dado
por:
Gconv = U - P.

El balance de flujo convectivo que atraviesa la frontera de un subconjunto V' C € es:

¢V = / Gconv * Text,
ov

donde 7)¢;¢ es el vector normal unitario exterior a 9V



Aplicando la férmula de Green, como estamos considerando un flujo incompresible (V-u =

0), tenemos que:
qbV:/V-qcom,:/v-(up):/u-v,o. (5)
v 1% v

Asi que podemos interpretar la integral del término u - Vp sobre V' como el flujo total que
atraviesa OV, ¢V .

La idea de los métodos distributivos es repartir el flujo total ¢ sobre un elemento T de
Tn, en principio, entre los nodos de los elementos vecinos a T. Esta distribucién se realiza
mediante unos “coeficientes de distribucién” {87}, con 8] > 0, de tal forma que al nodo
b; le corresponde la parte del flujo dada por

¢i=Y_ o], cong¢ =pl¢7,

TeT),

que seria el flujo enviado a b;, correspondiente al elemento 1.

Desde el punto de vista préctico es mucho més cémodo repartir el flujo ¢! tnicamente
entre los nodos del elemento T' correspondiente. Asi que se ponen los coeficientes BZ-T =0siel
nodo b; no estd en T. Y el flujo total enviado al nodo b; sera

¢i= Y Bl

TEE;

donde FE; denota el conjunto de elementos de 7}, de los que b; es nodo.

Podemos incluir esta idea de distribucion de flujos sobre nodos en la formulacién varia-
cional Galerkin (2) mediante una modificaciéon de ésta. Consideramos para ello una funcién
A; constante a trozos asociada al nodo b;, tal que A
aproximacion de ;.

Entonces aproximamos

=B, VT € T, y que sea una

/Q(U‘Vﬂh)%ﬁ/ﬂ(u‘vph))\u (6)

y pedimos que la masa sobre cada elemento 1" de las funciones ¢; y A; sea la misma:

d+1 d+1

;/T%TZZ;/TNTZW-

O sea,
d+1
DG =1 VTET, ™)
i=1

donde i denota el indice global del i-ésimo (i = 1,...,d 4 1) vértice del elemento T'. Esta es

una condicién que se pide habitualmente a los coeficientes de distribucién.
De esta forma, el flujo total sobre el elemento T es la suma del flujo correspondiente a

cada vértice:
d+1 d+1

o' =2 0l =D B o"
i=1 =1



Todavia nos queda por concretar la expresion de la discretizacién. Vamos a considerar que
la velocidad u es constante por elemento, reemplazando u por su media sobre T'. En efecto,
al ser Vph‘T constante, tenemos

1
/u~Vph:/uT~Vph conuT:/u.
T T 7| Jr

Suponemos, pues, en adelante, que u es constante por elemento.

Asi nos queda:
JCRZED I

TeFE;
con
d+1 g
¢T:/ phu~77TdU:Z/ PhU‘anU:*Z Ezpl u'nJT’ (8)
oT j=171; j=1 i#j

donde n', 1 <i < d+1 es el vector normal interior a la arista (d = 2) o cara (d = 3) opuesta
al vértice b; en el elemento T', multiplicado por la medida de la arista o cara I, 77;[ =N, IT;].
Y hemos denotado por p; = pp(b;), 1 <i < d+ 1.

Para obtener (8) hemos usado que py, es afin sobre 9T y que la férmula del punto medio
es exacta sobre P;.

Si tomamos pp, = 1y u como e; = (0, .. L1900 ,0) € R, para i =1,...d en la igualdad
(8), tenemos que:

d+1

Yl =0 VT T, (9)
=1

Asi, podemos escribir el flujo como

d+1 d+1

1
o == [ puenTde = 53wl
=1 @

i=1

De aqui, si definimos

1
K?;:gu-mT 1<i<d+1, (10)
podemos escribir
d+1
i=1

Ademads, por (9) tenemos que también se verifica que

d+1
Y Kl =0, VT e,
=1

Definicién 2.1 A partir de los coeficientes K;";, establecemos la siguiente definicion para
nodos de entrada y de salida:

Dado un elemento T de 1y, diremos que el vértice b; es un nodo de entrada para T si se
verifica que Kg; < 0. En caso contrario diremos que b; es un nodo de salida para T.



Haciendo una discretizaciéon en tiempo mediante el método de Euler explicito, podemos
escribir el esquema como:

anrl*p
i 1S+26T7L¢TTL:

At
TEE;

donde S; es la medida del poligono (d = 2) o poliedro (d = 3) C; definido por las medianas
de los elementos que tienen a b; como vértice comun.
O también
St = Sipl — Aty g (12)
TeE;
donde ¢>" denota el flujo sobre T' calculado con la velocidad up(tn) en el instante t = t,,.
De donde utilizando la expresién del flujo ¢7"", el esquema queda:

d+1

Pt = p? Z Z T”pg‘T, con CTn—ﬂT”KT" 1<i,7<d+1. (13)
Si TeE; j=1

Si definimos la matriz CT" = (CT’”)f;f:ll, es una matriz por elemento de orden

ij
(d+1) x (d+ 1) que llamamos matriz elemental del método distributivo.

Podemos también tener directamente de forma alternativa

d+1

Tn : 4 : n n n 4 : Tn _
En este caso, ;" es una funcion racional de pf_, p3_, p5 que no estd definida para ¢*" = 0.
En ambos casos podemos escribir el esquema en la forma

At T
pH =i Z Dispi,  donde Dj; = Z Cii". (15)
TeE;NE;

Entonces la matriz D" = (D?J)Z i—1, es la matriz global del método distributivo.

Segun los coeficientes del esquema, podemos distinguir entre ellos dos tipos:

» Esquemas lineales: Se tienen si Dj; no depende de pp, V1 < 7, j < N. Teniendo en
cuenta (12), podemos distinguir a su vez dos posibilidades:

e 0 bien los ﬁiT’n son independientes de py,.

. T . . .
e 0 bien 3;" son funciones racionales proporcionales a 1/ phm,

» Esquemas no lineales: Se dan si los Dy dependen de pp.

2.2. Principio del maximo y precisiéon de segundo orden

En esta secciéon vamos a determinar condiciones que garanticen por una parte el principio
del méximo y por otra la precisién de segundo orden. Estas dos propiedades son importantes
a la hora de elegir el esquema. Por una parte, el principio del maximo permite que la solucién



numérica presente propiedades fundamentales de la solucién continua (por ejemplo, concen-
traciones comprendidas entre 0 y 1). Por otra parte, la alta precisién (por debajo del 1 %) es
con frecuencia un requerimiento muy importante en ingenierfa, (Cf. [3]).

Sin embargo, probaremos que hay una alta incompatibilidad entre ellas, en el sentido de
que un esquema lineal positivo no puede ser de segundo orden para la ecuacion de transporte
estacionaria (Teorema de Godunov). Esto hace necesario el uso de esquemas no lineales, como
el PSI (Positive Streamwise Invariance), que introduciremos en la préxima seccién.

Teorema 2.1 (Condicién suficiente para el principio del maximo) Un esquema don-
de la aproximacion en cada nodo puede escribirse como combinacion lineal convexa de los
valores en los nodos adyacentes, es decir

Pt = Z dispj  con Z diy=1 ydi; >0 Vj. (16)

7 wvecino de i 7 wvecino de i

verifica el principio del mdzrimo.

En la practica, comprobar globalmente las propiedades (16) resulta muy complicado, y se
prefiere utilizar propiedades elementales.

Corolario 2.1 Si los coeficientes locales CZ" que determinan el método distributivo general
(13) verifican:

Ci" =20, Cp"<0 Vi#j, (17)
entonces el esquema verifica el principio del mdzimo para un paso de tiempo At suficiente-
mente pequeno:

Si
At < min ————.
< mj T
PN

TEFE;

(18)

A la vista de este resultado, realizamos la siguiente definicion:

Definicién 2.2 Diremos que el esquema (15) es

Positivo : Si Dy >0y Dy <0V j#i;
Localmente Positivo: Si C™ >0 y CZ;” SOV j#i,VTeT,.

Obviamente la positividad local implica la positividad global y, por tanto, el principio del
maximo discreto.

Por el Teorema de Godunov [4, 12], tenemos que para esquemas lineales, positividad y
segundo orden son incompatibles. De forma semejante a la situacién del principio del maximo,
vamos a deducir a continuacién una propiedad local, llamada “preservacién de la linealidad”
que implicard la precisién de segundo orden de forma global. Ademés tendremos también un
resultado equivalente al Teorema de Godunov, pero con caracter local.

Definicién 2.3 El esquema (12) preserva localmente la linealidad si para toda solucidn lineal
estacionaria pV de (1) se verifica

h'n%l) ﬁiT’n(p)qu’”(p) =0, para todo nodo b;,
p—p

donde p = pY) + tw con funciones w tales que ¢7™(w) # 0.



Para entender esta definicién, recordemos que segin (12) podemos escribir un esquema
distributivo genérico en la forma:

At
gt =g g S A, con g™ = [ (19)
U TeE; T

Entonces, podemos entender la definicién anterior en el sentido de que la contribucién
individual de cada elemento a la actualizacién de todo valor nodal de una solucién lineal
estacionaria a través de perturbaciones de ésta es nula.

Tenemos los siguientes resultados, que recogen la version local del teorema de Godunov,
pero ahora para un esquema distributivo general de la forma (12). Y a continuacién el teorema
que nos da la implicacién de “preservacién de la linealidad” a esquemas de segundo orden.
Ambos resultados estdn demostrados en [4].

Lema 2.1 Supongamos que podemos escribir los coeficientes del esquema (12) como

_ ")
T (p)

3" (p)

si T (p) # 0, siendo %T’n una funcion lineal de p.

Entonces el esquema preserva localmente la linealidad si y solo si los coeficientes ﬂiT’"
estdn acotados cuando ¢ tiende a cero a través de perturbaciones de toda solucion lineal
estacionaria de (1).

Corolario 2.2 Si un esquema distributivo (12) es lineal, entonces preserva la linealidad si y
solo si los coeficientes BZ-T’" son constantes.

Teorema 2.2 Dado un esquema lineal, no puede ser localmente positivo y preservar la linea-
lidad al mismo tiempo.

Teorema 2.3 Si un esquema lineal de la forma (12) preserva la linealidad, entonces es un
esquema de sequndo orden para la ecuacion de transporte estacionaria cuando se aplica a una
malla ortogonal cartesiana.

Como consecuencia de este teorema, para conseguir esquemas positivos y de segundo orden
para la ecuacién de transporte es necesario introducir esquemas no lineales en el sentido de
que los coeficientes Dy en (15) sean funciones de la solucién py,.

2.3. Algunos esquemas distributivos

En este apartado vamos a definir algunos de los métodos distributivos méas importantes:
el N-esquema (Narrow) y el esquema PSI (Positive Streamwise Invariance). El N-esquema es
positivo pero sélo de primer orden y el esquema PSI es positivo y preserva la linealidad (y,
por tanto, es no lineal).

Si consideramos un elemento T € 7}, (en este caso T es un tridngulo), podemos encontrar-
nos con dos situaciones: que el tridngulo tenga sélo un nodo corriente abajo, o que tenga dos
(ver Figura 1).
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1 nodo corriente abajo 2 nodos corriente abajo

Figura 1: Configuracién de los nodos corriente arriba / abajo.

by

ug
by

us

b2
Figura 2: N-esquema.

Segun la teoria de los métodos distributivos, tomamos el convenio de que sélo los nodos
que estan corriente abajo reciben una contribucién del flujo total sobre T'. Esto se traduce en
que para estos nodos, los coeficientes de distribucion ﬂiT seran no nulos.

Por comodidad de notacién no especificaremos en esta seccién los indices relativos al paso
de tiempo ni a las funciones discretas.

Para caracterizar estos nodos, utilizaremos por una parte la velocidad (que tiene que ser
incidente), y por otro, los vectores normales interiores definidos en (9). Asi, diremos que
un nodo estd corriente abajo, si se verifica que KI > 0 (con K] definido por (10)). Luego
tendremos que @T = 0 para los vértices b; tales que KZT < 0, ya que seria un nodo corriente
arriba, y por tanto no recibiria contribucién alguna.

Asi, en el primer caso (sélo un nodo corriente abajo), tendremos determinados el valor
de los ﬁiT para los tres vértices del tridngulo, ya que ﬁg = ﬁg = 0 y necesariamente por la
condicién (7), se tiene que B = 1.

Por tanto, sélo nos queda saber cémo distribuir el flujo en el segundo caso. Esto serd lo
que diferencie a los distintos métodos distributivos.

2.3.1. N-esquema

Partimos del caso en que tenemos dos nodos corriente abajo. Para distribuir el flujo,
dividimos la velocidad en dos componentes a lo largo de las aristas del triangulo como muestra
la Figura 2.

Asi, a cada nodo se le asocia el flujo correspondiente a cada una de las componentes en
que hemos descompuesto la velocidad u: ¢ = qbg + qﬁg, con d)zT = fT ui - Vp 1=23.



Segun (8), el flujo debido a la componente ug seré:

P1+ p3 P2+ p3
TR R e LR

ug - Tig +
y teniendo en cuenta 77{ + ng + 773T =0, ug '77;{ =0yqueu=u2+usyus- 772T = 0, tenemos:
—¢3 = 5(p1 — p2)u-m3 = K3 (p1 — p2).

De la misma forma se puede ver que el flujo correspondiente a la componente us es:
oL = K3TT (ps — p1). La totalidad del flujo ¢ (resp. ¢1) es enviada al nodo by (resp. b3). De
donde definimos los “coeficientes” ﬁ;p como:

K3 (p2 — p1) K1 (ps— p1)
¢" oT
Estos coeficientes son funciones racionales de p que al sustituirse en (12) da lugar a un

esquema lineal. En realidad, en (12) intervienen los valores 61 ¢7 = ¢2 y T ¢T = ¢1, 1o que
evita la aparente dificultad que se presenta en (20) para definir 87 y 81 cuando ¢ = 0.

sl =0 pi= B3 = (20)

S,
Proposicién 2.1 El N-esquema es localmente positivo bajo la condicion CFL: At < mé% <KJT> .
-]: K >
J

n

Ademds si la triangulacion es regular, es globalmente positivo bajo la condicion At < —, con
o

1
S =mnS;, o = §M|]uHLoo(Q)h, sitendo h la talla de la triangulacion Ty, y M el nimero
7

mazimo de elementos en E;.

Teorema 2.4 El N-esquema es de orden 1 exactamente.

2.3.2. El esquema PSI

El esquema PSI (Positive Streamwise Invariance), a diferencia de los anteriores, es un
esquema no lineal disenado para ser positivo y de segundo orden.

Nos centramos en el caso en que hay dos nodos corriente abajo. El objetivo de este método
es asegurar que el flujo sea constante a lo largo de las lineas de nivel de p, (lineas en que
pn es constante). Recordamos que denotamos pp, por p para simplificar la notacién. Vamos
a considerar entonces las lineas de nivel de p. Trazamos las correspondientes a los vértices:
P1, P2, p3. Tenemos dos posibilidades, que estas lineas corten a la arista de salida de u o no.

Caso 1. Las lineas de nivel cortan a la arista de salida.

Supongamos que estamos en la situacion de la Figura 3. En este caso, se verifica que:
A= (p2—p1)(ps — p1) <0, 0 lo que es lo mismo min(ps, p3) < p1 < max(p2, p3). Como en la
figura, vamos a suponer que min(ps, p3) = p2.

Supongamos que queremos resolver la ecuacién de transporte estacionaria

u-Vp=20 (21)

a través de un procedimiento evolutivo. Denotemos por py,: al valor que toma p en la inter-
secci6n entre la recta paralela a u que pasa por by y el lado babs (ver Figura 4). Pretendemos
que Pout = P1-

La idea es distribuir el flujo entre los nodos b2 y b3 de modo que la contribucién de T al

valor pft! acerque este valor a pt! mas de lo que pf,; lo esta de p}.

Proponemos el siguiente criterio:



Figura 4: Céalculo nodo de salida.

» Caso 1.1: Siu-Vp >0 (es el caso de la Figura 3).
Ponemos ﬂf = ﬂg =0, 53T =1.
s Caso 1.2: Siu-Vp < 0.
Ponemos: 3 = ﬁg; =0, BF=1.
Si u-Vp =0, cualquiera de las dos elecciones es aceptable.

Queda atin determinar la matriz CT. Observemos que si, por ejemplo, estamos en el Caso
1.1 (u-Vp>0), con g =B =0, 81 =1, tenemos

0 0 0
0 0 O
ct=1o0 0 0 y signo(CTy=10 0 0
-+ +

Kip K K
con lo que el elemento Cg;) es positivo y no tenemos garantizada la positividad del esquema.
Para solventar esta dificultad, consideramos un vector 15 unitario ortogonal a Vp y una
velocidad
u® = u+ alg,

10



Figura 5: Lineas de nivel no cortan a la arista de salida.

de modo que u® - Vp = u - Vp, por lo que ¢ (u) = ¢’ (u®). Vamos a denotar por 7; el vector
de posicién del vértice b;, y también definimos el vector ri; = r; — r que nos da la direccién
de las aristas.

Si conseguimos « tal que u® es paralelo al vector 713, entonces KQTT(u“) = %ua 2 =0,y
si ademds u® estd alineado con r13, entonces Kip(u®) <0, Kin(u®) > 0.

Conseguimos asi la positividad local sin modificar el flujo total que atraviesa OT'. Se trata,
pues, del equivalente de un limitador de pendiente.

Veamos que se puede elegir «; para que u® esté alineada con ry;, para =2 6 3, segun
u - Vp sea positivo o negativo. En efecto, definamos el vector velocidad frontal:

Vp
u™ = (u-1,)1 con 1, =—.
oo eon e =
Basta elegir
r1 - Ls
a=o;=(u-1ly) —u- 1. (22)
T1i° Im
Tenemos ademds que
. o u-Vp -
= Siu-Vp>0, entonces u™ = r13 estd alineado con 7r13.
pP3 — p1
: o u-Vp L
» Siu-Vp <0, entonces u™? = r12 estd alineado con 719.
P2 —pP1

Caso 2. Las lineas de nivel no cortan a la arista de salida.
Esto se traduce en que

A = (p2 = p1)(ps — p1) > 0. (23)

De donde, de forma andloga que en el caso 1, deducimos

p1 <min(pg, p3) 6 p1 > mix(pz, p3).

Suponemos que min(pg, p3) = p2 y que p; < pz, como en la Figura 5.

Al tener pa — p1 y p3 — p1 el mismo signo, segin (22), podemos elegir as y a3 tales que
u®t esta alineado con ry;, para ¢ = 2, 3. Entonces en este caso, la velocidad que consideramos
es una combinacién lineal de estas dos, u® = Bou®? + G3u®?, con B2 + (3 = 1.

11



Observemos que corresponde al mismo flujo ¢7:

Jou Vo= tn [ Vot [ Vo= s s = 6"
T T T

Distribuimos entonces el flujo entre los nodos bs y b3 tomando los coeficientes (Bo y B3 del
N-esquema.

Observemos que en este caso, ¢! # 0. En efecto, de ser u- Vp = 0, entonces la linea de
nivel p = p; es paralela a v y por tanto, corta a la arista de salida. Y justamente estamos
suponiendo que no ocurre asi en este caso. Por tanto, los coeficientes ﬁiT estan bien definidos.

Recordemos ademés que como los nodos by y b3 son de salida, entonces K ;‘FT >0y K. 3TT > 0.
Por tanto, B2 > 0y B3 > 0.

Observacién 2.1 La no linealidad del PSI se presenta en el Caso 1, ya que los coeficientes de
las matrices ng Y ng son funciones racionales de p. Por ejemplo, en el Caso 1.1 (obviando
el subindice as):

Clh=—Lri3 .
3 P3 —P1
Aparece aqui clara la naturaleza “limitador de pendiente” de este esquema.

Observacién 2.2 El esquema PSI es invariante sobre las caracteristicas asociadas a las solu-
ciones estacionarias discretas de la ecuacion de transporte homogénea (21), por construccion.

Presentamos en los siguientes resultados las propiedades mas importantes del método PSI.
(Ver [4]).

Lema 2.2 La matriz D(py) definida por el método PSI es continua como funcidn de py,.

Proposiciéon 2.2 El esquema PSI es un método localmente positivo y preserva la linea-

lidad. Ademds es globalmente positivo bajo la condicion CFL At < g, con S = minS;,
(2

1
o= iMHUHLoc(Q)h, siendo M el numero mdaximo de elementos en los E;. Ello ocurre cual-

quiera que sea la funcidn p" € Vi, que se utilice para definir la matriz D™ del esquema.

2.4. Interpretacion como formulacién variacional Petrov-Galerkin

En esta seccién, reescribimos los Métodos Distributivos como formulacién variacional.

Vamos a ver que podemos interpretarlos como métodos modificados de Galerkin, en con-
creto de Petrov-Galerkin.

Consideramos en primer lugar el problema de transporte estacionario

u-Vp=f en €;
p=0 sobre '™,

con '™ = {x € 9Q/u - n < 0}. Suponemos que € es un dominio poligonal o poliédrico de R?
(d =2 6 3). Consideramos de nuevo un espacio de funciones afines a trozos sobre 7j,:

Vi ={von € C°(Q)/vp, €1 VT €T, g =0}, (24)
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Nos planteamos el siguiente problema:

Obtener py, € V}, tal que

/(u . Vph)vh = / fon YV o € V.
Q Q

Los métodos distributivos se usan, como hemos visto en la Secciéon 2.1, para aproximar
el término de transporte. Asi que la idea que seguimos es tomar funciones test en un espacio
diferente pero solo para este término.

Para ello vamos a considerar de nuevo un espacio discreto de elementos finitos sobre 73,
constantes a trozos por triangulos. Sus funciones de base {)\i}i]\il van a ser las que toman el
valor ,BiT sobre todo elemento T € 7T}, tal que b; es vértice de T y cero en los deméds elementos
de 7.

Asi, nuestro espacio de funciones test sera:

Wi, = LI, (25)
donde N denota el nimero de nodos de 7y, situados en Q \ I'". Si consideramos una funcién
f € %), definimos su interpolado sobre W), casi por doquier como

N

M f(z) =Y f(bi)hi(x). (26)

=1

El método distributivo puede ahora ser re-escrito como el siguiente método de Galerkin

modificado:
Obtener p € V;, tal que

(27)
/(u . V,oh)Hhvh = / f’l)h W Vp, € Vh.
Q Q

En efecto:
Tomamos una base del espacio V}, formada por las funciones {¢; }1¥, tales que ;(b;) = d;;
vV 1<14,57 < N. Entonces podemos escribir la matriz elemental de este método como

AiTj:/T(u-wj)nh%:ﬁf/j’u-vgoj.

Ahora bien, si ponemos pp, = ¢; en (11), tenemos
/Tu Vo, = KJTT (28)

ij
elemental de los métodos distributivos, (ver (15)). Para el método PSI, se tendria:

T _ ATpT _ AT . .
Por tanto, Aij = p; K, = C};, que son precisamente las componentes de la matriz

d+1 d+1
/(U'Vph)ﬂh%‘ = /(UQT Vop)ppi = Z@T/(UQT Voi)pi =Y Cil pj,
T T j=1 T j=1

asi que en este caso también se tiene AZ-T]- = CiajT.
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Hemos de observar, por otra parte, que tanto para el N-esquema como para el PSI los
coeficientes ﬂiT (v por tanto, el espacio W},) dependen de la incégnita pp,. Ademds, en el caso
del N-esquema, en general, estos coeficientes dependen del flujo convectivo elemental. Pueden
ser negativos y estar no acotados. Esto va a impedir que el operador de interpolacién IIj
pueda ser estable en este caso.

En cambio, para el esquema PSI los coeficientes ﬂiT estan acotados y son no negativos.
Ademas, la matriz D es continua como funcién de la incégnita pyp,, (ver Lema 2.2). Estas buenas
propiedades nos van a permitir analizar la convergencia de las ecuaciones de transporte-
difusién y Navier-Stokes mediante este método, en la proxima seccién.

Supondremos, pues, las siguientes hipdtesis sobre los coeficientes ﬂl-T :

a) La matriz local del método, C7, es continua como funcién de

pr sobre Vj.
(H1) d+1

) > B =16">0i=1,...,d+1.

i=1

Si las funciones ﬁiT estdn construidas a partir de una funcién py, € Vj, denotaremos II,, al
correspondiente operador de interpolacién. Cuando no haya lugar a confusién, simplemente
lo denotaremos por IIj, por abreviar la notacién. Observemos que (27) puede ser escrito como
un sistema “lineal - no lineal” de la forma

D(R)R = F, (29)

donde R={pi}N, e RN, F = {f;}¥, e RY con f; = / foi, v D(R) € RV*N es una matriz
Q

cuadrada de coeficientes

N
D;;(R) = Z @T(Ph)/ u-Vp; con pp = sz‘%,

TEE,NE; T i=1

donde hemos usado (13), (15) y (28). La matriz D es continua respecto de R; segtin la hipStesis
(H1).

3. Analisis de los problemas de transporte-difusion y Navier-
Stokes

3.1. Problemas de transporte-difusion

Presentamos en esta seccién una relaciéon de los resultados obtenidos al aproximar el
problema de trasporte-difusion mediante el método PSI, utilizando su interpretacion como
método de Petrov-Galerkin.

Antes de empezar a analizar el problema discreto, vamos a ver unos resultados previos
que nos seran de utilidad.

Lema 3.1 Si consideramos un esquema distributivo que verifique las hipdtesis del Corolario
2.1 entonces la matriz del esquema es una M-matriz.
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Los siguientes resultados nos dan diversas propiedades de operador de interpolacion II,, .

Lema 3.2 Sea v € C%(Q), bajo la condicidon (7) existe una constante C,, tal que para todo
Ph € Vi,
[Ty, vllp < Cpllvfl,  con 1 <p < +o0.

Lema 3.3 Sea v € C°(2), bajo la condicion (7) se tiene que para toda sucesion py, € Vi,

}le% [Ty, v — U”L?(Q) =0, Vpell,+oo].

Lema 3.4 Sea oy, € V},. Entonces ¥V p € [1,+0o0]

Mhon = onllp < bVl

3.1.1. Aproximacion numérica

Planteamos en primer lugar el problema que queremos resolver. Sea €2 un dominio acotado
de R% (con d = 2 6 3) con frontera I'. Consideramos el siguiente problema de transporte-
difusién estacionario:

u-Vp—vAp=f en )

p=20 sobre I'~ (30)

ng =0 sobre '\ '~
donde p es una magnitud fisica transportada por un flujo de fluido a velocidad u, sujeta a
una difusién molecular con difusividad v, que suponemos constante. f € L?() representa
un aporte distribuido de la magnitud p, v es un campo de vectores con divergencia nula.
Suponemos que I'™ es una parte medible de medida no nula de I', que identificamos como la
frontera de entrada:

I ={zeTl/u-n<0}.

Si escribimos el problema variacional discreto teniendo en cuenta la expresién para la
aproximacién mediante métodos distributivos (27) tenemos:

Hallar p;, € V}, tal que

/(u . Vph)thvh + V/ Vo - Vo, =< fyop > Yo, € V. (31)
Q Q
Dada rp € V},, definimos ahora la forma bilineal b(ry) : V3 x Vj, — R como:
b(Th; vh, wh) = /(U - Vop)Iy, wp,
Q
con lo que el problema (31) se re-escribe como:
Hallar pp € V}, tal que (32)
b(pn; ph,vn) + v(Vpn, Vup) =< fonp, > YV oy € V.

Se puede probar que la forma b(py,) es continua, y gracias al Teorema de Brouwer obte-
nemos la existencia de solucién para el problema discreto (ver [4]).
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Teorema 3.1 El problema (31) admite solucion py, € Vi,. Toda solucién satisface la estima-
cion

1
lenllv < Zllfllv. (33)

Se puede comprobar (ver [4]) que se puede extender el operador 11}, al espacio de funciones
H'. Esto es necesario para probar el siguiente resultado de convergencia fuerte.

Teorema 3.2 Sea Q un dominio poligonal o poliédrico acotado de R? (d =2 6 3), V}, apro-
zimacion interna de V definida por (24) y una funcién f € L*(Q). Entonces la sucesion
{pr}n>0 formada por una solucion de (32) para todo h > 0 converge fuerte en V' a p, solucion
del problema continuo.

Teorema 3.3 En las hipdtesis del teorema anterior, supongamos ademds que u € L*(Q).
Entonces existe una constante positiva C tal que

IV(p = pn)llo < 2+ CvHulloo)di(p, Vi) + b ™2 Julloc| 115

con di(p, V) = inf ||[V(p—wvn)lo-
v EVY

Los puntos clave para este andlisis son la positividad del método PSI y las propiedades del
operador de interpolacién distribuida II;. La positividad permite reproducir las estimaciones
estandar de la aproximacién mediante el método de Galerkin de las ecuaciones de Conveccién-
Difusién. Las propiedades de estabilidad y convergencia del operador II;, permiten probar la
convergencia del método. El Lema 3.4 permite obtener las estimaciones de error éptimas.
Debido a este Lema aparece el término adicional (el dltimo en O(h)) en la estimacién de error
del Teorema 3.3.
Se puede ademds probar un principio del méximo para el principio discreto (Cf. [4]).

3.2. Ecuaciones de Navier-Stokes

Al igual que en el apartado anterior para el problema de transporte-difusion, vamos a
exponer los principales resultados de estabilidad, convergencia y estimaciones de error. Que
resultan al aplicar el método PSI a las ecuaciones de Navier-Stokes.

Escribimos en primer lugar el problema continuo y la aproximacién numérica. Sea €2 un
dominio poligonal o poliédrico acotado de R? (d = 2 6 3) con frontera Lipschitz I' = 99Q.
Queremos resolver el problema:

Hallar v : Q — R% p: Q — R tal que

u-Vu—vAu+Vp=f en (Q;
V-u=0 en (); (34)
u=20 sobre T.

Vamos a considerar los espacios V = (H}(Q))? y L3(2) donde vamos a buscar nuestra
solucién (u, p). Suponemos que la funcién del término fuente f estd en (H~1(Q2))<.

Para la aproximacion numeérica, consideramos una aproximacién interna de los espacios V'
y LZ(Q) mediante subespacios en dimensién finita, {Vj, }ns0 ¥ { M}, }n>0 respectivamente. Para
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aproximar el término de transporte por el método PSI, vamos a definir una forma trilineal
para el problema aproximado como sigue:

bh(uh;vh,wh) = /Q(uh . Vvh)Puhwh v Up, Vp, Wh € Vh. (35)

Aqui, P,, es un operador de interpolacién vectorial definido de forma analoga a (26), por
componentes:

Pu,wn = (ILy,, win, Hay, wop, Wy, wan) € Wi (uin) x Wi (uan) x Wh(usp),

siendo II,,, el operador definido por (26) construido con w;,. Observemos que P,, depende
de up, por una parte a través de sus componentes como agentes pasivos (el p;, de la definicién
del PSI) y por otra como vector de conveccién.

Fijada wup, bp(up;-,-) es bilineal y continua sobre V}, x Vj,. Definimos

bh(ua v, w)

N = sup sup
0<h<ho uoweVy, [[Vullol Vollofl Vewllo®

donde hg es una cota superior dada para la talla de la malla.

Observacién 3.1 Supongamos que el espacio de velocidades discretas Vy, estd formado por
elementos finitos afines a trozos. Entonces, como consecuencia del Lema 3.1 , se verifica que

bn(up;vp,vp) >0 YV up,vp € V. (36)
Planteamos ahora el problema aproximado:

Hallar uy, € Vy, pp € My, tal que
bh(uh;uh,vh) + V(Vuh,Vvh) — (ph,V . Uh) =< f, Vp, > Y Uy € Vh; (37)
(V- up,qn) =0 V qn € M.

Consideramos las siguientes hipétesis:
(H2) Q abierto acotado conexo poliédrico.
(H3) Los espacios (V},, M},) verifican la condicién inf-sup discreta:

36 > 0 tal que B lra]| < sup Y V)

s VT‘hEMh. 38
U [ Nonlo (38)

(H4) V}, esta formado por elementos finitos de tipo P;.
Por ejemplo podemos considerar elementos finitos (P; — isoPq,P1) 6 (P; — isolPy, Py).
Podemos entonces garantizar la existencia de solucién de nuestra aproximacién:

Teorema 3.4 Bajo las hipdtesis (H2), (H3) y (H4), el problema (37) admite al menos una
solucion que satisface las estimaciones

[Vunllo < v fll -1
A (39)
Ipnllo < 87124+ Cv 2| fll-1) I f]l -1

siendo (3 la constante de la condicidn inf-sup, (38) y C' una constante positiva que depende
unicamente del dominio y de la dimension del espacto.
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Este resultado se debe esencialmente a la propiedad (36). La positividad del operador de
interpolacién distribuida hace que no sea necesario usar la forma antisimétrica que se suele
usar para aproximar al operador de conveccién u - Vu.

Enunciamos a continuacion los resultados de convergencia y estimaciones de error.

Teorema 3.5 Bajo las hipdtesis (H2), (H3) y (H4), existe una subsucesion de la sucesion
{(up,pn)}n>o0 solucion de (37) que converge fuertemente en V. x L3(Q) a una solucién del
problema continuo. Si esta solucion es unica, entonces toda la sucesion converge.

Teorema 3. 6 Supongamos que se verifican las hipdtesis (H2), (H3) y (H4) y ademds que
N fll=1 < v2. Entonces existen dos constantes C y C' positivas tales que

IV (u = un)llo + llp = prllo < C(di(u, Vi) + do(p, My)) + C'h' =,

. . d
donde dy(u, V) = inf ||[V(u—wp)|lo vy do(p, M) = inf [p—qulloyeq=—,V qg>2.
v EVY qnEM}, q

4. Extension del método PSI a leyes escalares de conservacion
con término fuente

Consideramos el siguiente problema:

dip+0:F(p) = g(p) en (0,L)

p(x,0) = p(x en (0, L)
p(x,t) =0 sobre 0€2

Nos planteamos resolverlo mediante el método PSI visto antes. La idea consiste en integrar
el término fuente en el término de transporte. Asi, se trata de repartir entre los nodos de
cada intervalo, no sélo el flujo correspondiente al término de transporte sino también la parte
equivalente del término fuente. De manera que podemos escribir el esquema PSI como:

At
n+l _ n T Tm _ ~Tn
A D IN: M G S (40)

TeE;

_ /T 0.F(p), GT" = /T 9(p)da.

Si denotamos por T; = [z;_1,x;] y suponemos que existe una funcién G tal que
g(p) = 0,G(p), entonces tenemos:

Donde E; = {T/x; € T}. Y

Ei =T, UT;,

Ti+1
gTom — / 0. F(p) = F(ply) — F(ol) = Fliy — FY,

i

Ti4+1
ghn :/ 8:G(p) = G(pfy1) — G(p}) = Gy — G
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Si definimos el residuo sobre cada intervalo 7 como Rim = ¢lim — GTim_ entonces el

esquema se escribe:

At ; T

n+1 n i—1n pi—1,n 5N i,

ntl o T30 R'—H™ 4 gu" RN, 41
p’L pl Ax( 2 /B'L ) ( )

Los coeficientes 3; se definen de manera que en cada etapa de tiempo, la solucién evolutiva
se acerque lo mas posible a la estacionaria, garantizando la estabilidad. Lo que se traduce en
ir disminuyendo el residuo en valor absoluto en cada paso, es decir,

|Ri,n+1| < |Rz,n| Vi

Consideramos el intervalo T; = [z, z;+1] y determinamos los coeficientes segin el signo del
residuo R*"™ que sera “repartido” entre los nodos z; y x;+1 en funcién de estos coeficientes,
ﬁi’" M respectivamente. Veamos antes una expresién para Ro™:

i Y Pit1s 1% . p p :

R = glon — Gl = (FY — FJ') — (G}, — G}) =

(42)
= (F = Giy) — (B = GY) = (F = Q) (1) (piy1 — P});

con 2f' € (o} o).

Caso 1. R%™ > 0. Queremos que en la etapa n+1 el residuo sea menor. Esto se conseguiria
segin el esquema (41) (debido al signo negativo), enviando todo el residuo al nodo donde p
sea maximo. Disminuyendo asi el valor de p?“ de forma 6ptima, para j = 4,7 + 1. Entonces
tenemos:

Bt =0 g =1
Sipily > pf = A . Siplg <pl= ‘
Bty =1 Bil1=0

Caso 2. R"" < 0. Queremos ahora que el residuo aumente en la etapa n + 1. Segtin el
esquema (41) habra que enviar la totalidad del residuo al nodo donde p alcanza el minimo.
Aumentando el valor de p}”l de forma éptima, con j = 4,7+ 1. Asi de forma andloga al caso
anterior, tenemos:

gt =1 B =0
Sipiq > pf = . Siplg <pf =
B =0 Bt =1
Caso 3. R*™ = 0. En este caso, no estamos actualizando el valor de p?. Necesitamos de

una correccién entrépica. Para ello definimos una nueva funcién F = F — €0, p, y tomamos
un nuevo residuo

.. Tit1
B = [ @) - gl do.
;
Y procedemos de forma andloga a los Casos 1 y 2 anteriores pero con R en vez de R¥".

Proposicién 4.1 El esquema (41) es TVD bajo la condicion CFL:

At

— m4 _ ' <
AL méax |(F — G)'| < (43)

| =
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5. Aplicacién al transporte de sedimentos

Las ecuaciones que modelan el transporte de sedimentos, en su versién mas simple, esto
es, en una variable de espacio, tienen una estructura como sigue:

Op + Opr =0,

donde p = p(x,t) es la masa de sedimento transportado (o, equivalentemente, la posicion del
fondo) y r = r(x,t) es su caudal. La principal dificultad con que nos enfrentamos es que r
no se conoce como funcién de p, sino (y ello tras mucho esfuerzo de modelado) de variables
hidrodindmicas como altura de la superficie libre (h) y caudal de agua (q). Esto hace imposible
aplicar los métodos desarrollados en las secciones anteriores a esta ecuacion directamente.

Una estrategia que nos planteamos actualmente es considerar la masa de sedimentos p co-
mo una variable hidrodindmica mas, y considerar un sistema acoplado de leyes de conservacién
Aguas Someras + Transporte de Sedimentos para la variable

W = (h,q,p),

con la estructura

AW +V - F(W) = B(W)d, W,

donde F' es una funcién de flujo y B un término de acoplamiento debido a gradientes hori-
zontales del fondo.
Para diversos modelos de transporte de sedimentos se trata de un sistema hiperbdlico.
Actualmente estamos trabajando en la extensiéon de métodos distributivos a Sistemas de
Leyes de Conservacion Hiperbdlicas y, especialmente, de Aguas Someras con Transporte de
Sedimentos. Entendemos que es un problema de mucho interés aplicado del que atn se conoce
poco. (Cf. [5], [1], [7])-

Referencias

[1] Castro, M.J.; Chacén, T.; Dominguez, A.; Fernandez, E.D: Well-Balanced Schemes for
Shallow- Water Equations With Sediment Transport, European Congress on Computatio-
nal Methods in Applied Sciences and Engineering, Finlandia. Eccomas 2004.

[2] Deconinck, H.; Paillere, H.; Struijs, R.; Roe, P.L.: Multidimensional upwind schemes
based on flucuation-splitting for systems of conservation laws, Computational Mechanics
11, pp. 323-340, (1993).

[3] Morton, K.W.: Numerical Solution of Convection-Diffusion Problems, Chapman & Hall,
(1996).

[4] Narbona, G.: Aproximacién numérica de algunos flujos de interés en Arquietectura e
Ingenieria mediantes esquemas positivos en elementos finitos, Tesis Doctoral de la Uni-
versidad de Sevilla, (2004).

[5] Nielsen, P.: Coastal bottom boundary layers and sediment transport, Ed. World Scientific,
(1992).

20



[6]

[11]

[12]

Paillere, H.; Deconinck, H.; Struijs, R.; Roe, P.L.; Mesaros, L.M.; Miiller, J.D.: Com-
putations of inviscid compressible flows using fluctuation-splitting on triangular meshes,

ATAA 93-3301, Julio 6-9, Orlando, Florida, (1993).

Pena, E.: Estudio numérico y experimental del trasnporte de sedimentos en cauces alu-
viales, Tesis Doctoral de la Universidade da Coruna, (2002).

Roe, P.L.: Linear advection schemes on triangular meshes, Technical report, Cranfield
Institute of Tecnology, CoA 8720, (1987).

Roe, P.L.: A Framework for Numerical Evolution Problems, Numerical Methods for Fluid
Dynamics, Academic Press, (1982).

Roe, P.L.; Sildikover, D.: Optimum positive linear schemes for advection in two and three
dimensions, SIAM J. Numer. Anal. 29(6), pp. 1542-1568 (1992)

Struijs, R.; Deconinck, H.; Roe, P.L.; Do Palma, P.; Powell, A.G.: Progress on multidi-
mensional upwind euler solvers for unstructured grids, ATAA 91-1550, (1991).

Toro, E.F.: Riemann Solvers and Numerical Methods for Fluid Dynamics, Springer-
Verlag, Berlin, (1997).

21



